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A  NOS   LECTEURS 


Au  début  de  cette  troisième  année  d'existence,  qui  est  en 
même  temps  le  début  d'un  siècle,  la  Direction  de  VEnsei- 
gnement  luathéniatique  a  le  devoir  de  renouveler  ses  remer- 
ciements aux  mouiljres  du  Comité  de  patronage,  aux  col- 
laborateurs, correspondants  et  lecteurs  de  ce  journal. 

L'appel  f|ue  nous  adressions  à  ces  derniers,  il  y  a  un  an, 
a  été  entendu.  Pas  encore  assez,  cependant,  à  notre  gré. 
Notre  ambition  serait  de  bien  faire  comprendre  à  tous,  et 
surtout  aux  membres  de  renseignement,  qu'ils  ont  ici  une 
tribune  largement  ouverte,  et  que  notre  «  Correspondance  » 
leur  offre  le  nu)ven  de  produire  en  loule  liberté  les  idées 
qu'ils  jugent  utiles. 

Malgré  l'étendue  restreinte  de  cette  publication,  nous 
pouvons  nous  llalter  d'avoir  poursuivi  nornuilement  l'exé- 
cution de  notre  programme  primilil".  Xous  ])ourrions  le 
résumer  en  deux  mots  :  Exposer  le  passé  et  le  présent  ; 
préparer  l'avenir. 

Qu'il  s'agisse  de  l'ensemjjle,  ou  des  ([uestions  de  détail, 
c'est  là  notre  préoccupation  constante.  Nous  voulons  asso- 
cier les  professeurs  et  matbématiciens  de  tous  les  l)ays  à 
cette  œuvre  cpii  intéresse  le  déveloi)penient  intellectuel  tle 
l'humanité  entière. 

De  grands  perfectionnements  à  notre  avis  sont  possibles. 
Il  faut  ([ue  l'enseignenu-nl  de  la  scieiu;e  pure  se  raj)proche 
de  celui  des  applications;  il  l'aiit  (pie  l'elforl  intellectuel 
donne  le  maximum  de  résultats  utiles. 

(>'est  dansée  but  ((uenous  travaillons  les  uns  et  les  autres. 
C'est  cette  pensée  commune  (|ui  a  grou|)é  autour  de  V Ensei- 
gnement luatliénidlifjiic  cette  phalange  d'éminents  collabo- 
rateurs. Xous  leur  avons  exprinu*  notre  gratitude.  Elle  ne 
com[)to  pas,  à  côté  de  celle  <pi<'  leur  (b-vidiit  les  générations 

à  venir. 

Lies  niRn;nTi:uRS. 


L'ExNSEIGNEMENT   MATHEMATIQUE 

EN  ALLEMACxNE 

PENDANT     LE     XIX*     SIECLE 


Caracll've  général  de  Vépoque.  —  L'article  si  captivant  du 
développement  de  l'enseignement  mathématique  en  Allemagne 
pendant  les  siècles  qui  nous  ont  précédés,  que  M.  S.  Giinther 
a  publié  dans  cette  Revue  (1900,  X"  4>  P-  237-264;  nous  donne 
un  aperçu  de  ce  développement  jusqu'à  la  troisième  dizaine 
d'années  du  xix"  siècle. 

Au  moment  où  son  exposé  se  termine,  iNI.  Giinther  observe  un 
changement  important  qui  se  reconnaît  à  l'essor  que  prit  alors  à 
l'Université  et  aux  établissements  préparatoires  l'enseignement 
en  général.  Ce  fut  le  temps  où  la  recherche  scientifique,  en 
renonçant  à  son  noble  isolement  où  elle  s'était  renfermée  jusque- 
là,  entra  dans  les  auditoires  universitaires.  Cette  entrée  rendit 
possible  de  satisfaire  toujours  mieux  le  vœu  pressant  qui 
réclamait  sans  cesse  une  instruction  plus  étendue  et  plus  appro- 
fondie des  maîtres  des  susdites  écoles  moyennes,  c'est-à-dire  des 
Gymnases. 

Les  mathématiques  participèrent  à  cet  essor  commun  à  toutes 
les  branches  scientifiques.  Ce  fut  pour  elles  une  circonstance 
favorable  (pi'à  cette  époque  une  série  de  jeunes  savants  sentit  le 
besoin  d'exposer  devant  un  cercle  d'auditeurs  plus  étendu  les 
résultats  de  leur  activité  scientifique  et  de  fonder  une  école 
placée  sous  leur  influence.  Parmi  ces  hommes  distingués,  nous 
devons  nommer  en  première  ligne  Jacoih  et  Diuiciilet.  Ce  qui 
s'annonçait  dans  ce  mouvement,  ce  n'était  au  fond  que  l'esprit 
des  temps.  Les  révolutions  puissantes  des  périodes  précédentes 
avaient  démontré  de  la  façon  la  plus  significative  la  force 
qu'exerce  le  progrès  de  la  conception  théorique  sur  le  relève- 
ment de  l'ensemble  de  la  civilisation. 
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La  recherche  scientifique,  en  sortant  de  son  isolement,  n'avait 
fait  que  répondre  à  rexigence  des  temps  qui  s'imposait  d'aulani 
plus  qu'il  semblait  justifié  de  croire  que  l'élargissement  des 
cercles  (jui  y  participaient  ne  pouvait  qu'augmenter  le  progrès  de 
la  conception. 

A  cette  époque  on  constate,  d'une  part,  la  pénétration  récipro- 
que delà  recherche  scientifique  etde  renseignement  universitaire, 
d'autre  part,  la  graduation  continue  de  l'enseignement  donné 
aux  Gymnases,  considéré  dans  sa  valeur  intrinsèque  et  au  point 
de  vue  de  la  place  qu'on  lui  a  assignée  dans  le  plan  général 
d'étude.  Cette  o-raduation  de  l'enseionement  gvmnasial  est  due 
h  ce  que  ses  maîtres  ont  précisément  été  préparés  par  lUnivcrsité 
et  qu'ainsi  ils  ont  pu  conserver   le  contact  avec  la   science  pure. 

L'enseignement  gvmnasial  donnait  ainsi  une  première  impres- 
sion h  ceu.x.  qui  devaient  continuer  plus  tard  les  recherches  scien- 
tifiques. C'est  cette  influence  réciproque  des  divers  degrés  de 
l'enseignement  mathématique  c[ui  est  en  effet  la  marque  carac- 
téristique de  celui-ci  dans  les  trois  derniers  quarts  du 
xix"  siècle. 

\.     COLP     n'oRIL    SUU    1,K    nÉVELOl'PEMF.NT    DES     MATHÉM ATIQIES 

Le  présent  article  ne  s'est  point  imposé  pour  tâche  do  décrire 
le  développement  progressif  des  mathématiques  en  Allemagne, 
son  but  est  plutôt  de  présenter  l'état  actuel  de  l'enseignement 
mathématique  aux  écoles  allemandes  et  surtout  à  celles  ([ui 
préparent  les  élèves  à  entrer  aux  cours  des  Universités.  Mais  la 
pénétration  inlinu-  indicpu-e  plus  luiut  de  cet  enseignement  avec 
les  progrès  des  études  scientilicjues  nous  oblige  forcément  de 
donner  d'abord  un  aperçu  général  du  développement  de  ces 
études  dans  les    différents  domaines  ([u'il  y  a  lieu  de  distinguer. 

Les  centres  scienli/ifjttes.  —  foutes  les  universilt's  alleinaiides 
ont  {)his  ou  moins  p;irtici[)('  aux  progrès  de  la  science  malhé- 
maticpie  pendant  la  nouvelle  période  ;  on  y  voit  surtout  figurer 
celles  qui  avaient  le  piivili'gf  dètre  soutenues  par  une  cor- 
poi'alion  scienlificpie.  De  paieiiles  corporations  existaient  ii 
Berlin,   ii   (jn(U/ii;iie  et    ii    Munich^  soit  sous  le    nom   iV Acailciiiic 
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des  Sciences,  soit  sous  celui  de  Société  des  sciences.  Vers  le 
milieu  du  siècle  la  Société  des  sciences  du  Royaume  de  Saxe, 
à  Leipzig,  vint  s'y  joindre  ;  il  y  a  lieu  de  nommer  d'autre  part 
la  Leopoldiniscli-Karolinisclie  Akadeinie  der  Katar forscJier,  dont 
le  sièf^e  changeait  avec  le  domicile  du  Président,  puis  quelques 
autres  corporations  plus  petites,  parmi  lesquelles  il  laut  citer 
surtout  la  Société  mathéniatiqiie  de  Hanihourg. 

Les  deux  dernières  corporations  peuvent  même  se  vanter  d'une 
existence  antérieure  à  celle  des  quatre  premières  académies  qui 
possèdent  un  siège  permanent. 

Ces  dernières  se  divisaient  dans  la  règle  en  deux  classes,  Tune, 
des  sciences  mathématiques  et  physiques,  et  l'autre,  des  sciences 
philosophiques  et  historiques.  En  Allemagne  on  donne  au  mot 
de  science  un  sens  plus  étendu  qu'en  France. 

Les  villes  nommées  ci-dessus  se  sont  en  effet  toujours  distin- 
guées comme  centres    de  culture  de  la  recherche  mathématique. 

Parmi  elles  on  remarque  surtout  Berlin.^  le  siège  de  la  plus 
ancienne  de  ces  académies  permanentes  et,  pourrai-je  ajouter, 
aussi  celle  où  la  tradition  mathématique  brilla  le  plus.  Elle  a 
été  fondée,  comme  on  le  sait,  par  Leibniz  qui  partage  avec 
Newton  la    gloire  de  nous  avoir   donné  l'analyse  infinitésimale. 

Après  la  période  de  ralentissement  de  la  recherche  scientifique 
en  Prusse,  sous  le  règne  de  Frédéric-Guillaume  F'",  il  lut  accordé 
encore  à  un  mathématicien,  Malpeutlis,  sous  le  règne  de  Fré- 
déric le  Grand,  de  redonner  une  nouvelle  vie  à  cette  Académie. 

L'École  de  Berlin.  —  L'Université  de  Berlin  était  la  plus 
jeune  parmi  celles  de  l'Allemagne  (')  ;  fondée  seulement  peu 
d'années  avant  la  période  dont  s'occupe  cet  article,  elle  avait 
pris  rapidement  une  position  directrice  parmi  les  universités 
allemandes,  grâce  aux  riches  moyens  dont  elle  avait  été  dotée 
dès  le  commencement.  Il  s'y  établit  vite  une  vie  féconde  en  résul- 
tats dans  le  champ  dos  mathématiques  qui,  dès  son  commen- 
cement jusqu'à  nos  joui's,  porta  une  empreinte  décidée  en  ce  que 
dans  les  cercles  savants  de    Berlin  on   s'adonna  surtout  ii    deux 


(')  L'niincc  de  sa  fondation  est  1810;  l'iihivcrsilc  de  Bonn,  qui  a  élt'   rénovée  en 
sa  forme  actuelle  en  1818,  avait  déjà  existé  auparavant,  de  178G  à  i8o--i. 
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brandies  de  la  recherche  inathéjnali([ue,  à  savoir,  truiie  part,  à 
rAnalvse  et  à  h\  théorie  des  fonctions  et,  d'antre  part,  à  colle  de 
la  théorie  des  nombres.  Ce  fut  surtout  l'esprit  île  C.  G.  J.  Jacoiji 
qui  V  exerça  une  inlhience  prédominante.  11  est  vrai  (ju'il  n'entra 
que  tard  dans  le  corps  enseignant  universitaire  de  Berlin.  Mais 
ce  fui  bien  son  esprit  qui  donna  une  impulsion  à  la  Revue,  qui, 
fondée  à  cette  épo(|ue,  devint  pendant  de  longues  années,  en 
Allemagne,  le  plus  important  organe  de  la  recherche  mathé- 
matique ;  nous  voulons  parler  du  journal  que  fonda  A.  L.  Chelle 
il  Berlin  en  iS^çj  pour  les  mathématiques  pures  et  appliquées. 
AViiiKitsTUAss  lepi'it  plus  tard  les  traditions  de  Jacobi  et  resta, 
pendant  plusieurs  dizaines  d'années,  le  premier  représentant  de 
la  susdite  direction,  tant  ii  Berlin  que,  dans  un  certain  sens,  dans 
l'Allemagne  tout  entière.  En  tout  cas,  il  faut  citer  en  première 
ligne  le  nom  de  cet  homme  parmi  ceux  auxquels  toute  nne 
génération  doit  son  impulsion  et  la  direction  de  son  activité  scien- 
tifique. 

La  théorie  des  nombres  lut  tout  particulièiement  cultivée  plus 
tard  par  P.  G.  Li:.ii:iNr.  Diiuchlkt,  qui  avait  passé  de  Berlin  à 
G<")ttingue.  et  ensuite,  surtout  par  Kuonkckkh  et  Bohchaudt,  (jui 
dirigea  pendant  de  longues  années  le  journal  de  Crelle.  Ayant 
hérité  de  l'esprit  de  Jacobi  et  de  Dirichlet,  il  réunit  ainsi  dans 
sa  seule  personne  les  deux  tendances  dans  les  recherches  cultivées 
de  préférence  ii  Berlin. 

En  même  temps,  le  côté  gcométrif[ue  de  la  recherche  mathé- 
mati(pie  s'clfaça  un  peu  ;  toutefois  la  force  attractive  extraordi- 
naire qu'exerça  Berlin  eut  pour  effet  (\\\q  le  savant  gécnnètre 
suisse  Jacoiî  SniixKit  choisit  celte  ville  comme  domicile  per- 
manent. Des  circonstances  fortuites  l'v  avaient  anK.Mié,  et  c'est 
de  ce  lien  ([u'il  dota  le  monde  d'une  concej)tlon  j)lus  neuve  de 
Ja  théorie  de  l'espace.  Un  grantl  nombie  de  jeunes  mathéma- 
ticiens a  sulil  son  influence  ;i  Berlin,  mais  le  sort  de  fonder  une 
école  berlinoise  de  (iéométrie  ne  lui  échut  point.  Ap'iès  sa  mort 
le  centre  principal  de  l'éluih'  de  la  Géométrie  consi  luilive  syslé- 
mati<[ue,  (ju  il  avait  en  <[uel<jin^  sorte  créée,  se  ileplaça  en  d  autres 
lieux.  L'influence  prépoiub-ranle  qu'exerça  surtout,  après  lui, 
vo.N  Staudt  sur  le  développement  de  la  Géométrie  se  lit  ailleurs 
([u'ii  Berlin. 
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L'Ecole  (le  Kônigsherg.  — C'est  comme  centre  important  d'une 
vie  intellectuelle  intense  que  Berlin  avait  attiré  dès  le  début  les 
grands  maîtres  de  la  science  ;  quant  aux  autres  centres  d'activité 
scientifnjue,  c'était  par  le  renom  de  quelques  personnalités  mar- 
quantes qu'ils  attirèrent  a  eux  de  jeunes  forces.  C'est  ainsi  que, 
pendant  quelque  temps,  une  certaine  influence  fut  exercée  par 
Bonn,  où,  sous  la  direction  de  Plucker,  on  cultiva  particulière- 
ment la  Géométrie  analytique  ;  mais  les  deux  Universités  de 
Kônigsherg  et  de  Gôttingue  offrirent  le  plus  frappant  exemple 
de  cette  influence.  Il  faut  peut-être  attribuer  ce  fait  îi  l'attrac- 
tion qu'exerça  pendant  longtemps  Konigsberg  par  la  personnalité 
si  marquante  d'iMMAXUEL  Kant  ;  d'ailleurs  cette  Université  a 
compté  parmi  ses  professeurs  toute  une  série  de  savants  émi- 
nents  qui  n'y  restèrent,  il  est  vrai,  que  peu  de  temps,  à  cause  de 
l'éloignement  et  de  la  rigueur  du  climat.  C'est  là,  qu'après 
Kant  —  qu'on  peut  aussi  citer  parmi  les  représentants  de  la 
recherche  dans  les  sciences  phvsiques  et  naturelles  —  profes- 
sèrent l'astronome  Bessel,  Franz  Nelmann,  comme  maître  de 
la  Physique  mathématique  et  Jacobi.  C'est  de  l'action  combinée 
de  ces  trois  hommes  et  de  leurs  successeurs  qui  travaillèrent 
dans  le  même  sens,  que  sortit  tout  un  essaim  de  savants  qui 
formèrent  dans  leur  ensemble  V Ecole  de  Kônigsbcjg  ;  ils 
occupent  encore  aujourd  hui  une  série  de  chaires  aux  Universités 
allemandes. 

La  direction  dans  les  études  scientifiques  que  ces  hommes 
apportèrent  de  Konigsberg  se  propagea  naturellement  davantage 
et  revêtit,  au  moins  en  partie,  un  caractère  tout  nouveau  et 
particulier.  Comme  le  représentant  le  plus  important  de  ce  déve- 
loppement progressif,  je  voudrais  citer  (*)  le  nom  d'AuRED 
Clebsch,  et,  comme  tendance  de  ce  développement,  je  signalerai 
une  importance  plus  forte  donnée  à  l'Algèbre  formelle  dans  sa 
connexion  avec  les  autres  branches  des  mathématiques  et  surtout 
aussi  avec  la  Géométrie.  Cette  direction  ainsi  isolée  entra  bientôt 
en    un  certain  contact  avec  une  autre  ([ui  était  née  h  G<»ttingue. 


(')  Pour  des  inolifs  facilement  appréiiables,  je  iiois  devoir  m'abslciiir  de  citer 
des  noms  parmi  les  représentants  de  la  recherche  malhcmatique  encore  actuelle- 
ment en  vie. 
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L'École  de  Ga(fini:ne.  —  C'est  là  que  régnait  depuis  de 
longues  années  l'esprit  génial  de  Gauss  qui  embrassait,  pour- 
rait-on dire,  dun  amour  égal,  tous  les  domaines  des  mathéma- 
tiques pures  et  appliquées  en  frayant  dans  chacune  de  leurs 
branches  des  voies  nouvelles;  après  sa  mort  sa  chaire  passa  à 
DinicHi.ET,  qui  avait  quitté  Berlin. 

On  ne  peut  certes  pas  dire  que  Gauss  ait  l'ait  école  dans  le  sens 
ordinaire  du  mot;  une  certaine  réserve  l'empêchait  de  commu- 
niquer les  meilleurs  et  les  plus  importants  résultats  de  sa 
recherche  à  un  plus  grand  cercle  d'auditeurs,  dont  une  petite 
fraction  seulement  était  capable  de  le  comprendre  entièrement. 
La  génération  qui  suivit  a  peu  a  peu  reconnu  avec  étonne- 
ment  combien  était  grande  la  masse  des  découvertes  impor- 
tantes dans  le  champ  malhémati([ue  (juil  avait  retenue  pour  lui. 
La  pénétration  de  Gauss  avait  depuis  longtemps  réussi  à 
découvrir  des  faits  nouveaux,  avant  que  d'autres  chercheurs, 
par  leur  propre  investigation,  indépendante  de  la  sienne,  y 
fussent  parvenus  de  nouveau  et  n'eussent  point  hésité  de  leur  côté 
à  faire  resplendir  devant  le  monde  la  lumière  de  la  nouvelle 
conception. 

Si  Gauss  renonça  donc  volontiers  à  une  action  dans  le  sens  de 
la  vulgarisation,  il  exerça  cependant  une  iniluence  d'autant  plus 
grande  sur  certaines  personnalités  qui  lui  étaient  congénlales. 
Parmi  celles-ci  il  faut  nommer  avant  toutes  le  successeur  de 
Gauss  et  de  Dirichlet  à  la  chaire  de  Giittingue,  BEUxuAnD  Rii:.m.vn\, 
parce  qu'il  a  brillé,  pendant  de  longues  années,  incontestable- 
ment comme  une  étoile  de  premier  ordre  au  ciel  mathématique 
de  l'Allemagne.  C'est  à  lui  que  lut  léservé  le  sort  de  donner  une 
nouvelle  impulsion  à  la  rcciierche  mathématifjue  par  la  méthode 
qu'il  inaugura  en  traitant  l'Analvse  et  la  tln'oiie  des  fonctions  en 
utilisant  comme  base  les  désignations  de  l'espace,  idi'es  (ju'il 
avait  rattachées  à  celles  de  Gauss,  mais  ([u'il  dévehqipa  ii  sa 
manière  personnelle. 

On  ne  peut  certes  conslalrr  riiilhii-nce  féconde  rpi'il  exerça 
sur  la  recherche  mathématique  ([ui'  par  une  action  indirecte,  car 
il  n'a  pas  trouvé  de  succcssmir  dans  le  domaine  aucjuel  il  s'inté- 
ressa tout  parliculièrcmt'nt  ;  le  résultat  en  fut  plutôt  (jue  la 
direction   principale   du   développement  ultérieur  de  l'enseigne- 
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ment  des  (onctions  passa,  après  la  mort  de  Rieniann,  a  TEcole  de 
•Berlin  dominée  par  rinlluence  de  Weicrstrass. 

L'influence  indirecte  considérable  de  Uieniann  ne  saurait 
cepcïuliint  être  méconnue;  il  doit  être  nommé  en  première  ligne 
parmi  les  promoteurs  de  la  direction  ([ul  a  assigné  aux  observa- 
tions de  l'espace  une  importance  londanienlale  dans  les  mathé- 
matiques et  entra  par  lîi  en  une  certaine  opposition  avec  la 
direction  arilhmétisante  de  la  recherche  mathémati([ue  particu- 
lièrement pratiquée  à  Berlin.  C'est  à  cette  récognition  de  l'ini- 
porlance  des  JoppoiUs  de  V espace  pour  la  théorie  des  i^ra/u/eiirs. 
en  général,  que  se  rattacha  le  point  d'appel  de  l'Ecole  de  Gôt- 
ti/ii^me  avec  l'Ecole  de  Kiinigsberg  qui  s'était  développée  cons- 
tamment davantage  et  s'était  rapprochée  toujours  plus  du  même 
point  de  vue  en  suivant  un  sentier  opposé.  L'on  peut  assurer  que 
cette  combinaison  de  direction  dans  la  recherche  des  relations 
réciproques  entre  l'Algèbre  et  la  Géométrie  domine  en  quehpie 
sorte  aujourd'hui  dans  nombre  d'universités  allemandes.  Je  nom- 
merai, comme  appartenant  à  cette  direction,  surtout  Lcipziii  et 
(jôttinguc,  et  comme  un  de  ses  représentants  les  plus  considé- 
rables, à  coté  de  beaucoup  d'autres  hommes  vivant  encore 
aujourd'hui,  Sornus  Lik,  venu  de  Norvège  en  Allemagne,  ([ui 
enseigna  pendant  de  longues  années  à  l'Université  de  Leipzig. 

On  peut  aussi  dire  que  c'est  principalement  cette  direction 
qui  se  trouva  représentée  dans  la  Revue  Mathématupie  de 
Ci.KuscH,  fondée  en  1868,  les  «  MatJieniatisclie  Annalen  »,  qu'on 
peut  regarder  comme  la  seconde  de  ce  genre  en  Allemagne. 

Les  principales  directions  des  reclierc/ies  nial/têmati<jiies.  —  Il 
est  donc  })ermis  de  djstinguer  en  Allemagne  trois  directions 
principales  dans  renseignement  des  mathématiques  :  celle  de  la 
Géométrie  constrnctive  [Konstrukti^'-i^eonielrische  Riclitun^),  celle 
de  la  Géométrie  nli>éhri(/tie  [At^ebraiscli-iieometrische  liic/ttung) 
et  enlln  celle  deVAnalt/sep/ire;  ces  deux  dernières  sont  placées 
dans  une  certaine  opposition,  suivant  (jnDu  reganlr  la  Géométrie 
comme;  Caisant  partie  des  malhénialùpies  pures  ou  non.  G'est  là 
que  se  trouve  le  point  décisif  de  la  dlirérence  tle  vue.  La  diiection 
aiilhmétisante  ne  volt  au  fond  dans  hi  Géométile  ([ne  l'appli- 
cation des  véritables  mathématujues,  tandis  (pie  d'autres  émettent 
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ropinion  (lue  toute  pensée  niatluMnati([iie  tire  son  origine  vraie 
des  notions  de  l'espace  et  de  leurs  rapports. 

Cette  opposition  des  idées,  de  même  ([ue  toute  op{)()slli(>ii  en 
ffénéral,  a  rendu  d'énormes  services  à  l'expansion  de  la  science, 
car  l'impossibilité  apparente  de  jeter  un  pont  sur  l'abîme  qui. 
sépare  ces  deux  manières  de  voir,  augmenta  le  l)csoin  de  donner 
une  base  sérieuse  ii  leur  point  de  vue  qui  convainquit  aussi  bien 
ses  partisans  de  l'un  (pie  de  l'autre  parti.  11  en  résulta  une  direc- 
tion nouvelle  dans  les  sciences  mathénuitiques,  indépendante 
des  directions  précitées,  et  (pu>  je  voudrais  appeler  la  tendance 
philosophique. 

Tendance  ])Jiiloso])hi(jiie  des  recherclws.  —  C'est  à  cette  direc- 
tion qu'appartiennent  toutes  ces  recherches  savantes  sur  les 
idées  de  nombre,  de  l'onction,  de  la  cariélé  {^Miinnigfaltiiiheil) 
et  de  l'infini  d'un  côté,  puis  celles  sur  les  bases  mêmes  de  la 
Géométrie,  qui  jouent  un  rôle  si  important  dans  la  littérature  et 
dans  les  cours  des  Universités  de  nos  jours.  Je  voudrais  cepen- 
dant encore  v  ajouter  ([uelques  recherches,  qu'on  ne  saurait 
passer  sous  silence  et  <pii  ne  trouvent  point  de  place  dans  rénu- 
mération laite  juscfu'ici,  car  elles  ont  été  laites  ;i  côté  de  rensei- 
gnement universitaire  ordinaire.  C'est  «  la  Théorie  des  gran- 
deurs e.rtensives  [Aasde/i/iungsle/ire^,  de  Hkhmann  GnAss.MAxx  ('), 
([ui  ramène  la  théorie  des  grandeurs  à  sa  lorme  la  plus  pure. 
Mais  ce  ne  lut  guère  qu'après  la  mort  de  Grassmann  que  sa 
théorie  fut  prise  en  considération  :  aujourtlhui  elle  lait  l'oltjet 
de  plusieurs  cours  universitaires.  Grassmann  vit  les  portes  île 
l'Université  fermées  pour  lui,  fait  incompréhensible  vis-ii-vis  d'un 
homme  dont  rintelligence  extraordinaire  se  montra  encore  en  ce 
que,  mécontent  de  voir  ses  théories  passées  sous  silence,  il  se 
livra  il  un  tout  autre  champ  d'étude,  ii  la  science  comparative  des 
langues,  où  il  fournit  encore  des  résultats  fort  remarquables. 

Cette  tendance  piiilosophi([ue,  que  la  recherche  mathéma- 
ti(|ue  admit  diversement  en  Allemagne,  est  entièrement  indé- 
pendante de  la  direction  de  la  recherche  mathématique  pour- 
suivie par  la  nature  de  sa  matière,  cl  se  manifesta  d'une  manière 


(')  Elle  a  paru  dans  sa   f.iniic  la  plus  ancienne  en   iS'i'i- 
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pailiculicre  dans  toutes  les  autres  directions.  Elle  est  donc  de 
niveau  avec  une  série  de  courants  qui  influencent  le  développe- 
ment de  l'activité  mathématique,  et  elle  est  d'autre  part  indé- 
pendante de  l'opposition  existant  entre  les  directions  principales 
citées  plus  haut, 

Imporlancc  croissante  des  mathématiques  applifjne'es.  —  l'armi 
ces  courants  il  faut  citer  d'abord  l'importance  toujours  plus  grande 
des  mathématiques  appliquées.  Elles  ont  toujours  joué  un  certain 
rôle  dans  l'enseignement,  quoique  leur  nature  non  scientifique, 
même  grotesque  dans  les  temps  passés,  suivant  l'image  que  nous 
en  lait  M.  Gûnther,  fut  bien  faite  pour  le  mettre  en  défaveur. 
En  cflel  les  applications  des  mathématiques  s'effacent,  relati- 
vement, il  l'époque  du  passage  du  xyiii*^  au  xix"  siècle,  où  en 
France  l'intime  alliance  des  mathématiques  pures  et  des  mathé- 
matiques appliquées  fêta  ses  plus  grands  triomphes,  pour  rega- 
gner une  influence  notable  sur  la  recherche  et  sa  situation  dans 
l'enseignement  universitaire,  justement  dans  la  période  que  traite 
le  présent  article.  Ce  mouvement  fut  favorisé  en  partie  par 
quelques  personnalités  marquantes.  Nous  avons  déjii  mentionné 
plus  haut  l'action  combinée  qu'exercèrent  à  Konigsberg  Jacobi, 
Fhanz  Xeu.maxx  et  Bessel.  A  Gottingue  cette  alliance  intime 
entre  les  deux  mathématiques  se  trouve  soit  dans  la  personne  de 
Gauss  même  qui  doit  aussi  être  cité  parmi  les  premiers  physi- 
ciens et  astronomes  de  ce  temps,  soit  dans  l'influence  particulière 
et  combinée  existant  entre  Galss  et\YiLHELM  \Yeijer,  laquelle  sera 
encore  représentée  aux  yeux  des  générations  futures  par  le  monu- 
ment montrant  réunis  ces  deux  savants  à  Guttinoue.  Mocuiis,  à 
Leipzig,  a  aussi  exercé  une  certaine  influence  dans  ce  sens  par 
l'accentuation  spéciale  de  la  connexité  entre  la  Géométrie  et  la 
Mécanique  (').  Mais  on  doit  attribuer  la  plus  grande  influence 
personnelle  à  Heumanx  IIelmholtz,  qui  était  déjii  appelé  par  sa 
carrière  à  devenir  un  promoteur  puissant  du  contact  des  mathé- 
matiques pures  et  des  mathématiques  appli([uées. 

A  côté  de  cela  une  loule  d  inUnonces  j)()sitives  se  (lient  valoir, 
et  ce   lut  surtout   le    développcniiiil   puiss;uit  île  la    phvsupie  <[ui 


(')  Voir  l'article  de  M.  GOntmkh.  p.  a6o. 
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réclama  avant  loul  le  secours  des  mathématiques  et  exerça  de  sou 
côté  sur  elles,  par  les  problèmes  qu'elle  posait,  une  action  lécon- 
dante  et  favorisante.  La  liaison  toujours  plus  évidente  entre  les 
diflércntos  hranclies  spéciales  de  la  Phvsicjui',  (.'oiiuue  la  ehaleiir, 
ropti([ue,  l'électricité  entre  elles  et  surtout  avec  la  Mécanic^ue 
lut  d  une  importance  capitale. 

Création  d'Ecoles  tcchni(jiies.  —  L'essor  l^ien  plus  fort  que  prit 
l'art  technique  vint  s'ajouter  encore  au  pi-ogros  de  la  rhysicjue. 
Il  en  résulta  une  influence  nouvelle  en  ce  que  l'on  vit  se  créer  une 
nouvelle  catégorie  d'Ecoles.  Le  plan  d'étude  adopté  dans  ces 
Ecoles  supérieures  réagit  naturellement  sur  l'enseignement 
universitaire.  Ces  écoles,  qui  sous  le  nom  à' Ecoles  techni(jiics 
supérieures  [Technische  /lochsc/tulen)  (')  ont  pour  but  de  donner 
une  instruction  scientifique  aux  ingénieurs  et  jouissent  des 
mêmes  droits  que  leurs  écoles-sœurs,  leurs  ainées,  les  Uni- 
versités ;  l'enseignement  qui  v  est  donné,  à  côt(''  des  branches 
techniques  spéciales,  dans  les  sciences  générales,  tient  naturelle- 
ment compte  des  besoins  des  élèves  de  ces  établissements  ([ui 
plus  tard  doivent  pour  la  })lupart  entrer  dans  la  vie  pratique. 
C'est  poui(|uoi  Ion  v  introduisit  avant  tout  une  série  de  dispo- 
sitions (jui  n'avaient  joué  jusque-là  aucun  rôle  dans  renseigne- 
ment universitaire.  A  côté  des  méthodes  graphi(jues  des  mallu'- 
matiques  ([ui  doivent  leur  perlectionnenient  surtout  ;i  1  exigence 
toute-puissante  du  besoin  pratique  îles  ingénieurs,  il  laut  citer 
avant  tout  la  Cléométiie  descriptive. 

Le  coiira/il  Iccimiiitic  ([ui  se  dessina  dans  ce  développeinenl 
réagit  h  son  tour  sur  la  forme  de  renseignement  donné  aux  Uni- 
versités et  se  monlia  d  abord  en  ce  que  celui-ci,  élargissant  le 
cercle  des  cours,  admit  aussi  parmi  eux  des  leçons  de  Géométrie 


(')  Le  j»lii.s  iiricien  éltiblisscmont  do  ce  pciiro  fui  fiindf-  en  iSui,  à  Berlin,  sons  le 
nom  d'In.slitiil  Intiii.tlricl  (Geiyerbc-liixli(iil)  ;  il  recul  plus  liiril  le  nom  d' AiaJfiiiie 
Industrielle  ((Jewerbe-Afia<teriiie i  et  lut  joint  en  iS;»),  sous  le  nom  «l'/'.'co/e  tec/i- 
nitjue  siijieneure  (Teclmiselie  Hnclmehutc)  (ncrlin-C/iarto/lenboiii'f)  à  V Acmlcmie 
d'arcliitecture  (Haitakiiilentie  ,  <jui  avilit  été  f«jn<lée  c/i  I7<.(<|.  Il  y  '<  encore  huit 
uutrcs  Ecoles  su|)<M'ieurcs  de  ce  g'enre  en  Alleni(if,'ne  ;  une  nouvelle  (l'i  Diinly:!);')  est 
en  voie  île  roruiiition.  11  fnul  de  plus  mentionner  les  /ùutcs  ttrs  Miiir.i  {/ferff-A/ia- 
ilemieii^,  dont  la  plus  ancienne  l'iU  fondée  nu  will*  siècle,  parci*  (ju'à  ces  Kcoles, 
les  sciences  matliémati'{ue^  «ml  aussi  éti"  cultivées  de  loul  temps  d'une  façon 
remarquable. 
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descriptive.  Comme  autre  suite  importante  de  rinfluence  que 
Tapplicalion  des  matliénialiques  a  gagnée  sur  la  forme  de  rensei- 
gnement mathématique,  il  faut  noter  l'ordonnance  qu'une  partie 
de  l'élude  mathématique  universitaire  des  maîtres  aux  Gymnases 
peut  être  remplacée  par  l'étude  de  cette  science  faite  aux  Ecoles 
techniques  supérieures. 

Reçues.  —  Nous  joignons  à  ces  observations  la  mention  des 
Revues  qui  ont  toujours  fait  ressortir  le  caractère  pratique  des 
sciences  mathématiques  à  un  degré  supérieur  à  celles  déjà  citées  : 
le  Journal  de  Crelle  [Crelle'scJie  Journal)  et  les  Mathematisclie 
Annalen.  Les  applications  ne  manquent  certainement  pas  dans 
ces  deux  Revues,  vu  que  le  Journal  de  Crelle  s'intitule  Journal 
des  Mai]ièmali(jues  pures  el  appliquées,  mais  forcément  les  deux 
portent  h  un  plus  haut  degré  le  cachet  théorique  que  les  deux 
Revues  qu'il  nous  reste  à  mentionner,  à  savoir  VArchiv  fur 
AlatJienialik  und  P/ii/sik,  fondé  en  i84i  par  Gruxert,  et  la 
Zeitsclirift   fur   Malliemalik    und  Pkysik    fondée    en     i865    par 

ScHLOMILCn. 

Tendance  liislorique  des  recherches.  —  L'étendue  extraordi- 
naire que  les  études  mathématiques  embrassèrent  en  Allemagne 
créa  d'elle-même  le  besoin  de  prendre  des  mesures  permettant 
d'avoir  une  certaine  vue  d'ensemble  sur  l'état  actuel  de  la 
recherche  mathématique  et  son  origine  progressive,  de  même 
que  sur  le  développement  toujours  constant  de  cet  état.  11  en 
résulta  spontanément  un  troisième  courant,  dont  l'influence 
toujours  croissante  est  capable  d'augmenter  encore  et  que  1  on 
pourrait  appeler,  ajuste  titre,  le  courant  historique. 

Je  voudrais  même  donner  à  ce  mot  un  sens  plus  étendu,  car 
je  regarde  comme  provenant  de  ce  courant  historique  le  fait  que 
les  travaux  scientifiques  de  l'étranger  sont  de  plus  en  plus  pris 
en  considération  et  mis  à  la  portée  des  maîtres  allemands.  Depuis 
assez  longtemps  déjà  on  prêle  une  attention  toute  particulière 
aux  recherches  sur  les  bases  de  la  Géométrie  faites  par  'h-s 
Italiens  (Saccueri,  Bin.TRAMi),  des  Russes  (Lobatschefski)  et  aes 
Hongrois  (W.  et  J.  Bolyai)  ;  les  travaux  des  Français  et  ceux 
des  Anglais  ont  aussi  constamment  attiré  l'attention  des  savants 
et,  ces  dernières  années  surtout  la  Théorie  des  quatcrnions. 
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Dans  le  champ  plus  restreint  de  la  recherche  mathématique  en 
Allemaçrne  il  faut  citer  ;i  côté  d'un  grand  nombre  d'ouvrases 
destinés  en  général  au  développement  historique  des  mathéma- 
ticjues,  et  qui  sont  encore  en  partie  en  voie  de  publication,  l'édi- 
tion svstématique  des  œuvres  d'auteurs  éminents  décédés,  faite  par 
les  dilléreutes  académies  savantes  citées  plus  haut.  Le  «  Jahrhuch 
der  Forlschrittc  der  Mathemadk  »,  londé  en  1868  parOHiiTMANX, 
rend  possible  d'embrasser  l'ensemble  des  progrès  faits  dans  la 
recherche  scientitique. 

Deulsvhc  Mallteinalikcr-Vcreitiiiiiin^.  —  ^hiis  comme  l'événe- 
ment le  plus  important  contribuant  \\  résumer  systématiquement 
les  sciences  uiathématiques  et  surtout  pour  arriver  à  une  concen- 
tration fructueuse  des  représentants  des  difl'érentes  directions 
existantes,  il  faut  regarder  la  fondation  de  la  Deutsche  Matliema- 
tiker-Vereinii^iuii^^  en  1890.  Depuis  l'année  1897  elle  a  été  favo- 
risée par  des  subsides  venant  des  Académies  de  Munich  et  de 
Vienne,  ainsi  que  de  la  Société  des  Sciences  de  Gôttingue,  et 
elle  a  commencé  à  donner  une  vue  d'ensemble  systématique  du 
savoir  mathématique  des  temps  modernes  dans  sa  grande  œuvre 
largement  conçue,  intitulée  «  MatJtematische  Encyclopœdie  ». 
l'ar  sa  nature  elle  dépasse  de  beaucoup  le  cercle  des  mathéma- 
ticiens allemands  et  rej)résente  un  plus  grand  nombre  de  savants 
apparteuanl  aux  [)avs  civilisés  ([ul  sont  en  dehors  île  lAllemagne. 
C'est  lii  un  signe  évident  (jue  cette  |)ublication  ne  restreint  point 
son  cercle  d  action,  mais  ([u'elle  lorme  un  lien  entre  les  peuples  ; 
les  savants  allemands  s  y  sont  intéressés  constaiument  dans  ces 
dix  dernières  années  et  ses  efforts  ont  été  dignement  récompensés 
aux  deux  premiers  Congrès  inicrnationaux  des  Mathématiciens 
tenus  à  Zurich  et  ii  Paris. 


II.    L'tNSKIGNKMKNT     IM\  KUSITAI 1112      ET      l'iNSTUUCTIOX     DES 

MAiTui;s  DES  Gymnases 
{,     , 

Ori^anisation  de  Venseii^nenicnl  universitaire.  —  Après  cet 
exposé  rapide  du  dével()p[)enienl  de  la  recherche  mathémati(jue 
en    Allemagne   j'eri  viens  à  l'objet   même  du  présent  article  (jui  a 

Rnseignenu-nt  inatli.  -x 
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pour  tâche  de  décrire  l'état  actuel  de  l'enseignement  matliéma- 
tique  dans  ce  môme  pays.  Il  était  indispensable  de  laire  con- 
naître l'esprit  qui  domine  dans  l'enseignement  mathématique  et 
de  donncu"  un  avant-pi'opos  pour  faciliter  la  compréhension  de  la 
méthode  d'enseignement,  îi  la  description  de  laquelle  nous  allons 
passer  maintenant. 

Nous  commencerons  d'abord  par  donner  un  exposé  de  l'ordre 
extérieur  de  V enseignement  universitaire  mathématique  comme  il 
s'est  développé  dans  le  cours  des  années.  Par  là  en  général  les 
études  mathématiques  sont  du  ressort  de  la  faculté  de  Philosophie 
qui  embrasse  outre  cela  encore  l'étude  des  Sciences  naturelles 
ainsi  que  celle  des  Langues,  de  l'Histoire,  de  la  Philosophie 
proprement  dite,  et  le  plus  souvent  encore  celle  des  Sciences 
d'Economie  publique.  Il  n'y  a  que  quelques  Universités  du  sud 
de  l'Allemagne  qui  ont  une  Faculté  spéciale  des  Sciences  mathé- 
matiques. Depuis  l'existence  de  l'examen  qui  se  fait  à  la  clôture 
des  cours  aux  Gymnases,  la  présentation  du  certificat  donné  ii  la 
suite  de  cet  examen  est  seule  exigée  pour  avoir  le  droit  d'être 
admis  comme  étudiant  à  la  Faculté  de  Philosophie  ou  à  celle  des 
Mathématiques  et  des  Sciences  naturelles.  Précédemment  on 
exigeait  le  certificat  d'un  Gymnase,  c'est-à-dire  d'un  établissement 
où  l'on  avait  reçu  une  instruction  dans  les  langues  latine  et 
grecque.  Depuis  l'année  1882  ceux  qui  terminent  les  Gymnases 
dits  «  réaux  »  (c'est-à-dire  les  Etablissements  où  le  Latin  est 
étudié  en  moindre  mesure,  mais  où  les  ^lathématiques  et  les 
Sciences  naturelles  sont  traitées  avec  plus  d'ampleur  que  dans 
les  Gymnases,  et  où  l'on  enseigne  l'anglais  au  lieu  du  grec\  sont 
autorisés  à  suivre  les  études  mathémaliques  et  de  faire  les 
examens  qui  s'y  rapportent. 

Une  durée  de  trois  ans  est  prescrite  pour  cette  étude,  mais  en 
réalité  on  y  consaci'c  en  général  au  moins  (jualre  années  ;  l'exa- 
men de  Docteur  en.philosop/tic  est  exigé  de  tous  ceux  qui  se  vouent 
à  renseignement  universitaire,  tandis  que  ceux  ([ui  se  destinent 
à  renseignement  aux  Gymnases,  ainsi  (juaux  autres  établisse- 
ments <pii  préparent  les  élèves  à  entrer  dans  l'Université,  lont 
l'examen  d'aspirant  au  professorat  [Le/ira mtspri'ifung).  On  subit 
fréquemment  les  deux  examens,  aussi  la  plupart  des  maîtres  aux 
Gymnases  possèdent-ils  le   grade  de  Docteur  en  philosopliic  ;  ce 
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titre  ciMupriiul  en  Allemagne  les  deux  dignités  de  docteur  es 
lettres  et  de  docteur  es  sciences.  D'autre  part,  un  grand  nombre 
des  professeurs  aux  l  niversités  ont  de  tout  temps  commencé  la 
carrière  de  leur  activité  comme  maîtres  aux  Gymnases. 

L'obtention  delà  dignité  de  Docteur  est  en  outre  accompagnée 
d'une  dissertation,  c'est-à-dire  de  la  présentation  dune  thèse 
avant  rapport  à  lavancement  des  sciences  ;  les  professeurs  de 
l'Université  examinent  le  travail  et  agissent  pour  son  appréciation 
selon  leur  propre  arbitre.  Le  candidat  qui  désire  entrer  à  l'Uni- 
versité comme  chargé  de  cours  [Doze/il)  a  besoin  du  consente- 
ment de  la  l'acuité  qui  exige  de  lui  la  présentation  d'un  nouveau 
travail  scientilique  servant  d  Habilitationsschrifl. 

Le  brecel  de  capavitè  pour  Venseiiine?nent  secondaire  supé- 
rieur. —  (^)uant  à  1  examen  ([ue  subissent  les  étudiants  qui  ont 
l'inlentiou  de  postuler  une  place  de  maître  dans  les  Civmnases, 
il  existe  des  commissions  d  examens  scientillques,  dont  les 
membres  avaient  été  presque  exclusivement  désignés  parmi  les 
professeurs  d  Université  ;  mais  depuis  quelque  temps  on  y  intro- 
duit aussi  des  professeurs  de  Gvmnase,  quelquefois  même  en 
plus  grand  nombre.  .Vutrefols  l'examen  dans  les  diverses 
branches  d'enseignement  mêmes  était  conlié  aux  soins  df  pro- 
fesseurs dUniveisité,  mais  dcjii  depuis  le  milieu  du  dix-neuvième 
siècle  la  commission  berlinoise  comprend  pour  l'examen  de 
matln'maliques  un  maître  de  gymnase  ;  le  premier  (jul  en  lut 
chargé  fut  M.  le  professeur  Schelluach,   maître  au  Gvmnase. 

L'examen  même  est  écrit  et  oral  ;  pour  l'écrit  on  demande  au 
moins  deux  travau.x  assez  étendus,  l'un  sur  un  sujet  de  philoso- 
phie ou  de  pédagogie  savante,  puis  un  ou  deux  travaux  sui-  des 
sujets  liiés  du  champ  particulier  dans  lequel  le  candidat  ii  l'en-, 
saignement  désii-e  obtenir  la  qualité  de  maître.  Cette  qualité 
{Leltrbeft'ihii^iini^)  est  accordée  par  degrés  ;  le  d(^gré  le  plus  élevé 
de  celle-ci  donne  le  droit  d'enseigner  dans  toutes  les  classes,  un 
degré  moindre,  celui  d'enseigner  dans  les  classes  moyennes  et 
inférieures. 

Après  que  le  cantlidat  a  i<nssi  cet  examen,  il  est  appelé  à 
juslilitT  sa  (jualil*-  il  enseigner  par  un  temps  d'essai  tjiii  durait 
autrelois  un  an  et    (jui  a  été  porté  depuis  «juelque  temps  a  deux 
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ans.  Après  avoir  passé  avec  succès  ce  temps  d'essai,  il  obtient  la 
faculté  d'être  appelé  à  une  place  de  maître  lorsqu'il  se  présente 
une  place  vacante. 

L'ordonnance  de  ces  examens,  qui  en  presque  tous  les  Etats 
allemands  est  la  même  que  celle  du  royaume  de  Prusse,  a  subi 
dans  le  cours  des  temps  plusieurs  changements.  L'ordonnance 
qui  fait  actuellement  loi  en  Prusse  date  du  12  septembre  1898. 
La  plus  ancienne  ordonnance  est  de  l'année  1810;  des  chan- 
gements y  ont  été  apportés  en  i83i,  1866  et  en  1887.  Dans 
toutes  ces  ordonnances  se  trouve  une  disposition  commune, 
quoique  diversement  rédigée,  à  savoir  que  le  maître  chargé  de 
l'enseignement  du  degré  supérieur  soit  capable  de  faire  par  lui- 
même  des  recherches  scientifiques  dans  les  branches  indiquées 
au  programme  d'examen  relatif  à  son  instruction  ;  la  dernière 
ordonnance  sur  les  examens  en  Prusse  exige  ([u'il  puisse  donner 
un  travail  personnel  sur  un  sujet  pas  trop  dillîcile  appartenant  à 
ces  branches.  On  trouve  parmi  ces  branches  :  la  Géométrie 
supérieure,  l'Arithmétique,  l'Algèl^re,  l'Analyse  supérieure  et  les 
Mathématiques  analytiques.  L'ordonnance  d'examen  suppose 
comme  de  juste  la  possession  parfaite  des  branches  du  savoir 
appartenant  aux  ^Lithémaliques  scolaires  exigée  par  l'ordon- 
nance des  examens. 

Une  institution  de  date  récente,  qui  n'a  été  mise  en  pratique 
(lue  par  la  dernière  ordonnance  d'examen,  exige  un  examen  sur 
les  iMathémati([ues  appli([uées  pour  lc([uel  on  exige  la  connais- 
sance de  la  Géométrie  descriptive  jusqu'à  la  théorie  de  la  pro- 
jection centrale  inclusivement,  celle  des  méthodes  mathéma- 
tiques de  la  ^lécanique  technique,  en  particulier  de  la  Statique 
graphique  ;  enfin  la  connaissance  des  éléments  de  la  Géodésie, 
la  théorie  des  erreurs. 

En  général  les  maîtres  de  Mathématiques  acquièrent  en  même 
temps  la  faculté  d'enseigner  la  Physique.  Celle-ci  comporte  le 
droit  d'enseigner  au  degré  supérieur  ;  le  programme  exige  une 
connaissance  précise  de  la  Physique  expérimentale,  surtout  une 
vue  d'ensemble  du  champ  entier  de  la  l^hysique  théorique,  et 
suppose  une  connaissance  approfondie  des  recherches  sur  une 
branche  particulièi-e  de  ce  même  enseignement. 

Répondant  au  changement  graduel  île  ces    exigences,   l'ensei- 
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gnenicnt  universitaire  en  général  a  dû  aussi  clianger  graduel- 
lement clans  le  eours  des  années,  et  il  a  dû  le  taire,  parée  ([ue  la 
inajorilt'  de  ceux  qui  suivaient  renseignement  maliiémati<[ue  à 
rUnIvcrsité  avaient  en  vue  plutôt  les  fonctions  de  maître  au 
Gymnase  que  la  carrière  de  professeur  à  une  Université,  et 
devaient  s'arranger  selon  les  exigences  de  l'ordonnance  d'exa- 
men  sus-nientionnée.  Les  jeunes  gens  ([m  sentaient  en  eux  la 
vocation  plus  élevée  de  servir  la  recherche  scientifique  et  de 
répandre  dans  des  cercles  plus  étendus  les  résultats  de  leur  propre 
travail  en  se  chargeant  des  lonctions  de  professeur  à  l'Université. 
durent  (brcément  accommoder  leurs  études  à  la  marche  indiquée; 
il  leur  sullit  pour  cela  de  compléter  leurs  études  au  delà  du  cercle 
des  cours  généraux  destinés  à  tous  les  auditeurs. 

Plan  détudes  universitaires.  —  11  n'a  jamais  existé  h  TUniver- 
sité  un  ordre  d'étude  fixe,  et  il  n'en  existe  pas  encore  aujourd'hui  : 
on  s'est  seulement  arrangé,  dans  quehpies-unes  d  enti-e  elles,  à 
recommander  aux  étudiants  une  certaine  marche  dans  leurs 
études.  U  est  l'Université  de  Gottingue  qui  la  première  a  publié 
en  i8t)4  un  plan  d'étude  de  ce  genre  et  son  exemple  a  été  suivi 
par  d'autres  établissements  supérieurs.  Ces  plans  d'étude,  on 
ne  saurait  trop  le  répéter,  ne  forment  pas  une  prescription,  mais 
donnent  simplement  des  conseils  ;  en  substance  ils  n'indiquent 
que  la  marche  ii  suivre  qui  s'est  imposée  par  les  besoins  de  la  pra- 
tique. Ils  se  ressemblent  dans  les  grandes  lignes  fondamentales 
et  ne  dllTèrent  en  quelques  points  que  d'après  la  nature  parti- 
culière des  Universités.  Dans  tous  on  distingue  deux  espèces  de 
cours,  il  savoir  ceux  qu'il  est  indispensable  de  suivre  et  ceux  qui 
sont  recommandés  ;  ces  derniers  sont  en  gi'uéral  au  nombre  de 
ceux  que  les  futurs  maîtres  universitaires  doivent  surtout  prendre 
en  considération.  Tous  ces  plans  indi(jucnl  uuf  iéj)aillll()n  con- 
venable des  cours  sur  les  didérents  semestres  du  temps  d  eluile. 

En  les  suivant  on  commence  sans  exception  l'élude  des  mathé- 
matiques par  les  cours  sur  la  Géométrie  analvtique,  le  (Calcul 
différentiel  et  intégral,  auxtjuels  se  joignent  ceux  sur  l'Introduction 
dans  la  Géométrie  svntlu''ti([ue,  l'Algèbre  supérieure,  la  Théorie 
des  nombres,  la  Mécanicjue  analvti([ue,  puis  la  Th<''orie  des  l'onc- 
tions   et    l'étude    des   llcpiatlons  tHd'i-rentielIes.   On  conq)rend  de 
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soi-même  que  tous  ces  chapitres  sont  exposés  et  complétés  clans 
une  série  de  cours  spéciaux  dans  le  détail  desquels  il  n  v  a  pas 
lieu  d'entrer  ici. 

Une  série  d'autres  cours,  que  la  totalité  des  étudiants  suivent 
d'ordinaire,  est  venue  se  joindre  graduellement  au  vieux  cvcle 
des  cours  tovijours  regardés  efFectivement  comme  indispensables. 
Il  faut  citer,  parmi  ceux-ci,  les  cours  sur  les  bases  de  la  Géométrie 
(le  plus  souvent  mentionnés  sous  le  nom  de  cours  sur  la  Géo- 
métrie non-euclidienne),  l'histoire  des  Mathématiques,  et  des 
cours  encvclopédiques  sur  les  différents  chapitres  des  Mathé- 
matiques élémentaires,  puis,  dans  le  champ  des  Mathématiques 
appliquées,  lu  Géométrie  descriptive,  les  ^lathématiques  techni- 
ques, la  Géodésie  élémentaire  et  supérieure,  et  le  Calcul  des 
probabilités  auquel  on  a  joint,  dans  quelques  Universités,  les  élé- 
ments des  Mathématiques  d'assurance,  enfin  une  série  de  cours 
relatifs  à  la  Phvsique  mathématique  et  à  l'Astronomie  et  qu  il  n'y 
a  pas  lieu  de  citer  dans  cet  article. 

Les  travaux  pratiques.  —  Tous  ces  cours  sont  accompagnés  de 
leçons  [ou  conférences)  spécialement  consacrées  aux  exercices  et 
inscrites  dans  les  programmes  sous  le  titre  de  Séminaires.  Le 
nombre  des  élèves  v  est  oénéralement  restreint  :  les  étudiants  v 
reçoivent  des  tâches  dont  ils  doivent  s  acquitter  personnellement. 
Ces  travaux  sont  ensuite  discutés  par  les  professeurs  chargés  de 
la  direction  de  ces  exercices;  ils  ont  souvent  un  caractère  prati- 
que, comme  cela  s'impose  pour  les  ^Mathématiques  appliquées, 
la  Physique  et  l'Astronomie,  mais  quelquefois  aussi  pour  les 
Mathémati([ues  pures.  Les  travaux  sont  facilités  par  l'installa- 
tion de  laboratoires  mathématiques,  aussi  bien  lournis  que  pos- 
sible de  modèles  divers  et  d'instruments  mathémali([ues  de 
toutes  sortes,  comme  par  exemple  d'inslruiuents  d'intégration. 
Ces  laboratoires  prennent  une  extension  toujours  plus  grande, 
surtout  aux  Universités  qui,  selon  leur  tradition,  mettent  en 
première  ligne  les  côtés  intuitifs  de  l'enseignement  des  mathé- 
matiques. Les  exercices  pratiques  ont  surtout  pour  but  la  fabri- 
cation de  ces  différents  modèles  par  les  élèves  mêmes,  et  Le 
maniement  des  instruments  ma(hémati([ues. 

L  e/iscii^/ie/)ient   niathcniati(iue    dans  les    écoles    techniques.  — 
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Ces  exercices  pruti([ues  occupent  naturelleineut  une  place  parti- 
culière dans  le  plan  d'étude  ilcs  l'itablissenients  supérieurs  tech- 
niques ;  nous  (levons  nous  en  occuper  ici  d  autant  plus  cpie,  ainsi 
c[ue  nous  lavons  mentionné  plus  haut,  les  plus  récentes  ordon- 
nances d'examen  relatives  au  brevet  il  enseignement  secondaire 
supérieur  permettent  aux  camlidals  de  laire  une  partie  de  leurs 
études  auxdits  Etablissements  supérieurs.  Les  dillérentes  divi- 
sions des  Ecoles  supérieures  techniijues  correspondent  aux 
(acuités  des  L  niversites.  Ainsi  la  Dirisiu/i  des  Sciences  iiéuèritles 
joue  un  l'Ole  semblable  à  celui  ib'  la  /ùu-nlfé  de  Pltilusophie 
des  l  niversites.  L  est  dans  cette  division  cpie  se  donnent^  les  cours 
mathématiques  qui,  répondant  cependant  au  but  particulier  pour- 
suivipar  les  Ecoles  supérieures  techniques,  portent  une  empreinte 
plus  prati(jue.  Tandis  quautrelois  la  Géométrie  aualvti(jue  et  le 
Calcul  dilléreutiel  et  intégral  étaient  traités  séparément,  ces  deux 
chapitres  sont  actuellement  combinés  en  un  seul  cours  d  une 
année,  ilu  nom  de  Cours  d'analyse  infinitésimale.  La  ^b''cauit|ue 
occupe  naturellement  une  vaste  étendue  ;  elle  n'est  cei)endant 
traitée  ([ue  si)us  dilVeienles  lornies,  selon  les  besoins  de  cha([ue 
division  ;  les  autres  parties  des  maihemali(|ues  puies,  l'Al^ébie 
supérieure,  la  Géométrie  supérieure,  etc.,  n'ont  formé  jusqu'il 
présent  ([u'exceptionnellement  et  rarement  l'objet  de  cours  aux 
Ecoles  supérieures  techniques  ;  il  est  îi  [)révoir  que  l'introduclion 
de  l'élude  purement  théorique  ii  ces  Etablissements  fera  changer 
cet  état,  d'autant  plus  (pl'il  se  trouve  parmi  les  ingénieurs  pra- 
tiques un  nombre  assez  considérable  d'hommes  qui  ont  une 
prédilection  maripiée  pour  les  recherches  malhémati(|ues  pure- 
ment lhéori([iies. 

Au  centre  de  l'élude  nialhémati(|iie  aux  E.coles  supérieures 
techni([ues  se  trouve  nalurellemenl  la  Géométrie  descriptive,  si 
utile  il  tous  les  arts  techniques,  ii  côlé  de  laquelle  se  placent  la 
statique  graphique  de  même  ([ue  la  Géodésie  inférieure  et  stq»e- 
rieure  ;  le  calcul  de  la  compensation  des  erreui's  garde  aussi 
une  [)lace  importante,  el  se  trouve  plus  intimement  lié  ;i  celui 
des  probabilités  ([ui  se  joint,  ilans  quehjues  Ecoles  l(H-hniques 
supérieures,  îi  l'étude  plus  approfondie  de  la  niathéinati(iue  des 
actuaires. 

A  1  Ecole  technicpie  supérieure,  tous  les  cours  théoriques  trou- 
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vent  un  puissant  complément  dans  des  exercices  pratiques,  qui 
acquièrent  ici  encore  une  étendue  plus  grande  et  une  pratique 
plus  intensive  qu  aux  Universités. 

Il  est  facile  de  voir  que  le  développement  de  la  recherche 
scientifique  se  reflète  exactement  dans  la  forme  extérieure  adoptée 
par  l'enseignement  universitaire.  Aussitôt  que  de  nouvelles  con- 
naissances mathématiques  ont  été  signalées  par  la  recherche 
scientifique  et  ont  atteint  un  certain  point  de  conclusion,  ils 
deviennent  l'objet  de  cours  universitaires,  comme  par  exemple 
le  Calcul  des  variations.  De  plus,  le  caractère  de  l'enseignement 
a  quelques  Universités  a  été  influencé  d'une  manière  appréciable 
par  une  des  directions  principales  esquissées  plus  haut  et  a  suivi 
les  courants  généraux  mentionnés  :  les  courants  philosophique, 
technique  et  historique,  de  façon  que  le  choix  des  matières  ensei- 
gnées dans  les  cours  universitaires  se  reconnaît  aisément  dans  la 
manière  dont  ces  courants  ont  apparu  successivement.  On  peut 
dire  que  les  trois  dizaines  d'années  de  la  fin  du  xix"  siècle  sont 
placées  sous  l'influence  de  ces  courants  et  que  c'est  le  courant 
historique  qui  occupe  le  dernier  rang. 

Exigences  de  V enseignement  gi/nmasial.  —  En  même  temps  on 
a  pu  reconnaître  encore  une  autre  influence  pendant  les  der- 
nières années  du  siècle  qui  nous  quitte  ;  c'est  celle  des  exigences 
que  les  besoins  de  l'enseignement  ont  pris  toujours  davantage  aux 
Etablissements  qui  préparent  les  élèves  à  suivre  les  cours  de 
l'Université.  Cette  influence  apparaît  d'abord  dans  les  plans 
d'étude  déjà  mentionnés,  qui  ont  été  élaborés  par  une  série  d'Uni- 
versités, puis  renouvelés  suivant  les  circonstances  ;  elle  se  montre 
encore  dans  l'institution  de  Cours  résumés  sur  les  mathématiques 
élémentaires  devenus,  depuis  quelque  temps,  partie  intégrante 
du  programme.  On  ne  saurait  trop  prétendre  en  prédisant  pour 
l'avenir  une  augmentation  toujours  croissante  de  cette  inlhience. 

Les  dii'crscs phases  dit  dèi'eloj)penict>l  de  l'enseignement  dans  les 
(îi/mnases.  —  L'influence  signalée  ci-dessus  est  d'ailleurs  toute 
naturelle.  Primitivement  les  Universités,  sous  l'elTet  du  souille 
vivifiant  qui  avait  pénétré  dans  leurs  salles,  avaient  reconnu 
comme  leur  principale  tâche  le  soin  de  relier  renseignement  il 
kl  science;  cette  liaison  assurée,  les  égards  dus  aux  buts  pratiques 
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de  renscigneiucnt  universitaire  se  firent  tout  naturellement 
valoir.  On  conimença  à  se  souvenir  que  le  plus  grand  nombre 
des  étudiants  n'avait  pas  l'intention  de  contribuer  par  leur  travail 
personnel  au  progrès  de  la  science  ou  qu'ils  ne  chcrciiaient  point 
lit  le  but  do  leurs  aspirations  véritables  ;  ces  hommes  cherchaient 
seulement  ii  pouvoir  donner  dans  un  sens  scientifique  rensei- 
gnement mathcmati([ue  ({ui  leur  serait  dévolu  aux  Gvmnases  ('). 

On  laissa  d  abord  à  l'initiative  de  chacun  le  soin  de  transporter 
dans  l'enseignement  gymnasial  mathématique,  qui  opère  avec 
des  matières  si  différentes,  l'esprit  scientifique  cultivé  aux  Uni- 
versités. Cette  manière  de  faire  répondait  au  caractère  de  l'ensei- 
gnement gymnasial  en  général  qui  lut  dominé  par  l'idée  que 
chaque  maiti-e,  exempt  d'une  loufine  gt'nérale,  devait  se  ci'éer 
lui-même  sa  méthode  d'enseignement;  cai-,  pensait-on,  c'était  le 
seul  moyen  d'obtenir  un  enseignement  vraiment  intime,  ([ui  pio- 
curait  aussi  ii  la  personne  du  maître  l'inllucnce  désirée. 

Ainsi  l'enseignement  gymnasial  représentait,  dans  la  liberté 
même  de  sa  méthode,  une  espèce  de  copie  de  l'enseignement 
universitaire. 

l'.n  attendant,  il  se  l'oriua  de  soi-même,  dans  les  cercles  de 
1  enseignement  gvmnasial,  une  certaine  tiiéorie,  un  certain  art 
d  enseigner  qui  avait  piis  son  origine  dans  la  nécessité  tle  tenir 
compte  des  éléments  lourds  et  récalcitrants,  dont  le  G\ninase 
n'était  pas  en  position  de  se  débarrasser  ii  son  gré  j  ce  lut  là  un 
état  en  opposition  évidente  avec  l'Université  où  renseignement  en 
général  peut  d'emblée  compter  sur  une  certaine  disposition  intel- 
lectuelle aux  matières  il  exposer. 

Cette  méthode  ([ui  laisse  toujours  encore  une  grande  latitude 
et  qui  consiste,  dans  sa  ([uintessence,  ii  complétei'  la  théorie  par 
la  prati({ue  luisant  appel  ;i  1  activité  individuelle,  et  ii  transposer 
donc  le  savoir  en  pouvoir,  cette  méthode,  dis-je,  présente  des 
avantages  si  marqués  qu'elle  s'introduisit  aussi  graduellement 
dans  les  Universités,  surtout  sous  linlluencc   de   la  circonstance 


(')  Ce  L'ouraiil  trouva  iitissi  son  expression  dans  les  ordoiinanres  d'examen»  des 
a.spiriints  à  rensei^rienienl.  Tandis  que  dans  l'orduiirianee  de  i8Ji,  on  (il  ressortir 
plutAl  le  ciMé  seientiliqiie  de  l'instruetion  des  instituteurs,  dans  celles  (]ui  parurent 
plus  lard  en  i8(»(i,  1S87,  189.S,  se  dessine  visiblement  la  lendanee  de  vouloir  pré- 
venir une  instruction  lroj>  ex<-lusive,  purement  s<'ientifi<{uc  et  répondant  trop  peu 
au  but  poursuivi  dans  l'enseignement  gvmnasial. 
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déjà  mentionnée  qu'une  partie  des  professeurs  à  l'Université 
avaient  été  d'aljord  maîtres  aux  Gymnases  et  appris  à  connaître 
ses  avantages. 

Mais  on  ne  s'arrêta  pas  lii.  La  rétroaction  évidente  que  1  école 
avait  exercée  sur  l'enseignement  universitaire,  en  ce  ([u'elle  avait 
attiré  les  côtés  les  plus  forts  de  son  action,  èi  savoir  lart  péda- 
gogique et  didactique  dans  les([uels  elle  surpassait  décidément  les 
Universités  et  qu'elle  avait  été  appelée  à  les  y  transplanter,  cette 
rétroaction,  contribua  à  fortifier  la  conscience  des  cercles  appar- 
tenant a  l'école,  et  forts  de  cette  conscience,  ils  posèrent  aussi 
la  question  de  savoir  si  inversement  l'école  recevait  aussi  de 
l'Université  la  pleine  mesure  de  ce  qu'elle  était  en  droit  de 
lui  demander. 

Il  était  bien  hors  de  doute  que  le  service  rendu  par  l'Univer- 
sité aux  besoins  de  l'école  reposait  dans  la  fécondation  de  ren- 
seignement par  l'esprit  scientifique  ;  mais  ce  lut  avec  raison 
qu'on  appuya  toujours  davantage  sur  le  fait  que  l'intensité  de 
cette  fécondation  trouvait  un  grand  obstacle,  presque  insurmon- 
table pour  des  natures  plus  faii)lcs,  dans  la  diflérence  des  matières 
que  traite  l'enseignement  à  l'Université  et  celui  donné  au 
Gymnase.  Le  jeune  mathématicien  qui  passe  de  l'Université  à 
l'exercice  de  ses  fonctions  au  Gymnase  et  (jui  avait  occupé 
jusque-là  toute  son  activité  à  résoudre  les  problèmes  les  plus 
élevés  de  la  science,  s'est  vu  tout  à  coup  placé  dans  la  nécessité 
d'initier  aux  premiers  éléments  de  la  pensée  et  de  la  représen- 
tation mathématiques  une  classe  de  garçons  encore  jeunes  et 
en  paiiie  peu  doués,  sans  avoir  reçu  pour  cette  tâche,  dans  son 
activité  antérieure,  une  direction  d'aucune  sorte.  Sous  l'empire 
de  ces  circonstances  l'esprit  sclentifi{[ue  que  l'Lniversité  avait 
éveillé  et  cultivé,  dépérit  cependant  quelquefois  sans  exercer 
l'eflet  fécondant  qu'on  en  avait  espéré.  Ce  fait  fournit  une 
preuve  que  l'enseignement  élémentaire  mathématique  doit  néces- 
sairement être  à  l'Université  l'objet  d'une  élude  scieutilique;  il  a 
été  mentionné  plus  haut  ([u On  a  déjà  lait  un  premier  [)as  dans 
ce  sens. 

Du  reste  l'indication  des  défauts  ([u'ou  peut  encore  constater 
à  cet  edct  ne  saurait  troubler  l'image  du  puissant  progrès  que 
l'enseignement  mathématique  aux  Gymnases  doit  à  l'union  intime 
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de  la  recherche  sclenti(l([iio  avec  renseignement  universitaire.  Au 
commencement  de  l't'poque  (h)nt  nous  parh)ns  actuellement  il 
n'était  pas  bien  rare  de  voir  renseignement  mathématique  confié 
h  des  liommes  dépourvus  dune  instruction  scientifi(jue  véritable, 
souvent  à  d  anciens  militaires  et  portait  plutôt  le  caractère  d'un 
dressage  de  revue;  mais  Tordre  se  rétablit  déjii  complètement 
à  la  fin  de  la  première  moitié  du  xix'"  siècle  (').  Depuis  ce  temps 
le  niveau  de  renseignement  mathématique  aux  Gymnases  s'est  tenu 
constamment  sur  une  certaine  hauteiii',  comme  cela  a  été  mention- 
né, à  une  hauteur  qui  ne  correspond  pas  entièrement  aux  besoins 
des  écoles  n'exigeant  pas  d'enseignement  mathématique  spécial, 
mais  seulement  une  instruction  générale  ;  aussi  a-t-on  pu 
croire  en  Allcmagno  ([u'il  (allait  poui-  comprendre  les  malhéma- 
titpies,  même  celles  enseignées  au  Gymnase  et  comprenant  seu- 
lement les  éléments  de  cette  science,  posséder  un  don  parli- 
culiei'  ([ui  n't'tail  jjas  reparti  ii  chacun.  Ge  lut  là  la  conséquence 
de  l'état  qui  permettait  à  chaque  maître  de  servir  d'intermédiaire 
entre  l'enseiiînement  de  l'Université  et  celui  des  Gvmnascs;  ce 
fait  amenait  quelquefois  très  facilement  l'un  de  ceux  qui  étaient 
doués  pour  traiter  scientifiquement  les  matii'res  imposées,  à 
exigei"  des  élèves  plus  qu'ils  ne  pouvaient  donner,  en  dépassant 
les  limites  de  leur  conception. 

T(uit  cela  a  complètement  changé  de  nos  jours.  L'art  de  1  cti- 
seignement  a  aussi  fait  de  tels  progri's  sur  le  champ  malhi'ma- 
tique  que,  ce  qu'on  voyait  fréquemment  jadis  où  une  partie  des 
élèves  restait  presque  passive  à  l'enseignement,  devient  une 
exception  de  nos  jours.  On  peut  encore  espérer  une  nouvelle 
amélioration  de  l'elTet  (jue  produira  la  j)rise  en  consitlération 
des  intf'-rèts  que  l'enseiiifnemenl  n;vmnasial  lire  de  l'enscMirneinent 
universitaire.  Le  vif  échange  d'opinion  entre  les  repr<''sentants 
des  math(''mali([ues  scolaires  pendant  ces  dernières  dix  années, 
grâce  il  la  création  d'organes  spéciaux,  a  contribué  dans  une 
large  mesure  aux  progri's  signalés  dans  les  succès  de  1  en- 
seignement. A  vrai  dire  il  n'existe  pas  d'organe  sp<''cial  il 
renseiffuement  matli<''mati(iue  :  les  ori^anes  ;i  cit<'r  eml)iassent  en 


(')  La  uouvclle  ordoun.incc  au  sujvl  de  l'exiiincMi  di>H  candidats  à  rriisci^fiii^nieiit, 
piil>lii'-o  <'n  iHJi,  y  a  siirtuiil  beaucoup  cuiilribué  cii  insistant  parliculicrciufnt  sur 
le  dévi'lopppinent  sri«'nti(iipie. 
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même  temps  celui  des  Mathématiques  et  des  Sciences  naturelles  ; 
mais  cette  liaison  s'explique  d'elle-même  par  l'intérêt  de  l'école, 
où  ces  deux  branches  ont  toujours  été  intimement  liées.  On  ne 
saurait  pas  dire  non  plus  que  par  cette  liaison  renseignement 
mathématique  soit  sacrifié,  car  il  y  occupe  réellement  et  relati- 
vement une  grande  place. 

Les  périodiques  de  renseignement  secondaire  —  On  avait  déjîi 
tenu  un  certain  compte  des  mathématiques  élémentaires  dans  le 
Archiv  der  Matlieniatik  und  Physik^  cité  plus  haut.  Parmi  les 
organes  spéciaux  actuellement  existants  de  cet  enseignement,  le 
plus  ancien  se  trouve  être  la  Zeitschrifi  fur  mathematischen  und 
natunvissenschafdiclien  Unterriclit,  qui  date  de  i8ji,  et  pa- 
raît à  Leipzig.  A  côté  de  ces  périodiques  facilitant  l'échange 
des  idées  par  écrit,  les  intéressés  eurent  encore  des  occasions  de 
se  communiquer  leurs  opinions  verbalement,  vu  que  la  Ve?'- 
sammlung  deitlscJier  Natiirforsclier  und  Aerzte,  ainsi  que  la  Ver- 
scunnilung  deutscher  Philologen  und  Schulniânner,  qui  se  réunit 
tous  les  deux  ans,  ont  chacune  une  section  qui  s'occupe  epécia- 
lement  de  l'enseignement  des  ^Mathématiques  et  des  Sciences 
naturelles.  INIais  les  représentants  de  cet  enseignement  trouvant 
tous  ces  moyens  insuffisants  à  leurs  besoins,  sentirent  la  néces- 
sité dune  organisation  indépendante  de  leur  communauté.  Elle 
se  forma  en  1891,  sous  le  nom  de  Verein  zur  Fûrderung  des. 
Unlerrichls  in  der  Mathematik  und  den  Natunvissenschaften.  Le 
nombre  des  sociétaires  a  constamment  augmenté  depuis  sa  fon- 
dation, de  façon  que  cette  société  peut  être  estimée  aujourd'hui 
comme  représentant  à  juste  titre  ces  cercles  de  l'enseignement. 
L'échange  des  idées  entre  ses  membres  s'établit,  outre  une 
Assemblée  générale  siégeant  chaque  année,  par  le  moyen  d'un 
organe  particulier  fondé  en  iSpS,  les  Unterriclitshlâtter  fiir 
MatJiematik  und  Naturwissenschaften.  La  Zeistclirift  fur  den  plnj- 
sikaliscJien  und  clieniischen  UnterricJit  contient  aussi  fréquemment 
des  mémoires  se  rattachant  au  champ  des  mathématiques  ap- 
pliquées ;   elle  a  été  fondée  en  1888. 

Activité  sricnti/l(/uc  du  personnel  de  renseii^nenicnt  secon^ 
diiire.  —  En  appuyant  aussi  intensivement  sur  les  besoins  de 
renseignement  praticpie,  lesprit  scientifique  ne  se  ralentit  point 
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dans  les  milieux  des  maîtres  de  Gymnase  ^'),  comme  il  est  aisé  de 
sen  apercevoir  en  mainte  occasion.  Comme  nous  l'avons  déjà 
dit,  le  corps  enseignant  universitaire  se  recrute  en  partie  dans  les 
rangs  des  maîtres  de  Gymnase,  qui  transportent  ainsi  dans  leur 
nouvelle  carrière  académique  toute  Ihahileté  qu'ils  ont  acquise 
dans  leur  activité  antérieure.  Mais,  ii  côté  de  cela,  il  v  a  encore 
toute  une  phalange  de  maîtres  aux  Gymnases  (jui  participentavec 
succès  i»  la  recherche  scientifique  ([u  ils  n  ont  cessé  de  pouisuivre 
personnellement.  1/exemple  île  Ghassmann,  déjà  cité,  nous  montre 
même  que  des  théories  olVrant  à  la  science  des  directions 
nouvelles  ont  parlois  pris  naissance  dans  ces  milieux. 

(-1   suivre). 

Fiî.  PiuTZKKu   (Xordhansen). 
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Au  premier  abord  il  semble  v  avoir  une  certaine  contradiction 
dans  remploi  des  procédés  des  sciences  exactes  pour  1  élude  des 
(juestions  biologi([ues,  si  complexes,  et  encore  forcémen!  vagues 
et  peu  précises. 

Les  applications  des  métiiodes  mathcmaticjues  ii  la  Biologie 
ont  soulevé  on  ed'et  beaucoup  d Objections,  et  (juehjues  s;iv;ints 
n'v  voient  (jue  de  simples  c  jeux  de  nombres  ». 


(')  Les  noms  de  i^ymiiase,  cnsci)fncincnt  gymiiiisial  et  iiiaiiro  do  j^'-yiiiii.Tsc  sont 
souvent  einplovés  dans  la  suite  dans  un  sens  j)lus  étendu,  en  ee  <|u  ils  se  rapjmr- 
teiil  à  d'autres  écoles  <jui  ont  j)our  but  un  enseignement  général  dont  lu  dun'-e  des 
eours  d'étude  est  lu  même. 

(')  Cet  arliele  devait  faire  l'objet  d'une  eonimuniealion  au  Congrès  international 
des  niatbéniatieiens,  en  août  ii)ou. 

L'auteur  avant  dû  s'absenter  de  Paris  à  réporpie  du  t^oiigrès,  cette  conimuniia- 
tion  n'a  pu  être  faite.  Nous  sommes  beureux  de  pouvoir  en  faire  profiler  les 
lecteurs  de  V Enseignement  Malhemaiii/iie. 

(Note  de  la  Rédaction.) 


26  -i-    G.i/.LAIIDO 

Sans  doute,  comme  dit  Contaoue  dans  son  analyse  des  travaux 
de  Pearson,  il  v  aurait  bien  des  réserves  à  faire  sur  les  raison- 
nements par  lesquels  on  essaie  de  passer  des  résultats  positifs  et 
incontestables,  fournis  par  l'Analyse  mathématique,  à  des 
énoncés  de  faits  ou  lois  biologiques.  Il  faut  simplifier  les 
pr<»blcmes  biologiques  par  un  si  grand  nombre  d'hypothèses 
plus  ou  moins  vraisemblables,  lorsqu'on  veut  les  ramener  à  des 
problèmes  mathématiquement  solubles  ! 

Et  la  plus  légère  divergence  initiale,  exagérée  par  la  rigide 
inflexibilité  des  raisonnements  mathématiques,  conduit  ii  des 
résultats  absurdes,  tandis  que  le  raisonnement  ordinaire  peut 
compenser  les  défauts  du  point  de  départ  en  s'appuyant  à 
chaque  pas  sur  l'observation  et  l'expérience. 

Le  péril  augmente  par  cela  même  que  ces  fausses  conclusions 
ont  la  prétention  de  s'imposer  comme  des  vérités  absolues, 
puisqu'elles  s'expriment  par  des  formules  mathématiques  pour 
lesquelles  on  a  un  certain  respect  superstitieux. 

Quelqu'un  a  dit,  a  cause  de  ces  conclusions  énoncées,  que 
l'application  du  Calcul  des  probabilités  aux  sciences  morales  est 
le  scandale  des  malhématiques. 

Toutes  ces  objections  ne  doivent  pas  être  adressées  aux 
méthodes  mêmes,  mais  à  la  manière  de  s'en  servir,  puisque 
aucun  procédé  n'est  bon  s  il  est  mal  employé.  Les  mathéma- 
tiques sont  un  admirable  instrument,  mais  ne  peuvent  pas  donner 
plus  que  ce  qu'on  y  met,  et,  à  cause  même  de  leur  propre  exac- 
titude, elles  doivent  être  employées  avec  la  plus  grande  prudence 
et  la  plus  grande  circonspection. 

Les  procédés  des  sciences  exactes,  et,  en  particulier,  les 
tracés  graphl(jues  permettent  de  présenter  sous  une  forme 
svnlhélique  un  grand  nombre  de  données,  soulageant  ainsi 
l'attention,  qui  peut  alors  s'appliquei'  à  l'observation  de  relations 
et  de  particularités  qui,  sans  cela,  seraient  passées  inaperçues. 

Je  crois  donc  que  les  applications  mathématiques  ii  la  Biologie 
sont  légitimes,  pourvu  (pion  ait  la  prudence  nécessaire. 

Ainsi,  on  a  appli([ué  avec  succès  les  méthodes  de  la  résistance 
des  matériaux  et  de  la  Mécanique  à  l'étude  des  formes  des  os  et 
des  articulations  ;  les  principes  de  rilydrauli([ue  ii  la  déterml- 
nalidu    de    la    forme   des   vaisseaux    sanguins,    etc.    Uoux  et   son 
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école  de  la  inécaTiiijiie  du  développement  des  orfranismes, 
Cope  et  les  nêolainarckiens  américains,  et  beaucoup  d'autres 
savants  nous  offrent  des  exemples  de  ces  sortes  d'applications, 
indiquées  il  v  a  déjii  longtemps  par  Fick. 

Mais  je  veux  attirer  spécialement  l'attention  des  mathéma- 
ticiens sur  les  applications,  à  l'étude  des  questions  bioloi^iques, 
des  méthodes  statistiques,  qui  constituent  déjà  une  branche 
importante  de   la  biologie,  la  BiosfaUstifjiie. 

Les  premières  applications  en  ont  été  laites  par  (^uételet  et 
Galton  dans  le  domaine  anthropologique,  et  aujourd'hui  on  étu- 
die, avec  ces  méthodes,  la  variation  et  la  corrélation  des  cai-ac- 
tères.  l'influence  du  milieu,  l'hérédité,  l'évolution  des  êtres 
vivants,  tant  animaux  (jne  végétaux. 

Il  serait  trop  long  de  donner  une  liste  bibliographique  de  tous 
les  articles  biostatistiques  (près  de  i5o),  liste  qu'on  peut  voir 
d'ailleurs  dans  les  ouvraîres  de  Duncker  et  Ludwiir. 

J'indiquerai  seulement  ici  les  noms  des  personnes  qui  s'occu- 
pent de  cette  matière,  en  laissant  de  côté  les  anthropologistes. 

On  peut  citer  en  Angletei're  pour  la  statistique  zoologique  les 
noms  de  Bateson,  Thompson,  Ternon,  ^^'arren,  ^\'eKl^)n  et 
surtout  Pearsctn,  à  qui  l'on  tloil  les  ])his  giands  progrès  des 
méthodes   mathémati(jues  ;  et   enfin   Pledga.    pour  la  Botanique. 

En  Allemagne,  Duncker  qui  a  fait  un  exposé  élémentaii'e  de 
la  question,  et  lleincke  s'occupent  de  Zoologie  et  A\  .  llaacke. 
Jont,  A'ochting  et  Weisse,  de  Botanique.  Ludwig  a  travaillé 
beaucoiq),  sur  ce  sujet,  et  a  trouvé  que  la  plupait  des  caractères 
variables  des  végétaux  suivent  la  série  de  Fibonacci 

( +  8,  —  J.  +  3,  —  2.  -f  I,  —  I,  o,  i) 

1,2.  3 .  "5.8.  I  "î .  '2 1 .  3  i .  •■)  î ,  89 .  I  i  i . . . 

que  les  malhématicitMis  nomment  sciie  île  Gerhardt  ou  de 
Lamé.  Aux  l'Jats-Unis,  nous  tiouvons  Blaiikinship,  Brewster, 
Bullard,  Buuipus,  13avcn|»oit.  ([ui  a  écrit  un  livre  élémentaire 
très  pialique,  Field  pour  la  Zoologie  cl  Lucas  pour  la  Bota- 
nique. 

I^e  promoteur  des  études  de  la  variation  noiinab-  <•!  ti-ral- 
stiquc   des   plantes   est   l'emincnl   directt-ui-   du  janlin   botanique 
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crAmsterilam.  II.  de  Vries,  suivi  en  Hollande  et  Belgi([ue  par 
de  Bruvker,  Mac  Leod,  Vandevelde  et  VerschalFelt. 

En  Suisse  Amann  a  écrit  en  français  sur  la  variation  des 
végétaux  et  Conta^ue  et  le  professeur  Giard  ont  fait  en  France 
des  travaux  sur  la  variation  zoologique. 

Enfin,  dans  la  République  Argentine,  Lahille  a  publié  des 
travaux  sur  la  variation  des  animaux,  et  moi-même  sur  celle 
des  plantes. 

En  général  les  métbodes  de  la  statistifjue  de  la  variation 
consistent  dans  la  mesure  d'un  caractère  variable,  et  dans  le 
traitement,  par  des  procédés  empruntés  au  Calcul  des  probabi- 
lités, des  données  numériques  obtenues.  On  dispose  les  nombres 
en  séries,  et  on  réunit  toutes  les  grandeurs  égales  dans  une 
classe.  La  Fréquence  de  la  classe  est  le  nombre  des  magnitudes 
égales  qu'elle  contient.  Pour  les  représentations  graphiques,  on 
prend  sur  Taxe  des  abscisses  des  longueurs  qui  représentent,  à 
une  certaine  échelle,  les  classes  ;  et,  sur  les  ordonnées  ortho- 
gonales, on  prend  des  longueurs  proportionnelles  aux  fré- 
quences. Le  polygone  empirique  du  caractère  sera  obtenu  en 
reliant  les  extrémités  des  ordonnées  successives.  Au  moyen  de 
ce  polygone  peut  être  obtenue  la  co///'^e  de  variation  du  caractère 
considéré  [synoptique  de  Contague),  nommée  aussi  courbe  Gal- 
tonienne,  du  nom  de  Galton. 

L'étude  mathématique  de  ces  courbes  a  réalisé  de  grands 
progrès  par  les  travaux  de  Pearson. 

Elles  peuvent  être  classifiées  en  diverses  catégories. 

La  courbe  normale  de  variation  est  une  courbe  simple  symé- 
tri([uc,  indéfinie  dans  les  deux  sens,  dont  les  ordonnées  suivent 
la  loi  du  développement  du  binôme  de  Newton,  dont  les  deux 
termes  composant  le  binôme  sont  égaux.  La  courbe  normale 
exprime  l'égalité  des  probabilités  et  a  reçu  de  Contague  le  nom 
de  tychopsie  (tÛ/,,  hasard;  o-iy',;,  aspect),  parce  qu'elle  suit  la  loi 
de  la  probabilité  des  erreurs  accidentelles. 

Quand  les  termes  du  binôme  sont  différents,  nous  avons 
d'autres  courbes  binomiales  asymétriques,  mais  toujours  simples 
et  d'un  seul  sommet,  comme  la  normale  {monomorphe  de 
Baleson). 

Il  V  a  d'autres  courbes  limilces  dans  un  ou  dans  les  deux  sens. 


LES  MATlirMA  TIQUES   ET  LA    lilOLOGIE  ag 

symétriques  ou  asymétrl(iues.  Quehjues-unes  crentre  elles  se 
présentent  comme  la  moitié  dune  courbe  binomiale  [denti- 
courbes  de  de  Vriès,  hèminiorplies  de  Bateson\ 

D'autres  synoptiques,  quoique  paraissant  simples,  doivent 
être  considérées  comme  composées  par  deux  ou  plusieurs  couihes 
simples  [courbes  co/ii/jlc.res,  coiirhes  de  Lirci,  de  Ludwig). 
Pearson  a  donné  un  procédé  pour  les  d(H"omposer  (piand  elles 
sont  lormées  de  deux  courbes  simples,  mais  cette  méthode  n  est 
pas  pratique, 

Ces  courbes  complexes  ont  le  sommet  élargi,  et  quelquefois, 
eu  augmentant  le  nombre  des  ordonnées  ou  classes,  apparaissent 
deux  ou  plusieurs  sommets.  Nous  pénétrons  ainsi  dans  la  caté- 
gorie des  courbes  multimodales  ou  de  plusieurs  sommets  [plrio- 
morp/ies,  de  Bateon)  (|ui  peuvent  présenter  un  grand  nombre 
de  sommets,  que  Ludwig  propose  de  désigner  par  les  lettres 
grecques  y.,  |5,  v,  o,  etc.,  selon  leur  importance  relative. 

Il  nest  pas  toujours  facile  de  détei-miner  à  la([uelle  de  ces 
catégories  appartient  une  courbe  donnée,  l'^n  général,  quand  elle 
ne  dillére  pas  beaucoup  de  la  normale,  on  la  traite  comme  telle  ; 
il  y  a  des  lormules  pour  déterminer  quelles  sont  les  courbes  qui 
peuvent  être  considérées  comme  normales  par   ajjproximalion. 

On  a  trouvé  aussi  certaines  relations  ou  indices  de  varia- 
bilité pour  appi't'cier  la  variabilité  d'un  caractère  dont  on 
connaît  la  courbe  de  variation. 

Le  plus  employé  est  la  racine  carrée  de  la  déviation  carrée, 
exprimée  par  la  formule 


■=\/ 


.-v/^<-r 


/j  ^  If  ntuubre  t<ttal  des  déterminations  du  caractère  consiclt-ré; 

j- =  la  dt'vialiou  di-  la  luédiane  (abscisse  ilu  centre  de  la  courbe) 
pour  cluujue  classe. 

f  =  Irécjuence. 

Peaison  et  W  arrm  ont  nuKlilit-  1  indice  de  variabilité:  le 
premier  et  Breswter  oui  pioposé  renq)loi  d  un  cuef jicienl  de 
variabilité  qu'on  obtient  en  divisant  l'indice  de  variation  par  la 
médiane,  et  en  multipliant  le  (juotient  j)ar  loo.  Le  coellicient  ib* 
variabilitt-  a  l'avantage  d  tMie  un  nonibie  iibstiail,    tandis  ([ue  les 
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indices  de  variabilité  sont  des  nombres  concrets  exprimés  par  la 
même  unité  que  les  valeurs  des  classes. 

On  a  trouvé  une  grande  quantité  de  formules  qu'on  emploie 
dans  Tétude  de  la  corrélation,  de  l'hérédité,  de  l'évolution,  etc., 
mais  dont  la  simple  énumération  sortirait  des  limites  de  cette 
communication. 

Avant  de  terminer,  je  dirai  qu'on  a  construit  pour  l'étude  et  la 
démonstration  expérimentale  des  courbes  de  fréquences,  des 
appareils  qui  distribuent  par  divers  procédés  un  grand  nombre 
de  billes  dans  une  série  de  compartiments  contigus. 

J'attire  spécialement  l'attention  des  mathématiciens  sur  les 
vides  plus  sensibles  de  la  méthode  statistique  qui  sont,  selon 
Duncker,  une  détermination  et  une  analyse  commodes  des 
courbes  complexes  et  l'investigation  de  la  relation  entre  les 
coefficients  de  corrélation  et  les  courbes  individuelles  des  varia- 
tions corrélatives. 

Nous  devons  espérer  que,  grâce  à  l'usage  prudent  des 
nouvelles  méthodes  pour  l'étude  des  problèmes  de  la  variation, 
de  la  corrélation,  de  l'hérédité,  de  l'évolution,  etc.,  ces  questions 
deviendront  plus  précises  et  auront  un  caractère  vraiment  scien- 
tifique, puisque  comme  le  dit  Lord  Kelvin  (Sir  ^Villiam 
Thompson)  «  on  ne  connaît  bien  un  phénomène  que  lorsqu'il 
est  possible  de  l'exprimer  en  nombres  ». 

Angel  Gallardo  (Buenos- Aires' 


CORRESPONDANCES    INTERNATIONALES 

EX  ESPERANTO 


Dans  le  numéro  de  juillet,  j'ai  fait  connaître  aux  lecteurs  de 
ce  Recueil  la  structure  si  ingénieuse  et  si  simple  de  la  langue 
internationale  auxiliaire  de  M.  le  D*"  Zamenhof  ;  je  leur  ai  mon- 
tré en  jeu  son  mécanisme  si  facile  ii  manier;  j'ai  essayé  de  les 
convaincre  qu'au  prix  d'efforts  dont  le  total  pour  chacun  reste 
bien  au-dessous  des  peines  à  prendre  pour  ac([uérir  une  teinture 
seulement  d'un  seul  idiome  étranger  quelconque,  les  savants, 
comme  les  commerçants,  les  voyageurs,  etc.,  se  soustrairaient 
presque  instantanément,  pres(|ue  aussi  complètement  que  si  elle 
n'eût  jamais  existé,  à  la  gène  extraordinaire  dont  la  diversité  des 
langues  nationales  c<)Mipli([iie  tous  les  rajq)orls  avec  l'Etranger. 
Et  l'un  de  mes  arguments  a  été  lire  de  ce  lait,  que,  bien  loin  de 
végéter  encore  à  l'i'tat  d'un  projet,  séduisant  si  on  le  veut  mais 
de  possibilité  douteuse,  l'Espéranto  a  posé  un  premier  et  large 
pied  sur  le  terrain  de  la  pratique,  fonctionnant  déjà  sur  une 
échelle  assez  grande  pour  mettre  hors  de  doute  son  aptitude  par- 
faite à  remplir  tout  emploi  (ju'on  voudrait  lui  imposer. 

Les  rehitions  épislohiin's  fju  il  m'a  rendues  pt)ssibles  avec 
l'Etianger  me  permeltent  actuellement  d'apporter  au  fait  en 
question  un  appui  moins  confeslable  que  mon  allirmation,  cai-  jr 
vais  traduire  ici  li's  extraits  les  ])lus  sailhinls  de  plus  de  cinquantr 
lettres  et  cartes  postales  (pie  j'ai  reçues  dans  ces  derniers  tenqis, 
des  points  les  plus  variés  du  globe,  auxquelles,  ])ien  entendu,  j'ai 
répondu  en  Espéranto,  dont  je  coniniiini(jner(n  les  orii^inaiix  por- 
tant encore  leurs  nuufii/es  (Voriij^ine,  à  (jid  serait  curieux  de  les 
examiner.  A  l'intérêt  île  ces  coirespondances,  coiisiiliTécs  conim»' 
spécimens  bien  vivants  d'une  langue  ([ue  trop  d'esprits  prévenus 
s'obstinent  encore  à  reléguer  dans  le  pays  des  chimères,  s'ajoute 
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celui  des  appréciations  (ju'elles  lormulent  sur  la  langue  elle- 
même,  clans  (les  sens  toujours  élogieux  et  si  concordants  malgré 
leur  complète  indépendance  assurée  par  l'extrême  éloignement 
des  lieux  d'où  elles  ont  été  écrites. 

I.  De  M.  le  D""  L.  Zamenhof,  à  Varsovie  (Russie)  —  [du  i'i4 
avril  1900]. 

«...  Notre  lutte  contre  l'indifférence  obstinée  du  public  est  très  dif- 
licile,  mais  nous  espérons  que,  tôt  ou  tard,  Dieu  bénira  notre  peine.  » 

II.  Du  même  —  [du  17  3o  mai  1900]. 

«...  La  publication  d'un  dictionnaire  mathématique  complet  en  Es- 
péranto serait  une  très  bonne  chose;  mais  il  me  semble  qu'il  est  encore 
trop  tôt  pour  cela.  Auparavant,  selon  moi,  il  faudrait  qu'eût  paru  quel- 
que oin>rage  mathématique  écrit  par  un  habile  mathématicien  espéran- 
tiste...  )) 

Anticipant  sur  les  applaudissements  explicites  ou  implicites 
dont  mes  autres  correspondants  vont  couvrir  l'illustre  auteur 
de  l'Espéranto,  je  lui  offrirai  une  fois  de  plus,  en  passant,  le  témoi- 
gnage de  mon  entière  admiration  pour  son  œuvre.  —  Comme 
moyen  d'inaugurer  l'introduction  de  l'Espéranto  dans  la  littéra- 
ture scientifique,  j'avais,  dès  ma  notice  de  juin  dernier  dans  1'//?- 
termédiaire  des  MatJiématiciens,  proposé  entre  autres  choses,  que 
des  espérantistes  consommés,  assistés  par  des  savants  spéciaux, 
construisissent  des  dictionnaires  scientifiques  pour  la  langue,  h 
commencer  naturellement  par  les  ^Mathématiques  ;  cette  idée  avait 
été  favorablement  accueillie  dans  son  principe  par  la  rédaction 
de  ce  recueil,  et  je  l'avais  soumise  à  M.  le  D'  Zaïncnhol'  (jui  ma  fait 
la  réponse  ci-dessus.  Je  ne  puis  me  ranger  à  son  avis,  parce  qu'il 
n'est  pas  douteux  qu'e/i  ce  moment,  et  à  moins  d'avoir  une  valeur 
exceptionnelle,  ce  qui  n'est  pas  h  espérer,  un  ouvrage  scientifi(|ue 
en  Espéranto  ne  trouverait  ni  lecteurs,  par  suite  ni  auteur,  ni 
éditeur.  D'autre  part,  on  va  voir  combien  le  manque  de  diction- 
naires complets  retarde  encore  la  dillusion  de  l'h^speranto  cou- 
rant. 

111.  De  M.  Ad.  Schuùdl,  professeur  de  Matheinali([ucs  au  Gym- 
nase de  Gotha  (Allemagne]  —  [du  ^j  juin   1900]. 
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«  ...  Je  serais  extrêiiieiiient  heureux  daiiler  à  la  diffiisi(in  de  la  langue 
internationale  en  Allemagne,  mais  je  ne  suis  pas  en  position  de  faire  de 
la  propagande  publique.  Une  très  grande  difficulté  provient  de  ce  qui) 
n'existe  pas  un  dictionnaire  allemand-espéranto  contenant  tous  les 
mots  importants.  Sans  un  tel  dictionnaire,  il  me  paraît  impossible  d'at- 
tirer et  de  retenir  beaucouj)  d'adeptes,  caria  composition  des  mots,  ce 
mécanisme  adujirable,  la  plus  intéi-essante  partie,  peut-être  de  la  gram- 
maire Espei'anto,  est  naturellement  trop  difficile  pour  la  plupart  des 
hommes,  et  en  dehors  de  lui,  il  est  nécessaire  que  les  mots  usuels 
aient  des  formes  définies  et  invariables...  » 

La  même  dilflcullé  se  présente  en  France  (oii  elle  disparaîtra 
bientôt  et  dans  presque  tous  les  autres  pavs  encore  ;  mais  sa  sup- 
pression n'est  qu'aflaire  d'un  peu  de  temps  et  d'argent.  Son 
existence,  en  attendant,  roiirnit  nne  démonstration  bien  péremp- 
toire  de  la  vitalité  propre  de  l'Espéranto,  puisqu'on  dépit  de  tout, 
celui-ci  est  entré  en  fonction  sur  mille  points,  et  ne  cesse  plus  de 
gagner  du  terrain. 

IV.  Du  même  —  idu  9  juillet  1900]. 

«...  L'hiver  prochain  je  me  propose  de  faire  une  conférence  sur 
l'Espéranto  devant  une  petite  société  d  hommes  instruits  (médecins, 
professeurs,  pi'édicateurs,  etc.),  et  je  réussirai  sans  doute  à  décider 
quelques-uns  d  entre  eux  à  s'intéresser  à  l'allaire  espérantiste...  Il  me 
semble  <iu<',  chez  nous,  Allemands,  le  principal  objectif  est  d  amener  un 
certain  nond)re  d'/io/n/ncs  de  science  à  l'usage  de  la  langue  Espéranto  ; 
les  autres  les  suivront,  dès  qu'à  cause  de  cela  ils  cesseront  de  craindre 
le  ridicule...  » 

Kn  France  et  ailleurs,  ces  «  autres  »  prcci-dcnt  au  lieu  de  sui- 
vre, car  les  listes  d'Espérantistes  commencent  seulement  à  enre- 
gistrer des  savants,  tandis  qu'elles  fourmillent,  depuis  longtemjis, 
de  noms  portés  par  des  adeptes  (hommes  cl  fernines)  venus  des 
classes  bien  moins  lettrées  de  la  socieli'-.  Ces  premiers  apports  du 
monde  scicnliliquc  n'ont  donc  qu'il  s'accentuer  encore  un  peu, 
pour  que  l'I'isperanlo  s'implante  de  tous  cotés,  par  une  sorte 
d'e.xplosion  [Cf.  P.  S.  inf\ 

V.  De  M.  le  \y  X,  médecin  à  Y  ;l*russe  orientale)  —  Mu 
3o  juin  1900]. 

«  ...  Chacun  sourit  quand  on  essaye   de  montrer  r«;xcellence/'t  1  itii- 
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porlance^'d'unRll'ingii'^  internationale  construite  aussi  génialement  que 
l'œuvre  du  D'"  Zaïncnliof.  Ceci  est  certainement  iniputahle  en  partie  au 
fiasco  complet  (pie  la  lanj^ue  Volapuk  a  fait  jadis,  donnant  la  preuve  de 
sa  radicale  inaptitude  au  rôle  de  langue  universelle.  Pour  les  peuples 
allemands,  aux  pensées  un  peu  lentes,  ce  sinistre  est  la  preuve  quune 
langue  internationale  est  tout  à  fait  impossible,  ou  bien,  s  il  en  existe 
une  réellement,  qu'elle  ne  peut  être  ni  bonne,  ni  utilisable...  Un  tel 
idiome  restera  une  utopie  aux  yeux  des  Allemands,  jusqu'à  ce  que 
d'autres  peuples  plus  épris  des  idées  pbilantliropiques  aient  prouvé  au 
monde  qu'un  idiome  de  ce  genre  peut  exister  pratiquement  et  que  tous 
les  bommes  peuvent  trouver  les  plus  grands  avantages  à  subordonner 
leurs  intérêts  personnels  à  ceux  de  toute  l'humanité.  Ce  rôle,  je  le  crois 
en  toute  certitude,  est  réservé  à  la  nation  française,  et  j'espère  ferme- 
ment qu'elle  i^éussira  à  atteindre  ce  but  pour  le  bien  de  tout  le  genre 
humain  et  pour  sa  plus  grande  gloire,  avant  tout,  comme  guide  sur  la 
voie  de  la  haute  civilisation.  Un  tel  espoir  de  ma  part  a  pour  fondement 
cette  particularité  qu'il  y  a  déjà  en  France  quelques  officiers  sintéres- 
sant  à  notre  langue  et  sachant  la  manier.  En  Allemagne,  où  en  trou- 
verait-on un  qui,  en  dehors  de  ses  occupations  militaires,  porterait  le 
plus  mince  intérêt  à  l'Espéranto,  à  une  pareille  utopie  !...  » 

Nous  devons  remercier  bien  sincèrement  mon  sympathique 
correspondant  de  Topinion  si  flatteuse  qu'il  veut  bien  exprimer 
sur  le  caractère  de  la  race  française.  —  INIais  ensuite  je  m'inscri- 
rai contre  sa  conception  de  la  langue  internationale,  car  il  semble 
lui  assigner  un  rôle,  non  exclusivement  auxiliaire,  mais  u/iii>ersel. 
Le  premier  lui  est  évidemment  accessible  puis(|ue  déjà  elle  le 
remplit  chaque  jour  plus  largement,  (^uant  au  second  c'est  un 
problème  lascinant  sans  aucun  doute,  mais  bien  aventuré,  et  dont 
la  solution  dépasse  certainement  les  possibilités  du  temps  pré- 
sent. —  Le  pessimisme  des  appréciations  de  M.  le  D""  X  sur 
la  situation  de  TEsperanto  en  Allemagne  n'est  pas  contredit  po- 
sitivement par  celles  de  M.  Schmidt  (III),  (IV),  encore  moins  par 
celles  de  J\L  Sperl  (XXI,  infr.),  mais  il  est  heureusement  infirmé 
par  celles  de  ^I.  Zinoviev  (XYII,  infr.),  dans  son  incidence  essen- 
tielle visant  la  tournure  générale  des  esprits  germaniques,  et  encore 
par  le  nombre,  déjà  ap[)récial)le,  des  E'spérantistes  allemands  dont 
les  noms  se  lisent  sur  nos  listes  d'adresses.  —  Sous  la  plume 
de  M.  le  D'  X  et  sous  celle  de  M.  Sperl  (XXI,  infr.)  nous  retrou- 
vons cette  constalalion,  laite  tant  de  fois  déjà,  des  énormes  diffi- 
ctiltés  que  ravortemeiit    ilu    N'oiapuk  a   créées   si  injustement    à 
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l'EspoianU).  Mais,  de  nièiue  qu'une  eneur  llnil  timjours  pur  tour- 
ner au  profit  de  qui  a  coniinencé  par  en  soullVir  et  peut  attendre, 
le  caraetère  absolument  extrinsèque  d'un  pareil  obstacle  rend 
plus  aoliarnés  les  ellorts  des  Espérautistes  et  les  l'era  irrésistibles, 
le  jour  procbain  oii  il  seia  lorcé. 

VI.  De  M.  A.  K,  Burenkov,  à  Saint-Pétersbourg  (Russie)  — 
[du  i4  27  juin  1900J. 

«...  Je  ne  parle  pas  en  l'air,  car  j'ai  devant  moi  des  documenls, 
savoir  des  lettres  venues  de  tous  les  points  du  monde,  ayant  des  auteurs 
de  beaucoup  de  nationalités...  et  tout  cela  pour  la  dépense  de  quelques 
centimes  !...  » 

VII.  De  M.  Joseph  Socha,  l'un  des  inleudanls  de  M.  le  prince 
de  Lielisteustein,  à  Feldsberg  (Basse  Autriche)  —  [du  8  juil- 
let 1900]. 

«...  A  cette  occasion,  je  veux  surtcMit  vous  signal«'r  un  fait  de  ma 
propre  expérience.  Dans  noire  petite  ville,  nous  ne  sommes  malheureu- 
semeul  que  deux  Espérautistes  actifs,  mon  collègue  ^^  agner  (qui  est 
Allemand)  et  moi  (un  Tciiéquo-Slave).  En  i8«)y,  nous  avons  eu  le 
plaisir  de  recevoir  ime  visite  de  M.  Avilov,  professeur  au  premier 
gynmase  de  Tillis  (Russie),  qui  faisait  un  voyage  à  travers  l'Europe. 
Gomme  il  ne  connaissait  ni  1  allemand,  ni  le  tcbéquo-slave,  et  nous,  ni 
le  russe,  ni  le  frani^ais,  nous  fûmes  forcés  de  ne  parler  que  la  langue 
internationale,  et  il  est  de  fait  que  les  choses  marchèx'ent  à  merveille. 
Au  uioyen  de  l'Espéranto,  notre  trio  de  diverses  nationalités  (Russe, 
Allemand,  Tchèque),  échangea  avec  une  facilité  surprenante  toutes  les 
pensées,  toutes  les  impressions,  et  comprit  d(î  même  ce  qui  était  dit 
par  chacun  dans  la  langue  internationale.  L'intimité  amicale  de  notre 
conversation  pleine  de  vie,  de  coulant  et  d  lu)mogénéilé  —  pendant  deux 
jours  —  nos  rai)porls  resserrés  ont  produit  sur  nous  et  gravé  dans  nos 
souvenirs  une  impression  inoubliable.  Et  ceci,  grâce  seulement  à  la 
langue  internationale  Espéranto  qui,  très  souvent,  m'a  procuré  aussi, 
par  des  correspcmdances  avec  les  étrangers,  bien  des  heures  de  noble 
jouissance.  .le  regrette  infiniment  (pi'un  manque  absolu  de  teirqis  m'in- 
terdise le  plaisir  de  cette  correspondance  ngulière  et  m  enqièehe  de 
vous  écrire  plus  longiiemeiil  sur  le  mérite  et  I Utilité  de  TEsperanlo...  » 

Plus  loin  (XX),  en  enlemlra  de  la  bouche  de  M.  Avibtv  lui- 
même  un  récit  plus  saisissant  de  celte  ctuiversalion  internationale 
il  tr(tis.  si  intéressante  et  si  probante. 
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YIII.  Du  même  —  [du  9  août  1900]. 

«...  Je  ne  poui-rais  utiliser  les  deux  ouvrages  nouveaux  sur  l'art 
forestier  ""que  vous  me  proposez,  parce  que  d'abord  je  ne  sais  pas 
le  français  et  qu'ensuite  je  m'occupe,  non  de  forêts,  mais  de  gestion 
économique...  Pour  m'armer  contre  les  sceptiques,  j'ai  écrit  depuis 
trois  ans,  à  près  de  cinquante  étrangers  et,  de  tous,  j'ai  reçu  des 
réponses.  Il  en  est  l'ésulté  une  volumineuse  correspondance  à  laquelle, 
faute  de  temps,  je  dois,  bien  à  l'egret  renoncer.  Je  possède  des  lettres  et 
cartes  pleines  d'intérêt,  venues  de  Reikiavik  (  Islande),  de  Londres,  de 
diverses  villes  de  Suède,  de  Pétersbourg,  Moscou,  Kiew,  Odessa, 
d'Allemagne,  de  Belgique,  de  France  (Paris,  Rouen,  Angers,  Lyon, 
Epernav,  Thouars,  etc.),  de  Portugal  et  d'Espagne,  de  Suisse,  d'Italie, 
de  Tacoma  (Etats-Unis),  de  Xouniéa  (Nouvelle-Calédonie)...  C'est  pen- 
dant mon  service  militaire,  en  1896,  et  par  deux  officiers,  que  j'ai  connu 
la  belle  et  facile  langue  Espéranto.  Au  bout  de  deux  mois,  je  récrivais 
déjà  couramment...  » 

Dans  des  publications  antérieures,  j'avais  évalué  h  3-4  semaines 
pour  les  sujets  très  instruits,  à  3-4  mois  pour  les  autres,  le  temps 
nécessaire  à  l'apprentissage  de  l'Espéranto.  On  voit  que  M.  So- 
cha,  un  Tchèque,  on  verra  que  M.  Kofman,  un  Russe  (IX,  infr.), 
]M.  Avilov,  un  autre  Russe  (XX,  infr.],  et  M.  Karlsten,  un  Suédois 
(XXVIII,  infr.)  sont  beaucoup  plus  encourageants,  puisque  tous 
s'accordent,  à  de  telles  distances  les  uns  des  autres,  en  assignant 
2  mois  (ou  moins)  pour  tout  le  monde.  —  Ce  point,  déjà  très 
digne  d'attention  par  lui-même,  l'ait  encore  tomber  sans  réplique 
possible,  l'assertion  souvent  émise  à  la  légère,  que  l'Espéranto,  si 
facile  pour  les  individus  des  races  latines,  ne  l'est  pas  du  tout 
pour  les  autres.  Si  l'Espéranto  n'était  pas  très  facile,  même  agréa- 
ble à  étudier,  il  ne  serait  pas  concevable  qu'il  soit  pratiqué  par 
tant  d'adeptes  de  toutes  nationalités,  de  toutes  conditions  sociales, 
puisque,  n'ayant  pas  encore  envahi  le  monde  des  affaires,  il  ne 
peut  rémunérer  leurs  efforts  en  espèces  sonnantes. 

IX.  De  M.  A.  Kofman,  à  Odessa  (Russie)  —  [du  -  juillet  1900]. 

«...  Je  ne  puis  malheui*eusement  vous  faire  connaître  le  nombre  des 
Espérantistes  russes,  parce  que  je  mène  une  vie  retirée,  écrivant  peu 
de  lettres.  Je  puis  seulement  dire  qu'il  m'est  arrivé  souvent  do  rencon- 
trer à  Odessa  des  personnes  que  je  ne  connaissais  ni  de  visage,  ni  de 
nom,  et  d'être  surpris  de  constater  qu'elles  connaissaient  parfai- 
tement  l'f^speranto...    Comme   je   l'ai    dit,  je  corresponds    peu.    Ce- 
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pendant  j'ai  eu  beaucoup  de  plaisir  à  lire  des  lettres  de  Portugais,  de 
Suédois,  de  Finlandais,  et  nulle  expression  nest  assez  énergique,  assez 
éloquente,  pour  dépeindre  le  profond  étonnenient  qui  ma  saisi  quand 
je  nie  suis  vu  capable  de  lire  les  pensées  d'hommes  dont  je  ne  connais 
aucunement  la  langue,  les  mœurs,  les  habitudes.  J'ai  vu  le  fait  et  nen 
croyais  pas  mes  propres  yeux.  Ce  n'est  que  peu  à  peu,  que  s'est  calmée 
la  sensation  aiguë  de  l'étrange  et  de  l'extraordinaire.  Dans  l'étude 
d  une  langue  naturelle,  cette  impression  ne  se  produit  aucunement 
parce  que,  pendant  i-'t  ans,  on  s'en  rend  maître  par  des  progrès 
imperceptibles,  tandis  que,  pour  l'Espéranto  n'exigeant  que  1-2  mois, 
son  acquisition  est  très  rapide  et  la  stupéfaction  inévitable.  » 

X.  De  M.  Paulo  Xylcn,  réducteur  de  la  Li/igwo  internacia,  à 
Upsala  (Suède)  —  [du  9  juillet  1900]. 

«  ...  D  une  manière  générale,  l'Espéranto  a  fait  comparativement  les 
mêmes  progrès  en  Suède  qu  en  France,  ou  même  de  plus  grands  peut- 
être,  car  nous  devons  retenir  que  le  nombre  total  des  habitants  de  la 
Suéde  n'est  que  de  cinq  millions...  Ceux  qui  apprennent  le  plus  volon- 
tiers l'Espéranto  en  Suède,  sont  de  jeunes  sujets  de  seize  à  trente  ans, 
et  principaleujent  ceux  qui  auparavant  ont  étudié  des  langues,  c'est- 
à-dire,  paruii  les  hommes,  les  élèves  et  les  anciens  élèves  des 
écoles  secondaires.  »  (Suivent  des  détails  sur  l'organisation  de  1  en- 
seignement en  Suède.)  «De  ces  élèves,  un  faible  nombre  va  aux  Univer- 
sités, les  autres  se  dirigeant  vers  les  Postes,  Télégraphes,  Contribu- 
tions, Commerce,  Banques,  Ecoles  militaires,  ICcoles  d  ingénieurs,  etc. 
Parmi  ces  derniers  (ceux  qui  ne  vont  pas  aux  Universités),  très  peu 
étudient  T Espéranto  (excepté  les  employés  des  Postes  et  des  Télé- 
graphesj,  peut-être  parce  que  ces  sujets  conservent  rarement  des  goûts 
intellectuels. 

«  Les  élèves  d(!s  Gvmnases  (dans  les  classes  G:  i  et  7  :  2)  el  pi'inci- 
palemcnt  les  étudiants  ou  anciens  étudiants  des  Universités  apprenne  nt 
notre  langue  lEsperanto. 

«  Les  maîtres  des  écoles  populaires  suivent  des  cours  cndirassant  une 
période  de  quatre  ans  dans  des  séminaires  spéciaux,  où  ils  étudient,  non 
des  langues  étrangères,  mais  la  langue  maternelle  un  peu  plus  à  fond. 
Ils  aiment  beaucoup  à  s'instruire,  et  pas  mal  d'entre  eux  passent  par 
quelques  cours  des  écoles  secondaires.  Us  étudient  volontiers  l'Espé- 
ranto. 

«  Parmi  les  ouvi-iers,  principalement  dans  les  villes,  mais  aussi  dans  les 
campagnes,  qui  passent  seulement  par  les  écoles  populaires,  il  y  a 
beaucoup  d  hommes  intelligents  et  curieux  d  instruction.  Ils  fréijuentent 
souvent  des  cours  organisés  dans  leurs  sociétés.  L'ordre  d<'S  Good- 
templars  (association  de  tempérance)  est  très  étendu  en  Suède  el  ins- 
titue dans  chacun  de  ses  clubs  des  cours  cont;us  suivant  un  programme 
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coiiimun.  Celte  année-ci,  de  puissantes  influences  ont  commencé  à  tra- 
vailler à  introduire  lEsperanto  dans  cet  enseignement.  Le  chef  même 
de  Tordre,  M.  Styriander,  député  au  Riksdag  suédois  est  un  Espéran- 
tiste  fervent,  ce  qui  a  une  grande  portée  pour  cette  question...  » 

Ce  sérieux  avec  lequel  M.  Xylen  nous  dit  que  lEsperauto  est 
considéré  en  Suède  et  les  grands  progrès  de  lu  langue  dans  son 
pays  sont  confirmés  par  la  quantité  des  noms  suédois  qui  sont 
écrits  sur  nos  lettres  d'adresses,  ainsi  que  par  le  nombre  des 
autres  correspondances  que  j'ai  reçues  de  cette  contrée  (V.  /«/)■.). 

XI.  Du  même  —  ^du   ij  juillet  1900]. 

«  ...  Je  possède  plusieurs  centaines  d'écrits  (lettres,  cartes  pos- 
tales, etc.)  »  [en  Espéranto]  «  reçus  de  divers  pays  pendant  ces  trois 
dernières  années,  et  adi'essés,  soit  à  moi-même,  soit  au  club  espéran- 
tiste   d"Upsala,    soit  directement    à   la   Rédaction    du    journal   Lingiv 

interiiacia. . .  » 

XII.  De  M.  G.  Peano,  professeur  à  l'Université  de  Turin  ^Ita- 
lie) —  [du   12  juillet  1900]. 

«  Ayant  lu  votre  notice  dans  L' Intermédiaire  des  Mathématiciens,  je 
me  suis  mis  à  1  Espéranto  et  je  suis  d  avis  que  cette  langue  est  cons- 
truite savamment  et  simplement  ;  je  souhaite  son  succès,  n 

XIII.  De  ?»I.  X,  teneur  de  livres,  à  Y,  sur  le  Volga  (Russie) 
—   du   I   i4  juillet  1900]. 

«  ...  Je  suis  né  en  iSJî,et  jai  reçu  une  instruction  très  modeste  jus- 
qu  à  1  âge  de  14  ans.  Dans  lécole  où  j  ai  étudié,  aucune  langue  étrangère 
n  est  enseignée,  en  sorte  que  je  n'en  connais  pas  d  autre  que  le  russe. 
Par  protession,  je  suis  teneur  de  livres.  J'ai  connu  la  langue  Espéranto 
tout  à  lait  par  hasard.  Une  personne  que  je  ne  connaissais  aucunement, 
M.  /,  habitant  une  ville  éloignée,  ma  envoyé  par  la  poste,  en  1898, 
la  petite  brochure  n"  77  du  D'  Zamenhof.  Depuis  ce  moment  je  suis  un 
fervent  Espéranlisle.  Eu  étudiant  1  Espéranto  je  nai  été  aidé  par  per- 
sonne... )) 

XIV.  De  M.  V.  de  Maynov,  à  Scranton  (Pensvivanie)  (^Etats- 
Unis  de  rAmérique  du  Xord)  —  [du  4  juillet  1900]. 

«  Le  monde  entier  a  besoin  de  la  langue  internationale  iCsperaïUo, 
mais  spéciidement  les  Etals-Unis  de  l'Amérique.  Ici  habitent  depuis  dix 
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ans  beaucoup  de  personnes  ne  comprenant  pas  un  mot  d  anglais  quoi- 
qu'elles sachent  les  langues  fran<;aise,  russe,  allemande  ;  je  connais 
dans  les  l-llats  pas  mal  de  gens  parlant  le  russe,  le  Irani^ais  ou  lalle- 
inand,  ou  même  l'italien,  qui  n'ont  pas  le  temps  d'apprendre  l'anglais, 
qui  cependant  trouvent  quelques  heures  ptmr  étudier  la  langue  inter- 
nationale l'espéranto.  Je  sais,  en  Russie  et  aux  Etats-Unis,  beaucoup  de 
cas  où  notre  langue  a  été  utile  à  des  voyageurs.  » 

XV.  De  M.  llr.  Popov,  à  Tirnovo  ^Bulgurie)  —  [du  4/'7  juil- 
let 1900]. 

«...  Veuillez  croire  qu'au  moyen  de  l'Espéranto  je  correspond  avec 
beaucoup  d'étrangers  (Allemands,  Frant^-ais,  Russes,  Suédois,  Italiens, 
Américains)...  Il  j-- a  un  mois,  dans  la  salle  des  fêtes  de  ïirnovo,  j  ai 
fait  une  conférence  sur  1  Espéranto,  à  laquelle  assistaient  cent  cinquante 
à  deux  jents  auditeurs  et  cinquante  à  soixante  dames...  Le  public  a 
salué  le  nom  du  D""  Zamenliof  par  de  longs  applaudissements,  et  le  suc- 
cès a  été  très  grand.  Finalement,  je  puis  vous  assurer  que  l'Espéranto 
réussit  bien  en  Bulgarie.   » 

XVI.  De  M.  Alekscj  Ziuoviev,  ingénieur  a  Poltuva  (Russie)  — 
[du  20  juillet  1900]. 

«  ...  à  l'iniportanle  cpieslion  de  l'I^speranto.  Si  grandes  que  soient 
l'inertie  et  l'obstination  humaines,  je  ne  puis  douter  que  1  idée  lumi- 
neuse d  une  langue  internationale  (sous  cette  forme  ou  sous  une  autre) 
pi'endra  racine  un  jour  et  deviendra  une  véritable  nécessité  pour  les 
nations.  —  De  même  que  déjà  pour  1  écriture  des  chillVes,  de  la  nui- 
sique  et  des  formules  chimiques,  pour  le  choix  des  unités  de  poids  et 
mesures,  nous  arriverons  inévitablement  à  un  système  commun  pour  la 
notation  des  pensées,  système  neutre,  tout  à  fait  logique  et  siMq)le. 
L'acceptation  universelle  de  ce  système  fera  époque  dans  la  vi<'  de 
l  humanité,  et,  quoique  éloignés,  ses  résultats  seront  innombrables, 
éblouissants...    » 

X\li.  I)u  nièine —    ilu  ii/y.|  aoùl     1900J. 

«...  et  je  me  réjouis  d  avoir  trouvé  un  jiarlisan  de  mes  idées  dans 
une  autre  extrémité  de  l'Europi;.  L'Allemagne  ne  me  paraît  pas  être  un 
pays  où  il  y  ail  à  désespérer  de  la  dillusion  de  l'Espéranto,  ear  on  a 
fondé  un  club  espérantiste  (à  Nùrnb«;rg),  et  la  f)remiere  personne  (pii 
ait  fourni  un  appui  moral  e't  matériel  au  jn'emier  journal  espt'r.uiliste 
était  un  Allemand  (.M.  Trouqîeter).  Une  lettre  eu  Espéranto  écrite  a  un 
Allemand  est  presque  touj(»urs  acceptée  et  déchiffrée.  L'Angleterre  ewl, 
sous  ce  rapport,  une  terre  inerte  et  obstinée  qui  doit  être  particulière- 
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ment  travaillée...  Cependant  1  idée  d'une  langue  internationale  est  si 
grande  et  si  pleine  de  vie,  qu'elle  s'implantera  partout  avec  le  temps. 
On  viendra  à  la  nécessité  d'une  mise  en  équation  de  la  pensée  humaine. 
Il  sera  très  avantageux  d'employer  l'Espéranto  dans  les  affaii'es  com- 
merciales. Quand  ceci  se  fera,  le  petit  arbre  espérantiste  ci'oîtra  rapi- 
dement.  » 

On  applaudira  sans  doute  avec  moi  à  l'élévation  et  à  la  justesse 
des  paroles  écrites  par  M.  Zinoviev  dans  sa  première  lettre.  — 
Ce  qu'il  dit  sur  l'Allemagne  dans  la  seconde,  en  connaissance  des 
choses  sans  aucun  cloute,  doit  laire  considérer  comme  excessifs, 
les  pronostics  décourageants  formulés  par  INI.  le  D''  X  (Y).  — 
Le  retard  de  l'Angleterre  dans  la  culture  de  l'Espéranto,  ([ui  est 
réel,  tient  en  bonne  partie  ii  celui  de  la  publication  d'une  édition 
anglaise  du  Manuel  complet. 

XVIII.  De  M.  Juan  J.  Duràn  Loriga,  commandant  d'artillerie, 
directeur  d'une  école  scientificjue,  à  La  Coruna  (Espagne]  — 
[du  12  août  1900]. 

«  J'ai  reçu  votre  lettre  écrite  en  Espéranto,  et  j'y  réponds  dans  la 
même  langue.  J'ai  compris  presque  toutes  les  pensées,  mais  il  y  a  quel- 
ques mots  que  je  n'entends  pas,  c'est  pourquoi  je  vous  prie  décrire 
avec  soin.  Je  vois  que  notre  ami,  M.  Peano,  est  un  espérantiste  habile. 
Ma  santé  est  un  peu  meilleure...  » 

XIX.  De    M.     J.    Fornartn.    intendant    militaire     à    Prague 

o 

(Bohême)  — [du  i5  août  1900]. 

«  ...  Notre  langue  Espéranto  mérite  pleinement  l'intérêt  de  tout 
homme  éclairé,  et  je  suis  certain  aussi  que  tout  homme  vraiment  ins- 
truit sera  satisfait  par  sa  construction  tout  à  fait  ingénieuse.  » 

XX.  De  M.  F.  Avilov,  professeur  à  Tiflis  (Russie)  —  [d'août  1900]. 

«...  En  toute  sincérité  et  avec  une  entière  conviction,  je  puis  dire 
très  haut  pour  être  entendu  de  tous,  que,  dans  mon  opinion,  la  flexibi- 
lité et  la  logique  merveilleuses  de  l'I-lsperanto  font  de  lui,  pour  le  com- 
merce international  des  idées,  un  instrument  que  rien  ne  peut  renq)lacer, 
qui  est  tout  à  fait  capal)le  d  expriuier  les  diverses  nuances  et  tournures 
des  langues  nationales  avec  une  perfection  plus  grande  que  ce  n'est 
possible  par  l'emploi  d'une  langue  naturelle  quelconque.  —  Deux  jour- 
nées passées  sous  le  toit  hospitalier  de    MM.  Soclia  el  Wagner   m'ont 
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pleinoiiient  convaincu  queniployce  pai"  la  bouche,  noti'c  langue  ne  pro- 
voque aucune  méprise,  même  dans  son  état  actuel  très  peu  satisfaisant, 
où,  par  manque  d'un  dictionnaire  complet,  chacun  de  nous  doit,  lui- 
même  personnellement,  créer  les  mois  pour  les  idées  primitives  et  com- 
binées. Nous  avons  babillé  sans  empêchement  sur  la  lillérature,  les  tra- 
vaux champêtres,  le  sport  vélocipédique,  les  besoins  quotidiens,  etc. — 
Pour  acquérir  la  faculté  de  se  faire  comprendre  en  Espéranto,  par  la  pa- 
role ou  l'écriture,  il  suffit  de  -i--  jours  pour  un  sujet  comprenant  les 
racines  latines,  de  1-2  mois  pour  qui  ne  connaît  pas  les  langues 
étrangères,  ce  dont  l'expérience  m'a  convaincu.  —  Quel  dommage  que 
nos  amis  ne  se  soient  pas  préparés  à  présenter  notre  allaire  à  TKxpo- 
sition  Universelle  !  » 

Rien  de  plus  posilif  et  de  plus  net  que  les  allîrmalions  variées 
de  M.  Avilov.  —  Il  rend  un  coniple  plus  minutieux  encore  de  sa 
conversation  de  deux  jours  à  Feldsberg,  avec  MM.  Socha  et  Wa- 
gner (VII).  —  Enfin  il  s'accorde,  mot  pour  mot,  avec  MM.  Socha 
(VIII),  Kolnian  (IX),  Karlsten  (XXVllI,  //'//.;  ihiiis  révaluation  de 
temps  ([ue  rac(|uisition  de  l'Espéranto  peut  coûter  à  un  sujet 
ordinaire, 

XXI.  De  M.  R.  Sperl,  fonctionnaire  du  gouvernement  autri- 
chien en  retraite  ii  Leobcu  (Styrie) —  [du   16  août  1900J. 

«...  Kn  méuie  temps,  je  vous  dirai  que  je  corresponds  au  ujoyen  de 
l'Espéranto  depuis  une  époque  ne  remontant  pas  au  delà  de  i8<j6; 
malgré  cela,  j'ai  reçu  de  très  nombreuses  correspondances  de  loj 
Espérantistes  de  presque  tous  les  Etats  de  l'Europe,  du  Caucase  et  de 
la  Sibérie,  en  Asie,  de  la  Tunisie  et  de  l'Algérie,  en  Afrique,  du  Ca- 
nada, des  Etats-Unis,  de  l'Etat  de  Grenade,  du  Brésil  et  du  Chili,  en 
Amérique,  de  la  Nouvelle-Calédonie,  en  Australie...  Ici,  eu  Styrie,  je 
suis  malheureusement  le  seul  Espéranliste  correspondant  au  ujoyen  de 
l'Espei-anto  et  recevant  les  journaux  de  la  langue,  car  il  y  a  encore  dans 
le  pays  de  plus  nouibreux  \ Klapiikistes  fervents,  qui  même  éditent  à  Graz 
la  l'evue  mensuelle  Volapukablcd  Iczcnodik  et  ruinent  la  propagande  de 
notre  langue  en  Styrie...  » 

XXII.  Du  même —  [du  j  seplenibi'e    njoo]. 

«...  .Malheureusement,  je  dois  vous  apprendre  ({Ui-  nous,  ICspéraiilistes 
de  l'Allemagne  et  de  l'Autriche,  nous  ne  pouvons  pas  propager  tnic- 
tueusenumt  notre  langue  si  nous  n'avons  pas  de  meilleures  grammaires 
espérantistes  et  des  dictionnaires  à  l'usage  des  Allemands.  .Moi-même, 
j'en  ai  fait  l'expérience  en   Styrie  où  il   y  a  encore  beaiicoiip  ilr  \  ola- 
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pukistes  fervents,  où  pariùt,  depuis  1897,  le  principal  journal  pour  tous 
les  Volapukistcs  de  la  terre.  Les  Volapukistes  allemands  possèdent 
mêujc  un  dictionnaire  Volapuk  de  20  000  mots  ;  c'est  pourquoi  leur 
effectif  est  le  plus  nombreux  en  Allemagne,  en  Autriche  et  en  Hol- 
lande... » 

Si  les  déclarations  de  mes  autres  correspondant  (VI),  (VIII),. 
(IX),  (XI),  (XV),  (XX),  (XXIV,  m/:),  (XXVIII,  inf.)  (XXX,  inf.), 
(XXXI,  inf.),  (XXXIII,  inf.),  si  la  cinquantaine  de  lettres  en  Espé- 
ranto que  je  possède,  pouvaient  laisser  dans  l'esprit  du  lecteur  le 
moindre  doute  subsister  sur  Taptitude  de  cet  idiome  à  remplir  le 
rôle  de  langue  internationale,  même  sur  son  entrée  en  fonction 
déjà  opérée,  ce  doute  s'évanouirait  devant  le  cas  de  M.  Sperl  dont 
les  partenaires  épistolaires  sont  disséminés  sur  tous  les  points  du 
fiflobe.  au  nombre  de  io5,  offrant  une  variété  qui,  bien  certaine- 
ment  dépasse  démesurément  celle  des  étrangers  dont  les  lettres 
parviennent  au  non-Espérantiste  le  plus  favorisé.  —  Je  renvoie 
à  qui  do  droit  les  doléances  si  précises  de  M»-  Sperl  et  autres 
Espérantistes  (III),  (XX),  sur  le  manque  de  livres  classiques  Es- 
péranto plus  complets,  principalement  à  l'usage  des  Allemands.  — 
L'abandon  du  Volapuk  partout  ailleurs  et  l'accélération  de  la  mar- 
che ascendante  de  l'Espéranto  rendent  la  fidélité  des  Styriens 
peu  concevable,  digne  en  tous  cas  d'une  meilleure  cause.  Mais, 
à  mon  sens,  rien  mieux  que  celte  ténacité,  désespérée  on  peut  le 
dire,  ne  démontre  l'urgence  actuelle  du  besoin  d'une  langue  in- 
ternationale, ne  peut  remplir  les  Espérantistes  de  confiance 
dans  l'avenir  de  leur  idiome. 

XXIII.  De  INI.  J.  J.  Siissmuth,  h  Sodcrlelje  (Suède)  —  klu 
17  août  1900]. 

«...  Ici,  1  Espéranto  est  connu  presque  dans  toute;  la  ville,  et  j  ai 
l'espoir  qu'un  club  espéranliste  local  y  sera  fondé  prochainement.  En 
outre,  je  fais  des  cours  particuliers  sur  notre  langue  favorite,  et  par  là 
le  groupe  cspérantisle  grossit  naturellement  dune  manière  cons- 
tante...  » 

XXIV.  De  M.  A.  Xippa  à  (illisible)  (Russie)  —  [du  6/19 
août  1900]. 

«  ...  Je  suis  Espérantiste  depuis  peu  et  no  puis  en  conséquence  vous 
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parler  amplement  de  la  situation  de  la  langue  internationale  en  Russie  ; 
cependant  je  sais  par  des  lettres  particulières  qu  il  existe  beaucoup 
d'Espérantistes  en  Russie  et  en  Sil)érie.  » 

XXV.  De  M.  IL  Slalberg,  à  Vezenhcro-  ^Russie)  —  [du  À  \G 
août  1900]. 

«  ...  Parmi  les  personnes  do  ma  connaissance,  il  s  en  trouve  deux 
avec  lesquelles  je  corresponds  en  Espéranto,  lune  dans  les  environs  de 
Revel,  1  autre  dans  1  île  de  Dago.  A  \  e/enberg.  quelques-uns  veulent 
apprendre  l'Espéranto  ;  mais  comme  ils  n  y  apert.oivent  pas  une  utilité 
immédiate,  les  ciioses  ne  \  ont  pas  vite.  » 

XXVI.  De  :\I"^'  Ebba  Bergstrom,  à  Siulertelje  (Suède)  — [du 
23  août  1900] . 

«  Mon  prol^esseur,  M.  Siissmuth,  ma  dit  que  vous  seriez  curieux  de 
rec  ;voir  une  lettre  d  une  jeune  lille.  Je  suis  une  fervente  Espérantisle  et 
me  rends  à  votre  désir...  » 

XXVII.  De  M.  J.  A.  Rasua,  ii  Sikleiteljc  (Suède)  —  [du 
2d  août  1900J. 

«...  .le  suis  commerçant  ici  et  veux  travailler  en  faveur  de  lEspe- 
rantû  pour  qu'il  facilite  mes  relations  commerciales  quand  je  serai 
devenu  familier  avec  cette  langue.   » 

XX^  III.  De  ^1.  llu^o  Karlslen,  Instituteur  populaire,  à  Cloui- 
merstriisk  (Suède)   —   [du  :'.o  août  1900]. 

«  ...  Je  connais  l'Espéranto  depuis  peu,  deux  mois  seulement.  Ce- 
pendant je  comprends  la  langue  presque  bien  maintenant,  et  je  peux 
facilement  écrire  des  lettres  en  maidant  du  dictioimaire  Espéranto. 
Que  la  langue  est  facile,  belle,  prati(juc  !  Quel  plaisir  de  pouvoir  cor- 
respondi'e  avec  un  Espéi'antislc  do  quelque  pays  que  ce  soit  !  » 

XXIX.  De  M"'"^  Bella  Siissmuth,  à  Soderlolje  (Suède)  —  [du 
2y  août  1900]. 

(■  ...  Je  fais  collecti(m  de  cartes  postale.s  illustrées  et  vous  prierais 
de  m'en  envoyer  une...  » 

XXX.  Do  y\.  I.  Siijaev,  à  Selo  ^'orelcja  (Russie)  —  (lu 
I*''  septembre  1900]. 

«...   Je  suis  en  correspondance  avec  des  Espérantistes  de  tous  les 
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pays  du  monde,  bien  qu'en  dehors  de  l'Espéranto  je  ne  sache  aucune 
lano-ue  vivante.  Pendant  l'été  dernier,  j'ai  fait  un  voyage  le  long  du 
Vol'^a,  et,  dans  toutes  les  villes  de  cette  région  j"ai  visité  des  Espéran- 
listes  que  je  n'avais  jamais  vus,  jamais  connus...  Nous  avons  employé 
la  langue  Espéranto  exclusivement,  absolument  comme  si  elle  eiit  été 
notre  langue  maternelle.  Je  suis  professeur  et  écrivain  ;  dans  ces  der- 
nières années,  j  ai  collaboré  à  quantité  de  journaux  et  revues  publiés  au 
dehors  de  la  Russie,  cela  seulement  grâce  à  l'Espéranto,  ce  qui,  sans  lui, 
m'aurait  été  tout  à  fait  impossible.  Dans  ma  localité  (pai'tie  nord  du 
Gouvernement  de  Jaroslavj  l'Espéranto  a  une  foule  d'amis,  non  seule- 
ment dans  les  villes,  mais  même  dans  les  villages...  » 

Cette  communication  si  précise  de  M.  Sirjaev  est  du  plus  haut 
intérêt,  confirmant,  et  au  delà,  tout  ce  cj^u'on  a  lu  plus  haut  sur 
l'importance  acc^uise  déjà  par  l'Espéranto  dans  la  correspondance 
internationale  privée,  sur  la  facilité  de  son  emploi  oral,  et  sur 
son  commencement  d'utilité  pour  les  voyageurs  (VII},  (IX}, 
(XIV),  (XX),  sur  son  aptitude  h  prospérer  dans  tous  les  terrains, 
(passini).  —  De  plus,  elle  corroljore  tout  à  lait  ce  cjue  jai  écrit 
ici,  en  juillet,  sur  le  concours  que  la  presse  peut  attendre  de  lui. 

XXXI.  De  M.  R.  H.  Geoghegan,  vice-consul  de  la  Grande-Bre- 
tagne, à  Tacoma,  Etat  de  Washington  (Etats-Unis  de  l'Américjue 
du  Nord)  —  [du  3i  août  1900]. 

«  ...  Je  m'empresse  de  vous  adresser  ces  quelques  mots,  des  bords 
éloignés  [de  l'océan  Pacifique.  Je  me  sers  de  l'Espéranto  depuis  plus 
de  dix  ans  déjà,  pour  correspondre  avec  mes  amis  de  tous  les  coins  du 
monde,  et,  plus  je  l'emploie,  plus  j'admire  le  génie  de  son  auteur.  C'est 
la  plus  bi'lle  invention  du  xix"^  siècle.  » 

XXXH.  De  M'""  Elis.  Zilatef,  li  ^illisible)  près  Tirnovo  .Bul- 
garie) —  [du  '28  août   1900]. 

«  Depuis  longtemps,  mon  frère  ma  initiée  à  1  Espéranto.  Comme  aupa- 
ravant je  savais  bien  le  français  et  1  allemand,  celte  langue  a  commencé 
par  m  inspirer  de  l'aversion;  mais  maintenant  je  vois  que  Zamenhof  est 
un  homme  de  génie  et  que  si  les  peuples  veulent  s  approprier  son  (vuvre. 
tous  lui  devront  un  bienfait.  » 

L  l-spcranto  n'est  pas  encore  une  hingue  de  lu.xe,  à  la  mode 
dans  léducation  lénilninc  raffinée,  comme  l'anfilais,.. .  chez  nous, 
comme  le  Iranrais,.. .  ailleurs,  et,  provisoirement ,  il  ne  peut  guère 
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servii'  aux.  clames  (|ae  pour  échanger  des  tinibres-posle  et  cartes 
illustrées.  Si  clone  il  était  clillieilc  ou  seuleineut  ennuyeux,  au- 
cune n"v  chercherait  une  clistractiou;  M""^  ZWatel  ne  nourrirait 
pas  pour  lui  une  telle  prédilection  succédanl  à  une  répuj^nance 
préconçue;  elle,  M'"^"Sussmulh  XXIX),  M"^"^  Bergstrom  XXVI) 
et  Polkanova  J^.  S.  inf.)  ne  m'auraient  pas  lait  Thonneur  de 
ineu  écrire   c|uel([ues   mots. 

XXXlll.  De  M.  le  W  du  Costa  e  Almeida,  a  llezende  Portu- 
gal) —  [du  ij  septembre  1900J. 

«  ...  Je  vous  envoie  eotte  carte  postale  poui-  aider  à  ré[)aiulre  la  con- 
viction cpie  noire  langue  internationale  est  le  plus  parfait  insliinnent  de 
couiujunieation  entre  les  honnnes  de  toutes  nationalités. —  .le  puis  vous 
affirmer  cjue,  depuis  longtemps  dijà,  je  corresponds  avec  des  étrangers 
de  beaucoup  de  pays.   ) 


Par  la  plume  de  M.  de  Beaulront,  son  maître  propagateur,  l'Es- 
perauto  avait  formulé  d'avance,  dans  les  termes  les  plus  concis  et 
les  plus  exacts,  la  conclusion  w  tirer  indirectement  de  toute  cette 
encjuète  : 

«  Simpla,  belsona,  fleksebla,  vere  iiiternacia  eiisiaj  elemeutoj,  la 
■  lingvo  Espéranto  prezentas  al  la  tuta  monde,  la  sole  veran  solvon 
y  de  1  lingvo  internacia.  car.  tre  facila  por  la  homoj  malmulte  ins- 
«  truitaj .  Espéranto  estas  komprenata  sen  peno  de  la  personoj  boue 
('  edukataj.  ■ 

Je  traduis,  laisaiil  [)res([ue  injure  à  1  inlelligence  du   lecteur    : 

((  Simple,  linrnionicimc,  /îc.rih/c,  vritiiiicnt  i/ilrr/i'itionn/f  d'iiis  acs  élé- 
K  inerils,  la  hin^ue  h's/jcranto  o/j're  an  monde  entier  la  seule  svlution  séri- 
«  table  de  lu  langue  inlernatiunale,  car,  très  facile  pour  les  /tommes  peu 
'(   instruits,  l  Espéranto  est  compris  sans  e/J'orl  par  les  /^ens  l>ien  ele\'t'S.    » 

Et  je  termine  en  a|ontanl  pour  mon  propre  conij)le,  ([ue  les 
Modernes  auront  doniii-  la  démonstralion  la  plus  certaine  de  leur 
paresse  étourdie,  de  leiw  soumission  aux  préjugés  dont  ils  croient 
avoir  secoué  le  dernier,  de  leur  àpi'e  dédain  poui-  lotit  ce  ipii  n  est 
pas  de  l'argent  comjjtanl,  s'ils  se  refusent   longtemps  a  exploiter 
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un  inshumcnt  qu'ils  nOnt  ])lus  ([ue  l;i  peine  de  saisir  pour  en 
tirer  un  bien  moral  inculcula])le,  des  profits  matériels  dont  le 
total  pour  l'humanité  se  chifFre  certainement  par  vingtaines  de 
milliards. 

Charles  Méray  (Dijon). 

P. -S.  —  Depuis  que  les  lignes  précédentes  ont  été  écrites, 
quelques-uns  de  mes  correspondants  nommés  ci-dessus  et  de 
nouveaux,  M""  E.  Polkanova,  à  Kostroma  (Russie),  ^VS\.  V.  \' . 
Lunin.  à  Moscou,  Y.  Kurmanajev,  à  Saint-Pétersbourg,  P.  Ahl- 
berg,  à  Stockholm,  le  D'"  D.  Marignoni,  à  Crema  (Italie),  ont 
bien  voulu  m'adresser  d'autres  lettres  en  Espéranto,  dont  plu- 
sieurs sont  fort  détaillées  et  intéressantes,  dont,  cependant,  le 
manque  d'espace  me  force  à  supprimer  plus  ample  mention.  Mais 
on  me  reprocherait  de  ne  pas  transcriie  encore  ces  courtes  lignes 
de  M.  A.  Zinoviev,  auteur  des  lettres  X\  I,  XVII  du  corps  de 
cet  article  : 

«  Poltava,  le  14  septembi^e  1900...  Si  des  savants  français  donnent 
«  vie  à  la  question  d  une  langue  internationale,  il  est  absolument  certain 
«  que  tout  le  monde  les  suivra  aussitôt.  Tant  de  beaux  exemples  sont 
«   déjà  venus  de  votre  pays  !...  » 

De  tels  encouragements,  d'éloges  aussi  évidemment  sincères, 
je  suis,  pour  mon  pays,  fier  et  reconnaissant  au  dernier  point. 
Puissent  ceux  qui  les  lui  ont  valu  se  dire  en  les  lisant  :  «  Noblesse 
oblige  !  »   '1 

Ch.    m. 


(')  A  celle  heure  11'!  janvier  iÇ)oi)  je  possède,  venues  de  l'I-^li'aiiu'er,  un  total  de 
85  corresjiondanccs  en  Espéranto,  dont  une  d'Islande  et  une  autre  fort  curieuse  du 
l'ond  de  la  Sibérie  orientale  (Cliabarovsk-sur-.\mour) .  M.  S.  Poljanslvij.  son  auteur, 
me  raconte  qu'il  a  apjiris  l'Espéranto  ])!iv  la  sini])le  lecture  de  (juelques  textes, 
jjoursuivic  pendant  peu  de  mois,  que  cette  langue  lui  a  permis  de  correspondre 
avec  Erani-ais,  Italiens,  Bulgares,  .\lleniands,  Suédois.  Japonais,  .\nglais.  Russes. 
La  socii'té  ja])oiiaise  Kiliin-Kvai  (Tokyo)  lui  a  répondu  en  anglais,  mais  elle  n"en 
a  pas  moins  exécuté  tous  ses  ordres  :  l'Espéranto  lui  a  permis  d'obtenir  du  Japon 
lin  catalogue  d'instruments  de  physique,  un  annuaire  de  l'Université  de  Tokyo, 
un  abonnement  au  journal  The  Orient.  M.  Poljanskij  me  presse  d'aider  à  la  pro- 
pagation de  l'Espéranto  au  Japon  en  écrivant  à  M.  Kazuloslii  Uyeda.  professeur 
de  linguistique  à  ri'niversité  de  Tokyo  et  aussi  à  la  rédaction  tlu  The  Orieut.  J'ai 
déféré  sans  sour<'iller  à  cette  invitation,  avec  tous  détails  donnés  à  mon  collègue 
japonais,  et  j'allcnds  les  réponses  (pii  pourront  me  jinrvenii". 
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Dans  Y Kiiscii^neniciit  Mulltcniatiquc,  on  a  rappelé  r<''oeinm(Mil  ' 
rinexistcnce  piesijue  complète  du  langage  tangt'iitiel  et  liniper- 
leetit)ii  tlii  langage  ponctuel  de  la  Géométrie  moderne.  Le  premie 
pourtant  serait  très  utile  ;  cela  est  prouvé,  pour  ainsi  ilire, 
corri'ldfn'C/HL'/il.  puisi[ue  le  dernier  est  à  présent  indispensable. 
Le  présent  essai  a  pour  but  d'étudier  une  terminologie  tangen- 
tielle  (|ui  soit  une  image  fidèle  de  la  terminologie  courante,  et 
incidemment  d"indi(|uer  c[uelques  améliorations  possibles  de 
eelli'-ci  :  il  sera  dailbnirs  limité   aux  premiers  éléments. 

Points  i:t  diioitks.  —  On  dit  couratument  et  elaiiemenl  :  t//i 
jutiiil  <l  une  droite.  Pourcjuoi  ne  pas  dire  de  même  :  une  droite 
d' lin  point  ''  La  locution  habituelle  (une  droite  ([ui  passe  par  un 
j)oint)  est  longue  et  non  corrélative  ;  son  avantag<\  sil  existe. 
est  mystérieux. 

(^nebpies  auteurs  disent  la  ^//•o/7rr/////c//o/?r//f;//  de  tleiix  points. 
L  analogie  avec  le  point  d'interseetiun  de  deux  droites  est  ainsi 
('vidente.  et  l'exemple  est  donc  bon  it  suivre.  Il  send)le  pourtant 
cpie,  dans  bien  des  cas,  lune  et  laulie  expression  ptuiiraitMit  être 
abrégées.  .\e  dit-on  pas  iléjà  avec  une  brève  sim])licilé  (pii 
n'exclut  pas  la  clarté  :  le  plan  des  (rois  points  .\,  B,  (/.'  Sur  ce 
modèle,  on  j)ouri'ail  cahpier  :  lu  droite  des  deux  points  A  ei  B, 
le  point  des  deux  droites  :i  et  b,  et  aussi  le  /joint  des  trois  plitns 
7.,  ^i.  -;. 

I.n   i^t'iieral,   il    eonviendiaif    doser  du    nièine  simple  ])r()ei'(li> 


(')  L  F.ii.ii'ii^nriiiciit  Mii/tn-'iiiatit/iir.  l 'i  nL'ir."*  njod,  \>.    !>;-">.    yiif-liiiii»    do    lnii(;n);(< 
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pour  la  désignation  (.le  tout  élément  (jue  d'autres  éléments 
déterminent  complètement.  Ainsi  Ton  peut  dire  sans  obscurité, 
sans  ambiguïté  et,  partant,  sans  gène  pour  les  non-iniliés  :  le 
cercle  des  points  A,B,C,  la  parabole  des  droites  u,  Ij.  c.  d,  la  conifjue 
des  points  A,B,C,D,E,  les  quatre  cercles  des  droites  a,b,c,  etc.  Il 
sulfit,pour  comprendre  l'utilité  de  ces  courtes  dénominations,  de 
les  comparer  à  celles,  plus  longues,  qui  les  paraphrasent  sans 
les  éclaircir. 


Ponctuants  et  tangentes.  —  Quel  effet  singulier  j)roduirait 
sur  le  lecteur  un  mémoire  où  le  terme  de  tangente  (en  un  point) 
serait  partout  remplacé  par  l'expression  de  droite  de  conponct 
d'an  point?  Celle-ci  serait  pourtant  exacte.  Or,  en  géométrie 
tangentielle,  l'équivalent  existe  de  cette  étrange  substitution  ; 
laute  d'un  simple  mot,  on  dit  longuement  :  le  point  de  contact 
d'une  droite  avec  son  enveloppe  (^encore  on  ne  peut  pas  toujours 
sous-entendre  ces  derniers  mots).  Ce  point  loudamental  n'est 
pas  dénommé  ;  d'ailleurs  son  nom  s'impose,  le  bon  sens  le 
souille.  En  effet,  on  ponctue  une  ligne  en  marquant  quebjues 
points  d'elle  ;  une  courbe  tangentielle  devient  ponctuelle  en 
marquant  les  points  de  contact  des  droites  qui  l'enveloppent  ; 
donc  ceux-ci  sont  ]vs  ponctuants  de  celles-là. 


Fi  g.   1  et  2 

La  corrélation  de  ce  mot  de  ponctuant  avec  celui  île  tangente 
est  complète.  On  devrait  même  appeler  :  tanijienter  une  courbe, 
tracer  quekjues-unes  de  ses  tangentes  qui  la  jalonnent  convena- 
blement. C'est  là  un  tracé  discontinu  d'une  courbe  tangentielle: 
par  analogie,  il  peut  convenir  de.  ponctuer  seulement  une  courbe 
ponctuelle.  C'est  ce  ({ui  a  été  lait  poui'  les  deux  ligures  ci- 
jointes. 

A  W/zii-lc  de  contini'c/ice  do  ileux  tanùeiiles  inllniiiu-nt  voisines 
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correspond  If  sci^nicnt  de  ionponctuaine  de  deux  ponctiuints 
iiiliiiiniint  voisins  :  nouvelle  expression  eorit'dative.  Cela  peut 
conduire  plus  loin  :  ;i  appeler  coiU<iniienles  et  conpoiutmints  les 
tangentes  el  les  ponctuants  inlininient  voisins,  c'est-à-dire 
confondus.  On  n  entendrait  plus  ainsi,  en  géométrie  inlinitési- 
male,  le  perpétuel  reirain  des  éléments  infininicnt  coisins.  Par 
exemple,  le  cercle  osculateur  se  définirait  simplement  comme  le 
crrcle  de  (rois  conponct liants. 

Ane  i:t  stiue.  —  Un  arc  est  une  portion  de  courbe  ponctuelle. 
Comment  nommer  une  portion  de  courbe  tangiMitielle  .'  Le  terme 
de  s(ric  pouriait  convenir,  il  est  court  ot  expressil.  Aux  extré- 
mités A  et  B  de  l'arc  correspondent  les  côtés  a  et  h  de  la  strie, 
et  aux  tangentes  extrêmes  t  et  t'  les  ponctuants  extrêmes  P  et  P'  ; 
h  la  corde  AB  ou  c  correspond  le  coin  ah  ou  C,  intersection  des 
côtés. 

Nous  laissons  de  côté  la  corrélation  des  éléments  métriques 
qui  exige  l'intervention  des  éléments  corrélatifs  des  points 
cycliques  et  de  la  droite  de  l'infini  ;  cela  étendrait  troj)  la 
({ueslion.  Cependant  nous  achèverons  la  terminologie  comparée 
de  l'arc  et  de  la  strie  par  ce  qui  suit,  où  la  corrélation  est 
d'ailleurs  imparfaite.  Au  sommet  S  de  l'arc  (non  de  la  courbe) 
et  h  la  flèche  S  F  ou  /',  on  peut  faire  correspondre  la  sommette 
de  la  strie  (c'est  la  tangente  la  plus  éloignée  du  coin)  et  la  fiche 
(c'est  la  distance  de  la  sommette'au  coin\ 

Double  tuhleau.  —  Il  serait  utile  d'établir  un  double  tableau, 
oii,  \\  la  façon  dont  on  expose  souvent  les  théorèmes  corrélatifs, 
les  dénominations  correspondantes  seraient  placées  en  regard. 
On  y  verrait  combien  de  lacunes  présente  encore  le  douille 
langage  ponctuel  et  tangentiel.  .\ul  terme  ne  correspond  ;i  ceux 
de  cercle,  parabole,  cercle  oscillateur,  etc.  l'^n  particulier  les 
coniqut's  corrélatives  des  cercles,  c'est-ii-dire  celles  qui  ont 
pour  loy(>r  le  centre  de  polarité  réciproijne  par  lapport  ii  un 
cercle),  mériteraient  suiioul   un  nom  caiactf-ristiijue. 

HoFFn.vuEn  (Paris). 


SI  II  r.EXPIIESSIOX  SIMILITUDE  IJS  VERSE 

EX   GÉOMÉTRIE   PLANE 


I.  SiH)posons  ([Lie  Ton  ait  deux  figures  planes  senil-)lables, 
situées  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace.  Si  on  les  place 
dans  un  même  plan,  de  manière  que  les  angles  homologues 
tournent  dans  le  même  sens  de  rotation,  on  obtient  une  simili- 
tude ordinaire.  On  peut  ramener  cette  similitude  à  Ihomothétie 
en  faisant  tourner  1  une  des  figures  dans  le  plan  commun. 

Si  on  place  les  deux  mêmes  figures  dans  un  même  plan,  de 
manière  que  les  angles  homologues  tournent  en  sens  contraires, 
on  obtient  une  autre  espèce  de  similitude,  (|ue  la  phq)art  des 
auleui's  nomment  similitude  i/n'erse. 

Cette  expression  est  impropre,  car  elle  donne  a  penser  que 
cette  similitude  peut  se  ramener  à  Ihomothétie  inverse,  ce  qui 
est  inexact  tant  ([ue  les  deux  figures  ne  peuvent  que  glisser  dans 
le  plan  commun. 

Je  propose  de  dire  que  les  deux  figures  sont  i'irhiellemeiK 
semblables  et  lorment  une  similitude  virtuelle,  pour  rappeler  qu  ils 
ne  peuvent  être  ramenés  à  Ihomothétie  qu'a  la  condition  de  hiire 
sortir  l'une  d'elles  du  plan  commun,  ce  (pii,  dans  celte  partie  do 
la  Géométrie  plane,  constitue  une  espèce  d'imaginaire. 

On  peut  étudier  séparément  ces  deux  espèces  de  similitude,  et 
on  arrive  à  des  propriétés  toutes  différentes.  Mais  il  vaut  mieux 
ramener  ces  deux  théories  à  une  seule,  en  regardant  les  figures 
planes  comme  cas  particulier  des  figures  solides,  car  <»n  sait  ([ue 
dans  l'espace  il  n'y  a  qu'une  seule  espèce  de  similitude. 

Les  propriétés  générales  de  la  similitude  des  figures  solides  se 
réduisent  ii  ces  trois  points  :  i"  il  y  a  un  point  double  ou  centre 
de  similitude;  :>."  il  y  a  une  droite  double  ou  axe  de  siinilitiule  ; 
'.V  11  V  a  un  plan  double  ou  plan  de  similitude. 


sLii  L exi'hes.siox  similitude  invlrsi:  aw  GÉoMirrniE  i'la.\e    ji 

Dans  le  cas  de  la  similitude  plane  ordinaire  ou  réelle,  le  plan 
double  se  confond  avec  le  plan  de  la  ligure.  Il  en  résulte  (jue 
l'intersection  de  ces  deux  plans  est  ind«'' 1er  minée  et  ne  lait  pas 
connaître  les  propriétés  du  système  semblable.  Dans  le  cas  de 
la  similitude  plane  virtuelle  le  plan  double  est  perpendiculaire 
au  plan  de  la  figure,  et  lintersection  de  ces  deux  plans  déteiinine 
les  propriétés  de  ce  système  semblable. 

L'ordre  à  suivre  pour  exposer  une  théorie  générale  de  la  simi- 
litude doit  donc  être  le  suivant  : 

i"  Etude  de  la  similitude  plane  ordinaire  ou  réelle  ; 

2°  Etude  de  la  similitude  dans  l'espace  ; 

'\°  E^tude  de  la  similitude  plane  virtuelle  considérée  comme 
cas  paiticulier  de  la  similitude  dans  l'espace. 

11.  Si  1  expression  si/nililiijc  inverse  est  impropre  en  Géométrie 
plane  avec  le  sens  qu'on  lui  attribue  ordinairement,  elle  doit  néan- 
moins y  être  introduite  avec  un  autre  sens  déduit  de  la  Géométrie 
dans  l'espace,  oii  il  y  a  une  véritable  homothétie  inverse  et  une 
véritable  similitude  inverse. 

Pour  cela  il  suffit  de  regarder  les  deux  figures  planes  placées 
dans  un  même  plan  comme  bases  de  deux  pyramides  semblal)les 
de  hauteurs  infiniment  petites  représentées  par  des  Ibches 
perpendiculaires  au  plan  commun.  On  peut  aussi  remplacer  ces 
hauteurs  par  deux  observateurs  regardant  chacun  les  éléments 
de  l'une  des  figures.  Dans  le  cas  de  la  similitude  l'éelle.  si  les 
deux  observateurs  sont  d'un  même  côté  du  plan  commun  pour 
regarder  les  éléments  honu)logues  en  tournant  de  tlroite  à  gauche, 
cette  similitude  est  tlile  directe;  elle  est  dite  inverse  si  les  deux 
observateurs  sont  <le  côtés  tlillerents.  Dans  le  cas  de  la  siiuililutle 
virtuelle,  c'est  le  contraire. 

il  résulte  de  lii  que,  si  l'on  a  deux  figures  planes  semlilal)les. 
on  peut,  en  les  mettant  dans  un  même  plan,  constituer  ([uatre 
systèmes  semblables,  donnant  lieu  chacun  ii  des  propriété  difFé- 
rentes. 

Cette  considération  de  la  similitude  directe  et  inverse  permet 
d'expliquer  ci-rlaines  anomalies. 

Exemple.   VAa\\\  données  ileux  circonlerences  u,  o   dansini  m.-ine 
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plan,  on  peut  l'aire  correspondio  ii  un  point  donné  de  la  pre- 
mière successivement  tous  les  points  de  la  seconde.  De  lii  résulte 
une  infinité  de  systèmes  semblables,  et  le  lieu  des  centres  de 
similitude  est  le  cercle  conjugué  aux  points  o,  o'  suivant  le  rap- 
port —  .  Aux  points  s,  s'  situés  sur  la  ligne  des  centres  le  rapport 

de  similitude  devient  rapport  dhomothétie.  On  a  l'habitude  de 
dire  que,  au  point  s,  compris  entre  oet  o  ,  le  rapport  d"homothétie 

est ^et  au  point   s'  il  est  -\ .  D'où  vient  ce   changement 

r  V 

de  signe?  En  réalité  il  n'y  a  pas  changement  de  signe  :  suivant  la 
manière  dont  on  place  les  observateurs  le  rapport  de  similitude 
est  toujours  positif  ou  toujours  négatif. 

Ces  considérations  sont  tirées  d'un  mémoire  sur  la  Similitude  des  figures 
solides  qui  a  paru  dans  les  Annales  de  la  Faculté  des  sciences  de  Marseille, 
t.  IX,  i8ç,9. 

II.   Dellac  (Marseille). 
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Académie  des  sciences  de  Paris. 

l^iii\  i)Éci:itNii;s.  —  Dans  sa  séance  du  17  di-oi-uibre  dernifr.  1  Aca- 
démie a  décerné  les  prix  alférents  à  Tannée  19(10.  Nous  indiciuons  ici 
ceux  qui  ont  trait  aux  sciences  matliéniatiques. 

Pri.v  (les  sciences  mathéinntujues  ^'i  000  fi*.  )  :  .M.  M.  Leucii,  à  Fri- 
bourg  (Suisse).  — Perfectionner  en  quelque  point  important  la  redier- 
che  du  nombre  des  classes  do  formes  quadratiques  à  coefluienls 
entiers  et  deux  indéterminées. 

Prir  Bardin  l'iooofr.  )  :  aucun  mémoire  envoyé.  —  Développer  et 
perfectionner  la  théorie  des  surfaces  applicables  sur  le  paraboloïilc  lU' 
révolution. 

Pri.r  Francœur  fi  000  fr.  )  :  M.  Ed.  M.viLLET.  —  Découvertes  <>u  tra- 
vaux utiles  au  progrès  des  sciences  matliématiques  pures  et  appli- 
quées. 

Prix  Poncelet  (2000  fr.  )  :  M.  Lecohnu.  —  Ouvrage  le  plus  utile  au 
progrès  des  sciences  mathématiques  pures  et  appliquées. 

Prix  extraordinaire  de  Mécanit/ue  (6000  fr.  )  :  MM.  M.  I^alueuf 
('{ 000  fr.  t,  le  capitaine  Chauhoxnikii  (  i  000  fr.),  Aluussox  de  Ca- 
VARLAY  (  I  ooo  tV.  ),  le  lieutenant  de  vaisseau  A.  Grasset  (i  000  iv).  — 
Récompense  de  tout  progrès  de  nature  à  accroître  l  «'fUcacité  des  forces 
navales  de  la  France. 

Prix  La  lande  Ci  \o  Iv.)  :  ^^  Giacoiîini,  ;"i  Nice.  —  Découverte  de 
«•oraètes. 

Prix  Damoiseau  (  i  "ioo  fr.)  :  M.  .1.  voN  llEi>i>En<;F:n  (Gra/).  —  Théorie 
d  une  des  comètes  périodicpies  (comète  de  Biélai  dont  plusieurs  retours 
ont  été  observés. 

Prix  Valz  \'^Q)0  fr.)  :  M.  \'eiischofi"EI.  (.Vitbadiai.  —  IJude  méri- 
dienne, et  invention  d  un  appareil  chn)ni)graj)hiquc. 

Prix  ./an.ç.çe«  (médaille  d'or)  :  M.  Iîaiinahi)  (Lick,  Californie).  — 
Découverte  du  cinquième  satelliti-  de  Jupiter. 

Prix  Trémont  (1  100  fr.)  :  M.  Cn.  FhÉmoxt.  —  Application  de  ses 
méthodes  et  dispositifs  dessai  de  la  résistance  des  métaux. 

Prix  Delalande-Cwucrineait  (i  000  fr.  )  :  MM.  l<s  capitaines  Mvrit.vix 
et  Lacomre.  —  Reconnaissance  détaillée  de  l'arc  du  méridien  de 
Quito. 

I*rix  Boileau  (i  3o()  fr.)  :  MM.  Saitiieaix.  .1.  Dei.emEH,  Nai  .  — 
Travaux  concernant   des  recherches   sur  b's   mouvements   des   lluides. 
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Prix  Laplacc  (Collection  complète  des  œuvres  de  Lapluce)  :    M.  Ma- 
CALX,  premier  élève  sortant  de  lécole  Polyteclmique. 

Phix   pkoposés.  —    LAcadémie   a  en  outre   proposé  les   prix  qui 
suivent,  et  que  nous  indiquons  par  année. 

ujoi.  Prix  Francœiir.  —  Découvertes   ou  travaux  utiles  au   progrès 
des  sciences  mathématiques  pures  et  appliquées. 

Prix  Poncclct.  —  Ouvrage  le  plus  utile  au  progrès  des  sciences  pures 
et  appliquées 

Prix  extraordinaire  de  0  000  fr.  —  Progrès  de  nature  à  accroître 
lefficacité  de  nos  forces  navales. 

Prix  Montyon.  —  Mécanique. 

Prix  Foiirneijron.  —  Etude  théorique  ou  expérimentale  sur  les  tur- 
bines à  vapeur. 

Prix  Lalande.  —  Astronomie. 

Prix  Valz.  —  Astronomie. 

Prix  Petit  d'Ormoy.  —  Sciences  mathématiques  pures  ou  appliquées 
et  sciences  naturelles. 

Prix  Lccomte.  —  i°  Découvertes  nouvelles  et  capitales  en  mathéma- 
tiques, physique,  chimie,  etc.;  2°  Applications  nouvelles  de  ces  sciences. 

Prix  Laplace.  —  Voir  plus  haut. 

1902.  Grand  Prix  des  sciences  mailunnatiqucs.  —  Perfectiniiiier  en  un 
point  important  l'application  delà  théorie  des  groupes  continus  à  l'étude 
des  équations  aux  dérivées  partielles. 

Prix  Bordin.  —  Développer  et  perfectionner  la  théorie  des  surfaces 
applicables  sur  le  paraboloïde  de  révolution. 

Prix  Damoiseau.  —  Compléter  la  théorie  de  Saturne  donnée  par 
Le  Verrier. 

Prix  Janssen.  —  Astronomie. 

190'i.  Prix  Boileau.  —  Mécanique. 

l'^LECTiox.  —  Dans  la  séance  du  i\  décembre,  M.  Painlevé  a  été 
élu  memlire  de  la  section  de  Géométrie,  en  remplacement  de  M.  Dar- 
l)oux,  nommé  précédemment  secrétaire  perpétuel. 

L'Association  britannique  pour  l'avancement  des  Sciences. 

Parmi  les  plus  importants  des  mémoii'es  malhéuiatitpu-s  présentés 
dans  la  Section  consacrée  aux  Mathématiques,  à  la  Physitpie  et  à 
1  Astronomie,  se  trouvent  les  suivants  : 

Major   P.    Mac-Mnhon    R.    A.,    F.    II.   ,S.    «    Sur    une    pi'o|)i'iété    du 
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(«ni  la  sonimation  sétend  à   toutes  les  valeurs   positives  et   entières  de 

1,'1^1,'iri\^ — r .   fio\    étant    le    déteruiinaiil    cai'acli'ci^tiiiue    des 

■'--'■'/  (I)         '  ' 

«  uinbrae  »  «,(,  a^t 

Dàus  une  seeonde  contribution  «  sur  le  syud:)olisine  propre  à  1  étude 
des  systèmes  orthogonaux  et  «  Boolian  »  invariants,  appartenant  aux 
lornies  binaires,  etc.  »,  l'auteur  démontre  (pi  au  moyen  de  la  découverte 
exposée  dans  ce  mémoire,  il  est  possible  (piune  révolution  soit  pro- 
duite dans  la  manière  de  traiter  la  théorie  des  invariants. 

Jus(pr;i  L-e  moment  on  a  considéré  la  théorie  des  invariants  comme  la 
i-echerche  et  la  discussion  des  formes  associées  dun  (jitantic  (pii  sont 
invai-iables  quand  on  transforme  dune  manière  générale  et  linéaire,  les 
variables  du  i/nantic.  Si  les  transformations  sont  linéaires  et  d  iiii  type 
spécial,  par  exemple,  les  transformations  boolieniies  et  (M'thogunales, 
il  s'ensuit  (pu,'  la  famille  des  formes  invariantes  associées  à  un  (jiianlic 
donné  deviendra  l)eaucoup  plus  grande  ;  mais  ces  types  ont  été 
jusqu'ici  regardés  comme  une  division  du  sujil.  détachée  et  sans 
intérêt.  La  découverte  du  Major  Mac-Mahon  est  une  nouvelle  méthode 
symboli({ue  pour  obtenir  les  formes  invariantes  pour  l<s  transior- 
mations  booliennes  et  orthogonales,  de  la  même  manière  que  la 
méthode  syudioliciue  d'Aronhold  permet  au  cheicheur  d'obtenir  les 
formes  invariantes  pour  la  transformation  générale  linéaire.  1..  auteui' 
obtient  six  facteurs  symboli({ues  analogues  aux  «„  et  laOi  d  .\ronhidd, 
et  on  pi;ul  déduir.;  la  théorie  ordinaire  des  invariants  comiiu-  ca<  parti- 
culier de  la  théorie  nouvelle,  en  rejetant  les  formes  qui  contitinient  un 
lacteur  <pielcon([iie  des  ipiatre  lacteurs  donnés. 

Le  lieutenant-colonel  CiNMMiiiA.M  et  M.  ll.-.l.  ANOod  \i  i.  «mt  pré- 
senté un  mémoire  sur  les  nombres  prenniers. 

Par  exemple,  ils  ont  découvert  les  facteurs  de  tons  le-  nombres 
entre  i(>  ;;<;  ',(>ri.  d  iT. --«  j/Wk  Dans  cette  série,   i  i;  sont  premiers. 

M.  A.-B.  Hassktt,  /'.  n.  S.  a  démontré  (piune  (piiiilicpie  ne  peut  pas 
avoir  plus  de  quinze  points  x*éels  d'inflexion  ;  —  c  est  une  txteii'iion 
d  un  théorèiiH»  de  Zeiitheii  sur  les  (piarti<|ues. 


')6  ClJHOMQrK 


L'Annuaire  des  Mathématiciens. 

Nous  avons  jadis  parlé  de  la  |jml)lication  projeti'-e  d'un  Annuaire  des 
inathéniaticiens.  si  désirée  par  les  savants  des  divers  pays.  Cest  chose 
faite  ;  on  est  sorti  de  la  période  de  la  préparation  pour  entrer  dans 
celle  de  lexécution.  La  première  année  de  l'Annuaire  des  Mathémati- 
ciens (1901  )  est  actuellement  sous  presse,  et  paraîtra  dans  les  premiers 
mois  de  cette  année.  Elle  comprendra  environ  7  000  noms  avec  les 
adresses;  on  v  trouvera  en  outre  :  une  liste  des  principales  sociétés 
scientiliques  s'occupant  de  la  science  mathématique  ;  une  autre,  don- 
nant l'iiulication  des  périodiques  mathématiques.  Enlin,  quelques 
notices  scientifiques  augmenteront  l'intérêt  de  ce  petit  livre,  et  ajoute- 
ront un  attrait  à  lutilité  pratique  qu'il  présente. 

Nous  pouvons  dès  à  présent  annoncer,  sans  commettre  d'indiscré- 
tion, que  les  noms  de  JNIM.  Appell,  Gino  Loria,  Ililbect,  Klein,  Méray, 
Petersen,  Schoute  figui'eront  très  probablement  parmi  ceux  des  auteurs 
de  ces  notices. 

C'est  par  les  soins  de  Y  Enseignement  Matliémntiqne  que  doit  être 
faite  cette  publication.  Le  volume  sera  précédé  dune  préface  de 
M.  Laisant,  et  édité  par  MAL  G.  Carré  et  C.  Naud. 


Société   Mathématique    de    France. 

Dans  sa  dernière  séance,  à  la  Sorbonne,  la  Société  mathématique  de 
France  a  procédé  aux  élections  pour  le  renouvellement  du  bureau  et  du 
Conseil. 

M.  M.  n'Oc.vcxE  a  été  nommé  président  pour  Tannée  i<)Oi,  en  reiu- 
placement  de  M.  II.  Poincaré,  président  sortant.  Les  vice-présidents 
sont  M>L  C.vnvAi.LO,  Paixlevé,  Rafi-y  et  \'icaire  ;  les  secrétaires, 
MM.  Blvtel  et  Borel,  ce  dernier  spécialement  chargé  de  la  rédaction 
du  Bulletin  ;  les  vice-secrétaires,  Î\L\L  Biucaud  et  Duporcq;  le  tréso- 
rier, I\L  Claude  Lafontaine  et  l'archiviste,  M.  Biociie. 

Nous  jugeons  inutile  de  rappeler  la  composition  du  conseil.  Il  a  été 
admis,  depuis  un  an  déjà,  que  les  membres  sortants  du  conseil  ne  seront 
pas  immédiatement  réélus,  et  ne  pourront  être  proposés  pour  une 
réélection  qu'un  an  au  moins  après  l'expiration  de  leurs  pouvoirs. 


■Université  d'Oxford. 

.M .M.  les  professeurs  A.-E.-II.  Love  et  11. -\\'.  Lloyd-Tanner  sont  les 
premiers  ipii  oui  reçu  le  nouveau  d(>grc  de  I).  Se.  à  l'Université 
d'Oxford. 


L  /JJtO.\I(JLL'  -,- 

Société  mathématique  de  Londres. 

Le  nouvt-'au  [)rfsideiit,  pour  la  sossiou  kjcio-h^oi  .  de  Ui  London 
Matlicniaticiil  Society  est  M.  l'L.-W.  llobson,  V) .  Se.  l/adresse  tradi- 
tit)iiiielle  du  dernier  président  (lord  Kelvin)  était  Sur  la  traiisinission  </<■ 
la  force  au  irawrs  d  un  corps  solide.  M.  Tucker,  le  père  des  cercles  cpii 
portent  son  nom  honoré,  a  communiqué  quelques  notes  sur  Isosccliano 
et  sur  deux  triangles  inscrits  semblables  au  podaire  du  triangle. 

Mathematical  association. 

La  séance  annuelle  de  la  Mathematical  Association  aura  lieu  le 
H)  janvier,  à  Kings  Collège,  London.  Le  Président,  sir  Robert 
Ijall  F.  R.  S.,  donnera  une  adresse  Sur  la  di/nanii(^ue  et  quehjues  appli- 
cations géométriques.  On  prévoit  une  vive  discussion  entre  >DL  le  pro- 
fesseur ^L-J.-^L  HiU  F.  R.  S.  et  M.-E.  Budden  M. -A.,  13.  Se.,  sur  les 
tentatives  récentes  du  premier  dans  le  but  de  perfectionner  les  méthodes 
d'enseignement  des  livres  V  et  \\  d  l'.uclide. 

Université  de  léna. 

y\.  (lut/mer,  prolcsseur  à  ILuiversité  de  léna.  vieiil  d  (Hi'e  nommé 
membre  de  la  section  «  Mathématiques  et  Astronomie  o  de  la  Karol. 
Leopoldinisch.  Deutsche  Akad.  der  Naturf.,  à  Halle. 

Académie  royale  des  sciences  de  Turin.  —  Prix  Bressa. 

Le  concours  poui'  le  prix  Bressa  (jGoo  Ir.)  est  ouvert  depuis  le 
i'^'' janvier  it>9«).  H  a  pour  but  de  récompenser  le  savant  ou  1  inventeur 
à  quehjue  nation  (pi'il  appartienne,  qui  aura  fait,  durant  la  |)éri()dc 
i8()7-i(joo,  la  découverte  la  plus  éclatante  et  la  plus  utile,  ou  qui  aura 
pi-oduit  louvrage  le  plus  célèbre  en  fait  de  sciences  physiques  et  expé- 
rinuMitales.  hisloii'c  naturelle,  mathématiques  pui'es  et  appli<pii  es, 
Chimie,  Physiologie  et  Pathologie,  sans  exclure  la  Géologie,  1  His- 
toire, la  Géographie  et  la  Statisli(|ue.  Ce  concoui's  sera  dos  le 
i  I  décembre  i<jo2. 


M.   CHARLES  HERMITE 

Au  dernier  momiiil,  nous  apprenons  la  Iri^^le  nouvelle  de  la  mort  de 
.\L  Hermite,  le  grand  géomètre  fran(;ais,  décédé  à  Paris  le  i  \  janvier, 
à  làge  de  soixanti'-dix-huil  ans.  Cest  un  grand  vide  qui  <!•  I.iit  d.iii-;  la 
srii-iiic  mathématique. 
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Iîourg--l;i-Roino.  20   floccinbro    hjoo. 

^[esriieurs  los  liéducteurs. 

Il  y  aurait,  (-e  me  semble,  une  tentative  à  faire,  pmir  laquelle  VJ:n- 
seigneinent  Mathéinatique  est  à  mon  avis  tout  à  fait  désigné,  et  dont  le 
succès  pourrait  rendre  de  bien  grands  services  aux  jeunes  mathémati- 
ciens. Elle  consisterait  à  ouvrir  une  sorte  denquète  auprès  de  savants 
connus  ;  il  s'agirait  d  obtenir  de  chacun  deux  quelques  renseignements 
()ersonnels  sur  sa  méthode  de  travail  et  de  recherche,  ses  habitudes, 
1  hvgiène  générale  quil  juge  la  plus  propre  à  faciliter  son  travail  intel- 
lectuel, la  manière  de  conduire  le  plus  efficacement  ses  lectures  et  d  en 
tirer  le  meilleur  parti,  etc.,  etc.  Je  me  borne  ici  à  indiquer  les  grandes 
lignes,  tout  en  reconnaissant  que,  si  mon  idée  était  mise  à  exécution,  il 
y  aurait  lieu  de  pénétrer  un  peu  plus  dans  le  détail. 

A  ous  pourriez  m"ol)jecter  que  1  esprit  de  recherche  ne  cunnaît  pas 
toujours  de  règles  fixes,  que  le  génie  ou  le  talent  sallVanchit  parfois  de 
toute  méthode  systématique,  et  ([uc  chacun  ti-availle  à  sa  manière,  en 
partie  d  instinct.  J'en  conviens;  niais  il  n'en  est  pas  moins  vrai  que 
chacun  aboutit  en  même  temps  à  un  ensemble  d'habitudes  qui  compose 
une  sorte  de  méthode  personnelle  dont  il  se  trouve  liien,  puisqu'il  la 
suit.  Ci-s  mélhudes  sont  évidemment  variées  au  ])lus  haut  degré;  elles 
dépendent  du  tempérament,  du  milieu,  des  conditions  pi'ofessionnelles, 
d'une  foule  d'éléments.  Et  c'est  précisément  de  cette  grande  variété  que 
le  jeune  mathématicien,  animé  de  l'ardeur  de  la  recherche,  pourra  tirer 
giand  piofit.  Il  reconnaîtra  sans  [)eine  les  préceptes  communs  à  la 
grande  majorité,  sinon  à  l'unanimité  des  savants  ;  à  côté,  dans  ce  qui 
est  personnel,  il  distinguera  les  esprits  avec  lesquels  il  se  sentiiM  plus 
[)arliculierement  en  concordance,  en  synchronisme,  si  je  puis  ainsi  par- 
ler; et,  sans  rien  al)and()nner  de  sa  personnalité  pi'opre,  il  se  sentira 
|)lus  volontiers  porté  à  les  prendre  })our  modèles  et  à  suivrtî  leurs  con- 
seils et  leur  exemple.  11  pourra  trouver  ainsi  un  nouvel  élément  pour 
a|»|)ré(i(i'  dès  ses  débuts  le  degré  de  difficulté  que  présentera  pour  lui 
la  conlinualit)n  de  1  élude  des  malh/'inalique-;  cl  ce  qu  il  peut  faire,  eu 
égard  à  son  genre  de  vie 
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Je  crois  que  pour  clro  coiuplètf,  1  t'iKjurtt'  dont  jo  parle  ne  devrait 
pas  exclusiveuient  se  borner  aux  savants  illustres,  ni  aux  lioiuines  d  un 
âge  avancé;  tout  au  contraire,  elle  deviendrait  dautani  ])lus  intéres- 
sante rpielle  comprendrait  le  plus  grand  nombre  de  mathématiciens 
ayant  quelque  notoriété,  et  surtout  les  jeunes  géomètres  ipii,  hier 
encore,  étaient  des  élèves  et  qui  sont  des  maîtres  aujourd  luii. 

.lai  cru  devoir  vous  coiiiiiiinu(pier  une  idée  qui  nie  semble  utile,  et 
que  je  vous  livre.  A  vous  de  la  mûrir,  et  den  tirer  le  parti  cpie  vous 
jugerez  le  meilleur '. 

Veuillez  agréer,  etc. 

El).     M.VII.I.F.T. 


l>;ii'-lo-Diic.   23  iMivoinl)ro  ii)ir). 

Je  considère  comme  désirable  d'ouvrir  dans  Y  Enseignement  Mnthé- 
ntatiqiie  sous  une  forme  ou  sous  une  autre,  une  chronique  ou  un 
paragraphe  de  questions  relatives  à  l'Enseignement  (-).  Comme  exemple, 
je  proposerais  celle-ci,  qui  ne  me  paraît  pas  de  celles  que  Ylntcr- 
mc (/taire  pourrait  accueillir. 

Voici  plus  de  quarante  ans  que  je  me  demande  pourquoi,  au  début 
des  éludes  de  mathématiques  élémentaires  et  l'n  écartant  soigneusement 


l'i  Lt'  tn-s  iiitéressani  i)r(ijot  ili'  .M.  .Maillot  mnn  sembli-  ;iu  plus  li;uit  pciiiit 
(ligne  <1  iittircr  raltcnlioii.  Nous  ftM'ons  hiiMi  vDlonliors  tout  ce'qui  jiouiTa  df'pondro 
de  nous  pour  le  nietlro  en  (envre,  et  nous  accueillerons  avec  reconnaissance  les 
observations  que  voudraient  bien  nous  faire  nos  nombreux  correspondants  à  re 
sujet.  .\  première  vue.  il  semble  que  pour  donner  corps  à  la  proj)osition.  il  fau- 
drait avant  toutes  j-hoses  jiréparer  un  tjueslionnaire  destiné  à  -crvir  de  base  à 
l'enquèli-  projetée,  (j'est  surtout  aux  intéressés  qu'il  ajipartii'nl  de  préciser  les 
(pieslions  :  et  si  l'idée  les  séduit,  comme  elle  nous  séduit  nous-nténies.  ils  ne  man- 
queront pa-i  de  le  faire.  Il  nous  deviendra  facile  alors  de  résumer  tous  les  deside- 
rata expi-iniés. 

Quant  aux  savants,  ils  coniprendronl  à  merveille  qu'un  tel  ])rojet  ne  saurai!  avoir 
un  caracl'-i'e  d'indiscrétion  dans  la  moindre  mesui-e,  ni  poursnivi-e  la  satisfaction 
«l'une  vaine  curiosité.  D'ailleurs,  nous  connaissons  trop  bien  leur  liaiiteiir  de  vues  et 
leur  amour  de  la  jeunesse  pour  <louler  de  leur  em])ressenieiit  à  aidi-r  ainsi  ceux 
rpii  débutent  dans  la  carrière  scieiUiliqui'  et  qui  vieniu-nt  faire  a])pel  ;'i  la  bien- 
veillanci'  de  leurs  aines  et  de  leurs  maîtres. 

Lis  l)iitr<:Ti ms. 

('l  Je  ferai  remar([uer  à  mui  oxi-elleiit  ami  b"  commandant  IJroi-ard  que  notre 
Hevue  tout  entière  est  consacrée  à  <les  ([ueslions  (|ni  iiili-ressi-nl  rKn-iei^nenn'nl 
d'une  fa.  on  directe  ou  indirecte.  Pour  celles  (jiii  semblent  ici  le  préoccuper  ïurlout 
leur  place  naturelle  nous  parait  cire  la  <i  Corri-spondani'C  «,  Nous  insér<ins  sa  lettre 
avec  d'autant  ])liis  de  jdaisir  que,  sur  l'exemple  qu  il  cite,  nous  sommes  absolu- 
ment de  son  avis.  S'il  pouvait  trouver  des  imitateurs,  et  si  grâce  à  nos  efforts 
corn  nuns,  nous  parvenions  à  débarrasser  l'ICnseignenienl  officiel  de  <pielques-unes 
fies  scories  qui  le  déparent,  j'estime  «pie  ce  ser;iil  un  gr.'ind  bienfait.  A  la  lecture 
de  c-;-laiiM  p'o^rammes,  on  croirait  f|ii'»  le  but  potirsiiivi  i'<l  d'i'iilraver  le  déve- 
loppemi'iil   ijes  jeunes   intellijferices  et   de  jirovoqiier   le  de;.'oril.  (i.-A.    L. 
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la  iiit!'thode  des  déi-ivées,  on  enseigne  à  déterminer  les  vai'ialions  et  les 
niaxinja  et  niininia  du  fameux  rapport 

a.x-  —  b.v  —  6- 
d X-  —  l)  x  —  c' 

Comment  se  fait-il  qu'une  courbe  du  'S"  degré,  qu'on  se  garde  bien 
de  tracer,  s'introduise  ainsi  dans  l'Enseignement  avant  toute  étude  des 
coniques,  avant  même  que  soit  prononcé  seulement  le  nom  de 
coniques  ? 

Quels  sont  les  problèmes  dans  les(iuels  se  présente  la  fonction 
précitée  ?  Pour  ma  part  je  n'en  connais  pas. 

Quelle  est  l'utilité  de  recourir  à  des  artiiices  de  calcul  pour  étudier 
les  variations  de  la  fonction  ? 

Poui'quoi  déguiser  ainsi  la  vérité  à  des  élèves  inexpérimentés  ? 

La  même  question  fait-elle  partie  des  programmes  dans  les 
universités  anglaises,  allemandes,  américaines,  belges,  italiennes, 
russes,  etc.  i' 

Où  et  quand  a-t-elle  pris  naissance  ?  Qui  en  a  été  le  promoteur  ? 

Ne  conviendrait-il  pas  de  la  supprimer  ou  au  moins  d'adopter 
fi'anchemenl  la  méthode  des  dérivées  pour  la  traiter  ? 

II.    BnoCAliU, 


Tui'iii,  le   18  décoinijre  1900. 

Monsieur  le  Directeur, 

Dans  le  n'^  6  (ij  novembre  1900)  de  votre  revue,  M.  A'an  Enjelen 
propose  une  délînition  des  foyers  d'une  conique,  qu  il  croit  nouvelle. 
Elle  est  cependant  bien  ancienne.  On  la  doit,  je  crois,  à  De  la  Hire  ; 
du  reste  elle  est  adoptée  dans  plusieurs  traités  de  Géométrie  analytique 
et  de  Géométrie  prt>jective.  Pour  mon  compte,  par  exemple,  je  lai 
adoptée  dès  18G8  dans  un  mémoire  (Giornale  di  Battai^linii,  et  depuis 
dans  une  brochure  (Le  linec  di  ■i'^  ord.  Torino.  i8^G)  et  dans  nja  Geoine- 
tria  (uialilica  (Torino,  Bocca,  iS^O). 

Agréez,  etc. 

EmUCO   I)  (  )\  IDIC». 


BlBLlOGRAPHIi: 


Cantor  (Moritz).  —  Vorlesungen  ûber  Geschichte  der  Mathematik. 

2''cdit.,  t.    I   (lies    oriLciiios  à   iioo]   vi  t.  II   ^lioo    à    iGliSJ.    Doux    voliiiiies 
in-8°  de  883  et  91}  pages.  Toubucr,  à  Leipzig.  Prix  :  22  et  26  marks. 

Le  dernier  fascicule  de  cette  Histoire  des  Malhématiffucs  vit  le  jour 
en  1898  et,  cliose  rare  pour  un  ouvrage  de  ce  genre,  pendant  la  publication 
du  Iroisièmo  volume,  l'éditeur  réimprimait  les  premiers  tomes,  que  nous 
nous  proposons  d  examiner  ici  en  attendant  1  achèvement  de  la  nouvelle 
édition.  Sans  vouloir  analyser  complètement  l'œuvre  siéruditedu  professeur 
de  Ileidelberg,  nous  allons  parcourir  avec  lui  les  grandes  étapes  du 
progrès  mathémalique  jusqu  en  1668.  Ses  successeurs  perfectionneront 
évidemment  quelques  détails  du  remarquable  tableau  qu  il  a  tracé  de  main 
de  maître,  mais  il  a  fixé  d'une  façon  définitive  les  traits  principaux.  A  moins 
toutefois  que  des  documents  importants  ne  viennent  é-dairer  d'une  lumière 
imprévue  certains  recoins  encore  obscurs  de  la  civilisation  antique. 

Après  des  considérations  générales,  entre  autres  sur  les  systèmes  de 
numération,  .M.  Moritz  Canlor  aborde  l'origine  v<''ritable  de  la  pensée  mallié- 
matique  avec  les  Egyjjtiens.  Il  étudie  d'abord  leur  Arithinéti(|ue,  puis  leur 
Géométrie  sur  les([uelles  nous  renseigne  le  papyrus  d'.ihines,  déchiffr»'-  par 
^L  Eisenlohr  et  conservé  aujourd  liiii  au  Brilisli  Muséum  de  Londres.  La 
science  égyptienne  se  bornait  en  somme  à  larpentagc  nécessaire  pour  les 
transactions  commerciales  ou  agricoles  si  intenses  autrefois  sur  la  terre  des 
Pliaraons.  I.,eur  calcul  fractionnaire  était  assez  compliqué.  Ainsi  ils  n'em- 
ployaient guère  dans  leurs  opérations  que  des  fractions  ayant  pour  numi'ra- 
tcur  l'unité  et  ils  avaient  des  règles  fixes  pour  ramener  à  cette  forme  des  frac- 
tions quelconques.  Les  caractères  représentant  leurs  cliilfres  nous  semblent 
bizarres  aujourd  liui.  Par  exemple,  une  grenouille  désignait  le  nomljre 
100  000.  Leur  géométrie  n'allait  guère  au  delà  de  r»>valuation  des  surfaces 
planes  usuelles    et   parfois  même  les    formules  dont    ils    se   servaient  étaiiiit 

inexactes.    Ils  prenaient  pour  ~  le  rapport    ( )     soit  J,i6oi... 

\    0    / 

J.ies  documents  concernant  les  Babyloniens  sont  plus  restreints.  Ils 
employaient  la  numératirm  sexagi'-simalc,  mais  ils  possédaient  certaines 
notions  arithmélitjues,  en  particulier  le  principe  de  |)Osition  (juc  nous  utili- 
sons actuellement.  Cirâcc  à  des  combinaisons  sim|des.  ils  écrivaient  <'n 
caractères  cun('iformes  tons  les  nombres,  mais  nous  ignt)rous  le  signe  |)ar 
lequel  ils  symbolisaient  un  million.  Pour  eux,  comme  pour  les  Hébreux, 
T.  .■•g;.lait  j." 

Puis  les  j)remiers  pliilosojtlies  grecs  'i'Iialès.  Pytliagure  et  PlatKU  en 
allant  s  instruire  auprès  des  prêtres  égyptiens  rappLirtèrcut  dans  leur  pays  les 

Kiiseigiicincnt  niutb.  5 
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principes  do  la  (ii'oiiK'trie  et  do  1  Arithmétique.  La  science  hellène  se 
propagea  ensuite  en  Sicile  et  dans  le  sud  de  l'Italie,  repassa  à  nouveau 
la  mer  Egée  pour  s'arrêter  cnlin  à  Alexandrie  dont  l'Ecole  fut  pendant  long- 
temps la  lumière  du  monde.  On  vit  alors  briller  les  plus  illustres  malhéma- 
ticiens  de  l'Antiquité  :  Euclide,  Archimcde,  ApoUinius  cl  Eratosthène  qui 
parvinrent  à  constituer  ce  que  nous  dénommons  aujourd  hui  «  mathématiques 
élémentaires  ».  Après  ces  immortels  précurseurs,  1  historien  allemand 
n'a  plus  que  quelques  noms  véritablement  remarquables  à  leur  opposer 
pendant  de  longs  siècles.  Un  géomètre,  Pappus,  les  astronomes  Hipparque 
et  Ptolémée,  qui  établissent  les  fondements  de  la  Trigonométrie,  et  Dio- 
phante,  que  1  on  considère  habituellement  comme  l'inventeur  de  T Algèbre, 
jettent  un  dernier  éclat  sur  la  ])ériode  grecque. 

Les  Romains  n'avaient  guère  le  loisir  de  s  arrêter  aux  spéculations  scien- 
tifiques. Leur  Arithmétique,  d'un  caractère  exclusivement  pi-atiquc,  se 
bornait  aux  opérations  exigées  j^ar  le  commerce  journalici- et  leur  Géométrie 
n'allait  pas  au  delà  des  notions  nécessaires  aux  arpenteurs  [agrimensores). 
Boèce  constitue  l'unique  ligure  originale  au  milieu  des  Macrobe,  des  Mar- 
tiauus  Capella  et  autres  compilateurs  de  médiocre  intérêt  cités  par  ^L  Cautor 
au  cours  du  chapitre  xxvii.  Encore  son  Ars  Geometriae,  dont  le  succès  ne 
se  démentit  pas  pendant  tout  le  Moyen  Age,  eut  un  seul  mérite  :  faire  con- 
naître aux  Latins  la  science  euclidienne. 

La  Géométi'ie  des  Hindous  fut  assez  rudimcntaire  :  dos  énoncés  de  théo- 
rèmes sur  les  surfaces  ou  volumes  de  ligure  simples  en  formèrent  le  modeste 
bilan.  Leurs  productions  les  plus  remarquables  se  rapportent  aux  propriétés 
des  nombres  ou  au.x  transformations  algébriques  tandis  que  les  chefs- 
d'œuvre  mathématiques  des  Hellènes  furent  surtout  géométriques.  La  carac- 
téristique des  génies  respectifs  tic  ces  deux  races  est  donc  bien  différente. 
Quant  à  la  Chine,  elle  ne  compte  pas  dans  Ihistoire  à  ce  point  de  vue. 
.  Dès  le  règne  d'Al-Mammoun  (8i3-33),  les  mathématiciens  arabes  accrurent 
J)uissamment  l'héritage  que  les  Archimède  et  les  Ptolémée  leur  avaient 
transmis.  Hs  devaient  même  plus  tard  révéler  à  l'Europe  ces  travaux  momen- 
tanément égarés  ou  définitivement  perdus  dans  leur  langue  originale.  Les 
disciples  de  Mahomet,  Al-Batani  en  tète,  apportèrent  leurs  principaux 
soins  à  l'élude  de  la  Trigonométrie.  Mais,  pendant  que  la  civilisation  musul- 
mane atteignait  son  apogée,  on  délaissait  de  plus  on  plus  la  Mathématique 
en  Occident  et  huit  siècles  s  écoulèrent  avant  que  la  Chrétienté  sorte  do  son 
obscurité  intellectuelle.  Le  moine  Gerbert,  qui  devint  pape  sous  le  nom  de 
Sylvestre  II,  se  révéla  comme  un  dos  hommes  les  plus  intelligents  de  colle 
époque.  Il  redonna  quelque  lustre  à  lUniversité  do  lleims  où  ses  cours  de 
Matiiématique  et  d  Astronomie  allirèront  de  nombreux  disciples. 

Le  deuxième  volume  de  ces  Vorlesuiigen  s'ouvre  avec  Léonard  de  Pise 
qui  contribua  beaucoup  à  rénover  les  études  matiiématiques  chez  les  nations 
européennes.  Dans  son  Liber  abaci  (i20j),  il  initia  ses  contemporains  au 
système  de  numération  arabe  dont  il  fit  ressortir  les  avantages  sur  la 
notation  romaine.  Après  avoir  montré  comment  la  Géométrie  et  1  Algèbre 
peuvent  se  prêter  un  mutuel  concours,  il  résolut  finalement  plusieurs  équa- 
tions du  second  degré.  Xe  nous  arrêtons  pas  à  Gonlan  Nomorarius  qui 
traita  certaines  questions  algébriques  en  raisonnant  sur  îles  lettres  et  dont 
M.  Moritz  Cautor  a  peut-être  exagéré  l'imporlance  on  lui  consacrant  une 
trontainc    de    pages    (ch.     xliii    et    xliv).     Sans    êti'o     un    savant    do    haute 
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euverguic",  Joau  di.-  Sacro-Bosco,  doiil  1  autour  s'occupe  ousuile,  exerça  une 
assez  grande  influence  sur  le  mouvement  matliématiquc  de  cette  époque. 
Son  l'raité  de  la  sphère  renferma  pendant  longtemps  tous  les  secrets  de 
l'Astronomie  et  sa  vogue  dura  quatre  cents  ans.  Une  multitude  d'écrivains 
commentèrent  ce  livre  et  après  1  invention  de  l'imprimerie,  les  éditions  se 
succédèrent.  Ou  l'édita  partout  à  Ferrare,  à  Bologne,  à  Leipzig  et  à  l'aris. 
Le  Brilish  Muséum   de   Londres  on    possède  mémo  soixante-cinq  éditions! 

Délaissons  les  malhémalicious  anglais,  français  ou  allemands  du  xiV  siècle 
(jui  n'apportèrent  que  de  modestes  pierres  à  l'édilico  scieutilique. 

La  renaissance  des  Mathématiques  comme  celle  des  Lettres  cl  dos  Arts 
suivit  à  })eu  do  distance  la  chute  de  lempire  byzantin.  Les  Grecs  instruits 
fuient  leur  patrie  envahie  par  les  Turcs  (ipj)  et  se  réfugient  en  Italie, 
emportant  avec  eux  les  plus  précieux  manuscrits  soustraits  au  pillage.  Ln 
môme  temps,  les  savants  do  rAllemagne  portent  la  Trigouomélrio  à  un  haut 
degré  de  perfection.  Jean  AVidmaun  d'Egor,  dans  son  Arithmétique  mar- 
chande, employa,  le  premier  peut-être,  les  signes  -|-  et  —  pour  désigner 
laddition  et  la  soustraction.  Cependant  ces  symboles  ne  lui  servent  pas 
dans  les  opérations  mais  mar([uont  seulement  l'excès  ou  la  dliférencc. 
llegiomontanns  substitua  peu  après  les  sinus  aux  cordes  dans  tous  les 
calculs  trigonométriques  et  prépara  la  voie  à  Yiète  en  remplaçant  dans  les  rai- 
sonnements les  nombres  par  des  lettres.  Le  toscan  Lucas  Paccioli  donna  dos 
méthodes  pour  ramener  toutes  les  équations  du  second  degré  à  trois  cas  qu  il 
formula  en  vers  latiu.  Le  mol  italien  «  cosa  »,  traduction  du  mot  latin  «  res^i, 
lui  sort  à  désigner  l'inconnue  qu'il  représente  parfois  par  U.  Il  nomme  son 
carré  «  census  »  ou  «  il  conso  »  et  l'indique  souvent  par  Z  :  do  même  son  cube, 
(I  cuba  )»,  est  ligure  par  C.  Toutefois,  il  faut  arriver  à  Viète  (iV(0-i(Jo3) 
pour  voir  1  Algèbre  moderne  s  édilior.  Il  commença  d'abord  par  remplacer 
les  termes  connus  par  des  voyelles  A,  E.  I,  O,  U,  Y  et  les  inconnues  par 
des  consonnes  B,  C,  D,  F...  Los  puissances  de  ces  dernières  élaioiil  indi- 
c[uéos  par  les  mémos  lettres  avec  un  des  indices  r/,  c  (abréviations  do  (jua- 
dratiim  et  do  cuhus)  combinés  par  addition  îles  exposants.  Puis  il  exposa 
inagislralcmont  la  liiéorio  générale  dos  équations.  Là  se  reconnaît  la  grill'o 
du  lion.  Ce  n'est  pas  une  ébauche:  k  la  science  de  bien  trouver  en  Mathé- 
matiques »  (')  s'élève  tout  à  coup  à  une  hauteur  inespérée.  On  y  trouve  les 
méthodes  usitées  encore  aujourd'hui,  los  relations  entre  les  racines  positives 
et  les  équations  du  second  degré  et  des  formules  générales  pour  résoudre 
dans  certains  cas  celles  du  troisièmo  et  du  quatrième  degré.  Ses  successeurs 
ont  perfectionnés  son  œuvre.  Ils  remplacèrent  ses  notations  parfois  assez 
compli(|uées  par  des  symboles  plus  élégants  ou  plus  g<''néraux.  mais  les 
fondements  do  ses  géniales  conceptions  sont  restés. 

Puis  s'ouvre  la  période  d'or  {\i}  lliisloire  dos  sciences  dont  M.  Moritz 
Cantor  ne  traite  qu'une  partie  dans  son  second  volume,  n'sorvant  la  grande 
découverte  du  calcul  infinitésimal  |)i)nr  le  tome  lll.  .Malgré  cela,  il  lui  reste 
encore  une  ample  moisson  do  noms  é-ininents  «lout  nous  retiendrons  seule- 
ment ([uol([ues-uns  :  N«'j>er,  rinvonlour  des  logai-ithmes  ;  Descartes,  (jue  la 
publication  de  sa  ('•éométrir  {1G571  illustra  autant  que  son  Discours  de  la 
méthmle  :  Format,  qui  «  alla  plus  loin  (pio  ses  successeurs  »  dans  ses 
rocherchos    sur    les   numbri'^  :    K'ii.li'i-  cl   CM\;iIirTi   qui   a|il:uiiri'iit    la    voi<"  à 


('y  C'est  ain>i  <jue  Vicie  nuuiuio  son   algùliiu. 
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Leibniz    ol  Newton;  Robcrval,  \N'alIis  et  Pascal   cpii  créa  le  Calcul  fies  pro- 
babilités. 

Michel  Stifel,  en  comparant  les  progressions  géométriques  et  arithmé- 
tiques constata  la  relation  fondamentale  de  la  théorie  des  logarithmes,  mais 
il  ne  devina  pas  les  conséquences  c[ue  le  génie  de  Newton  sut  en  tirer  pour 
l'abréviation  des  calculs.  L  imagination  de  Descartes  renouvela  la  Géométrie 
en  fournissant  aux  mathématiciens  les  méthodes  générales  qui  leur  avaient 
manqué  jusqu'ici  et  dont  le  défaut  frappait  de  stérilité  leurs  plus  louables 
efforts. 

Les  courbes  découvertes  par  les  Cïrecs  au  fur  et  à  mesure  des  besoins 
n'étaient  reliées  entre  elles  par  aucune  relation.  Descartes  sentit  la  nécessité 
d'apporter  quelque  ordre  dans  ce  domaine.  Il  fallait  d  abord  arriver  à 
définir  ces  ligures,  ou  en  d'autres  termes  poser  les  règles  permettant  de  les 
construire.  Tout  se  ramenait,  somme  toute,  à  fixer  d'une  manière  précise  la 
position  d'un  point  dans  un  plan.  Or,  celle-ci  ne  dépend  que  de  deux  élé- 
ments, ses  «  coordonnées  ».  Donc,  la  défînitioja  d'une  courbe,  autrement  dit 
son  équation,  n'est  pas  autre  chose  que  la  relation  entre  les  coordonnées  de 
ses  points.  Il  est  facile  alors  d'établir  des  formules  générales  s'appliquant 
ensuite  à  tous  les  cas  particuliers. 

Fermât,  «  le  premier  homme  du  monde  »,  au  dire  de  Pascal,  suivit  dans 
lapplication  de  lAlgèbre  à  la  Géométrie  une  route  assez  différente  de  celle 
adoptée  par  Descartes.  Mais,  c'est  surtout  dans  l'Arithmétique  supérieure 
qu'il  s  illustra.  Sphinx  impénétrable,  il  sest  frayé  dans  ce  domaine  des 
routes  qu'aucun  savant  n'a  encore  pu  retrouver  malgré  les  ressources 
modernes.  C'est  un  jirivilège  sans  exemple  dans  les  annales  scientifiques. 
Quant  à  Biaise  Pascal,  l'éclat  de  ses  découvertes  et  les  légendes  qui  entou- 
rent son  enfance  en  popularisant  son  nom  parmi  les  mathématiciens,  nous 
dispensent  d'énumérer  les  trésors  accumulés  par  ses  profondes  médita- 
tions. 

Arrêtons  là  cette  trop  courte  analyse  des  Vorlesungen  de  M.  Cantor,  dont 
la  seconde  édition  sera  aussi  vite  épuisée  que  sa  devancière.  A  quoi  bon, 
d'autre  part,  décerner  des  éloges  à  une  œuvre  si  remarquable  ?  Notre 
plume  est  trop  peu  autorisée  pour  qu'ils  aient  grand  poids  et  la  renommée 
de  l'auteur  assez  assise  pour  s'en  passer. 

J.^cQUEs  BoYEK  (Paris). 


A.  Mi;.NDi:s  d'Almeid.v  et  R.  GuimaraIis,  officiers  du  génie  portugais. —  Gurso 
de  topograpbia  (t.  II).  Lisbonne,  llodrigues,  1900. 

Le  deuxième  volume  du  cours  de  Topographie  de  MM.  Mendes  d  Alraeida 
et  Guimaraés  termine  cet  important  ouvrage.  Nous  avons  analysé  yEnseigne- 
mcitt  Mathématique,  i*^  année,  n*^  i,  p.  69)  le  tome  I'"'  qui  traitait  spéciale- 
ment des  levers  planimétriques  réguliers. 

Le  tome  II  étudie,  dans  son  chapitre  premier,  les  nivollomenls  géomé- 
trique et  Irigonométrique  ;  il  en  expose  la  théorie  et  en  décrit  les  opérations 
et  instruments  (niveaux  divers,  baromètres,  etc.).  Le  chapitre  11  contient  une 
description  détaillée  des  instruments  servant  à  la  fois  à  la  planimétrie  et  au 
nivellement  (théodolites,  tachéomètres,  photothéodolites).  Les  chaj)itres  m, 
IV  et  V  étudient,  également  en  tons  détails,  les  sondages,  les  levers  souter- 
rains et  les  levers  expédiés.  Le  chapitre  vi  est  consacré  à  la  cartograpiiie  et 
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à  1  examen  des  divers  systèmes  de  projections,  lùilin.  un  appendice  présente 
des  notions  générales  sur  le  cadastre  et  sur  la  théorie  des  abaques. 

On  remarque  partout,  dans  cet  ouvrage,  une  séparation  nette  de  la  théorie 
et  de  la  piatiqne,  et  en  outre,  le  souci  d  être  complet  et  de  n'ometlre  aucun 
renseignement  utile.  Les  instruments  si  nombreux  de  la  Topographie  sont 
décrits  avec  des  détails  minutieux,  pro[)ortionnés  d'ailleurs  à  leur  impor- 
tance relative.  Il  est  visible  que  les  auteurs  sont  des  topographes  expéri- 
mentés et  qui  n  ont  pas  reculé  devant  de  très  laborieuses  recherches. 
L'ouvrage,  en  résumé,  est  excellent  et  même  d  une  portée  plus  grande  que 
celle  de  renseignement  des  écoles  militaires  en  vue  duquel  il  a  été  spéciale- 
ment écrit. 

L.    RiPKKT  (l'aris). 


Ettore  Bortolotti.  —  Aritmetica  pratica  per  le  scuole  secondarie  infc- 
riori  :  i  vol.  petit  iu-8''.  ^(j  >  p.  l'i-ix  :  tr.  i,8o.  Roma,  Sociotà  cditince 
Daiiti-  Aliuliicri. 

—  Nozioni  pratiche  di  geometria  per  le  scuole  complemenlari.  i  vol. 
petit  in-8",  i  (O  p.  Prix  :  fV.   1,75.  lloma,   Società   éditrice  Dante  Alighieri. 

IÇ)00. 

\j  Aritmetica  pratica  de  M.  Borlt)lotli  se  divise  eu  trois  parties  dont 
voici  les  titres  des  chapitres  :  opérations  fondamentales  sur  les  nombres 
entiers;  propriétés  élémentaires  des  nombres  entiers  ;  fractions  ordinaires; 
fractions  décimales;  système  métrique;  extraction  des  racines  carrée  et 
cubique  :  nombres  complexes  ;  ra|^ports  et  proportions. 

Tout  en  ayant  su  rester  très  élémentaire,  l'auteur  ne  s  est  permis  aucune 
infraction  à  la  rigueur.  Son  exposé  porte  partout  l'empreinte  du  souci  de 
l'exactitude  :  il  unit  à  la  plus  graïuie  simplicité  une  précision  et  une  clarté 
irréprochables.  L'ordre  logit|ue  n'est  saciilié  nulle  part  dans  le  développe- 
ment des  idéi's  ;  mais  une  large  place  est  faite  à  l'intuition,  et  les  démons- 
trations dt's  laits  arithmétiques  fondamentaux  sont  limitées  à  l'exposition  de 
ces  raisonnements  simples  qui  fout  uuitjuement  appel  au  sens  commun.  Des 
représentations  graj)hiques  très  nettes  frajjpenl  les  yeux  encore  mieux  qui' 
le  raisonnement  ne  peut  saisir  l'esjjrit. 

A  la  (in  de  chaque  chapitre,  des  exercices  variés  et  soigneusement  choisis 
font  comprendre  le  texte,  tout  en  exerçant  l'élève  au  calcul  numéri([ue.  sou- 
vent trop  nt'gligé  une  fois  qu'on  étudie  l'Arithmétique  à  un  point  de  vue  un 
peu  plus  théorique  que  celui  des  écoles  primaires. 

En  résumé,  l'ouvrage  de  M.  Bortolotti  a  un  caractère  essentiellement 
pratique  :  il  offre  à  l'élève  le  plus  grand  nombre  de  connaissances  utiles, 
sous  la  forme  qu'un  esj)rit  encore  peu  exercé  au  raisonuemenl  scientifique 
trouve  la  plus  simple  et  la  plus  naturelle. 

Deux  remarques  cependant. 

Dans  la  division  des  nombres  (h'-cimaux,  le  procé-dé  qui  consiste  à  rt'<hiire 
au  même  dénominateur  le  divid<'ude  et  le  diviseur,  est  à  mettre  de  côté 
comme  beaucoup  trop  lourd.  S'il  s'agit,  par  exemple,  de  diviser  ui,a75  par 
a, 3,  le  diviseur  devient  u  ioo  et  Ton  traînera  les  trois  zéros  île  ce  nombre 
après  soi,  pendant  tout  le  couis  du  calcul,  tandis  t|u  on  aurait  pu  écrire 
simplement  : 

ai  ,'i~^  :  lyi  =  111, ~b  :  ai  =  9,1. 
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Il  faut  rch'gucr  aussi  parmi  la  ferraille  de  1  enseignement  la  résolution 
des  problèmes  d'intérêt  par  la  règle  de  trois,  en  posant  un  tableau  analogue 
à  celui-ci  : 

Capital  :  Temps  ;  Intérêt  : 

5  ooo  3  X 

lOO  I  ^i 

C'est  une  méthode  trop  longue,  trop  compliquée,  et  qui,  du  reste,  n'est 
pas  en  usage  dans  la  pratique. 

Ces  deux  observations  d'ordre  purement  pratique,  applicables  d  ailleurs 
à  la  plupart  des  traités  d'Arithmétique,  ne  sont  pas  pour  diminuer  la  valeur 
de  VArilmctica  pratica,  qui  est  un  livre  excellent  auquel  nous  souhaitons  le 
meilleur  succès. 

—  Le  livre  de  Géométrie  que  M.  Bortolotti  a  composé  pour  les  écoles 
complémentaires  se  divise  aussi  en  trois  parties. 

Première  partie.  —  Ligne  droite;  circonférence;  angles  ;  lieu  des  points 
équidistants  de  deux  points  donnés,  angles  formés  par  deux  parallèles  et 
une  transversale;  construction  de  la  bissectrice  d'un  angle  ;  définition  des 
polygones;  somme  des  angles  du  triangle;  triangle  isocèle;  angle  inscrit 
dans  une  circonférence  ;  somme  des  angles  d'un  polygone. 

Deuxième  partie.  —  Cas  d'égalité  des  triangles  ;  équivalence  et  mesure 
des  aires  des  ligures  planes;  construction  et  mesure  des  aires  des  polygones 
réguliers. 

Troisième  partie.  —  Dislance  d'un  point  à  un  plan  ;  angle  d  une  droite  et 
d'un  plan  ;  angles  solides;  développements  des  prismes,  de  la  pyramide  et 
du  tronc  de  pyramide,  des  polyèdres  réguliers,  du  cylindre,  du  cône  et  du 
tronc  du  cône  ;  aires  et  volumes  de  ces  corps  ;   aire  et  volume  de  la   sphère. 

On  retrouve  ici  les  qualités  de  précision  et  de  clarté  dont  nous  parlions 
plus  haut  à  propos  du  traité  d'Arithmétique  du  même  auteur.  Le  langage 
scientifique  employé  est  d'une  parfaite  correction,  et  les  définitions  sont  très 
exactes.  En  voici  une  cependant  qui  ne  nous  parait  pas  heureuse  :  «  un  angle 
est  la  portion  de  plan  contenue  entre  deux  demi-droites  ayant  la  même 
origine.  »  Klle  a  le  défaut  de  donner  à  entendre  que  l'on  envisage  l'étendue 
du  plan  comprise  entre  les  deux  côtés  de  l'angle. 

Les  projiriétés  géométriques  sont  présentées  d'une  manière  expérimentale 
tout  eu  étant  reliées  les  unes  aux  autres,  quand  cela  est  possible  par  des 
démonstrations  simples  à  la  portée  des  élèves  auxquels  s'adresse  l'ouvrage. 
L  auteur  a  cru  devoir  faire  une  exception  pour  le  calcul  des  volumes  :  sauf 
en  ce  qui  concerne  le  prisme,  les  principes  à  appliquer  se  présentent  sous  la 
forme  de  simples  règles  entre  lesquelles  ou  n  aperçoit  pas  la  moindre  dépen- 
dance. C  est  un  tort,  à  notre  avis;  il  en  résulte  comme  une  rupture,  un 
manque  dharmonie  dans  l'exposé. 

Malgré  ces  légères  critiques,  le  manuel  de  M.  Bortolotti  mérite  d'être 
vivement  recomuuunlé.  L'acquisition  d  une  notion  nouvelle  y  est  toujours 
accompagnée  d'apj)lications  pratiques  et  de  nombreux  exercices.  L'évaluation 
des  aires  des  solides  est  basée  sur  les  développements,  ce  qui  est  bien  la 
meilleure  des  méthodes  à  suivre  dans  renseignement  élénioulaire  de  cette 
partie  de  la  Géométrie. 
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Dans  les  i  io  pages  de  ce  petit  volume,  on  compte  iVi  lignres,  85  appli- 
cations praliqnes  et  269  exercices  ;  c'est-à-dire  qu'il  est  conçu  dans  un 
esprit  vraiment  pratique  et  qu'il  pourra  rendre  d'utiles  services  aux  élèves 
des  écoles  complémentaires  d'Ilali»-. 

I^cr.n.N  Baataud  ((«enève  . 


Fried  S<:nn.iiNG.  —  Ueber  die  Nomographie  von  M.  d'Ocagne;  eine 

Kinfùlirung  in  dièses  (îebiel.  L  iie  liroehuro  de  .'(8  pai^e;?  in-8''  :  prix  :  M.  i  ; 
B.-G.  Teubner,  Leipzig,  1900. 

La  noilioiîraphie  ou  théorie  des  abaques,  si  clairement  et  si  complètement 
exposée  pai-  M.  d'Ocagne,  dans  son  beau  traité  (')  (Gauthier- Villars,  1899, 
Paris),  continue  à  recruter  «les  adhérents,  même  parmi  les  mathématiciens. 
AL  le  docteur  F.  Schilling,  professeur  à  l'Université  de  Giittingue,  vient  de 
publier  chez  ^L  Teubner  à  I^eipzig  un  opuscule  destiné  à  faire  connaître  la 
Nomographie  en  Allemagne.  Dans  un  exposé  simple  et  clair  d  une  cinquan- 
taine de  pages,  Fauteur  a  résumé  les  principales  méthodes  employées,  et 
Fa  complété  par  quelques  exemples  choisis  dans  dillérentes  i)ranches 
des  mathématiques  appliijuées.  Ces  applications  auraient  pu  être  plus 
nombreuses,  de  manière  à  intéresser  un  plus  grand  nombre  de  techni- 
ciens à  l'étude  de  la  Nomographie.  Celle-ci,  en  ellet,  trouve  des  applications 
en  Physique.  Astronomie,  Topographie,  Consli-uction  civile.  Balistique, 
Géodésie,  Calcul  des  probabilités,  sciences  linancières,  assurances,  etc. 

La  brochure  de  M.  le  professeur  Schilling  forme  nue  excellente  introduc- 
tion à  1  itude  de  la  nomograpliie  ;  elle  a  pour  origine  une  conférence  faite 
devant  la  Société  mathématique  de  1  Université  de  (iotlingue.  Ainsi  (|ue 
l'auteur  le  déclare  dans  sa  prt'face,  le  but  de  son  travail  est  de  montrer  la 
grande  importance  de  la  nomographie  pour  les  mathématiques  appliquées. 
^L  le  professeur  Schilling  estime  même  que  dans  chaque  cours  tie  statique 
graphique  quelques  leçons  devraient  lui  être  consacrées. 

G.-M.Ti:sTi.  —  Compendio  di  Aritmetica  razionale  ;  i  vol.  in-18,  iv-71  p.: 

i'r.    1^.  o.jo;   Livoiinir,   II.  (iiii>ti,    1900. 

Ce  petit  livre  nous  semble  être  excellemment  composé  j)Our  fournir  aux 
«51cves  la  substance  essentielle  d'un  cours  d  .Xrilhmétique.  Sous  une  forme 
concise,  il  présente  un  l'ésumé  de  ce  ([ui  est  ulili%  i-t  uniquement  de  ce  qui 
est  vraiment  utile.  Il  va  de  soi  que  le  but  d  un  tel  livre  n  est  pas  île  fournir 
le  moyen  d  apprenrlre  l'Arithmétique,  mais  seulejuent  «le  la  revoir  lors<pi  «m 
Fa  apprise  ant«''rieureinent.  ("est  en  somme  une  tentative  heureuse  et  à 
laquelle  nous  ne  saurions  assez  applaudii-.  Voici  les  titr«>s  des  divers  cha- 
pitres composant  le  coniprndio  «le  .M.  'l'est!  :  ils  sufiîrnnt  à  donner  assez 
exactement  l'idée  des  matières  qui  s  y  trouvent  trait«''es  :  L«*s  nombr«»R 
entiers  et  l»'s  opi'-ratioiis  arithuM'tii.[ues.  —  (Jm-lqne-;  |iropriét('s  des  nombres. 

—  Les  nombres  fractionnaires.  —    La  mesuri*   et    les    nombres  irrationnels. 

—  De  Fexlractif)n  «les  racines.  —  Pi"op«3rti«)ii  cl   pr<>poi-|it)nn;iIilc-. 

C.  A.  F. 

('     V.iir  II-  iT>iiipli>  riMidu  (|u'fti  a   donri"'  .M.   r..v<:<iMiii\  pri)f<>>i<<<'ur  l'i   l'I^-nlt»  ptily 
Irchniïju»?  de  Zurich,   dans  le  t.   I  'le  L' Enxei^nciiiciit  nKitheniati'/ur,  p.  3()H-  {70. 
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Éléments  de  méthodologie  mathématique,  à  luaagc  de  tous  ceux  qui 
sOrcupeiil  de  i)uithéiiiutif/ues  élémentaires,  par  M.  Dauzat,  insjicclcur 
tl  académie,  i   vol.  in-8'^,   iioo  p.  ;  prix,  lo  fr.  Paris,  Nony,  1901. 

«  Cet  ouvrage  s  adresse  à  tous  ceux  qui  s'occupent  des  mathématiques 
élémentaires  pour  les  apprendre,  les  enseigner  ou  s'y  perfectionner.  Mais  il 
a  été  inspiré  par  le  désir  d'être  tout  particulièrement  utile  aux  jeunes  gens 
qui  travaillent  en  vue  d'obtenir  un  brevet  de  capacité  ou  un  baccalauréat 
scientifique,  comme  à  ceux  qui  aspirent  à  l'admission  aux  écoles  de  Saint- 
Cloud  ou  de  Fontenay,  ou  bien  qui  recherchent  uu  certificat  d'aptitude  à 
l'enseignement  scientifique  des  écoles  normales  ou  des  établissements 
secondaires  de  jeunes  filles,  n  Ainsi  s'exprime  l'auteur  dans  sa  préface. 

Voici  d'abord  la  composition  de  cet  ouvrage.  13ans  l'introduction,  M.  Dau- 
zat passe  en  revue  les  grandes  méthodes  de  l'esprit  scientifique,  l'analyse, 
la  synthèse;  la  méthode  de  réduction  à  l'absurde.  Puis  dans  un  chapitre 
sjiécial,  qui  est  la  reproduction  d'un  article  paru  dans  \i\  Revue  pédagogique, 
il  traite  de  l'enseignement  en  général  des  sciences  maliiémaliques.  On  v 
retrouve  les  idées  principales  déjà  exposées  par  Lacroix,  Duhamel  et  plus 
récemment  par  M.  Dauge,  dans  son  cours  de  méthodologie  mathématique. 
Il  faut  cependant  signaler  le  dessein  d'introduire  dans  renseignement  destiné 
à  de  futurs  professeurs,  à  côté  de  l'exposition  des  théories,  «  quelques 
aperçus  historiques  sur  les  méthodes  et  les  procédés  généraux  du  calcul, 
sur  certaines  théories.  »  «  Celui  qui  aspire  au  professorat  ne  peut  pas  ignorer 
les  principales  phases  de  la  science  qu'il  se  propose  d'enseigner.  »  Cette 
idée,  comme  on  le  sait,  a  reçu  un  commencement  de  réalisation  dans  un 
certain  nombre  de  livres  classiques  récents. 

L'ouvrage  se  divise  ensuite  en  trois  grandes  sections  :  Arithmétique, 
Algèbre  élémentaire,  Géométrie  élémentaire.  Dans  chacune  de  ces  sections 
l'auteur  se  place  à  deux  points  de  vue.  Le  point  de  vue  théorique  et  le  point 
de  vue  pratique.  Le  premier  est  simplement  un  résumé  de  lensemble  des 
théories  élémentaires  que  doit  connaître  un  candidat  aux  différents  baccalau- 
réats. Seulement,  au  lieu  de  démontrer  toutes  les  propositions  qui  font  le 
contenu  de  ces  théories,  les  théorèmes  sont  souvent  simplement  énoncés,  et 
on  a  ainsi  le  plan  d'une  leçon,  l'enchaînement  des  idées  qui  constitue  lune 
de  ces  théories  ;  c'est  là  précisément  ce  qui  différencie  cet  ouvrage  de  ceux 
de  Duhamel  et  de  M.  Dauge  où  toutes  les  propositions  énoncées  sont 
démontrées  et  qui  semblent  plutôt,  du  moins  par  ce  côté,  être  un  cours  de 
mathématiques  à  l'usage  de  ceux  qui  veulent  les  enseigner  dans  toute  leur 
perfection.  Cette  simplification  a  pour  but  immédiat  de  faire  ressortir 
davantage  l'enchaînement  des  théorèmes  et  leur  déduction  nécessaire.  Dans 
le  livre  (livre  I)  concernant  la  Géométine  élémentaire  théorique,  on  rencontre 
(chapitre  x)  des  notions  de  Géométrie  moderne  dont  ou  regrette  la  briè- 
veté. 

Le  second  point  di'  vue  est  celui  des  uu'thotles  proprement  dites  et  j)ar 
conséquent  répond  j)lus  directement  au  titre  de  l'ouvrage  ;  il  doit  nous  arrê- 
ter plus  longuement.  Dans  les  trois  sections  Arithméticpie,  Algèbre,  (i('>omé- 
trie,  l'auteur  suit  un  plan  systématique:  méthodes  et  procédés  de  (fémonslra- 
tions  des  théorèmes  :  méthodes  et  procédés  de  résolution  des  problèmes.  Il 
va  sans  dii-e   que   ces   méthodes  sont    les    méthodes    élémeiilaires    classiques 
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que  doit  connailre  loiil  bon  élève  qui  vont  travailler  par  lui-uiènio  cl  cpii  ue 
se  conleule  pas  des  exercices  qu  on  lui  jjropose  en  classe,  l/objel  île  la 
recherche  crée  ses  moyens  d  invesliu;alion  :  comme  il  s  aj^it  de  niathcma- 
liques  élémentaires  nous  n'avons  allaire  ici  qu'à  des  méthoiles  élémentaires. 
U-nc  Faut  donc  pas  s'attenilre  à  rencontrer  des  aperçus  philosophiques  tels 
qu'on  peut  en  lire  dans  le  livre  de  M.  Kmile  West,  par  exemple.  D'après  le 
plan  suivi  par  1  auteur,  ces  méthodes  sont  (ici  je  transcris  littéralement  la 
table  des  matières)  pour  la  démonslralion  des  théorèmes  d'Arithmétique  : 
transformations  d'expressions  arithmétiques,  transformations  et  combinai- 
sons d'éi^ialités,  transformations  et  combinaisons  il  inégalités,  procédés 
divers,  démonstrations  analytiques,  démonslralious  synthétiques,  démonstra- 
tions par  la  réduction  à  1  absurde.  Ces  méthodes  sont  appliquées  à  des 
exemples  classiques  "t  historiques.  Pour  la  diMuonstration  des  théorèmes 
d  Alj^èbre  :  transformations  d'expressions,  transformations  et  combinaisons 
d'égalités,  transformations  et  combinaisons  d  inégalités,  emploi  des  (/nautiles 
initi-^iiutires.  procédés  divers,  démonstrations  analytiques,  démonstrations 
syntl»'"liques.  démonstration  par  la  réduction  à  l'absurde.  Pour  la  démonstra- 
tion des  théorèmes  de  Géométrie  :  transformations  et  combinaisons  d'éga- 
lités, transformations  et  combinaisons  d'inégalités,  démonstrations  analy- 
tiques,   démonstrations    synthétiques,    ilémonstrations    par    la    réduction    à 

I  absurde.  Méthode  des  limites,  méthode  des  projections  orthogonales, 
méthode  des  pro/ections  coniques,  méthode  des  polaires  récipro(jues. 
méthode  des  figures  inx'erses. 

La  résolution  des  problèmes  arithmétiques,  algébriques,  géométriques 
exigent  d'autres  moyens  qui  sont,  je  transcris  encore  lauleur,  pour  l'Aiùth- 
mélique  :  solutions  immédiates,  solutions  analytiques,  méthode  des  propor- 
tions ')U  des  rapports  égaux,  méthode  de  réduction  à  l  unité,  méthode  des 
hypothèses  :  pour  l'Algèbre  :  mise  en  é([ualion,  pi'oblèmes  indéterminés, 
problèmes  impossibles,  solutions  m'-gatives,  discussion:  pour  la  Géométrie  : 
solutions  iuimi'-diates,  solutions  analytiques,  méthode  des  lieux  g(''ome- 
triques,  mé-thode  des  figures  semblables,  méthode  de  renversement,  méthode 
des  translations  parallèles,  méthode  des  rotations,  méthode  de  retourne- 
ment ou  de  symétrie,  méthode  des  ligures  inverses,  méthode  de  recherche 
des  lieux  géométriques. 

Ces  méthodes  sont  ensuite  appliquées  à  la  résolution  de  plus  de  Tioo  ques- 
tions. Ces  questions  ne  sont  pas  seulement  de  simples  exercices  ou  appli- 
cations immédiates  des  théories  du  cours,  mais  îles  problèmes  classiques 
et  historiques.  En  (iéomélrie  ces  problèmes  ont  été  classés  «lans  un  onlre 
rlétermiué    qu'on   pourra    rapprocher    de    celui    <lu    livre  de  M.    Alexandrod. 

II  est  à  regretter  d'une  façon  géné-rale  pour  ce  qui  concei'ue  la  (iéomélrie 
(jue  la  GéouK-trie  de  rcs[>ace  ail  été  un  piii  i-eslrcinli-  au  prolil  de  la  (ko- 
métrie  plane. 

l^nlin  nn  peu  hors  cadre  une  note  sur  les  déri\-ées  et  leur  application  a 
iétudr  de  quelques  fonctions  et  une  autre  note  sur  la  (léométriigraphie  ou 
l  art  di-s  constructions  géométriques. 

I/exjjosilion  d«'s  théories  est  faite  avec  une  très  grande  clarlt-  qui  dissipera 
bien  d«s  incertitudes  dans  I  esprit  de  ceux  qui  les  éludii-ront  avec  le  livre  de 
-M.  Dau/al.  Li-s  inalliémati(|ues  élémentaires  y  sont  rédtiites  à  leur  plus 
grandi"  simplicité  ;  l'auteur  semble  avoir  pris  soin  d'eu  écarter  toutes  les 
Complications  susceptibles  d  introduire  le  doute    ilans    l'i'spril  de  I  t'tiiili.inl. 
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Ces  deux  grandes  qualités,  la  clarté,  la  simplicité,  recommandent  la  lecture 
de  ce  livre,  non  seulement  à  ceux  qui  veulent  enseigner,  mais  encore  et 
surtout  à  ceux  qui  débutent  dans  l'étude  des  mathématiques, 

P.   Renard  (Paris). 

Annuaire   du    bureau   des   longitudes    pour   l'année    1901  ;   in-i8  : 

j)rix.    I  fr.    5o  :   Paris,  Gaulhicr-N'illars. 

La  librairie  Gauthier-Yillars  (55,  quai  des  (irands-Augiistinsi  vient  de 
publier,  comme  chaque  année  V Atinuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour 
igoi.  —  Ce  petit  volume  compact  contient  comme  toujours  une  foule  de 
renseignements  indispensables  à  l'ingénieur  et  à  l'homme  de  science.  Parmi 
les  Notices  de  cette  année,  signalons  tout  spécialement  celle  de  M.  A.  Cornu, 
sur  Le  transport  électrique  de  la  force;  celle  de  M.  H.  Poincaké  sur  Le 
projet  de  révision  de  l'arc  du  méridien  de  Quito  et  enfin  la  notice  historique 
sur  L'éfablissenient  du  systètne  métrique,  par  M.  Bassot. 

Les  autres  notices  sont  de  MM.  Lœwy,  Bouquet  de  la  Gkye,  Janssen, 
GuYox.  Le  volume  est  d'environ  8oo  pages,  avec  3  cartes  magnétiques.  Les 
tables  de  mortalité,  les  renseignements  sur  un  grand  nombre  de  données 
physiques  et  chimiques  peuvent  être  utiles  à  beaucoup  de  lecteurs,  même 
pour  les  circonstances  ordinaires  de  la  vie. 


BULLETIN    BIBLIOGUAPHIOUE 


Acta  mathematica,  journal    rédigé  par  G.  ]\Iittag-Leffler  ;    Stockholm, 

1900. 

ï.  XXin,  fasc.  3,  4-  —  C.  RiQuiER  :  Sur  un(>  question  fondamentale  du 
calcul  intégral.  —  E.  Picard  :  Sur  une  classe  de  transcoadantos  nouvelles. 
—  K.  Hr.NSEL  :  Ueber  eiue  ncuc  Théorie  der  algebraischen  Functioncn 
zweier  variablen. 

T.  XXIY,  fasc.  I,  2.  —  I.  Bendixson  :  Sur  les  courbes  définies  par  des 
équations  différentielles.  —  H.  vo.x  Korii  :  Sur  quelques  points  de  la  théo- 
rie des  déterminants  infinis.  —  R  Ijipscuitz  :  Nachwein  des  Zusammeu- 
hanges  zwischen  den  vier  Drchungsaxen  einer  liagcniinderung  eines  ortho- 
gonalcn  Systems  und  eiuem  Maximumstetraetler,  —  IL  von  Kocu  :  Sur  la 
distribution  des  nombres  i)rcmiers.  —  G.  Mittag-Leffler  :  Sur  la  repré- 
senlalion  analylicjuc  dune  branche  uniforme  d  une  fonction  monogène. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  dirigées  par  L.  Bianlui, 
L.  Cremona,  U.  Dini,  G.  Jung;  série  y,  t.  Y:  abouuemeut,  i  vol.  L.  16  : 
Milan,  1900-1901,  C.  Rebeschini. 

Pasc.  I.  —  Rege  :  Ijchrsiilze  iibor  liuoare  Miinnigfaltigkeiten  projectiver 
Kugelbiischel.  Kugelbiindel  und  Kugell)us(he.  —  Niei.s  Xiei.sf.n  :  Sur  une 
classe  de  polynômes  qui  se  présentent  dans  la  théorie  des  fonctions  cylin- 
driques. —  CiAM  :  Contril)Mlo   alla  ihi'oria   del    gruppo  di   i(J8   coHineazioni 
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piano.  —  Cl).  IIekmiti;  :   l-.\trail   ilo   quelque:;    letlres  à  M.   S.    Piiulierlo .    — 
PiKO.NDiM  :  Risolii/.iouL'  di  duo  c[ui>stioni  gconielriche. 

Atti  délia  R.  Ace.  dei  Lincei;  anno  247  :  Rcndiconli  ;  série  5*',  vol.    IX  : 

Homo.   lip.  <lolhi  H.  .\cc.  (Ici   Liucei,   1900. 

Juin.  —  Si;vKKi  :  I  tjruppi  nculri  con  elouiouli  iniiltipli.  in  un  involnzionc 
sopra  un  ente  razionale. 

Août.  —  Lkvi  :  Snila  thooria  délie   fnn/.ioni  o  dot;li  insionii. 

Septembre.  —  Bia.ncui  :  Sulla  doruiinazione  dollo  oongrueuzc  c  sopra 
alcunc  classi  di  superficie  applica])ili. 

Octobre.  —  SiiCKi;  :  Gli  ordiiii  dellc  varietà  clie  annullano  i  dotenninanli 
dei  divcrsi  gradi  cstralti  da  una  data  matrice. 

rs'ovenibre.  —  Burc;.\tti  :  Sul  moto  di  un  pondolo  verticale,  il  putito  di 
suspensiono  dei  <jnale  o  soggeUo  a  inoviuienti  oscillaloi"i  e  sulla  deterniina- 
zione  di  quesli  niovimcnli. 

Décembre.  —  Bi.vm.hi  :  Sulla  inlograziono  dolla  oquazione  A.,«  rr:  o  iiello 
spozio  indofinito  non-euclideo.  —  Bukgatti  :  Sopra  alcunc  snperlicie  a  linee 
di  curvatura  isoterme.  —  Si:vi;ni  :  Le  ci)incidcnze  di  una  scrie  alge- 
bi-ica  .r  *■*■'!  ('•  —  '•■  di  coppio  di  spazi  a  /■  dimonsioni,  imniorsi  nello  spazio 
ad  /•  dimonsioni. 

Bulletin  de  renseignement  technique,  bimensuel  ;  abonnement  anuu(d, 
Union  postale.  7  fr.;  3"^  année,  1900;  l'aris,  Nony. 

En  dehors  des  actes  administratifs  et  des  renseignements  sur  le  personnel, 
ce  Recueil  contient  fréquemment  des  programmes  cl  des  sujets  de  concours. 

Bulletin  des  sciences  mathématiques  rédigé  par  G.  D.vkkoux  et  .1.   IW- 

.NKUY  ;  mensuel,  fondé  en  I1S70  ;  •.>.'    si'rio,  t.  XXIY,  1900  :  abonnement  annuel, 
Union  postale,  20  fr.:  l'aris.  (iautliior-Villars. 

Janvioi'.  — K.   Picaud  :  Sur  une  foi-mule  do  Woioi'slrass. 

Février.  —  rs'.-.J.  IIvtzid.vkis  :  Sur  une  relation  géométrique  entre  ilou.x 
courbes. 

Mars.  —  .M.  I.,évy  :  Discours  aux  lunéraillos  de  M.  J.  Bertrand.  — 
E.  BoHi-i.  :  Sur  les  diviseurs  numéri([ues  fies  polynômes. 

Avril.  —  Lkrcu  :  Remarque  sur  la  série  do  Fourier. 

Mai.  —  Vi.  TzrrzihcA-:  Sur  une  classe  d'équations  de  Laplace. 

.luin.  —  Cu.  MicuKi.  :  Sur  les  courijos  Iraci-es  sur  imh'  surnici'  d(-\i]i)|i- 
pable  dont  les  tangentes  rencontrent  une  cour])e  doniuc. 

Juillet.   —  J.  Pkkrot  :  Sur  le  théorème  de  l'\>rmal. 

Août.  —  Note  au  sujet  do  l'article  de  ,M .  llalzidakis  «  Sur  une  rol.ilinn 
géon]étri(|uo  entre  deux  courbes  ». 

Sojjlembro.  —  \\ .  Pic.vui»  :  Do  1  iMli'gralion  do  réipLalion  A  «  rr  c"  sur  nue 
surface  foi'niéo  . 

Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France;  t.   X.XVllI,    1901); 

l'ai-is,  Gaulliiors-Villars. 

Fasc.  .\.  —  P.  pAi.\i,i;vi:  :  Mc'inoire  sur  les  équ.itions  ditH-rentioIlos  dont 
l'intégrale  générale  est  uniforme.  —  P.  Ai'Pii.i.  :  Pri)])ri('t(''  caracté-ristique 
du  cylindroïiic.  —  Mii.i.kk  :  Sur  jilusieurs  groupes  simples.  —  Di:  Mont- 
«:iii:iii.  :  Généralisation  dos  formules  de  Schwarz  rolalivos  aux  surfaces 
miiiima. 
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Bulletin  de  la  Société  Philomatique  de  Paris,  fondée  en  1788  :  9*^^^  série, 

l.  -2,   i8i)9-i(joo  ;  l'iiris,  à  la  Sorboiiiic. 

N"  2.  —  D.  Andkk    :    De   l'organisation   «les  assauts   complets.   —  Lkau  : 

Xotes  sur  quelques  propriétés  des  coniques. 

Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  sciences  ds  Paris  ; 

t.  CXXXI,   1900;  Paris,  Gautliier-Villars. 

rS'^  ij  (8  octobre).  — Bouqukt  de  la.  (ïkyf.  :  Aole  sur  la  treizième  confé- 
rence de  l'Association  géodésique  internationale. 

N°  16  (i5  octobre).  —  Gruey  :  Sur  l'équation  générale  donnant  lintégrale 
de  Jacobi  comme  cas  particulier. 

N*^  17  (22  octobre).  —  Hatt  :  Sur  la  convergence  des  méridiens.  — 
A.  Férand  :  Sur  la  convergence  des  coeflicients  du  développement  de  la 
fonction  perturbatrice.  —  L.  Picart  :  Démonstration  du  théorème  d'Adams  ; 
existence  d'une  proposition  analogue.  —  G.  Floquet  :  Sur  les  équations 
intrinsèques  du  mouvement  d'un  fil  et  sur  le  calcul  de  sa  tension.  —  D.-Th. 
Egorov  :  Sur  les  systèmes  orthogonaux  admettant  un  groupe  continu  de 
transformations  de  Combescure. 

N"  18  (29  octobre).  —  R.  Liouville  :  Sur  une  méthode  de  Riemann  et  sur 
les  équations,  aux  dérivées  partielles,  linéaires. 

N°  19  (5  novembre).  —  G.  Castelnuovo  et  F.  Enriques  :  Sur  une  classe 
de  surfaces  algébriques. 

N''  20  (12  novembre).  —  S.  Kantor  :  Sur  les  surfaces  que  possèdent  une 
série  non  linéaire  de  courbes  rationnelles.  — N,  Bougaiev  :  Sur  la  série 
analogue  à  la  série  de  Lagrange. 

N^  21  (19  novembre) .  — M.  Servant  :  Quelques  applications  de  la  Géo- 
métrie non  euclidienne.  —  E.  Borel  :  Les  séries  doublement  sommables, 
les  séries  (M)  et  le  prolongement  analytique, 

X°  22  (26  novembre).  —  H.  Lebesgue  :  Sur  la  définition  de  certaines  inté- 
grales de  surface.  —  W.  Stekloff  :  Sur  les  fonctions  fondamentales  et  le 
problème  de  Dirichlet.  —  M.  Fouché  :  Sur  les  systèmes  orthogonaux 
admettant  un  groupe  continu  de  transformations  de  Coiubercure.  —  I.  Fred- 
HOLM  :  Solution  d'un  problème  d'équilibre  élastique. 

N°  23  (3  décembre).  —  A.  Thybaut  :  Sur  les  surfaces  isolhermiques.  — 
H.  Lebesque  :  Sur  le  minimum  de  certaines  intégrales.  —  E.  Lemoine  :  La 
Géométrographie  dans  l'espace. 

N"^  n'\  fio  décembre).  —  L.  Téger  :  Sur  les  fonctions  bornées  et  inté- 
grales. —  N\'.  Steklofe  :  Sur  la  méthode  tle  la  moyenne  arithmétique  de 
iNeumann. 

N"  25  (17  décembre).  —  Séance  publique  annuelle  :  Allocution  de 
M.  Maurice  Lévy  ;  Prix  décernés  ;  Prix  proposés. 

X^"  26  (24  décembre).  —  G.  Guichard  :  Sur  les  congrucnces  dont  les  deux 
réseaux  fooaux  sont  cycliques.  —  G.  Koenigs  :  Com]>as  homographique, 
réalisant  par  larliculation  Ihomographie  plane  générale.  —  \\  Stikloff  : 
Sur  la  méthode  de  la  moyenne  arithmétique  de  Neumanu.  —  A.  Liopoc.noff  : 
Sur  une  série  relative  à  la  théorie  d'une  équation  dillérenlielle  linéaire  du 
second  ordre.  —  M.  Krause  :  Sur  les  fondions  ihèta  à  trois  variables.  — 
JocGiNET  :  Le  théorème  du  tourbillon  en  thermodynamique. 

X'^  27    (3i    décembre).  —  G'"'  Basso't   :    Révision   tie    l'arc    du    méridien    de 
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Quito.  —  A.  Andoyi;k  :  Sur  la  longitude  do  la    Luno.  —   l'.   Weiss  :   Sur  un 
nouveau  eorclo  à  calcul. 

LÉducation  mathématique,  journal  publié  par  Ch.  Biocm:  et  H.  Vvi- 
ULRT  :  pai'aîl  le  i*^''  et  le  lï  de  chacjuo  mois  ;  abonnement  aiiiuiel  ;  l  ujun 
postale,  6  fr.:  -i'-  année,   1899-1900;  Paris,  Xony. 

Nous  avons  déjà  plusieurs  fois  sii>;nalé  à  nos  lecteurs  ce  très  utile  Recueil, 
qui,  sur  des  (juestious  très  élémentaires,  présente,  presque  dans  chaque 
numéro,  des  remari|ues  d'un  grand  intérêt  pédagogique. 

Giornale  di  matematiche  di  Battaglini.  dirigé  par  A.  Cai>i;i  1.1  :  vol. 
X.\X\lil.  njoo;  prix  d  abonnemeiil  annuel;  Union  postale;  L.,  18; 
Aaples,  B.  Pcllerauo. 

Mai-juin.  —  U.  Co.ncin.v  :  I  t'uochi  délie  quadrichc  in  uno  spazio  lineare 
melrico  ad  «  dimensioni .  —  V.  Amato  :  SuUa  pédale  délia  spirale  logarit- 
niica.  —  G.  Dakbi  :  SuUe  equazioni  di  4°  grado.  —  C.  Rosati  :  Alcune 
considerazioni  intorno  al  metodo  di  Iless  per  lo  studio  dellc  bilangenti  di 
una  curva  piana  del  quart'ordine.  —  A.  Dk  Stiîiano  :  Sopra  alcuni  punti 
dclla  Teoria  délie  funzioni  di  variabili  reali. 

Juillet-août.  —  A.  De  Stefano  :  Sopra  alcuni  punti  délia  Teoria  délie 
funzioni  di  variabili  reali.  —  G.  Giordono  :  Sui  detenninanli  funzionali  e 
sullc  matrici  Jacobiane.  —  C.  Si'ei.ia  :  SuUIntegrazione  dei  sistemi  di 
equazioni  dilferenziali  simultanée  lineari  ed  omogenee.  —  U.  Scarpis  :  Sui 
gruppi  Abeliani.  —  E.  Fkancom  :  SuUa  teoria  délie  sviluppoidi.  — 
A.  Grassi  :  SuUe  curve  di  ordine  n  e  in  particolare  sulle  quarliclie  che 
ammettono  coniche  apolari. 

Septembre-octobre.  —  A.  Grassi  :  Sulle  cure  di  ordine  n  e  in  particolaie 
suUe  quarticlie  cbe  ammettono  coniche  apolari.  —  G.  Vivanti  :  Il  concetto 
dinlinitesimo  e  la  sua  applicazione  alla  matematica.  —  F.  I'alatim  :  I  sis- 
temi lineari  di  grado  //  e  dimensione  n  -\-  i  di  varietà  algebrichc  Vi  nello 
spazio  Si  ■  ]  in  relazione  aile  trasiunnazioni  birazionali. 

Jornal  de  sciencias  mathematicas  e  astronom^icas.  ])ublié  par  F.  (Iomks 

Ti;i.\r.ii!\  :   vol.    Xl\',    iijoo:   (]oiiiii)n'.  iiiiiir,    da   l  iiiversidade. 

N"  2.  —  O.  u  Ai.im;ak  Sii.vA  :  De  1  action  d  une  force  accélératrice  sur  la 
propagation  du  ^011. 

Jornal  de  sciencias  mathematicas;  physicas  e  naturaes,  publie,  sur  os 

auspicios   da   Ac.  R.   <lai-    se.    de  l.isbt)a  ;    i'^  série,  t.  ^'l,   lyoo;  Lisbonne. 

Août.  —  A.  SciiiAiM'A  .Mo.NTKiRO  :  Sur  une  ijuestion  proposée  relative  aux 
normales  au.x  coniques.  —  A.  Caukeiua  :  Sobre  as  propriedades  polares 
dos  pontos. 

Journal  de  mathématiques  pures  et  appliquées,  fondé  \>,u-  J.  Lion- 
ville,  pul)lié  par  C  JoiiDAN  ;  V  sé-ric,  t.  \l,  I  «joo  ;  l'rix  d  alioniiemeiil 
annuel  ;  Union  postal,    5}  fr,;   l'aris.  (  «autliirrs-N  ili.irs. 

Fasc.  3.  —  G.  iltMiiKifr  Sur  les  fonctions  abélienues  singuliére.s 
(2"  mémoire). 

Fasc.    i.  —    J.    Li.  Roux    :    Sur    linli'gration    «les    équations    linéaires    aux 
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dérivées  partielles.  —  1-.  Linui;l(>f  :  Dénioiist talion  île   cjnelqius  théorèmes 
sur  les  équations  didércntielles. 

Journal  de  mathématiques  élémentaires  ;  Journal  de  mathémati- 
ques spéciales,  dirij^c's  par  G.  M.vur\un  ;  niensiiei  ;  l'y"  aniiéi',  i^çjfi-ifjoo  ; 
abonnement  annuel,  départements  :  partie  «  élémentaire  »,  7  fr.,  partie 
«  spéciale  »,  9  fr.;  Paris,  Ch.  Delagrave. 

Journal  de  mathématiques  élémentaires,  publié  ]jar  H.  Yuibkkt:  parait 
le  i*^""  et  le  i5  de  chaque  mois;  abonnement  annuel;  l'niou  postale,  6  fr.; 
25'^   année  ;  Paris,  1900-1901,  .\ony. 

The  Mathematical  Gazette,  publiée  par  W.  J.  (iuiiENSTREEr;  6  numéros 
par  an  ;  i  sh.  le  numéro;  vol.  i  ;  Londres,  G.  Bell,    1900. 

A  signaler  notamment  une  suite  d  articles  de  Miss  G. -A.  Scott  :  On  von 
Standt's  Géométrie  der  Lage  ;  et,  de  W.  II.  Ma.c.vul.\.y  :  The  laws  of  Dyna- 
mics and  iheir  treatmeul  in  Text-Books. 

Nouvelles  annales  de  Mathématiques,  journal  dirigé  par  C.-A.  L.vi- 

s.\NT  et  X.  A.NTO.MASi  ;   Prix    dabonneuient   annuel  :    Union  postale,    17  fr.; 

3'  série,  t.  XIX,  1900  ;  Paris,  Gaulhier-Yillars. 

Juillet.  —  E.-M.  Lé.meray':  Exposition  géométrique  élémentaire  de  quel- 
ques propriétés  fondamentales  des  fonctions  elliptiques  de  première  espèce. 

Août.  — D.  HiLBERT  :  Sur  le  principe  de  Dirichlet.  — E.  Lo.ndo.n  :  Sur 
les  conditions  de  divisibilité  dua  produit  de  faclorielles  par  un  autre.  — 
E.  Lacour  :  Sur  la  surface  de  l'onde  et  la  surface  correspondante  délasli- 
cité.  —  R.  Bricard  :  Au  sujet  d'un  théorème  de  M.  G.  Humbert. 

Septembre.  —  H.  Piccioli  :  Sur  les  développantes  de  certaines  lignes 
en  S„  et  sur  une  propriété  caractéristique  des  courbes  hypcrsphériques  à 
courbure  constante.  —  J.  Doliîxia  :  Piemarque  sur  linversion  des  intégrales 
elliptiques.  — Issalï  :  Sur  le  développement  de  l'équation  diUérentielle  des 
lignes  géodésiques  d'une  surface.  —  G.  Fo.nte.né  :  Sur  les  surface  du  qua- 
trième ordre  qui  ont  deux  droites  doubles.  —  L.  IIipekt  :  Sur  la  simplilica- 
tioii  des  formules  d'angles  et  de  distances  en  Géométrie  de  l'espace.  — 
V.  Ja.viet  :  Sur  les  invariants  de  la  forme  biquadratiqne  binaire. 

Octobre.  —  E.  Collig.nox  :  Problèmes  sur  les  normales  aux  courbes 
planes  ;  courbes  dans  lesquelles  la  somme  N  -j-  N'  est  constante. —  E.  Jaggi  : 
Sur  l'intégrale  d'Euler  et  l'addition  des  fonctions  elliptiques  de  première 
espèce.  —  S.  Maxgeot  :  Sur  la  symétrie  de  deux  ligures  algébriques  par 
rapporta  un  point.  — Blutel  :  Sur  le  minimum  de  l'angle  que  fait  un  dia- 
mètre d'un  ellipso'ide  avec  le  plan  diamétral  conjugué. 

Novembre.  —  E.  Jaggi  :  Sur  les  substitutions  uniformes  et  le  problème 
de  Babbage.  — E.  Cesaro  :  Sur  une  classe  de  courbes  planes  remarquables. 
—  G.  Fontené  :  Formes  réduites  d  une  relation  triplement  linéaire  entre 
trois  variables.  —  Issai.y  :  Sur  Ihélicoïde  général.  —  A.  Vacqua.nt  :  Dé- 
monstration géométrique  d  une  propriété  des  normales  à  une  conique  à 
cen(,.e_  —  W  Jamet  :  Sur  la  transformation,  point  par  point,  des  courbes 
algébriques,  —  M.  Bauer  :  Note  sur  les  groupes  finis  d'ordre  princi- 
pal. —  M.  Bauer  :  Note  sur  les  groupes  finis. 

Décembre.  —  E.  Jagci  :  Sur  les  substitutions  uniformes  et  le  problème 
de  Babbage.  — E.  Cesako  :   Sur  une    classe   de    courbes   remarquables.  — 
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G.  Fo.ntkm:  :  rui-nies  ri'duili's  d  luio  rolalioii  Iriplcinonl  liiuaire  iMilie  trois 
varialjlos.  —  L  abbc  Issaly  :  Sur  l'IiOlicoido  {général.  —  A.  Vac<jua>t  : 
Uoiuuiislration  jçéouiélrique  d  une  propriété  dos  nonnalos  à  une  coiiiquo  à 
centre.  —  Y.  Jamet  :  Sur  la  transformation,  point  par  point,  des  courbes 
algébrit[uos .  —  M.  Bauek  :  Notes  sur  les  «groupes  finis.  —  M.  1)ali-.k  ; 
yote  sur  les  groupes  d  ordre  principal. 

Rendiconli  del  circolo  matematico  di  Palermo  ;  1.  XIV.  l'alerme,  1900. 

Fasc.  5  (septembre-octobre).  —  Bukoatti  :  Teoria  del  sislemi  arlicolali 
più  semplici.  —  Vitali  :  Sulle  funzioni  analitiche  sopra  le  supcrlicic  di 
Riemann.  —  Yitai.i  :  Sui  limiti  per  //  zr  ao  délie  derivate  «""^  délie  funzioni 
analiticbe.  —  Mittag-Luffler  :  Sur  la  représentation  analytique  des  fonc- 
tions tl  une  variable  réelle.  —  I'cglisi  :  Sulle  formole  per  la  coniposizione 
di  più  niovimenti  liniti.  —  Phragmen  :  Sur  la  représentation  analytique  des 
fonctions  réelles,  données  sur  un  ensemble  quelconque  de  points.  — 
Beltkami  :  (loninieinorazione  di  Francesco  Brioschi.  —  Ckemo.na  :  Comme- 
inorazione  di  Eugenio  Beltranii. 

Revista    de    Ciencias,     pnbl.    mens.;    rédacteur   en   cbcf,    F.  Yii  iarkal  ; 
j'    année  ;   Lima,  icjoo.  Impr.  de  l'école  des  Ingénieurs. 

Revue  générale  des  sciences  pures  et  appliquées,  dirigée  par  !..  O1.1- 

viEK,  paraissant  le  i5  et  le  jo  de  chaque  mois  ;  l'ri.x  d'abonnement  annuel  : 
Paris,  20  fr.  :  Départements,  ii  fr.  ;  Union  postale,  iî  fr.  ;  ii*-"  année: 
Paris,  A.  Colin,   1900. 

A  signaler  :  Les  définitions  de  la  forme  de  la  terre,  par  M.  Biui.i.oli.n  ;  el. 
de  M.  E.  ricAKT,  trois  conférences  faites  à  Clai-k  University  (Ftats-Unis) 
sur  le  développement  depuis  un  siècle  de  t|uelques  théories  fondamentales 
ilans  1  analyse   malhémaliquc. 

Revue  de  Mathématiques  (Uivista  di  ^L^lematica).  publiée  par  G.  Pka.no; 

AiiiimM-iiHiit    amr.irl   :    L  nioii    postale,    ii    fr.;     I.     YII;  'i'urin,    1900-1901, 

Bocca  frères. 

C'est  dans  ce  Recueil  c[uc  .^L  l'eano,  avec  le  concours  d  un  groupe  de 
géomètres  italiens  devenus  ses  disciples,  poursuit  ses  intéressants  ti'avaux 
sur  la  Logique,  et  prépare  le  Formulaire  de  Mathématiques,  ceuvre  à 
la(|uelle  il  s  est  consacré  avec  une  admirable  ténacité,  el  qui  mériti;  d'attirer 
1  attention  du  public  mathématique. 

Revue  de  mathématiques  spéciales,  rédigée  par  i;.  lIiMiiiin  ei  (i.  I'a- 

l'ELiKK  ;  II"  année,    1900-1901  ;  l'rix  d  abonnement  annuel;    Union  postale, 

9  fr.  ;  Paris,  Nony. 

N"  I  '^octobre).  —  L.  Cautn  :  Dt-monslrMlion  du  théorème  de  l'oncelet  sur 
les   polygones  inscrits  dans  une  conique  et  circonscrits  à  une  autre. 

rs"  -2  (novembre).  —  G.  Fonte-né  :  Paramètre  tangenliel  d'un  cùn<.'  du 
second  ordre. 

Revue    scientifique,   paraissant    le    samedi,   fondée    en    iHGJ  ;    «liredeur    : 
Cil.  Hii:ui:t;  .}"  série,  t.  i.\,   lyoo,  2"  semestre;  abonneuienl  annuel  :  Union 
postale,  îj  fr.  ;  Paris,  Schneider  frères. 
I)ans    11!    numéro   du    20    octobre,  un    arlicl«>   tie    .M.  J.  nr    Ri  v-1'am  uaiie  : 

L  aclievement  du  système  métrique.   iJans  celui  du  8   décembre,  ou  en  trou- 
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vera  un  de  M.  11.  Poincaré,  reproduisant  le  remarquable  discours  qu'il  a 
prononcé  au  Congrès  international  de  Physique  :  «  Les  relations  entre  la 
Physique  expériaicnlalc  et  la  Physique  niathénialicpie.  » 

C.  Alasia.  —  La  récente  Geometria  del  triangolo  :  Un  vol.  in-8. 
xvi-339  p.  ;   prix,  L.,  3  :  Castello,  S.  Ija])i,  1900. 

R.  BiîTTAzzi.  —  J.  Problemi  di  aritmetica  pratica;  petit  in-8°,   70  p.  ; 

Prix  L.   1,20  ;  Turin,  igoo,  G.-B.  Paravia. 

G.  Chrystal.  —  Introduction  to  Algebra  ;  i  vol.,  456  p.  ;  prix,  5  s.; 
Londres,  1900,  Black. 

A.  Co.NTi.  — Elément!  di  aritmetica  razionale  ;  parle  2^  ;  in-ia,  79  p.: 
Prix  L.  0,80;  Bologne,  ZoniclicUi,  1901. 

M.  Uauzat.  —  Eléments  de  méthodologie  mathématique,  à  lusage 
de  tous  ceux  qui  s'occupent  de  mathématiques  élémentaires  ;  in-8'^,  iioop.; 
Prix,  10  fr.;  Paris,  1900,  Nony. 

A,  Davidoglou.  —  Sur  l'équation  des  vibrations  transversales  des  verges 

élastiques  (thèse  de  doctorat)  ;  in-.î,  90  p.  ;  Paris.  Gauthier-Aillars,  1900. 

E.  EsTANAVE. —  Contribution  à  l'étude  de  l'équilibre  élastique  dune 
plaque  rectangulaire  mince  dont  deux  bords  opposés  au  moins 
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vii-252  p.:  84  iig'-  Prix,  M.   6  ;  Leipzig  el  Berlin,  1900;  B.-G.  Teubner. 
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m.     I/EnSEIGNEMENT     MATIIKM.VTIQVE    ALX    KcOLES    SKCO.NUAIKES 

SLI'KHIEl  «ES 

Oïl  est  en  tlroit  do  d'ivo  cpie  tous  les  efforts  se  réunirent 
pour  loiiinlr  un  dévclopjjonieiit  toujours  asoendaiit  ii  reiiscigue- 
nient  niuth»Mnali([ue  aux  Gviiiuases  pendant  le  xix'"  siècle.  Nous 
donnerons  dans  la  suite  une  vue  géiH'rale  de  la  niarclie  de  ce 
développement,  mais  nous  n'en  tracerons,  comme  il  est  aisé  de 
le  comprendre,  que  les  traits  caraetéristicjues. 

Développement  gènénil  de  lenseignemcnl ,  particulièrement  en 
Prusse.  —  Dans  ce  développement,  nous  ferons  abstraction  des 
écoles  spéciales,  et  nous  iTein  isao;eons  ([ue  reiiseio;nement  ma- 
thématique relatil   à  la  cultuic  «^éiK'rale, 

Le  Gvmnase,  qui  était  issu  des  l'^coles  Latines  'Laleinschulen^^ 
du  siècle  précédent,  fut  rerrardé  juscjuaux  temps  modernes 
comme  le  porteur  de  la  culture  j/énérale  ;  dans  sa  première 
forme  il  avait  fait  une  larj^o-  jjlact-  ii  renseifjfnement  mathiMiia- 
ti(iue,  (pioi([u'il  fût  dénuf  le  plus  souvent  de  caractère  scienti- 
fi([ue.  Le  plan  d'étudi'  de  i(Si(>.  <pie  nous  aurons  encore  ii  citer, 
lémoifiie  de  la  placi'  (pi'on  \  avait  laitf  aux  matln-malupies.  .Vu 
point  de  vue  de  r«»r<^aiiisatiou  ties  t'tudcs.  la  pt-riode  <pii  lail 
l'objet  de  cet  article  est  surtout  caracti'risce  par  le  fait  ([u'à  son 
commencement  l'enseignement  malln'mali(pic  dait  de  plus  en 
plus  mis  il  l'arrièie-plan  pour  laisser  au  programme  du  (lymnasc 
un  caractère  philologicpif  prépoiub-ranl.  Ce  fait  est  dû  en  partie 

Enseignement  nialh.  '> 
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à  l'essor  que  prit  à  cette  époque  1  éliulc  sticiitidque  des  laiioues 
sous  l'influence  d'une  série  de  savants  éminents;  d'autre  part  il  lut 
aussi  la  conséquence  d'une  certaine  exagération  dans  le  l)iit  de 
l'enseignement  mathématique,  tel  qu'il  était  posé  dans  le  susdit 
plan  d  études  ;  mais  il  lut  surtout  amené  par  la  position  même 
qu'occupait  l'Ecole  dans  l'organisme  de  l'Etat. 

Sous  le  nom  d'Etat,  il  laut  entendre  avant  tout  l'Etat  de 
Prusse,  dont  les  institutions  servirent  de  modèle  et  de  règle  à 
l'organisation  des  établissements  du  reste  de  l'Allemagne.  Dans 
l'exposition  qui  va  suivre,  nous  pai'lerons  donc  principalement 
de  ce  qui  s'est  passé  en  Prusse  ;  quant  aux  autres  Etats  de 
l'Allemagne,  nous  en  parlerons  toutes  les  lois  que  leurs  institu- 
tions s'écartent  par  trop  de  ce  qui  est  cité. 

La  réorganisation  de  l'Etat  de  Prusse,  après  la  période  napo- 
léonienne, n'avait  été  possible  que  par  une  absolue  concentration 
de  toutes  les  forces.  Cette  concentration  avait  déjà  fait  surgir  et 
favorisé  de  bonne  heure  la  pensée  d  introduire  une  instruction  svs- 
tématique,  poussée  dans  le  sens  et  le  but  de  la  subordination  de 
toutes  les  forces  à  l'organisme  de  l'Etat.  C'est  ainsi  que  llnstruction 
publique,  qui  avait  été  reconnue  de  tout  tenqîs  comme  une  des 
branches  importantes  de  TAtlministration,  revêtit  en  Prusse  un 
caractère  tout  particulier,  dont  l'empreinte  se  remarque  surtout 
dans  les  branches  supérieures,  en  ce  que  les  Ecoles  de  cet  ordre 
furent  orofanisées  de  façon  à  former  des  fonctionnaires  d'I'^tat.  En 
conséquence  de  quoi  on  fixa  par  décrets  ce  qui,  jusque-lii.  avait 
été  plus  ou  moins  abandonné  au  libre  arbitre  de  chacun. 

E.vaincn  de  maliirilè.  —  l'^n  ij88  il  avait  ib'jà  été  institue  un 
examen  qui  fixait  la  préparation  nécessaire  à  ceux  qui  V(Ui- 
laient  commencer  leurs  études  universitaires,  puis  on  l'avait 
revisé  dans  un  autre  règlement  daté  de  1812.  Mais,  malgré  ces 
prescriptions,  beaucouj)  de  ceux  ([ul  n  a\  aient  pas  réussi  à  passer 
recevaient  quand  même  la  permission  de  suivre  les  cours  univer- 
sitaires ;  la  sûreté  des  résultats  de  l'épreuve  était  donc  souvent 
incomplète,  en  ce  sens,  que  l'examen  pouvait  aussi  être  passé  à 
l'Université  et  ([u'uiie  maiche  fixe  île  1  instruction  antérieure 
n'était  pas  obligatoire. 

Place    seconddire    nvciipèe    par     les     n/al/iématitjites .    —    Par 
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1  ortlonuance  d'examen  tle  18. 14-  lt»s  Civinnases  lurent  exclusivc- 
nient  chargés  de  (aire  passer  ces  examens,  appelés  :  examens  de 
matuiitf  ou  d(^  sortie  [Abiluricnten-Pihfiinii;  leui-  plan  d ftudcs 
lut  lùenlôt  après  i8'j-'  soumis  à  un  ni>uveau  rrnlomenl.  Dans 
cette  nouvelle  ordonnance,  c[ui  transiormait  nolahlement  le  |)ian 
dCtiules  de  1816,  lt»nles  les  branches  (jui,  d  apics  les  vues  d<»mi- 
nantes,  semblaient  avoir  une  importance  secondaire  lurent  pla- 
cées il  Tarrière-plan.  Dans  ce  temps-lii,  où  la  vie  industrielle  était 
encore  peu  développée,  on  n'attacha  i^uère  d  importance  aux 
sciences  mathémaliijiies  et  natnrelh^s.  (! Cst  ainsi  ([ue  le  (ivmnasc, 
qui  se  chargea  en  même  temps  seul  de  la  pi'<'[)aration  \\  lUni- 
versité,  reçut  un  caractère  éminemment  phibdogique.  Il  prit  ce 
caractère  sous  1  inilucnce  dominante  des  égards  donnes  aux 
études  que  l'administration  tle  IKtat  choyait  surtout  aloi-s.  c'est- 
i»-dire  celles  de  la  rhéoK»gie,  du  Droit,  de  la  Philosophie  et  de 
l'Histoire,  l^endant  ce  temps  les  exigences  (pi'on  aurait  pu  laire 
vahdr  en  laveur  des  études  universitaii'es  en  métlecine.  en  inallic- 
matiques  et  sciences  naturelles  durent  céijcr  le  pas  aux  pi  c- 
mières. 

Crùdtion  des  écoles  v  renies  »  enseignement  secondaire 
moderne^  —  l*.n  attendant  la  vie  industrielle  se  lenlorea  sensi- 
blement et  1  On  acquit  la  conviction  que  finsti  lution  savante 
donnée  aux  Gymnases  ne  répondait  point  comme  prcpaiation  aux 
besoins  de  futurs  techniciens  et  industriels.  I.c  besoin  dune 
nouvelle  espèce  décole  se  fit  sentir  et  trouva  son  j>oiiit  d  appui 
dans  un  <'tablissement  qui  avait  (li-|;i  t'ti-  ioiidc  par  IliCKKit,  vers 
le  milieu  du  win''  siècle  1747  »  1  èccde  icale  rovalf  de  Hnliii. 
Dans  son  aitieb'  M.  (Îi"imhi:ii  a  <h'i:i  lait  un»'  courir  mcnlioii  du 
mouvement  coiiim  sous  le  iioiii  de  /^/i/7ti//f/i/i>f>i/i/s/>ie  qui  a  été 
inaugure  au  commencement  du  w m'  sii'cle  par  Sk.mi.i:»  ;i  Halle, 
i-'t  (pil  apjHiyait  sur  le  lait  de  l'inutilité'  tle  l'enseigiiemenl  du 
Latin  pour  h-  bourgeois  induslriej.  I.e  résultat  durable  de  (e 
mouvemt'iil  lui  la  londatioii  de  ICcole  sus-nomm<'e.  Sdii  but  lut 
d  avoir  un  egar<l  plus  grand  dos  besoins  de  la  vie  réelle,  comme 
son  nom  l'accusait  <b'j;i  ;  mais,  en  lace  de  courants  plus  puissanis 
il  celt«'  epo(pie.  elle  lie  put  alleiiidie  une  signilicaliou  plus 
marquée. 


8o  /'/?.    riET/.KF.n 

Sons  l'iiiipulsion  d'une  vie  nouvelle,  qui.  dans  le  second  quai'f 
du  xix'' siècle,  commençait  aussi  h  se  réveiller  sur  lecliamp  éco- 
nomique, ce  courant  resté  longtemps  latent  reprit  son  élan. 
L'établissement  précité  placé  sous  la  direction  d'un  homme  pru- 
dent et  énergique  reçut  une  nouvelle  organisation,  d'autres  éta- 
blissements du  même  genre  furent  fondés  et,  en  î832,  cette  nou- 
velle espèce  d'écoles  reçut  un  ordre  officiel  dans  l'organisme 
entier  de  l'Instruction  publique  par  une  «  instruction  préalable 
relative  aux  examens  de  sortie  à  faire  dans  cette  espèce  d'écoles  j). 
Un  ordre  fixant  ces  relations  en  général  fut  admis  en  1809.  I^*""^ 
cet  intervalle  le  caractère  de  ces  écoles  avait  changé,  en  ce  que. 
mettant  à  larrière-plan  la  tâche  de  préparer  aux  carrières  indus- 
trielles, elles  mirent  en  première  ligne  celle  de  donner  une  ins- 
truction générale.  Comme  sous  l'influence  des  idées  dominantes 
cela  ne  semblait  point  alors  possible  sans  la  connaissance  du 
latin,  cet  enseignement,  a  l'origine  étranger  au  plan  d'études  des 
écoles  réaies,  y  fut  admis  en  restreignant  celui  des  branches 
réaies  (les  langues  modernes  et  les  sciences  exactes\  En  consé-, 
quence  de  quoi  l'ordonnance  de  1869  ^^^  ""*^  différence  entre  les 
écoles  réaies  enseignant  le  latin  qu'elle  plaça  an  premier  rang,  et 
celles  qui  ne  l'enseignaient  point,  mises  au  second  rang  (').  C'est 
ainsi  que  peu  h  peu  surgit  une  certaine  rivalité  entre  les  écoles 
réaies  et  l'ancien  Gvmnase  qui  fut  également  soumis  à  une  nou- 
velle réforme  en  i856  et  en  i867,  laquelle  eut  pour  conséquence 
d'autres  ordonnances  sur  l'enseignement  puldic  promulguées 
en  1882  et  en  1892. 

Le  caractère  de  ces  transtormations  est  marf[né,  d  une  part, 
par  l'efTort  de  rapprocher  toujours  davantage  les  établissements 
où  le  latin  est  enseigné,  c'est-ii-dire  le  Gvmnase  et  l'école  réale, 
autrefois  nominée  de  premier  ordre  et  aujourd'hui  désignée  sous 
le  nom  de  Bealgymnasiiiin,  d'autre  part,  par  la  prétention  tou- 
jours croissante  des  établissements  qui  ne  donnent  pas  l'ensei- 
gnement de  cette  langue,  de  pouvoir  également  contribuer  ii 
fournir  un  enseignement  portant  le  caractère  d'une  culture  intel- 
lectuelle générale. 


(')    l'ne    certaine    vaiiélé    de    ces    écoles    porlaiciil    autrefois    le    nom  de  llOlicif 
Burgeiscliiilfii,  aujtuii'd  liui  inutile. 
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Oii^anisulion  actuelle  :  les  trois  espèces  d'écoles  seco/idui/cs 
siifjciieiires.  —  D'après  cela,  il  v  a  nuiintenaiit  on  Allemagne, 
ilont  les  diUérents  Ktafs  ont  suivi  plus  ou  moins  vite  la  marche 
(le  la  Prusse,  trois  espèces  d'écoles  secondaires  suj)érieures 
Jiij/ieie  Sc/iiilen^  :  i°  le  (jijinnase.  dont  le  plan  d  études  embrasse 
principalement  l'enseignement  du  latin  et  du  grec  et  n'admet  que 
le  français,  parmi  les  langues  modernes,  comme  généralement 
obligatoire  ;  :>"  le  «  (ii/ni/uise  Hèal  »  {Beali^i/fti/utsiiint  (jui, 
comparé  au  Gvmnase,  n'enseigne  le  latin  que  iliine  manière 
restreinte,  et  I  anglais  au  lieu  du  grec;  3*^  l  lù'ole  rcdle  supérieure 
{Oher-IlealscJuile)  qui,  renonçant  aux  langues  anciennes,  n'en- 
seigne que  les  langues  modernes,  surtout  le  français  et  l'anglais. 

Chacun  de  ces  trois  établissements  comprend  un  cours  de  neuf 
années  ;  après  l'achèvement  des  six  classes  inférieures,  la  réus- 
site d'un  examen  particulier  procure  au  candidat  une  diminution 
du  temps  de  service  dans  l'armée.  Outre  les  établissements  cttm- 
plets,  comprenant  les  neul  classes,  \\  \  a  aussi  îles  établissements 
incomplets,  des  écoles,  qui  n  t)nt  (jue  les  six  classes  inlérieures  ; 
elles  portent  les  dillerents  noms  de  Progijinnasidin,  liealpro^yin- 
iiusiuin  et  Healscliide. 

l^es  cours  aux  établissements  qui  embrassent  toutes  les  classes 
se  terminent  par  un  examen  de  nuitttrité  lieifepriifiinii).  \.c 
certificat  de  léussite  de  cet  examen  donne  droit  au  porteur 
d  entrer  dans  les  carritM'es  appelées  supérieures,  sans  rest lielion 
cependant  seulement  pour  ceux  ([ui  ([uittent  les  (lymnases,  avec 
de  certaines  restrictions  pour  ceux  ([ui  viennent  des  Civinnases 
«  réaux  »  (^liealiiymndsien)  et  avec  de  plus  grandes  restrictions 
encore  pour  ceux  ([ui  sortent  des  «  écoles  réaies  »  supérieures 
Olierrciilsc/iiileni . 

Pince  occupée  par  l' enseiiiiieinenl  luatliénuilKjue  dans  les  trois 
étalilissements  secondaires.  —  Il  imptute  ici  avant  tout  de  voir  le 
rôle  (pie  joue  l'enseignement  des  Matlieinali<pies  aux  trois  établis- 
sements mentionnés.  Les  détails  doiines  sur  le  ciiraeteie  de  ces 
trois  établissements  font  sup|)oser  <pie  rimportance  de  1  ensei- 
gnement mathéinati([ue  et  celui  des  sciences  naturelles  sont  en 
raison  inverse  des  droits  «pie  leur  confère  rcxaineii  de  maturité 
(le  cliaemi  de  ces  élablissemeiils. 
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En  réalité,  par  la  diminution  d'heures  données  au  latin,  au 
Gymnase  réal,  renseif^iiemont  des  sciences  exactes  obtient  un 
certain  renforcement  qui  s'accentue  encore  davantage  à  la  Ober- 
realsc/tule,  où  le  latin  disparait  entièrement,  d'après  le  nombre 
d'heures  consacrées  à  l'étude  et  le  but  qui  lui  est  assigné.  Cepen- 
dant dans  ce  renforcement  \ine  part  notable  revient  aux  sciences 
naturelles,  de  façon  que,  par  rapport  au  but  de  1  élude,  11  n'v  a 
plus  aujourd  hui  une  grande  différence,  pour  renseignement  des 
sciences  mathématiques,  entre  le  Realgvmnasium  et  la  Ober- 
realschule. 

L'arrangement  de  l'enseignement  des  mathématiques  est  le 
même  dans  les  trois  établissements  :  c'est  la  marche  suivie  depuis 
des  années,  d'après  laquelle  on  commence  par  la  Planimétrie  et 
l'Algèbre;  la  Planimétrie  est  remplacée  ensuite  par  la  Stéréo- 
métrie et  la  Trigonométrie.  L'examen  écrit  de  maturité  exige 
en  conséquence  la  solution  de  quatre  questions  tirées,  comme 
par  le  passé,  de  la  Planimétrie,  de  la  Stéréométrie,  de  l'Al- 
gèbre et  de  la  Trigonométrie  ;  la  question  de  Planimétrie  peut 
être  remplacée  par  un  travail  de  Géométrie  analytique. 

Le  plan  d'étude  de  i8i6  faisait  commencer  cet  enseignement 
dans  un  den;ré  très  inférieur,  c'est-a-dire  dans  les  dernières 
classes  (la  sixième  et  la  cinquième)  (M,  les  équations  du  second 
degré,  avec  les  applications  qui  s'y  rapportent,  devaient  se  iaire 
dans  la  troisième  et  la  quatrième  année  d'étude  ;  dans  la  cincjuième 
année,  l'étude  des  puissances  et  des  logarithmes,  avec  le  théo- 
rème du  binôme,  pendant  qu'en  Géométrie  il  fallait  non  seule- 
ment terminer  la  Planimétrie,  mais  encore  le  calcul  des  volumes 
des  principaux  corps  solides  et  les  éléments  de  la  Géométrie 
analytique  et  de  la  Trigonométrie. 

Dans  les  quatre  classes  supérieures,  l'enseignement  lut  encore 
chargé  d'une  revision  approfondie  de  tout  le  champ  parcouiu 
précédemment  dans  les  degrés  inférieurs,  qui  recevait  une  exten- 
sion consieh-rable  ;  on  y  traitait  en  particulier  aussi  les  é(juations 
jusqu'au  quatrième  degré,  leur  résolution  par  approximation,  le 
développement  en  séries  par  la  méthotle  des  coellicienis  indéter- 


('}  Dans  li-s  établissoinenls  de  la  Pnisso,  on  <i("si','ne  les  classt^s  on  conuucuçanl 
parla  classo  snpériiMiif  :  Ober-priiua.  L'iitor-prinia.  Obor  secuiula.  l  iiter-sorunda. 
Ober-lerlia,  l'nlor-terlia.  Quaila.  Qiiinla  et  Scxla. 
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luini's.  la  sciii*  de   I  avlor.  en  acrordaiif  imo  lai'n<»  pail  aux  inallié- 
niatiques  apj)li(|uées. 

Modificddons  des  plans  d\'tiidcs  des  :j^f//)innses.  —  Pour  accom- 
plir ce  programme  on  consacre  aux  mathémaliquos  dans  chacpic 
classe  six  heures  de  leçon  par  semaine;  malgré  ce  temps,  large- 
ment sullisant.  il  lui  hors  de  diuilt'  (pn'  la  j)]upait  des  élèves  ne 
pouvaient  atteindre  ce  hut  visihhMuenl  hieu  au  delà  de  leur  portée. 
CionstMpKMninenl  à  cela,  les  plans  d  t'tudes  suhsécpients  ahaissèrenl 
de  heaucoup  le  hut  exige,  non  sans  diiniiiMcr  en  inéinc  Irnips 
dans  une  U)rte  mesure  le  temps  donné  ii  l'enseignement  mathé- 
matique. Ainsi  les  six  heures  de  leçon  par  semaine  iureni 
réduites  soit  a  (pnitre  heures,  soit  ii  trois  heures,  suixanl  les  dille- 
rentes  classes.  Kn  même  temps  le  commencement  de  rensei- 
gnement lut  monté  au  troisième  degré  ((^uarta,  ii  partir  d'en 
has  ;  il  comprend  encore  aujourd'hui  l'introduction  :t  l'ensei- 
gnement melhodi(jiu'  de  la  ('ic'oméli'ie.  L'enscignemeiil  île 
1  Algèhie  fut  reporté  par  les  plans  d'études  de  1 86  j  encore  plus 
haut,  c  est-il-dire  ii  la  quatrième  classe  (  f'/ifcr-lCrdd)  en  comp- 
tanl  d  «'U  has.  Cet  eiiseiuiiemeiil  doil  se  ratlaclier  a  eehii  de 
rArilhméli([ue  pratl(jue  tei'inint'  en  (^uarla.  Pendant  île  longues 
années  on  emplova  une  introduction  geomt'iiiqiie  propi'deutiipie, 
qui  n  était  ipi  intuitive,  pour  poser  les  bases  et  lournir  les  notions 
et  les  itlees  de  celte  science. 

Tout  ce  qui  se  rapportait  aux  malhemaliques  supérieuies  lui 
retranché,  (^uant  ii  rAlgtd)re,  les  éipialions  au  ilelii  du  deuxième 
degré  furent  supprimées  ;  on  garda  la  I  lieorii-  ilrs  idiidniiaisoiis, 
les  fractions  continues  et  les  écpialions  ih-  Diophantt;  du  premier 
degri- ;  les  séries  et  la  (iéoméirie  analvtiipie  IuiimU  aussi  «'-cartées. 
Dans  cette  forme  même  donin-e  ii  renseignemeni ,  le  maître 
gardait  iiu-oif  une  eerlame  liherle,  suiloiii  dans  la  i<'pai- 
tilion  (,1e  la  inatii-re  dans  les  classes  supérieures  comprenant  les 
theoièmes  relatifs  aux  corps  solides  et  la  Irigononn-liie.  Du  reste 
chacun  des  maîtres,  en  cas  de  ciieonstances  lavorahles.  telle  que 
la  présence  d  flèves  mieux  doues,  pouvait  laire  rentiei-  dans  son 
enseignement  les  chapitres  élagués  du  plan  d  éludes  gem-ial  ohli- 
gafoire.  Celte  péricule  est  certes  caractérisée  par  le  lait  «pie  ilcs 
éli'ves,  moins    hieii    duiie>   pniu    compiendie   les   malheiiialnpies, 
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n'assistaient  que  corporellement  aux  cours,  avec  lespoir  qu'à 
rexamen  de  maturité  les  points  manquant  aux  mathématiques 
seraient  compensés  par  ceux  obtenus  clans  les  langues  anciennes. 

Les  plans  cV études  des  ètahlissenients  «  réaux  ».  —  Les  écoles 
réaies  [Realsclu/len)  furent  mieux  partagées  sous  ce  rapport,  car 
dès  Fabord,  au  leur  caractère  général  même,  une  plus  grande 
importance  fut  accordée  aux  Mathématiques.  Dès  le  commen- 
cement le  temps  d'étude  fut  plus  étendu  et  le  but  de  létude  plus 
élevé  qu'aux  Gymnases,  de  façon  qu'on  arrivait  en  général 
à  terminer  le  champ  d'étude  un  an  avant  les  Gymnases.  La  réso- 
lution des  équations  du  troisième  degré  fut  ajoutée  au  champ 
d'étude  de  ces  dernières  ;  les  écoles  réaies  supérieures  (Oùer- 
realscliulenj  purent  encore  traiter  les  équations  du  (juatrième 
degré,  ainsi  que  la  résolution  approximative  d'équations  numé- 
riques, la  Trigonométrie  sphérique  et  les  éléments  de  la  Géomé- 
trie analytique  et  descriptive.  Ce  dernier  enseignement  fut  relié 
intimement  à  celui  du  dessin,  qui  fut  cultivé  avec  plus  de  soin  dans 
les  établissements  réaux  qu'aux  Gvmnases. 

Les  éléments  de  l'Analyse  infinitésimale  trouvèrent  aussi  une 
place  transitoire  jusqu'en  1892^  dans  l'enseignement  Oherreals- 
chulen,  surtout  pour  traiter  la  théorie  des  maxima  et  minima. 

Rapprochement  des  plans  d'études  des  trois  étaldissenients 
secondaires.  —  La  tendance  précitée  de  rapprocher  le  plus  pos- 
sible les  plans  d'études  des  écoles  destinées  ii  donner  une  ins- 
truction préparatoire  générale  et  la  prise  en  considération  de 
1  importance  des  sciences  exactes,  amenèrent  graduellement 
d'autres  changements  dans  le  plan  d'études,  des  Gymnases 
surtout,  dans  lequel  on  exigea  toujours  davantage  à  faire  len- 
trer  les  éléments  de  la  Géométrie  analytique  et  ceux  de  la 
théorie  des  sections  coniques.  La  récente  Ordonnance  de  l'Ln- 
seignement  prit  donc  en  considération  cette  demande  en  plaçant 
également  dans  le  plan  d'étude  gvmnasial  la  Trigonométrie  sphé- 
rique, la  regardant  comme  préparation  indispensable  à  la  Géogra- 
phie matliéniali([ue  qui,  du  reste,  rentre  dans  le  domaine  de  la 
IMivsique.  Comme  le  nombrt>  d'heures  allecté  \\  renseignement 
géométrique  restait  le  même,  il  fut  nécessaire  de  supprimer 
(jueUjues    chapiti'cs   moins    ulilos,  parmi    lescjuels   on   choisit  les 
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règles  de  combinaison,  les  liaetioiis  eonlinnes  et  les  é(jiialioiis  tic 
Diophaiile.  tandis  ([ne  le  binôme  lut  conservé  avec  recommanda- 
tion spéciale  tl  être  limite  aii\  exposants  (Miliers  positifs. 

Le  nouvel  examen  des  candidats  ii  1  enseirriiement  vient  ile  laire 

o 

un;?  place  imjioitanle  aux  mathémati([ues  appli<juées  :  aussi  est- 
on  obliué ,  dans  lenseicrnement  uvmnasial.  d'avoir  écrard, 
jusqu'il  un  certain  point,  aux  principes  londainentaux  île  la  (iéo- 
métrie  descriptive  <|ui,  dans  les  occasions  convenables,  doivent 
être  ajoutées  ii  renseignement  stéréoniétiiipie. 

Iiitrodiiclion  de  deux  <i/c/cs  d\''ti(dcs.  —  l'ne  antre  mesure, 
également  réclamée  de  divers  côtés,  iloiina  ;t  la  toiirnuie  enlit'ie 
de  renseignement  une  iorme  particulièrement  importante,  ii 
savoir  celle  d  accorder  aux  six  classes  inléMieures  du  cours  scolaire 
une  certaine  indépendance  dans  leur  ensemble.  Le  caiaclèie  du 
plan  d'études  de  iSiôlut  (piebjue  peu  lenouvelé  par  cetti'  mesuie. 
en  ce  (jue  le  degré  supérieur  reçut  la  tàclie  de  reprendre  l'ensei- 
gnement donné  aux  classes  inférieures  en  raj)pi'olondissant  et  en 
l'étendant.  Dans  le  domaine  des  Matlii'mati([ues,  les  théorèmes 
lelatifs  aux  corps  furent  en  partie  transportés  dans  le  degré  infé- 
rieur, où  l'on  peut  déjii  traiter  les  ]irincipaux  calculs.  I^n  Tri- 
fifonométric  les  éléments  du  calcul  des  Irian'les  lurent  places  au 
degré  inléricur  et  la  théorie  svstémali(jue  au  degré  supérieur  ; 
on   en   fit   de   même   avec    les   loffarilhiues  ;    en    Planimétrie.    le 

o 

degré  supéiieur  fut  chai-gé  de  fournir  une  introduction  aux  élé- 
ments de  C'iéométrie   moderne     pi  (»|e«tive). 

L  Kfis('ii;/ic/>>efl/  ddlis  les  (iiilics  l'.ldls  de  l  Alh'DKiiiftc.  —  Le 
svstènie  scolaire  en  vigueur  en  Prusse,  tel  (pie  nous  l'axons 
résumé  brièvement  ci-dessus,  lut  accepté  sans  changement  par 
une  série  dJ-Jals  plus  petits  ;  les  plus  grands  parmi  ceux  (pii 
fuit  pallie  de  TLinpire  allemand,  pii'seiilenl  certains  écarts 
(pie  nous  devons  relever  sommairement  ici,  au  point  de  vue  de 
renseignement  matliéMiialicpie.  Ia's  i^rands  l-Jats  de  l  Alleniiii^ne 
dii  Xord,  plus  ou  moins  places  sous  1  inlliieiiee  des  evf'iiemenis 
en  Prusse,  ont  généralement  gard<''  le  |>lan  d  éludes  tel  tpi  il  elail 
en  Prusse  avant  i<S()-.>..  La  rt'-serve  obseiv»'e  vis-ii-vis  de  1  iiiiio\aiioii 
de  i«S()2  s'exp]i(jue  bien  |)ar  le  l;iil  cpie,  même  j)ainii  ceux  tpii 
ap|>rou\ent    lidee    loiidiiinen|;de    de    ce    phiii   d'eluilcs.    celiii-ci    :i 
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trouvé  bien  Jes  coiitriKlirleiirs  n  achneltant  pas  les  détails  d'exé- 
cution  ajoutés  à  l'idée  principale,  et  que,  dans  daulrcs  milieux, 
on  le  regardait  comme  un  éiat  transitoire  d'une  laihle  durée. 

Dans  les  Etals  du  Sud  de  C Allemagne,  où  l'on  ne  sanrait 
s'empêcher  de  reconnaître  aussi  l'influence  prussienne,  tout  en 
se  faisant  remarquer  dans  une  moindre  mesure,  les  écarts  des 
plans  d'études  sont  encore  plus  considérables.  !M.  Gi.nimkh  a  déjii 
lait  remar<[uer  que  la  mesure,  d'après  laquelle  se  (il  la  marche 
ascendante  de  renseignement  malhémati(jue  en  Jiiivic'ie,  (ut  sen- 
siblement moins  accélérée  qu'en  Prusse  ;  il  en  est  de  même  du 
Wurtlejubenr,  où,  comme  en  Bavière,  le  but  d'étude  de  l'ensei- 
gnement  gymiiasial  est  actuellement  un  peu  inférieur  ii  celui  posé 
en  Prusse,  tout  en  dépassant  ce  dernier  dans  une  certaine 
mesure,  en  ce  ([ue  les  chapitres  de  l'enseigncmenl  cjui  v  ont  été 
retranchés  par  la  nouvelle  Oidonnance  de  1892,  Corment  encore 
aujourd'hui  en  Pavière  et  en  ^^  iirltemberg  l'objet  dun  enseigne- 
ment. Cet  état  de  choses  provient  en  Bavière  de  ce  que  dans  les 
classes  supi'iieures  de  l'enseignement  gymnasial  les  ^lathémali- 
ques  et  la  Physicpie,  comparativement  ii  ce  qui  se  lait  en  Prusse, 
sont  fondues  ensemble  dans  le  total  général  des  heures  données 
à  renseignement. 

D'ailleurs,  l'observation  qui  vient  d'être  faite  ne  se  rapporte 
qu'à  renseignement  gymnasial  ;  quant  aux  Ecoles  Réaies,  le  but 
d'étude  dépasse  plutôt  en  paitie  celui  posé  aux  établissements 
prussiens.  C'est  le  cas  tout  particulièrement  pour  le  ^^  ùrttcm- 
berg  où,  pour  les  établissements  ([ui  v  conq)tent  dix  degrés,  on 
voit  paraître,  dans  le  degré  supérieur,  la  (Géométrie  analytique  a 
trois  dimensions  et  les  éléments  du  calcul  did'érentiel  et  intégral, 
(blette  culture  renforcée  des  mathémati([ucs  en  \\  ùrtteniberg  est 
due  à  l'aclivité  de  (pielques  hommes  qui  ont  travaillé  au  déve- 
loppement de  ces  écoles  et  ont  contribué  avei-  un  zèle  et  un 
succès  particuliers  ii  relever  le  niveau  de  l'enseignement  mathé- 
mati(|ue.  Pe  Crand-Duché  de  Bade  a  aussi  Irouvé  dans  cette 
branche  des  représentants  mlluents,  car  son  plan  ilftudes  dépasse 
aussi  celui  de  la  l^russe  en  ce  (jue  le  programme  de  la  classe 
supérieure  ilii  (Ivmnase  ;  il  renlei-me  la  Géométrie  de  position. 
(!t  celui  des   Peaux  létuile  des  ilelcrminants. 
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Teiultutrcs  de  /  ensdiinc/i/cnl  nuit/ic/nafif/iic.  —  A  rôt»'  de  l'oidi'c 
exlciiour  de  1  ensoiji^iu'iiient  (jiii,  coininr  nous  l'avons  (li'jii  (ait 
ol>s»'rver,  ne  peut  ètie  piésenlé  <|Ut'  dans  ses  traits  •^«■nciaux.  il 
est  intéressant  avant  tout  de  saisir  l'esprit  ([ui  domine  eel  rnsci- 
gnenient.  11  sera  (aeile  de  eoni|)rendre  que  cet  es[)rlt  est  inllnencr 
par  les  divers  roulants  (jui,  il  ailleurs,  régissent  l'époque.  I.Hi'c- 
tivenient  les  nièines  courants,  inili([U(''s  comme  avant  servi  tle 
iègle  à  la  recherche  niathémati(pie  et  ii  l'enseignement  univer- 
sitaire de  cette  science,  peuvent  «''tre  remai([U(''s  aussi  dans  li'ii- 
seignemcul  ii!alhi'iiiati([ni',  (Jiiokju  ils  se  pifsciitent  d  une 
manière  un  peu  dill'érente.  A  côté  de  cela  les  courants  parlicu- 
lieis  connexes  au  développement  gé'iiéral  de  l'Instiuction  |»ul)li- 
qiie  se  lont   nalurrllenu'nt  aussi  valoir. 

(]e  ([iii  est  le  moins  sensible  dans  la  sphère  sc(daire.  c'csi  l'i/i- 
fliiencc  dii  pioi^ri's  (jue  lu  science  malhènialinne  a  fait  i/n/is  .sa 
siibslance  inénic,  et  cela  est  Tort  naturel.  D'une  j)art  ce  progrès 
s'est  ('(l'ccliii'  eu  majcuic  partir  dans  des  domaines  (jue  leur  dilli- 
ciilté  rend  des  1  ahortl  inatlmissibles  dans  1  enseignement  sc(daire. 
d  autre  paît.  1  Ecole,  d  a])rt'S  sa  nature  même,  ne  p<'ul  introduire 
dans  son  plan  d  études,  parmi  les  malii'ies  dont  elle  ]»ent  user. 
([ue  les  sciences  arrivées  déjii  à  une  conclusion  certaine,  dépen- 
dant on  ne  peut  disconvenir  d  une  certaine  inllueiui'  de  la 
recherclie  surtout  dans  le  champ  industriel,  sur  1  iut  roduclioii 
graduelle  dans  le  plan  d  études  île  la  Ciéometrie  nouvelle,  de  la 
Géonu'tiie  projeclive  et  de  celle  de  position  ;  en  Algèbre  on  peut 
encore  citer  ici  l'essai  lait  en  laveui'  de  la  tln-oiie  îles  déterminants. 

L'analogie  entre  1  l  niversiti'  et  le  (i\iiiiiase,  au  point  de  vue 
de  l'enseignement  est  bien  plus  sensible  ddits  hi  Itillc  c/i/rc  /es 
directio/ts  (irilliniétisdiilc  et  i;é(>/H(''/r/tf/ie.  Il  existe  ici,  |)armi  les 
maities  aux  (îvmnases,  souvent  une  o|)position  aussi  lorle  ipie 
C(dle  (pu  se  dessine  entre  les  proli-sseurs  uni\  cisitai  res,  et  cpii 
l'ésnlte  |>rincipalement  de  limpiilsKHi  (pie  chacun  a  reçu  a  I  1  ni- 
versite  a  laipielle  il  doit  sim  instruction  scient  ih([iie.  ('.elle  oppo- 
sition entre  les  deux  directions  a|)parail  claireineiil  dans  la 
manière  de  tiailer  Iciiseigneinent  sli'reonn'IiKpie.  où  les  mis 
proci'denf  dans  le  sens  const  riiclir.  les  autres  en  insislinl  siii  les 
calculs  lie  1  es|)ace.  Mais  cette  opixisition  se  pionoiice  tout  par- 
liculiereinenl  dans   la  inellioile  relali\f  aux   sections  eoiinpies  cpie 
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les  uns  traitent  d'une  façon  purement  anal\  ti([ue,  les  autres  sur- 
tout constructiveinent.  ]>es  plans  d'études  laissent  en  cela  une 
large  liberté  à  chacun  des  maîtres,  de  façon  qu'un  grand  nombre 
d'entre  eux  tâche  de  tenir  la  balance  égale  entre  les  deux 
directions. 

Influence  des  sciences  (ippl'uiuèes.  —  Le  courant  teclini(jue  est 
aujourd'hui  fort  apparent.  Il  existe  entre  les  Ecoles  supérieures 
{Iloclisclinleji  et  les  Etablissements  qui  v  préparent,  indirecte- 
ment, une  analogie  évidente,  en  ce  que  les  Ecoles  réaies  pour 
arriver  à  prospérer  eurent  à  lutter  pour  leur  équivalence  avec  les 
Gymnases  ;  d'où  une  espèce  de  contre-partie  des  rapports  exis- 
tant entre  les  Ecoles  techniques  supérieures  et  les  Universités. 
11  y  a  aussi  une  grande  ressemblance  intérieure  en  ce  que  la 
réclamation  de  tenir  compte  des  applications  des  mathématiques 
dans  les  plus  anciens  établissements,  comme  les  Universités  et 
les  (îymnases,  qui  n'avaient  eu  en  vue  d  abord  que  renseigne- 
ment théorique,  acquit  également  une  influence  toujours  crois- 
sante. 11  s'ensuivit,  dans  l'enseianement  oyinnasial,  une  très  vive 
opposition  à  la  pratique  qui,  négligeant  les  faits  réels,  compose 
artificiellement  les  questions  qui  servent  d'exercices  au  savoir 
acquis,  La  demande  de  tenir  le  plus  grand  compte  possible  des 
faits  de  la  vie  réelle  et  des  événements  naturels  et  positifs  forme 
le  sujet  d'une  décision  particulière  prise  en  1894  à  l'assemblée 
de  la  Société,  déjà  mentionnée,  pour  1  avancement  de  rensei- 
gnement des  Sciences  mathématiques  et  naturelles. 

Dépassant  encore  ce  qui  vient  d'être  dit,  quelques  maîtres 
prétendent  qu'aux  classes  supérieures,  renseignement  des  mathé- 
matiques doit  se  fondre  dans  celui  de  la  Phvsique,  comme  c'est 
le  cas,  en  effet,  jusqu'à  un  certain  degré,  dans  les  (îymnases  de 
la  Bavière. 

IHuce  occupée  par  V  Histoire  de  la  science;  caractère  pliiloso- 
plii(iue  de  renseii^nenienl.  —  Le  courant  liistorique  est  aussi  l<>rt 
reeonnaissable.  11  a  commencé  à  exercer  ici,  de  même  (|u  aux 
Universités,  son  influence  et  cela  dans  les  temps  les  plus  récents. 
Les  dissertations  scientifiques  jointes  aux  rappoits  annuels  des 
Ecoles  supérieures  montrent  diversement  (jue  toute  une  série  de 
niHÎIres  demande  la    prise  en  conslilcralion   dans  renseignement 
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(lu  (leveloppcuu'iit  lustoritjue  des  scienros  in;itli<'m:iti(|iics  ;  cl  ils 
désirent  voir  le  inailre  donner  à  Toceasioii  une  indiealicui  sur 
la  part  qu'ont  prise  à  ce  d«*veloppement  les  divers  peuples. 

D'autre  part  il  y  a  un  nombre  non  négligeable  de  maîtres  (uii 
donnent  à  renseignement  tle  la  classe  supérieure  une  /frofondcir 
p/tiloso/)hif/tte  pliUosopluschc  ]'('rtiefiiHiA,  où  ils  liaitcnt  la  tiues- 
tiou  des  bases  sur  lesquelles  repose  notie  manière  de  concevoir 
l'espace,  et  scrutent  aussi  jusqu'il  un  ceitain  point  les  notions 
fondamentales  de  l'Algèbre.  Cela  se  piatique  cependant  toujours 
avec  prudence.  En  tout  cas  le  nombre  des  maîtres  qui  voudraient 
commencer  l'enseignement  entier  par  l'exposé  des  idées  fonda- 
nientales  n'est  que  restreint. 

Toujours  est-il  que  de  tels  maîtres  ne  manquent  pas  entière- 
ment :  ce  l'ait  est  en  connexité  avec  la  lutte  des  deux  courants 
dont  nous  avons  déji»  eu  l'occasion  de  parler  plus  haut  en  trai- 
tant l'Ordonnance  d  examen  i)mir  les  candidats  à  l'enseionement 
et  dont  l'un  donne  plus  d'importance  au  caractère  scientifKjue 
pour  l'instruction  des  maîtres,  tandis  que  les  partisans  de  l'autre 
envisagent  avant  tout  le  caractère  pédagogique  et  didacti<iue. 
Dans  le  domaine  de  l'instruction  pratique  celte  lutte  se  recon- 
naît flans  celle  entre  les  directions  si/stc/ndtifj/te  et  n/ct/iodiniic. 


Les  directions  si/sté/nutit/rte  et  /iict/iodifji/e.  —  Les  partisans  de 
la  piemière  partent  du  point  de  vue  <[ue  l'enseignement  malhè- 
mati({ue,  plus  que  tout  autre,  est  appelé  ii  donner  :i  r<dève 
l'image  d'un  système  scienlilicpir  bien  net,  (pie  ce  but  m- 
pf'ut  être  atteint  que  par  un  enchaînement  exempt  de  lacunes 
et,  qu  il  laut  pour  cela  commencei-  jkii-  poser  une  base  de 
notions  entièrement  irréfutables  dont  difoule  tout  le  reste 
avec  une  conséquence  naturelle  et  logique.  I'!n  o|)positiou 
de  cela,  les  méthodiques  [Hflendent  (pi'au  commencement 
de  renseignement  matlu'-matique  on  ne  peut  compter  sur  la  com- 
préhension de  ces  notions  gi-nerales,  (pie  c'est  juslemenl  cette 
introduction  prématurée  dans  le  svstt'ine  scient ili(|in*  (pii  a  ete  la 
cause  du  peu  de  succès  obtenu  dans  l'enseignemeul  nialln-ma- 
ti(jue  d'autrefois  et  a  fait  croire  (pie,  m(^me  pour  les  matheina- 
ti<[ues  élémentaires,  il  faut  che/  l'elexc  un  d<ui  jtarticiilier  poul- 
ies comprendre.  Selon    eux  il   vaut    mieux  s  élever  du  simj)Ie   au 
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fi-éiiériil  et  avoir,  dès  lcconinienceni(Mil,  plutôt  recoins  ;i  riiitiiilion 
((ii'li  la  compréhension  des  notions,  et  terminer  avec  le  système 
bien  ordonne  plutôt  que  de  commencer  par  lui. 

L'exposé  ci-dessus  de  la  marche  que  la  l'orme  extérieure  de 
rcnseionemcnl  mathématique  a  prise  fait  ressortir  évidemment 
comment,  dans  le  cours  tles  temps,  le  point  de  vue  des  métho- 
diques Ta  emporté  de  plus  en  plus  sur  celui  des  systématicpies. 
On  peut  aussi  l'observer  dans  le  changement  graduel  que  la  dis- 
position de  cet  enseignement  a  subi  extérieurement  dans  de  cer- 
taines branches,  à  savoir  dans  la  Trigonométrie  et  la  Stéréométrie. 

Lcnseignemenl  de  la  Géométrie.  —  Dans  le  domaine  géomé- 
tri(|uc  c'est  avant  tout  le  changement  graduel  des  manuels  qui 
marque  la  victoire  c|ue  la  direction  méthodique  avait  remportée 
sur  la  systématique.  Le  plan  d'études  de  î8i6  prescrit  en  Prusse 
partout  l'emploi  des  éléments  d'Euclide  dont  on  répai'tit  les  diffé- 
rents livres  sur  chacune  des  classes,  selon  leur  degré. 

Longtemps  encore  après,  jusque  vers  le  milieu  du  siècle, 
l'œuvre  d'Euclide  était  la  l)ase  de  renseignement  géométrique 
dans  quelques  établissements  ;  d'autres  passèrent,  déjà  bien  avant 
cette  époque,  à  une  autre  marche  qui,  tout  en  s'appuyant  en 
général  sur  Euclide,  s'en  écartait  en  faisant  appel  à  l'intuition 
dans  ses  démonstrations.  A  tout  considérer,  c'est  toujours  encore 
le  système  emprunté  à  Euclide  qui  domine  dans  la  ])lupait  des 
manuels  de  Géométrie  qui  ont  paru  depuis  en  grand  nombre  ; 
seulement  un  moins  grand  nombre  painii  eux  essaie,  avec  plus  ou 
moins  de  succès,  de  s'appuyer  sur  les  bases  fondamentales  de  la 
nouvelle  Géométrie,  et  de  remplacer  par  un  système  plus  naturel 
et  plus  cohérent  en  lui-même  ce  qu'il  y  a  d'artillciel  dans  celui 
d'E.uclide,  ([ui  aime  ii  ménager  dans  cha([ii(^  tlu'orème  nouveau  une 
surprise  nouvelle.  A  côté  de  cela  on  voit  aussi  apparaître  quelques 
tdfoits  ([ui,  prenant  les  théorèmes  qui  font  partie  du  systi-me, 
veulent  en  tii-er  le  résultat  conq)rehensible  en  traitant  ([uelques 
problèmes  appropriés,  (^es  essais  sont  de  plus  en  plus  tavorisés 
par  ceux  ([ui  sont  d'avis  d'écarter  en  général  ces  problèmes,  autre- 
fois fort  usités,  poui'  la  solution  desquels  on  a  besoin  de  trucs,  et 
les  voudraient  voir  remplacé's  par  d'autres  plus  simples  et  liés  phis 
inllmemenl  aux  progii's  faits  dans  les  sciences  nuUbémati(|ues. 
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L'cnsi'ii;/u'/uc'n/  de  V Ati^èhrc.  —  Les  tlmidrs  pss;iis  hiits  dans 
1  eiiseij^iU'iiuMit  oc()iiu''hi([iif  ont  tlcja  olilcnu  ^aiii  tir  »;his<'  dans 
1  CnseigiuMiieiit  al^rluKjue,  cela  tlepiiis  des  aniicrs  cl  |tri'S(|Uf 
|)artout.  La  circoiistaiice  (juc  cet  eiisi'ignrintMil,  ({iii  lait  suilo  à 
fcliii  lit'  1  AiilhiiH'tKjui"  pialii[iit',  titiii\t>  ilt'ja  ilif/  les  rlèvos  un 
bagagt'  de  iKitioiis  (ju  ils  possèdent  pailaitenioiit  et  ([iii  ii  a  plus 
besoin  ([ue  {\^c  loi  innlcs  fixes,  (it  bitMitôl  écarter  en  |)rali<pic  tous 
les  essais  de  déductions  qui  pouvaient  depasseï'  les  capacités  tles 
élèves.  On  ne  prit  connue  luit  de  la  llieone  (pie  le  résume  svsle- 
inatii[iie  des  connaissances  isolées  aetpiises,  en  aeeortlaul  une 
importance  capitale  ii  une  laçon  intelligtMite  de  manier  les  lois 
aiitlimi-ti([iies  lixees  par  la  théorie;  on  mit  au  ceiilit>  tle  1  ensei- 
gnement la  théorie  des  é([uations  (pii  tlevalt  se  déduire  il  tdle- 
mèiiie  des  problèmes  posés.  Cet  enseignement  ollre  donc  rela- 
tivement plus  que  tout  autre  limage  dune  marche  d'étude  disposée 
il  après  les  vues  mélhodiipies. 


Cariicù'ie  professionnel  et  ef///iire  ^énénile.  —  Cette  prise  en 
considération  du  piiiieipe  methodupie  est  partie  des  cercles  sct»- 
laires  secondaires  et,  de  la,  a  passé  aux  universités.  A  celte  leii- 
dance  vient  s'ajouter  encore  en  seconde  ligne  une  autre.  |ieu  lorle 
jusqu  il  présent,  mais  croissanl  de  jour  en  jour  et  d  ailleurs  con- 
nexe a  la  précédente.  A  l'opposition  existant  entre  les  directions 
méthodiques  et  les  syslématiipies  corres|)tnid  en  un  cirtain  sens 
(opposi/io/t  entre  les  reprèsentdnis  de  hi  direclinn  /eilifn(/iie 
Faeliljtldit/i^  et  een.r  (jiti  estiment  (jne  les  nuitheniiili<iiies  dois'e/it 
être  rei;tirdées  coninie  èlènwnl  d  une  enltnre  intelleetuelle  i;t  iie- 
rale  Alli;e/?iei/iliil(l/ini;\  Dans  sa  nature,  la  j»reiniere  direction 
nii'ne  il  une  aiigmeiilation  lonjiuirs  croissante  du  plan  d  fiiides  ; 
elle  cherche,  deja  dans  renseignemenl  scolaire,  ;i  concourir  avan- 
tageusement avec  la  culture  mathiMiialiipie  donnée  aux  iini\ii- 
sités.  Les  représentants  de  la  tleuxii'ine  direction  stml  enclins  île 
baisser  tant  soil  peu  le  but  trelinle  el  de  regarder  comme  ample 
i-iMUpeiisation  de  cet  abaissement  de  la  culture  matheinatitpie 
(ditiiine  la  liaison  plus  intime  de  celle-ci  avec  reiiseinble  tic  la 
cnllure  intelleel  iielle  générale.  Ils  espei'eiit  par  la.  fil  liianl  un 
jdiis  grand  prolit  des  éléments  d  iiist  riicl  ion  généraux  renlermes 
dans  la   matière   de   renseignement    matliemaliipie.  de  ilonni*r  iiii 
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coup  de  iiuiin  ;ippiecial)le  ;iux  exigences  d  un  troisième  couriint. 
Celui-ci  est  particulier  cTUX  écoles  moyennes  et  n"a  aucun  rapport 
avec  les  Universités;  ce  nouveau  courant  reconnaît  pleinement  la 
valeur  des  mathématiques  et  des  sciences  exactes  comme  moyen 
d'instruction  intellectuelle  générale.  La  situation  exposée  plus 
haut  mou  tic  que  cette  récognition  hilt  délaut  encore  jusqu'à 
aujtturd  luil,  en  ce  que  les  droits  conférés  par  les  certificats  de 
maturité  des  étahlissements  à  neul  degrés  sont  en  rapport  inverse 
avec  l'étendue  de  renseignement  qui  y  est  consacré  aux  hianches 
d'étude  des  sciences  exactes.  En  donnant  une  plus  grande  impor- 
tance à  la  valeur  de  ces  branches  qui  fournissent  une  culture 
générale,  et  surtout  aussi  h  celle  des  mathématiques,  on  espère 
relever  le  niveau  de  cet  enseignement  dans  l'organisation  scolaire 
de  façon  que  la  renonciation  aux  buts  plus  élevés  indiqués  par 
les  partisans  de  l'opinion  contraire  en  soit  largement  compensée. 
L'introduction  dans  le  programme  de  l'étude  des  déterminants  et 
de  celle  des  éléments  de  l'Analvse  infinitésimale  est  réclamée  par 
ceux  qui  voudraient  rehausser  le  but  de  l'enseignement  mais  elle 
est  repoussée  par  l'autre  parti. 

Tous  ces  courants  s'entic-croisent  actuellement  de  façon  bien 
diverse  et  donnent  lieu  à  de  vives  luttes  d'opinions  qui  se  vident 
dans  les  périodiques  spéciaux  et  les  Assemblées  annuelles  des 
maîtres  de  mathématiques,  surtout  dans  le  ((  Verein  zur  For- 
derunçf  des  mathematisch-naturwissenschaftlichen  Unterrichts  ». 
Elles  donnent  à  celui  qui  veut  porter  un  jugement  complet  sur 
l'état  de  cet  enseignement  à  la  fin  du  xix*"  siècle  l'impression 
c[u'il  se  trouve  encore  dans  une  période  transitoire.  Cela  ne  s'ap- 
plique pas  seulement  h  l'enseignement  secondaire  supérieur, 
mais  aussi  à  l'enseignement  universitaire. 

Evolution  de  la  science  et  de  l'enseignement.  —  La  science 
trône  dans  son  élévation  alfière  que  ne  saurait  léser  la  diver- 
gence des  directions  qui  travaillent  à  son  avancement  :  cliacuur 
de  celles-ci  peut  se  mouvoir  librement  lune  à  côté  de  1  autre  ; 
toutes  apportent  un  tribut  à  son  progrès. 

Il  en  est  autrement  des  établissements  c[ui  doivent  salislaire  au 
désir  de  ceux  ([ui  demandent  des  lumières  scientifiques  t)U  une 
culture  intellecluello  généiale.  Ici.  lune  des  directions  ;i  lacjuelle 
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(»ii  a  arcorcli'  sa  (avi-m-  cxcliil  luicH-intMil  mu»  aiilic;  il  s'a"it  de 
choisir  la  loniio  <[iii  coin  ieiil  le  mieux  au  hut  (ju On  se  propose  d  al- 
leiiulre.  loinie  ([ui  n'est  souvent  née  ([ue  des  circonstances  îles 
lenips.  Ainsi  ce  niouvcment  touche  aussi  renseignement  malhéma- 
ti(|ue  universitaire,  il  s'accentue  toujouis  davantage  sur  ce  teiiain 
et  1  on  se  demande  si  cet  enseignement  r.'pond  encore  actuellement 
aux  exigences  des  temps,  au  moins  dans  sa  forme.  Fréquemment 
les  cours  universitaires  font  concurrence  aux  u'uvres  im|)rimées, 
car  tlans  le  lours  oral  on  ne  dit  pas  autre  chose  (|ue  ce  que  chacun 
peut  lire  dans  ces  ouvrages.  Maintes  lois  la  ([ueslion  a  été  posée, 
si  les  prolesseurs  aux  établissements  supérieurs  ne  feraient  pas 
mieux,  en  laissant  de  côté  les  détails  du  système  scienti(i(jue,  de 
choisii'  pour  leurs  cours  oiaux  les  parties  essentielles  du  svsti'me, 
quelquelois  empreintes  de  snhjectivité,  mais  ([ui  tirent  de  rensei- 
gnement oral  leur  piincipal  ellet  d'action.  Nous  avons  parh'  plus 
haut  des  luttes  engagées  sur  le  teirain  de  renseignement  moven. 
Celui  ([ui  suit  attentivement  toutes  ces  évolutions  doit  aussi  se 
demander  sans  doute,  laquelle  des  directions  actuellement  en 
lutte,  linira  par  l'emporter  sur  les  autres.  Mais  quelle  ([ue  soit 
la  voie  que  suivra  un  jour  le  dévelojqx'ment  de  renseignement 
mathématique,  il  laut  se  réjouir  sincèiement  de  ce  qu  il  s'opère 
sous  de  vives  luttes.  \  ivre  c'est  lutter  et  lutter  c'est  vivi-e  :  c'est 
une  vérité  en  Ictut  et  tout  j)aiticulièrement  tians  le  domaine  de 
la  science.  Comnte  le  développement  pour  alleintlre  îles  huts 
toujours  plus  élevés  n'est  possible  que  sous  de  paieilles  luttes, 
et  ([u  il  ne  se  présente  ([ue  comme  leur  résultat,  on  ne  saurait  se 
formaliser  de  létal  inachevé  qui  caractérise  la  situation  actuelle. 
Cet  état  d'inachJ'vement  est  lui-mùme  le  signe  ('vident  d'un  di\  rlop- 
pement    qui    ne    s'arrête    jamais.    C'est   ainsi,    (|u  au    niomcnl   du 

chanj^emenl   du  sii-cle,   r)M   i)eut  envisaifer   1  avenir    avec  couiaife. 
o  I  ri  n    ' 

sans  perdre  de  vue  les  projets  destinés  a  appoiter  une  amélio- 
ration. La  tendance  au  jnogri'S  est  la  inaïqiie  commune  du 
développement  dans  tous  les  domaines  de  la  \ir  i  niellecluelle  et 
cela  chez  toutes  les  nations  civilisées;  elle  est  surtout  celle 
de  la  science  mathemati<iue  et  de  son  enseignement,  et  j»entètre 
est-il  permis  de  désigner  ce  domaine,  giàce  :i  sa  matière  libre 
de  Idiile  particularité  nationale,  comme  eeliii  on  un  jtrogiès 
incessant  dû  it  l'action  cominnne  de  t(»us  lis  jtenples  iixilisi'S  et 
Knscigiiemoiil   iiidtJi.  - 
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dirigée  vers  le  même  but,  sera  le  plus  assuré.  L'Allemagne 
s'allie  aux  autres  nations  (|ui,  comme  elle,  sont  chaigées  de 
soutenir  la  civilisalion,  pour  atteindre  ee  but  et  à  y  travailler 
par  l'enseignement. 

F.   PunzKKii   (Xordhausen). 

(Traduil  de  rallcmaiid  par  M.  L.  Ueppf.) 


A  P  P  E  .N  D I C  E 

Plans  d'ctuJes  de  l  enseigiieuienl  iiKithéniatif/iw  cht/is  les  gymnases 
et  les  écoles  «  réaies  ». 

Nous  croyons  utile  de  joindre  à  notre  exposé  quelques  détails  relatifs 
aux  programmes  actuellement  en  vigueur  dans  les  trois  sortes  d'établisse- 
ments secondaires.  Nous  nous  bornerons  d  abord  aux  écoles  de  la  Prusse, 
puis  nous  indiquerons  en  quoi  les  programmes  des  autres  l'tats  dittèrent  de 
Porganisation  prussienne. 

En  Prusse  les  établissements  «  complets  »  comprennent  six  classes  ;  les 
trois  classes  supérieures  se  répartissent  chacune  sur  deux  années  d'études 
[Oher-Prima  et  Unter-Primu  :  Ohei-Secunda  et  Unter-Secunda;  Oher-Tertia 
et  Vnter-Tertia).  Dans  les  trois  classes  inférieures  [Quarta,  Qiiinta,  Sexto) 
la  durée  des  études  est  d'une  année.  Il  y  a  donc  en  réalité  neuf  degi-és  ;  nous 
les  désignerons,  en  suivant  l'ordre  ascendant,  par  YI,  Y,  lY,  IIP.  III*^,  11^, 
IIA,  JB,  lA. 

Yoici  d'abord  le  tableau  des  heures  accordées  par  semaine  à  l'enseigne- 
ment des  mathématiques  : 


CLASSE 

oy.M-NAsr: 

<(    GYM.NASK    Kl- AI.    » 

((    KCOLi:   Kl': Al. 

;  » 

VI 

4 

4 

5 

^■ 

4 

4 

.T 

IV 

4 

4 

,6 

llll! 

3 

5 

(i 

1 1 1  A 

3 

5 

5 

II  H 

4 

^ 

.'î 

II  V 

.*> 

5 

1  n 

4 

r. 

5 

lA 

4 

5 

5 

•lOïAI. 

31 

\i 

4  T 

l'ii   YI''  et  en  Y'  le  programme  est  le  même  pour  les  Irois  établissements, 
mais  il  est  plus  ai)profoiuli  dans  les  écoles  réaies,  grâce  au  nombre  supérieur 
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dos  lieures.  Le  programme  comporte  uniqiioinont  renseignement  de  lArith- 
métiqiie  pratique  ;  en  voici  le  détail  : 

VI''.  —  Revision  des  opérations  sur  les  nombres  entiers.  Les  mesures 
allemandes  :  poids  et  monnaies,  avec  exercices  sur  la  notation  décimale  et 
les  opérations  simples  sur  les  nombres  décimaux. 

V".  —  Divisibilité  des  nombres.  Fractions  ordinaires.  Problèmes  simples 
sur  la  '<  rèfiçle  de  trois  »  (par  réduction  à  1  unité).  Les  mesures  allemandes; 
poids  et  monnaies  (comme  en  Vl'). 

Dans  les  classes  suivantes  la  difTérence  entre  les  proo^rammes  des  trois 
établissements  s'accentue  de  plus  en  plus.  La  répartition  du  nombre  des 
heures  est,  en  général,  laissée  à  l'initiative  du  maître,  sauf  ijuelquos  excep- 
tions,ainsi  que  le  montre  le  tableau  suivant  : 


GYMNASE 


«  GYMNASE    KKAL    )) 
fiea  /i^i/  :ii  n  a  s  in  m 


Il  i;coLE  ki;ali: 

Oberealschule 
liea/schiile 


IV 


An//irnc/irjitc.  ■?.  li.  :  Nom- 
bres décimaux  ;  opérations. 
Hi'ple  de  trois,  simple  et 
composée,  avec  des  nom- 
bres entiers  et  fraction- 
naires (problèmes  emprun- 
tés à  la  vie  pratique). 

l'ianimctrie .  -i  h.:  Ktude 
de  la  droite,  des  angles  et 
des  triansflos. 


Arillinicli<iue.  ■!  h  :  Pro- 
{'•raninie  du  jj^yninase  ;  en 
outre,  preiuit-res  notions 
sur  l'emploi  des  lettres 
dans  les  calculs. 


Planimétrie.  2  h.  :  Pro- 
g'ramme  du  g-vmnuse  :  en 
outre,  étude  du  purnllélo- 
pramme  ;  introduction  à  la 
lllcsurt>  (les  aires. 


Artihmeliqiic  . 
t  b.  :  Profframinc 
du  g'\  ninaseri'al. 


Planiniefric.  a 
h.  :  Programme 
du  gvmiiase  réal. 


III  U 


Aritiinii'tliiiie.  i  h.  :  Les 
opérations  sur  les  nombres 
absolus  limitées  aux  no- 
tions les  j)lus  indispensa- 
bles. (Dans  les  exercices 
on  fera  aussi  usage  des 
équations  du  premier  de- 
gré à  une  inconnue. I 

Planimcliie.  2  h.  :  Paral- 
lélogramme, étude  élémen- 
luire  du  cercle. 


Ari//i>nc/n/tif  :  Les  opé- 
rations sur  les  nombres 
absolus.  Kqualions  du  pre- 
nïier  degré  ;  applications 
enjpruntées  ù  la  vie  pra- 
tique et  à  l'aritbmétique 
commerciale. 

Planimclrif  :  Etude  du 
cercle.  Tbéorème  relatif, 
(au  calcul  des  aires  .  Ai- 
res des  figures  polvgoiiu- 
les. 


Programme  du 
g  y  m  n  a  s  e  r  <■  a  I 
(avec  (')  h.  an  lien 
de  :'»). 


111  .\ 


Arit/imctiijur.  1  h.  en  l'Ié, 
■2  h.  i-n  hiver  :  Equations 
au  premier  degré,  li  une 
ou  à  plusieurs  inconnues 
(exercices  sur  le  ealeid  des 
frat-tions). 

Puissances  à  exposants 
entiers  et  positifs.  Notions 
essentielles     sur     les     ra - 


Aritltinctù/uc .  2  h.  ;  Puis- 
sances «'t  racines.  Equa- 
tions, >  compris  les  équa- 
tions du  second  degré  ù 
une  inconnue  dans  les  cas 
simples. 


Programme  du 
gymnase  réal. 
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]IIA 

Suite) 


«    GYMNASE    KEAI. 

Rea  Igym  ntts  in  m 


<  KCOLi:    KEALli    w 

Oberealschuie  : 
ReaUchule 


l'iuiiiinétrie.  -i  h.  en  élé, 
I  h.  en  hivev  :  continua- 
tion de  lélude  du  cercle. 
Théorèmes  relatifs  à  léqui- 
valence  des  aires.  Calcul 
des  aires.  Similitude. 


Planimcliic.  3  h.  :  Simi- 
litude. Calculs  relatifs  aux 
j)ol_vgoncs  réguliers.  Aire 
(lu  cercle;  mesure  de  la 
circonférence. 


Programme  du 
gymnase  réal. 


11 B 


Equations,  y  compris  les 
équations  du  second  degré 
il  une  inconnue, dans  les  cas 
les  plus  simples .  Puis- 
sances négatives  et  frac- 
tionnaires. 

Logarithmes  ;  exercices 
de  calculs  à  l'aide  des  loga- 
rithmes à  cinq  décimales. 

Aire  du  cercle  ;  mesure 
de  la  circonférence. 

Définition  des  fonctions 
trigonométriques  à  l'aide 
du  triangle  rectangle  ;  réso- 
lution du  triangle  rectangle 
et  du  triangle   isocèle. 

Les  solides  simples  ;  cal- 
cul de  leur  volume,  de  leur 
aire  et  de  leurs  arêtes. 


Les  notions  les  plus  im- 
portantes relatives  aux  lo- 
garithmes et  à  leurs  ap- 
plications ;  exercices  de 
calculs  logarithmiques. 


Premières  notions  de  tri- 
gonométrie; résolution  des 
triangles. 


Les  théorèmes  essentiels 
relatifs  aux  plans  et  aux 
droites  dans  l'espace  ;  étude 
des  solides  simples  (com- 
me au  gfvmnase). 


Programme  du 
gymnase  réal. 


1  B 


Revision  du  programme 
d'algèbre  des  <-lasses  pré- 
cédentes à  laide  d'exer- 
«'ices  et  de  problèmes.  In- 
térêts composés  et   rentes. 

Les  quantités  imaginai- 
res. Goniométrie  (les  théo- 
rèmes de  l'addition) . 

Théorèmes  fonda men  - 
taux  de  la  stéréométrie. 


E(iualions  cubiques. 


Les  théorèmes  les  ])lus 
importants  relatifs  aux 
sections  conicjues  (élude 
synth.étique  élémentaire). 

Trigonométrie  sphéri- 
quc  ;  ajiplication  à  la  Géo- 
graj)hie  mathématique. 


Programme  du 
gymnase  réal  ;  en 
outre,  suivant 
Tavis  du  maître, 
élude  des  équa- 
tions du  qua  - 
Irième  degré  et 
des  méthodes  de 
la  résolution  ap- 
proximative des 
équations  numé- 
riques d'un  degré 
quelconque. 


I  A 


La  loi  du  binôme  pour 
des  puissances  entières  et 
positives. 

La  notion  des  coordon- 
nées et  quelques  notions 
sur  les   sections  coniques. 

Revision  et  compléments 
des  programmes  précé- 
dents, surtout  de  celui  de 
la  stéréométrie. 


Théorie  élémentaire  des 
maxima  et  niinima  ;  en 
outre,  selon  lavis  du  maî- 
tre, étude  des  séries  les 
plus  importantes  de  l'ana- 
lyse algébrique. 

Géométrie  analyti<{ue  à 
deux  dimensions. 


Programmedu 
gymnase  réal  : 
toutefois  l'étude 
des  séries  est 
exigée. 
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Quant  à  l;i  cliflV'ronco  qui  (.'xistc  outre  le  plau  d'étuiies  eu  Prusse  et  relui 
des  l-itats  du  Sud  de  1  Alleuiitiïue.  nous  l'avons  déjà  indiquée,  à  ijrands  traits, 
ilans  noire  article.  Nous  y  aj)])orterons  eneori-  i]u<d(|ues  couiitlénients  de 
d.-tails. 

Los  gyiiiniises  niirtteiiilicr';;cois  couiprrnnent  dix  aiun-es  d'c-ludes.  I/ensei- 
i^neuieut  de  la  Géométrie  commenee  au  quatrième  detjré,  à  ])artir  du  plus 
élevé  (classe  VIII  d  après  le  svstènii»  \\  urttcuilx-rfjcois,  ou  1 1  15  d'après  la 
«lésignation  usitée  en  IJrusso). 

En  Iio\'iî'ie,  cet  enseignemont  commence  un  an  plus  t«">t.  mais  encore  um 
an  plus  lard  qu'en  Prusse. 

Dans  les  >iYintiitses  badois,  léludo  de  la  'l'rigonouH'hic  a  lieu  nu  an  plus 
tôt.  celle  du  binôme  un  an  plus  laril  qu'en  Prusse. 

I.e  (I  Tieal^yninasitim  d  h(i\(irois  présente  le  même  total  des  heures,  mais 
il  dill'ère  de  1  école  prussienne  en  ce  qu  il  comprend  en  outre  la  ('•corniHiie 
(l('srrij)li\-e  qui,  en  Prusse,  est  rattachée  au  dessin.  Dans  les  n  Oherreiil- 
sc/tiilcn  »  du  Duché  de  /Jade,  la  Géométrie  descriptive  ligure  dans  les  trois 
classes  supérieures  pour  deux  heures  par  semaine  à  côté  des  cin(j  heures 
consacrées  aux  autres  branches  mathématiques.  Celle  même  branche  occupe 
encore  une  place  plus  importante  dans  les  établissements  similaii'os  du 
M'urltewherg.  D'ailleurs,  ainsi  que  nous  lavons  déjà  lait  remarquer,  c  est 
précisément  celui  des  Etats  allemands  qui  oll're  la  j)his  large  part  aux 
mathémaliques.  soit  au  point  de  vue  des  programmes,  soit  à  celui  du  temps 
consacré  à  cette  branche  ;  dans  les  classes  supérieures  lYII,  VIII,  IX,  \)., 
les  branches  matiiéiualicjues  occupent  respeclivemeul  8.  9,  ij.  et  9  heures 
par  semaine. 

ICn  ce  qui  concerne  la  catégorie  des  écoles,  ce  sont,  parmi  h-s  établisse- 
ments «  complets  »,  les  gymnases  «;ui  sont  en  plus  grajui  nombre;  eu 
Prusse  leur  nombre  est  le  double  de  celui  des  gymnases  réaux  et  des  écoles 
n'-ales  réunis . 

Le  uomi)re  des  gymnases  réaux  est  le  double  de  celui  des  écoles  l'éales. 
D'autre  part,  les  rapports  sont  renversés  si  l'on  compare  le  nombre  de» 
ilablissements  h  incomplets  >>  ;  les  écoles  réaies  sont  en  plus  grand  nombre, 
puis  viennent   les  -  I{i'(ili)r(>g\miiit>iii'n  »  et  eidin  les  ■■   Pnigyiunn-iU'n  o. 

I'.   P. 


UNE  EXHUMATION  GEOMETUIQLE 


Oïl  rencontre  perpétuellement  dans  la  vie  des  sujets  détoii- 
nement.  Celui  dont  je  veux  parler  aujourd'hui  n"a  pas  été  des 
moindres. 

Tous  ceux  qui  s'occupent  de  renseignement  de  la  Géométrie, 
et  surtout  les  lecteurs  de  l'Enseigne/uenl  MatJù>ntatiqiic.  ont 
suivi  le  mouvement  très  digne  d'intérêt  et  d'attention  ([ui  se 
produit  en  Italie,  depuis  quelques  années,  dans  le  sens  dune  lusion 
entre  l'enseignement  de  la  Géométrie  plane  et  de  la  Géométrie 
dans  l'espace,  de  la  Planimétrie  et  de  la  Stéréométrie,  pour  parler 
un  langage  plus  moderne,  et  meilleur  à  mon  avis.  A  cette  occa- 
sion, j'ai  quelquefois  eu  l'occasion  de  faire  remarquer  que  l'idée 
avait  eu  des  précurseurs,  et  de  citer  un  ouvrage  de  Mahistre  : 
Les  analoi^ies  delà  Géométrie  élèmenlaire,  i^  édition,   i844- 

Je  ne  connaissais  alors  que  de  nom,  et  par  ses  travaux  sur 
l'Analyse,  ]M.  Cli.  M(''ray,  professeur  h  la  Faculté  des  sciences  de 
Dijon,  dont  nos  lecteurs  ont  pu  apprécier  les  elïorts  récents  pour 
la  propagation  de  la  langue  internationale  Espéranto,  question 
qui  intéresse  à  un  haut  degré,  bien  qu'indirectement,  le  monde 
mathématique.  Cette  circonstance  me  mit  en  relations  directes 
avec  lui,  et  il  s'ensuivit,  dans  les  derniers  mois  de  l'année  1900, 
une  correspondance  assez  assidue  entre  nous  deux.  Au  cours  de 
cette  correspondance,  il  fut  amené  ;i  nie  parler  d'un  livre  publié 
par  lui  en  18^4  :  «  Nom'eaux  éléments  de  (Géométrie  »,  et  dont 
j'ignorais  juscpi'au  titre.  La  lecture  de  cet  ouvrage  a  été  pour  moi 
une  véritable  révélation,  et  ju'a  causé  une  surprise  piolonde. 
Non  seulement  INI.  INIéray,  dès  cette  époque,  et  ne  connaissant  pas 
la  tentative  oubliée  de  Mabistre,  menait  de  front  l'étude  du  plan 
et  de  l'espace,  mais  il  inlroduisaif  dans  celle  partie  de  l'ensei- 
gnement une   modilicalion    Iflicuienl    pioioiulc   (pi'eUe    aurait  dû 
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préoccuixM-  tous  les  osj)rils,  parmi  ceux  (jui  ont  :i  suivre  les  (|ues- 
tions  de  pédagogie  niatlieiHati([ue.  Au  lieu  de  cela,  il  send)le  (pie 
personne  ne  s'en  soit  seulement  aperçu  ;  et  le  titre  d"  «  exhuma- 
tion »,  placé  en  tète  du  présent  article,  n'est  <[iM>  l'exacte  expres- 
sion de  la  vérité. 

S'il  s  était  agi  d  un  obscur  inslituteui\  perdu  dans  le  lonil  d  une 
can\pagne,  la  chose  serait  explicable,  sinon  jusliliée  ;  un  homme 
de  génie  même  peut  rester  ignoré  de  ses  contenipoi-ains.  Mais 
tel  n'était  pas  le  cas.  l^rolesseur  depuis  six  ans  dans  l'enseigne- 
ment supei'ieur.  auteur  de  mémoires  remar«[iics  depuis  l«»ng- 
temps,  d  un  ouvrage  de  lond  sui'  lAnalvse  malhemalicpie  dont  la 
portée  s  est  montrée  considéiable.  aujiUii'il  hui  (loi'respondant  de 
1  Institut,  en  possession  d  Une  rej)utali(>ii  (pu  a  lianclii  la  Iroii- 
tiére,  M.  Mérav  était  déjii  en  i8j4  H'i  suivant  (|ui  a\ait  lait  ses 
preuves  ;  et,  même  en  ne  partageant  pas  ses  idées,  on  croit 
qu'elles  avaient  droil  tout  au  moins  ;i  la  discussion.  11  n  en  a  rien 
été  ;  ce  lut  lenterrement  pur  et  simple.  Pour([uoi  .'  .ICssaierai 
peut-être  de  i'indicpier  jdus  loin,  (^uant  ii  }»resent,  je  tiens  sur- 
tout il  faire  savoir  ce  qu'était  ce  livre,  aiupiid  1  auteur  avait  con- 
sacrt'  pres(pie  deux  années  de  traxail.  .le  j)reviens  (pie  ce  ne  sera 
par  un  examen  impartial,  ((dlemeiil ,  sui- la  ([uestl(»n  dont  il  s'agit, 
|e  me  trouve  d  accord  avec  1  auteur,  tellement  j  ai  ele  séduit  par 
la  bailleur  de  ses  vues  et  par  la  belle  allure  de  1  ouvrage.  (]  est 
d  autant  plus  ii  retenir  (pi  il  n  en  est  pas  de  même  absolument 
pour  toutes  ses  idées  pédagogl(pies,  en  ])articulier  sur  cerlains 
pcdnts  secondaires  de  renseignement  de  rArithm«''li([ue  ou  de 
1  Algi'brc  ;  ces  légers  desaccords  ipii  dérivent  peui-êtr»'  bien  de 
simples  malentendus  ne  sauraiciil  dailleiirs  porler  aucune 
atteinte  ii  mon  admiration  pour  sa  belle  intelligence,  ni  a  ma 
sviiq)at lue  pour  son  caractère. 

(  )ii  pfiil  allirmer  ([iie  les  Xonvctinx  èlcinents  sont,  dans 
l(jlile  la  iorce  du  terme,  iiiie  (i-iixi»'  de  conscience.  Il  lie  laiil  pas 
longlemps  au  lecteiil  |ioiilsi'li  apercevoir.  "  1,  origine  |)reiiili're 
des  Velili'S  gi'oinet  ri(pies  est  i  lieoiileslabli-men  I  expérimentale  •, 
dit  lauleur  dés  la  prelace.  l'.l  partant  de  la,  il  nhesite  pas  a  don- 
ner comme  axi(»mes,  et  1res  nellemeiil,  un  grand  nombre  île 
pniposil  ions  iiiileiiioiil  ribles  (pie  beaii(<Mi|i  d  ailleurs  classi([ues 
s  époumoiiiieiit    a    \ouloii     demoiil  i  cr.    Il    le    lail    en    marchant    de 
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l'avant,  menant  do  front  les  vérités  qui  concernent  le  plan  et 
l'espace,  poursuivant  néanmoins  une  mélliotle  très  oicloiinée,  ti-és 
rationnelle  malgré  sa  hardiesse,  il  n"v  va  pas,  coinnio  on  dit,  par 
([uatre  chemins,  ne  s'épuise  pas  en  subtilités,  et  ne  déguise  pas 
les  axiomes.  Il  les  met  au  conlraiie  eu  vedette,  en  caractères  bien 
apparents.  Divisé  en  petits  chapitres,  Touvi-age  ne  ressemble 
guère  à  la  classi([ue  ordonnance  d  I", mlide  :  seulement,  celui  <jui 
l'étudiera  devra  mettre  en  œuvre  son  jugement  plutôt  ({ue  sa 
mémoire,  et  bientôt  sera  en  possession  de  laits  et  non  de  mots. 
Après  quelques  généralités  et  quelques  notions  premières  sur  la 
droite  et  le  plan,  on  aborde  le  parallélisme,  écueil  traditionnel 
des  scolastiques  de  la  Géométrie  ;  c'est  au  mouvement  de  trans- 
lation que  cette  notion  est  empruntée  ;  et,  dussé-je  (aire  frémir 
d'indignation  certains  admirateurs  des  Grecs,  je  trouve  ([ue  1  nu- 
teur  a  cent  fois  raison,  et  que  chaque  élève  comprendra  mieux  le 
mouvement  d  un  tiroir  et  le  rôle  des  glissières,  que  des  digres- 
sions rallinées  sur  le  fameux  Postulatnm. 

La  perpendicularité  (avec  la  notion  des  rotations)  la  mesure 
des  segments,  celle  des  angles,  l'étude  des  triangles,  les  lon- 
gueurs courbes,  les  aires,  les  volumes  arrivent  ensuite  et  nous 
conduisent  à  deux  chapitres  qui  jouent  un  rôle  capital,  évidem- 
ment, dans  la  pensée  générale  de  l'auteur  :  la  similitude  'précédée 
de  l'homothétie)  et  les  diverses  svmétries.  Lestrièdres.  le  cercle, 
les  polygones  réguliers,  les  surfaces  cvllndriques,  coni([ues,  de 
révolution,  la  théorie  de  la  sphère  et  des  ligures  sphéii([ues  ter- 
minent le  livre,  suivi  d  un  supplément,  sous  forme  d(^  notes  sur 
certains  sujets  que  les  programmes  l'engageaient  ii  ne  pas  oublier, 
mais  qui  ne  rentraient  pas  directement  dans  son  cadre.  Dans  les 
détails  comme  dans  l'ensemble,  le  livre  est  clair  et  concis,  la 
lecture  en  est  coulante  et  asfréable  :  on  v  trouve  les  éléments 
d'une  instruction  plus  solide  et  plus  étendue,  bien  ([ue  plus 
rapide,  que  par  la  voie  hal)ltuelle  ;  et  une  teUe  méthode  n'aurait 
pas  moins  de  valeur  dans  l'enseignement  secondaire,  à  tous  ses 
degrés,  ([ue  d;uis  l'inslruction  piimaire. 

Je  devais  donner  l'énuméralioii  ([ui  précède,  et  dont  je  ne  me 
dissimule  pas  la  sécheresse  ;  elle  u'apprendi-a  sans  doute  pas 
grand  chose  par  elle-même  ;  mais  elle  pouria  sulliit>  à  monti-er 
combien    l'auteur    sort    des     sentiers    balliis,    cl     j)ar    C(da   uiéme 
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pi(jiu'r  la  riiriosilé  du  h-ctt'iu.  Si  r<«  (Irruirr  est  un  ospiil  lil>rc. 
je  crois  loil  ([u'il  voudra  lain'  avct-  rouviair(>  couuaissant'i'  plus 
iiiliini'  ;  alors  il  suhiia  le  chanuc.  oouinic  je  lai  sulù  moi -nit"'iuc. 
<t  il  looouualtra  les  l)ieiila;ts  de  la  révolution  que  lui-nare 
M.  Méiav  ilans  1  enseignement  de  la  Ciéomdrie.  Si  Ton  me 
trouNC  lu'iflKpie  loisijue  je  parle  ainsi .  cpir  erliii  cpii  a  naidé  un 
doux  souvenir  du  temps  où  il  apprit  le  \  ''  livre  pour  la  j)r<'ini('re 
lois  iiK'  jette  la  première  pierre  ! 

.1  ai  dit  a  peu  près  ce  (juest  1  leuvre.  Je  voudrais  essaver  d  indi- 
([uer  ce  <[ue  lut  son  histoire. 

Je  lèpète  ii  dessein  <pie  les  JSoin'ediix  éléments  de  (îènnu- 
tric  rurenf  puMiés  eu  1874.  et  f[ue  M.  Mérav  v  avait  travaillé- 
pendant  près  de  deux  ans.  IMem  de  loi  en  la  justesse  de  ses 
idées,  en  1  utilit»-  di>  sa  tentative,  il  \it  avec  plaisir  cpi'on 
commeneail.  autour  de  lui,  :i  introduire  sa  metliode  dans  rensei- 
gnement ;  des  essais  lurent  tentes  ii  l'école  primaire  supi'rieure 
de  Dijon,  et  j  aurai  il  V  levenir  tout  à  1  heure  ;  e  ftait  avant  1  S(So  : 
mais  ou  avait  compté  sans  1  intervention  administrative.  (  )n  put 
voir  un  lonctionnaire  je  ne  le  nommerai  pas  :  il  est  niorl  ;  lais- 
sons en  paix  sa  mémoire  arracher  le  1  ivre  des  mains  dr  mail  res 
consommes  (pu,  apri's  s'en  être  servis  pendant  trois  ans  avec 
succès,  le  sup|)liaient  d'autoriser  la  continuation  d<'  r<''|)reuve. 
l  n  antre,  «'gaiement  disparu,  et  (jue  y  ne  veux  pas  minimi'i'  non 
plus,  se  déclarait  hostile,  parce  (jit  il  n  (idinethiil  jxts  le  iiioiiee- 
inent  en  Ijèoniètrie.  (l'était  cependant,  celiii-l;i,  un  homme  d  une 
vé-ritahle  intelligence,  un  savant,  et  un  (aiaetirc  hienveillaiit  et 
droit  ;  ce  ipii  moiitn'  :i  ipiid  point  les  hahitndes  pnsrs  pruvi-nt 
paralvser  chez  les  meillcuis  tonte  iiidfpfndaiice  di-  raison- 
nenient  ! 

«  il  onldiait.  m  ••eiixait  «fs  joins-ei  M.  Miia\.  (pu'  la  iiolion 
»  de  la  super|>osition  possihle  (h-  (h-ux  ligures  implupn-  celle 
»  d'un  certain  mouvement  capahh-  Av  la  l'airr  naitif.  Il  oiihliait 
')  <(Ue  la  laineuse  rolati(Hi  <1  un  «hnii-plan  aiilour  de  la  clianin-ic 
»  Il  Csl  |»as  tout  à  lail  du  n-pos,  ni  de  la  ( 'ii-onu'l  rie  rxclusivrment 
»  plane.  Il  onhliait  la  génération  |)!ati(pie  des  surlaees  de  ie\o- 
»    liitioM.  Il  onldiait...  tout  !    >> 

I,  auteur  essava  accidenlel  lenienl  <le  s'adresser  a  la  presse 
j»eriodi<pie  malliemaliipie.  aux  hnreaiix  «le  II  n>t  luelion  piiMitpn-. 
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Partout  icfus,  pni'tout  dédains,  sauf  chez  quelques  personnes 
dont  la  voix  n'était  pas  assez  puissante  pour  se  laire  entendre 
utilement.  Il  faut  (|ue  le  silence  ait  été  bien  savamment  organisé 
pour  ([u  au  bout  de  a6  ans  je  ne  doive  qu'au  hasard  de  connaître 
une  tentative  aussi  hardie,  et  Texistence  d'un  livre  qui  doit  avoir 
('/  (jiii  nnra)  pour  résultat  la  rénovation  complète  de  notre  ensei- 
gnement géométrique.  11  ne  serait  que  temps  d'ahaiidonner  les 
chemins  défoncés  où  l'on  patauge  depuis  des  siècles,  pour  gagner 
la  crrande  route  de  la  raison  et  du  bon  sens. 

o 

Un  lait  vient  renforcer  mon  espoir  ;  c'est  ([ue  lunique  édition 
des  Xoiiveau.v  èlénicnls  est  il  peu  près  épuisée.  Après  avoir 
vendu  peut-être  vingt  ou  trente  exemplaires  en  vingt  ans,  j'ai 
appris  que  M.  Gauthier  Villars.  le  dépositaire  actuel,  recevait 
depuis  quelque  temps  des  demandes  assez  nombreuses  (de  la 
région  de  l'F^st  surtout).  Il  me  semble  qu'il  y  a  là  un  heureux 
svmptôme,  que  l'excommunication  majeure  dont  Tanivre  et 
1  auteur  ont  été  frappés  tend  ii  pi-endre  lin,  que  la  résistance 
luneste  dont  sont  responsables  l'esprit  de  routine  et  la  centrali- 
sation \\  outrance  cessera  bientôt^  et  (pi'une  réédition  des  Nou- 
vedit.v  éléments  s'imposera,  en  même  temps  qu'un  essai  péda- 
gogique libre  et  impartial. 

J'ai  fait  allusion  plus  haut  ii  l'essai  tenté,  au  cours  des  années 
I  8y6-i8j^- I  (S-S,  il  l'école  primaire  supérieure  de  Dijon.  Le  rap- 
j)ort  que  lit  ;i  ce  sujet  M.  le  professeui'  (Ihancenolte  est  sous  mes 
yeux,  et,  pour  montrer  qu'il  ne  s'agit  pas  dune  lantaisie  de 
l'imagination,  je  tiens  à  en  reproduire  ici  quelques  passages. 
Après  avoir  expliqué  les  conditions  dans  lesquelles  il  fut  amené 
à  cet  essai,  dans  le  but  de  pouvoir  donner  aux  candidats  u  l'école 
d'arts  et  métiers  de  (^hTdons  quelques  notions  de  dessin  industriel 
et  de  Géométrie  descriptive,  M.  Chancenotte  poursuit  en  ces 
termes  : 

«  A  la  fin  de  l'année  scolaire  iS'-^-iS-'ô,  des  exeniplaires  de 
»  l'ouviage  de  M.  Mérav  lurent  décernés  en  j^rix  aux  futurs 
«  candidats  a  lécitle  de  (lliàlons.  A  la  rentrée  suivante,  je  menai 
))  de  Iront  la  Géométrie  plane  enseignée  sous  sa  forme  habituelle, 
»  et  celle  des  plans  et  drt)ites  dans  l'espace,  telle  (juelle  est 
»  exposée  dans  les  premiers  chapitres  des  Xoin'Cdi/.v  éléments 
n    de  (téoinélne  ;  ii  cette    étude    secondaire,    une    heurt»  et  iliMuie 
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»  par  semaine  «»taient  eonsaoïJM's.  Il  en  i-ésiilta  ([n'aii  i  j  no- 
»  veinhre,  c'est-ii-dlre  si.v  scnia/ncs  scii/cnic/if  apri-s  le  (h'hiil  île 
»  mon  cours  de  Itconii'liic,  les  élèves  étau'iil  en  incsiin'  de  lece- 
»  voii-  leiii'S  petites  leçons  de  (léoniftrie  desiiiptive  ;  p;ir  ec 
»  moven,  elles  ont  pu  être  prolongées  longtemps  et  pioduii-e 
))   des  fruits  excellents. 

»  Le  l)ut  était  atteint,  (M  désormais  li-  lixic  de  M.  Mi-iax  ollVail 
»  ponr  les  élèves  une  utilité  moins  immédiate  ;  il  ne  lallait  pas 
)•>  d  ailleurs  porter  le  trouble  dans  leurs  esprits,  astreints  ii 
»  d  autres  errements  jtour  le  çrios  du  eours  ;  je  int-  horiuii  done 
»  à  faire  lire  avec  soin  le  reste  de  1  ouvrage  ;  je  n Cxigcais  pas 
»  (pie  les  démonstrations  lussent  letenues,  il  me  sullisait  qu  elles 
n  lussent  comprises  ;  et  ce  dernier  résultat  était  obtenu  sans 
»   dillicultés  sérieuses. 

»  L'enchaînement  nouveau  des  théoièmes,  la  forme  tr<'>in'rale 
>»  des  démonstrations  entretenaient  sans  doute  la  curiosité*  des 
))  éli'ves  et  soutenaient  leui'  attention  :  mais  surtout  ils  elaieiii 
»  frappés  de  rencontrer  ii  chaf[ue  pas,  tantôt  une  vt'rité  gé-nérale 
'>  dont  la  méthode  traditionnelle  ne  leur  avait  UKUitr»-  (pie  des 
»  cas  particuliers,  laiit»">t  un  cliapitit'  rapprochant  et  résumant 
»  tlans  leur  esprit  des  notions  similaires  qui  s  v  trouvaient 
»  éparses  ;  parce  que  les  autres  tiaités,  (pioicpie  en  laveur,  les 
«  éparpillaient  en  vingt  endroits  dilVérents.  C.etle  synfli('se  puis- 
»  saute  (dlerte  ii  leur  intelligence  ne  contiihmiit  pas  peu  a  leur 
»  donner  le  sens  et  le  îïoùt  des  choses  ofcMunetriiiues.    » 

Cette  expt'rience  trop  courte,  au  gn''  de  M.  (".hancenot  le.  lui 
arr("'tt''e  net  |)ar  des  ■  incidents  d  Ordre  admiiiisliatil  ".  suivant 
le  charmant  euphémisme  cpi  il  emploie.  Les  résultats  lurent 
excellents,  mais  il  recounait  (pie  les  conditions  de  I  essai  lait  par 
lui  ont  ele  trop  précaires  pour  lui  pei'inettre  de  lonniiler  des 
conclusions  complètes  ;  il  eùl  f;illu  s'adresser,  comme  il  le  dit,  a 
des  élèves  navant  encore  aucune  notion  de  GéouK'trie  et  ptuivanl 
étudier  exclusivement  cette  science  d'apri's  les  nouvelles  mé- 
thodes. ('.epeiid;iiit  il  peut  formuler  sou  <q)inioii  sur  les  melliodo 
dont  il   sairit,  et   arrivei-  aux  coiudnsions  suivantes  : 

•  I"  Non  seulement  elles  sont  accessibles  il  l'esprit  de  lenlanf, 
»  mais  elles  n'exigeraient  pas  de  lui  une  somme  d'elloris  supe- 
0    lieure   ii   celle   (pie    rechimenl    le>;   inelliodes  (pie    l.i    tiadilnui   a 
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»  léguées  à  reiiscignciiieut.  Si  le  contraire  apparaîl  à  tels  dentre 
»  les  maîtres  et  s'ils  ne  s'empressent  pas  de  les  adopter,  c'est 
;)  d  abord  parce  (juils  sont.  <»u  bien  se  croient,  liés  par  les  pro- 
))  grammes  ;  c'est  surtout  paice  qu'ils  doivent,  j)articulièiement 
))  pour  les  premiers  chapitres,  laire  table  lase  de  ce  qu  ils  ont 
»  appris  et  toujours  enseigné,  pour  entrer  dans  les  nouvelles  in- 
»  tuitions  londamentales,  et  se  laisser  conduire  par  elles.  Ilyalii 
))  un  très  réel  effort  à  faire,  exigeant  plusieurs  lectures  attentives. 
»  2"  Elles  conduisent  très  vite  aux  applications.  Leur  adoption 
.)  ferait  notamment  disparaître  cette  chose  insensée,  consistant 
»  en  ce  que  le  programme  de  l'enseignement  du  dessin  géomé- 
»  trique  est  continuellement  en  avance,  parlois  de  près  d'une 
n   année  entière,  sur  celui  de  la  Géométrie  th»''(>ri([ue. 

»  Quant  au  li\  rc  lui-même,  en  ce  qui  concerne  renseignement 
»  primaire,  on  peut  le  trouver  un  peu  concis  dans  ses  démons- 
»  trations,  trop  vaste  dans  ses  développements  ;  mais  l'ordon- 
»  nance  en  est  très  belle,  la  synthèse  remartjuablement  laite  ;  il 
n  nous  mène  droit  au  but,  sans  s'attarder  à  cette  foule  de  riens 
))  qui  grossissent  la  plupart  des  autres  traités  et  encombrent  la 
»  mémoire  sans  profit  réel  pour  le  développement  intellectuel  et 
»  l'instruction  des  élèves.  Son  emploi  permettrait  de  laire  plus, 
)»   mieux,  quoique  en  moins  de  temps. 

»  Comme  les  vérités  ne  relevant  que  de  l'expérience  y  sont 
»  assez  nombreuses  (parce  que  leur  origine  n'a  pas  été  dissi- 
))  niulée)  et  comme  plusieurs  d'entre  elles  n'ont  pas  encore  attiré 
))  l'attention  de  l'enfant,  un  petit  matériel,  d'ailleurs  très  simple. 
»  serait  utile  pour  en  faire  accepter  rapidement  l'évidence  ;  le 
»  même  matériel  faciliterait  en  outre  lintelligence  des  premiers 
»  chapitres,  rendus  un  peu  difficiles,  tant  par  leur  abstraction 
»  que  par  la  condensation  d'un  très  grand  nombre  de  hiits  en  un 
»   petit  nombre  de  pages.   » 

Maintenant  que  j'ai  mis  sous  les  veux  de  tout  lecteur  de  bonne 
foi  ce  document  si  net,  si  mesur»',  si  consciencieusement  impar- 
tial, je  demande  (pie  le  scandale  des  «  incidents  d  ordre  admi- 
nistratif »  ne  se  renouvelle  pas,  et  ([ue  l'expérience,  si  lamenta- 
blement interrompue,  puisse  être  reprise  après  un  (piart  de 
siècle,  .le  demande,  |)oui'  I  lioniuMii-  de  rtMisiMgnement,  ([ue 
li'sprlt  de  routine  et  de  révolte  coiiiic  tout  progrt's  ne  vienne  pas 
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;iri'ôtoi'  iuilflinlnuMil   le  clcvcloppcinfiil  iiilellectut'l  de  l:i   jcnncss»'. 

Il  n'est  |Kis  posslhli'  (jii'oii  reste  sans  reprendre  lessai  de  i8-()- 
i(S-8.  Dans  les  écoles  primaires  supérieures,  dans  les  éeoles  noi- 
niales,  dans  les  collèges,  dans  les  lycées,  oii  Ion  vomira,  il  est 
bien  aisé  dintroduire  renseignement  nouveau,  limité  à  (piehiues 
classes.  Ou  on  pose  alors  les  (jiiestions  suivantes  :  l.a  int-lhodc  de 
M.  Méray  l'ait-elle  aj)pel  ii  rinleliigencc  plutôt  (pi'a  la  mémoire  .' 
Fait-elle  gagner  du  temps  .'  Ami-ne-t-elle,  })lus  rapidement  (|u«' 
la  UK'lhode  en  cours,  aux  applications  né-cessaires  .'  l'ermcl-elle 
un  accord  plus  harmonieux  entre  dillerentes  parties  des  |)ro- 
grammes  .'  Et,  dès  lu  fin  de  la  première  année,  on  veria  si  les 
conclusions   ne    concordent   pas   avec  celles  de   M.  (iliancenotte  ! 

Oue  pourrait-on  objecter  .'  La  tradition  .'  Mais  c'est  précisé- 
ment cette  tradition  néfaste  dont  l'action  empêche  renlance  et  la 
jeunesse  de  s'intéresser  ii  des  éludes  atlravantes  au  r()nd,  et  (jui 
ne  laissent  le  plus  souvent  dans  l'esprit  »[u'un  souvenir  de  dc'-oùt, 
delFoits  inutiles  et  de  laflgue  vaine.  Le  respect  dû  ii  la  mémoii-e 
des  Grecs,  et  dlùu-llde  en  jrai'ticulier  .'  .Mais  si  lùielide  pouvait 
revivre  aujourd'hui,  il  s'associerait  ii  nos  ellorts  ;  autant  vaudrait 
se  reluser  à  l'emploi  de  rarlillerie  parce  que  ni  César,  ni  .\niiil>al 
ne  s'en  servaient.  Le  souci  de  conserver  h  la  Géométrie  sa  «grande 
pureté  logi(pie,  dégagée  de  l'expérience  .'  Mais  celte  pureté  n'est 
([ii'un  leurre,  les  axiomes  expérinieulaux  grouillent  de  toutes 
parts,  et  c  est  par  une  sorte  dhvpoerlsie  voulue  (pi'on  les  ilissi- 
mule,  au  lieu  de  les  mettre  Irauchement  en  l'vidence. 

Au  loiid.  ];i  (jui'slioii  posée  par  .\|.  Mérav,  il  V  a  >.(S  ans,  est 
encore  plus  vaste  ((u'elle  ne  le  parait  au  premier  aspect,  car  on 
doit  l'étendre  aux  autres  branches  de  la  science  matluMnall(pie. 
et  elle  se  pose  ainsi  :  L'enseignement  mathématique  doit-il  avoir 
pour  objet  de  lorlilier  lintelligenee  et  de  prt'parer  aux  applica- 
tions .'  Est-ce  au  contiaire  un  moven  de  sélection,  pour  examens 
et  concouis,  moven  excelh-nl,  parce  (pi'une  telle  élude  est 
hérissée  île  dillicultcs.  p;ucf  (pi  elle  exlg»!  (h*  prodigieux  ellorts 
de  mémoire  .' 

Je  ne  serai  pas  regarilc  comme  trop  picsoniptueux  m  li<i|»  iiiipa- 
lit'iit,  je  1  espère,  en  manileslanl  timldemenl  celle  opinion 
qu  une  réq^Mise  nous  sera  ilonnée  avant  la  lin  du  w  siècle. 

(!.-.\.      Lvi<ANT. 


PEUT-OX   VULGARISER 
LES  MATHÉMATLQUES  SUPÉllIEURES  ? 


Le  physicien,  le  naturaliste,  chacun  en  ce  qui  le  concerne, 
découvrent  volontiers  les  mystères  de  leurs  sciences  et  leurs 
ouvrages  de  vulgarisation,  chroniques  scientifiques  de  revues 
philosophiques  ou  littéraires  et  traités  didacti(|ues,  sont  toujouis 
les  bienvenus. 

A  l'opposé,  les  mathématiciens,  sauf  exceptions,  se  tiennent  à 
l'écart  et  «  le  monde  des  nombres  et  des  formes  géométriques, 
infini,  sans  doute  aussi  émouvant  (jue  l'univers  des  formes  sen- 
sibles, est,  par  la-même,  interdit  aux  profanes  ». 

Il  nous  paraît  cependant  possible  de  mettre  à  la  portée  des 
non-spécialistes  quelques-unes  des  questions  qui  sont  rol)jet  des 
mathématiques  supérieures  et,  tout  particulièrement,  certaines 
questions  de  Géométrie.  Il  y  aurait  là,  croyons-nous,  anivre  utile 
à  faire,  tant  pour  les  esprits  nombreux  que  la  science  intéresse, 
mais  que  les  symboles  mathématiques  elFrayent,  que  pour  les 
professeurs  d'Enseignement  secondaire  qui,  le  plus  souvent,  ne 
peuvent  consacrer  un  temps  précieux  ii  la  recherche  des  figures 
usuelles  de  langage  et  des  comparaisons  simples,  propres  à  intro- 
duire leurs  meilleurs  élèves  dans  un  domaine  supérieur  à  celui 
de  leurs  études  journalières. 

J'essayerai  (.le  justifier  cette  assertion^  qu'il  est  possible  de  vul- 
gariser la  mathématique,  ou  du  moins  certaines  questions  de  la 
mathématique,  en  exposant  ici,  dans  leurs  grandes  lignes,  la 
théorie  des  Surfaces  minima  et  des  surfaces  applicables. 

On  me  pardonnera  d  être  bicL  Je  neveux  pas  vulgariser;  les 
lecteurs  d'une  levue  spécialement  consacrée  aux  mathématiques 
n'ont  nul  l)esoin  cpi'on  mette  à  leur  portée  des  théories  (ju'ils 
connaissent  ilans  leur  lorme  leehni([ue,  mais  sinq)lenuMit  montrer 
([u  on  veut  vulgariser. 
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I.  —  On  dit,  ni  l;in<;ai^(>  viil<r;iii»\  la  smracc  dfs  eaux,  la  surlacc 
de  la  tciTc.  enttMiilaiil  ainsi  <■  rcxlfriciii-,  It»  dcluirs  »,  de  la  mov. 
du  ol()l)e.  De  même,  en  (Jéoméliie,  la  suilace  tsi  ce  ([ni  «  circons- 
crit les  corps;  cet  élément  de  l'étendue  est  d  al)oril  conçu  par  l'es- 
prit ayant  en  tous  ses  points  une  certaine  épaisseur;  si  l'on  ima- 
gine ([ue  cette  épaisseur  aille  en  diniiiuiant  de  plnstii  pins,  on 
obtient,  à  la  limite,  la  notion  de  surlace  ^coinctiicpie  ». 

L  ne  des  représentations  plivsi(|ues  les  moins  inijiarlaifes  de  la 
surlace  ocometriijuc  est  la  huile  ilc  savon,  don!  I  cpaisscui'.  sans 
doute  très  réelle,  est  si  iailde  <[uc  la  lumii-re  incident»'  |)roduit 
ces  curieux  jeux  d(>  couleurs  (pic  Ions  nous  avons  admires  dans 
notre  enfance,  l.a  huile,  (pii  s Cvaiiouit  an  piemier  choc,  devient 
beaucoup  plus  stable  si  Ton  substitue  ii  l'eau  savonneuse,  comme 
l'a  imaoiiié  Plateau,  une  certain  mélange  d'eau  savonneuse  et  à^^ 
olycérine.  On  peut  alors  la  fixer  à  un  cadre  en  (il  de  Icr,  ii  la 
manière  d  une  hanile  (.le  «raze  ten(,lue  sur  le  cadi'e,  et  étudier  à 
son  aise  et  les  phénomènes  lumineux  et  la  lorme  de  la  suidace, 
lornie  qui  dépend  tle  celle  du  cadre. 

Si  le  cadre  est  plan,  c  esl-;i-dire  s'applif[uc  di-  lui-mcme  et 
dans  loules  ses  parties  sur  une  tahlc  bien  dressée,  la  surlace  est 
plane,  telle  une  feuille  de  j)apier  ;  si  le  cadre  est  nauihe,  ne  j)cut 
s'appliquei'  sui"  un  plan,  la  suilace  est  plus  t»u  moins  bombée, 
mais  est  loujouis  coniave  en  un  sens  et  convexe  dans  1  antre, 
comme  serait  une  lentille  allonij;eant  les  objets  de  jtas  en  haut  et 
les  rétiécissant  de  gauche  ii  droite  ou  encore  comme  (pn-hpu's- 
uns  de  ces  miroirs  delormés  dont  on  avait  icniii  de  si  cniieiix 
spécimens  au  palais  de  l'Opticpie,  ii  la  dernière  l'ixposition. 

Or,  la  surlace  obtenue  jouit  de  la  pr<»priété  très  remar(piable 
d'èti-e  Mininiii  par  rapport  au  cadre  ferme  (|ui  la  supporte  :  entre 
toutes  les  surfaces  susceptibles  de  contenir  le  cadre,  la  bulle  est 
la  surface  dont   1  aire  est    la  plus  petite. 

Les  surfaces  miiiima  lorment  une  classe  des  pins  intéressantes. 
Oji  V  rencontre  la  suilace  (pii  serait  celle  d  un  escalier  en  c-oli- 
maçon  dont  les  marches  seraient  combltH's  avec  du  ciment:  celle 
surl'ace  se  retrouv(>  dans  la  vis  a  lilets  carres.  On  y  i-eiicoulie 
aussi  l'aUsséide,  dont  les  hellénistes  raltacheronl  aisément  le 
nom   au    mot    chainelle. 

Si   Ton   inia<i:ine,  coinnie  nous   I  a\(iiis   dit,    un   escalier  en    coli- 
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maçon  dont  les  nuuches  soient  nivelées,  une  sorte  de  plun 
incliné  tournant,  on  se  rendra  compte,  avec  un  peu  d'attention, 
(juOn  peut  placer  une  règle  sur  cette  surface,  de  manière  que 
tous  les  points  d  une  des  arêtes  de  cette  règle  soit  sur  la  surface  : 
il  sulfit.  après  avoir  comblé  les  marches,  de  marquer  en  bleu  les 
arêtes  de  l'une  d'elles  et  de  placer  la  ri'olc  sur  cette  liune.  Même 
on  peut  engendrer  la  surface  en  question,  Ihélicoïde  gauche  à 
plan  directeur,  en  plaçant  la  règle  de  manière  que  l'un  de  ses 
bouts  soit  sur  l'axe  de  l'escalier  et  en  lui  imprimant,  toujours 
dans  un  même  sens,  un  mouvement  qui  la  laisse  horizontale  : 
dans  ce  mouvement,  l'arête  ne  cesse  pas  en  eflet  de  coïncider 
avec  la  surface.  Les  surfaces  susceptibles  d'être  ainsi  engendrées 
par  une  ligne  droite  ([ui  se  déplace,  s'a[)pellent  réglées  et  se  divi- 
sent en  deux  classes,  les  surlaces  gauches  et  les  surfaces  déve- 
loppables,  Lhélicoïde  est  donc  une  surlace  réglée,  mais  gauche, 
c'est-à-dire  non  développable.  Or,  l'Itélicoïde  est  la  seule  surface 
réglée  qui  soit  niininia. 

De  son  côté,  lalyssèide  est  la  seule  surface  de  révolution  qui 
soit  minima^  propriété  qui  lui  assure  une  place  à  pai't  en  géomé- 
h'ie^  de  même  que  lhélicoïde.  On  sait  que  les  surfaces  de  révo- 
lution sont  les  surfaces  décrites  par  les  courbes  qui  tournent 
autour  d'un  axe;  la  sphère  est  une  surface  de  révolution;  elle  est 
décrite  par  un  cercle  qui  tourne  aulour  d  un  diamètre,  on  sait 
que  l'alysséide  est  la  courbe  engendrée  par  une  chaînette  qui 
tourne  autour  d'une  horizontale  et  que  la  chaînette  est  la  courbe 
dessinée  par  un  fil  flexible  fixé  en  ses  deux  extrémités  ;  qui  n'a 
vu  ces  câbles  à  demi  tendus,  reliant  entre  elles  les  diverses  par- 
ties d'un  grand  échafaudage  ou  ([ui,  attachés  de  trois  ou  quatre 
côtés   au  sommet  d'une  chèvre  la  maintiennent  verticale? 

Nous  ne  saurions  delinir  l'iudicoïde  et  lalvsseide  sans  indiquer 
le  lien  si  reniai'(juable  qui  rattache  ces  deux  surfaces  l'une  à 
l'autre  et  ce  nous  sera  l'occasion  d'introduire  dans  cet  essai  les 
surfaces  applicables  et,  du  même  coup,  d'indiquer  l'une  des 
propriétés  essentielles  des  surfaces  développables. 

Considérons  une  surface  (juelcoiujue  et  suppostjus  (ju'on  ait 
tissé  une  étofie  en  se  servant  de  cette  surface  comme  moule  ;  il 
est  clair  (pie,  si  l'on  (ait  disparaître  le  luouK',  l'etolle,  supposée 
[Kirlailemenl  llexible,  jiourra  prenilre  une  infinité  île  formes,  sans 
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qu'on  la  déchire,  ni  (|u"(>n  relire,  ni  enfin  (ju'nn  la  replie  sur 
elle-ni(^me,  pourra  clélinir  une  infinité  Je  surfaces,  tcnites  (lillV'- 
rentes  de  celle  ([ui  a  servi  de  inouh'.  et  eniuprenant  celle-ci  : 
on  dit  cjne  toutes  ces  surlaces,  provenant  d'un  même  moule,  sont 
applicables  les  unes  sur  les  autres.  Dans  ces  tranibrmations  de 
la  surface  primitive,  la  lifçne  de  moindre  lonofueur,  unissant  deux 
points  (jnelconqucs  de  la  surface  ([ui  a  servi  de  moule  nous 
aurons  n  revenir  sur  ces  lignes  de  {)lus  comte  distance,  ce  sont 
les  géodésiques)  reste  encore  ligne  de  moindre  longueur  sur 
toute  autre  siiriace  oldenue. 

Le  plan,  cjui  est  susceptible  d'être  apj)li(|ué,  d'être  enroul*'. 
sur  un  cône,  sur  un  cylindre,  nous  oH're  un  exemple  d'a|q)lica- 
bilité  :  loi/les  /es  surfaces  sur  lesquelles  on  peut  Vappimuer  sont 
ces  surfaces  déi'eloppahles,  (jui  sont  des  cas  particuliers  des  sui'- 
faces  réglées  (').  En  second  lieu,  Valyssèide  est  applicable  sur 
riièlicoïde  gauche  à  plan  directeur.  Ainsi,  ces  deux  surfaces,  bien 
([ue  de  tormes  absolument  distinctes  ^la  seconde  ressemble  à  un 
rond  de  serviette  plus  étroit  en  son  milieu  que  sur  ses  Ixtids,  et 
([ui.  chacune  en  son  genre,  sont  seules  à  être  minima,  sont  liées 
|)ar  une  ])arente  étroite. 

l  lie  expérience  relativement  simple,  (juc  nous  indi<|uions  au 
début,  permet  de  construire  la  snriace  de  plus  petite  aire,  pas- 
sant par  un  cadre  donné.  L  analvse  mathé'miiticjue  est-elle  aussi 
avancée  <|ue  lexpérience  .'  Est-il  possible  île  déterminer  par  le 
calcul  la  surface  minima  passant  par  une  courbe  feriin-e  donnée.' 
«  L'Analvse  nnith(''inali(|iie,  nous  répoiul  M.  Darbonx  llicoric 
générale  des  surfaces,  t.  1,  p.  4'i4.'  '•  •'  l'"i  juscjii  ici  imaginer 
aucune  méthode  générale  permettant  tle  commencer  retuile  de 
cette  belle  ([ueslion.  Toutefois.. .  certaines^  propositions...  ont 
^permis  de  préparer  la  solution  du  problème  et  même  île  le 
résmidii'  d Une  manière  complète,  pour  certaines  formes  simples 
du  contour.   » 

(>e  n  est  pas  (|iie  I  .\nal\se,  cet  admirable  iii>liiiment  de  décou- 
vertes, soit  aussi  impuissante  que  poiiriail  le  laisser  penser  aux 
non-inities  la  i-eponse  de  .M.  I)ai  bonx.  lu  il  alxMil  on  lui  demande 
ici   la  solutiim   d  un   [nobb-me  d  une  généralité  telle  (jue  Tesprit 


'     Ijst-<c  ici  lo  lii'u  (lo  |)iirli>r  di-w   stirfiui's  <lc  .M.    Lo   Ilr>;uo  ' 
Enscigiicmciil   iti;illi. 
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»  peine  à  concevoir  dans  son  ensemble  la  question  posée  —  com- 
bien pouvons-nous  imaginer  de  cadres  did'érents  les  uns  des 
autres  —  et  puis  on  lui  demande  une  solution  complète,  définissant 
la  surlace  à  l'exclusion  de  toute  autre,  si  peu  dlllerente  soit-elle. 
et  s'appllquant  à  toutes  les  lormes  du  cadre,  ou,  du  moins,  à  des 
catégories  de  formes  très  étendues  ;  est-il  étonnant  que  nous  ne 
puissions  atteindre  un  tel  résultat  .'  Xon.  Ajoul<»ns  que  l'analvse 
mathématique  permet  toujours  de  reconnaître  si  une  surface 
donnée  est  ou  non  minlma,  qu'elle  a  étudié  dune  manière  com- 
plète certaines  surfaces  mini  ma,  nous  avons  cité  ralvsséide  et 
1  lîélicoïde,  et  qu'elle  a  transformé  le  problème  qui  se  posait  en 
une  question  plus  simple  :  déterminer  les  surfaces  ii  la  fois  con- 
vexes et  concaves  oii,  en  chaque  point,  les  rayons  de  courbure 
principaux  sont  égaux. 

Xous  avons  expliqué  ce  qu'il  fallait  entendre  par  surfaces  con- 
vexes et  concaves.  Il  nous  sulliia  de  définir  le  ravon  de  courbure 
pour  mettre  en  lumière  la  propriété  si  importante  que  nous 
venons  d'énoncer  et  qui,  actuellement,  est  le  point  de  départ 
obligé  de  toute  étude  sur  la  surface  minlma.  Mais  il  est  bon  de 
définir  d'abord  les  lignes  géodésiques. 

II.  —  Le  plus  court  chemin  d'un  point  ii  un  autre  de  l'espace 
est  la  ligne  droite;  le  plus  court  chemin  entre  deux  points  d'un 
plan  est  encore  la  ligne  droite  et  cette  ligne  droite,  ce  chemin, 
est  en  entier  sur  le  plan.  Quel  est,  sur  une  surface,  le  plus  court 
chemin  entre  deux  points  donnés  de  la  surface  .'  quelle  est  la 
courbe  de  la  surface  qui,  passant  par  les  deux  points,  a  la  longueur 
moindre.'  C'est  la gèodésique  délinie  par  ces  deux  points.  Sur  la 
sphère,  les  géodésiques  sont  des  arcs  de  grands  cercles.  Les 
navigateurs,  qui  peuvent  suivre  sur  l'océan  la  route  qui  leur  con- 
vient, ne  l'ignorent  pas,  quoi(|ue,  ;i  la  vérité,  ils  substituent  par- 
fols  à  l'arc  de  grand  cercle  une  courbe  appelée  Loxodromle, 
coupant  tous  les  méridiens  sous  un  même  angle  et  représentée 
sur  leurs  cartes,  projections  de  Mercalor,  par  des  lignes  droites. 

Si  la  (orme  d'une  surface  permet  à  un  (il  tendu,  attaché  à  deux 
points  de  s'appliquer  en  toutes  ses  parties  sur  elle,  hi  courbe 
tlessinée  par  le  fil  est  le  plus  court  chemin  entre  les  deux  points, 
est  une  géodési([ue.   Par  ailleurs,  le  calcul  montie  que  Uiul   plan 
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contenant  trois  points  inlininient  voisins  dune  géo(lési(jne  est 
perpendiculaire  au  plant  tangent  ii  la  surface,  .réntince  cf  l'ait. 
sans  ni'expli([uer  plus  longuonient,  voulant  siniplenicnl  iiionti-er 
([ue  là,  comme  pour  les  surtaees  minima.  ranaivsc  est  parvcnur 
il  découvrir  une  propriété  générale  de  ces  lignes  (pi'on  nomme 
géodésicpies,  sans  réussir,  disons-le.  en  dehors  de  certains  cas 
spéciaux,  dont  nous  ilonneri^Mis  ipiel([urs  exemjdes,  ii  les  iléter- 
miner  complètement. 

11  est  il  remar([uer,  ipieutrc  deux  points  tlune  sui'lace,  il  peut 
y  avoir  plusieurs  courts  chemins.  Ainsi,  le  (il  tendu  entre  dt'ux 
points  d'un  cylindre  peut  allei'  du  premier  point  au  second,  soit 
directement,  soit  en  tournant  une  lois,  deux  lois,  plusieurs  lois, 
autour  du  cylindre.  Dans  cluicpu^  cas.  h»  lil  tendu  déterminera  un 
chemin  plus  court  (pie  les  chemins  voisins,  la  courhc  dessinée  par 
le  lil  aura  une  longueur  minimum  vis-i»-vis  des  cour])es  ([ui  tout 
autant  de  lois  le  tour  du  cyliiulre.  et  le  fil  tendu  déterminera  une 
géodési(pie,  la  géodésique  étant  moins  la  plus  courte  de  l(»ules  les 
lignes  possil)les  que  la  ligne  moindre  que  ses  voisines. 

On  peut  faire  une  remarque  identi([ue  ii  propos  du  tore,  sur- 
lace engendrée  par  une  circonlérence  (pii  t(»urnr  autour  d  un  axe 
ne  passant  pas  par  son  centre  et  dont  rasjx'ct  rapjxdl.'  celui 
d  une  couronne  «.le  pain. 

Dans  les  translormalions  (pi On  peut  laire  suhir  ;i  une  surlacf, 
sans  la  jilier,  ni  léti-ndre,  les  géodésifjues,  av(»ns-nous  dit, 
it-stent  géodésiques.  Les  géoilésicpies  du  plan  étant  les  lignes 
droites  qu'on  y  peut  tracer,  il  suit  que  les  géodésicpies  des  siir- 
laces  développables  seront  les  lignes  C[n\  se  translonnent  en  des 
(Iroilrs,  (piaiid  on  ap|ili(pie.  au  sens  delini,  ces  surfaces  sur  un 
plan.  Vax  particulier,  si  Ton  trace  ii  lencre  grasse  une  géodé- 
si([ne  sur  un  cvlindre,  et  si  l'on  fait  rouler  cette  surface  sur  une 
leuillr  de  papier,  lemprenile  laissée  j»ar  la  geoilé'sicpie  sera  une 
li<£ne  droite.  Mais  il  \  a  une  iiiiinile  île  "îi-odesKiiies  loi^naiil  deux 
|>oints  du  cvliiulre.  11  \  a  donc  une  inlinile  de  lignes  droites 
|nignant  deux  points  d  un  plan  .'  Hue  non  pas  !  I!l  en  edej.  le 
di'cahjuc  sur  le  pajiier  ties  ileux  points  consitlé-iv-s  est  répété 
autant  de  loit  (pi'on  fait  exéculei-  de  t(Uirs  au  cvlindre:  si  on 
enr<»ulail  dix  lois  le  papier  sur  le  cylindre,  un  seul  coup  d'e|iingli' 
lerait     ilix    tioiis...     et    les    diverses    gé'îodesicpies    dexieiineiit    les 
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droilcs  qui  joignent  le  premier  décalque  de  l'un  des  points  au 
premier,  au  second,  au  troisième  drcalque  de  l'autre  point  et 
ainsi  de  suite,  indéfiniment. 

Mais  passons  à  une  surface  dont  les  géodési([ues  ollVent  un 
intérêt  bien  plus  grand  :  je  veux  parler  de  la  célèbre  pseudo- 
sphère,  surlace  de  révolution  dont  la  forme  est  celle  d'une  coupe 
à  Champagne  très  évasée.  Si  la  théorie  des  surlaces  minima  est 
intimement  liée  à  la  théorie  des  rayons  de  courbure,  si  certaines 
surfaces  minima,  uniques  de  leurs  espèces,  offrent  une  parenté 
étroite,  si,  comme  on  le  montre,  les  géodésiques  du  cylindre  se 
retrouvent  sur  1  hélicoïde,  c'est  qu'entre  les  diverses  branches 
de  la  géométrie  existent  des  rapports  nombreux  et  parfois  sai- 
sissants, tel  celui  que  Beltrami  a  découvert  entre  les  i^èodésicjiœs 
de  la  pseiido-sp/ière  et  les  droiles  du  plati  et  d'où  il  a  conclu  ii 
1  indémontrabilité  du  postulat  d'Euclide,  cette  proposition  qui 
allirme  que  d'un  point  on  ne  peut  mener  qu'une  parallèle  à  une 
droite. 

Sur  la  pseudo-sphère,  en  ellet,  il  n'existe  qu'une  géodésique 
entre  deux  points  donnés  et  toute  figure  peut  subir  un  mou- 
vement de  déformation  qui,  sans  altérer  ni  les  angles,  ni  les  lon- 
gueurs, permet  de  faire  coïncider  respectivement  deux  points 
([uelconques  avec  deux  autres  également  quelconijues,  pourvu 
que  la  distance  géodésique  des  premiers  et  celle  des  seconds 
soient  identiques.  Il  en  résulte  que  toutes  les  propositions  élé- 
mentaires introduites  dans  la  géométrie  plane  de  la  droite  par  la 
notion  du  déplacement  d'une  figure  invariable  s'appliquent  aux 
géodésiques  de  la  pseudo-5phère.  Si  donc  on  pouvait  déduire 
de  ces  propositions  que  d'un  point  on  peut  mener  une  seule 
parallèle  à  une  dioite,  on  serait  en  droit  d'allirmer  que,  de 
môme,  sur  la  pseudo-sphère,  il  n'existe  ({u'une  seule  géodésique 
passant  par  un  point  donné  et  ne  rencontrant  pas  une  autre  géo- 
désique, elle  aussi  donnée.  Or  le  contraire  a  lieu:  il  existe  plu- 
sieurs géodésiques  vérifiant  la  condition  imposée.  Donc  le  postu- 
lalum  d'Euclide  ne  saurait  être  démontré. 

Cle  beau  résultat  a  «Me  trop  souv(Mit  exposé  et  commenté  pour 
que  je  m'atlaclu^  à  le  vulgariser  à  mon  tour  et  jeu  viens  aux 
rayons  de  courbure,  dont  la  notion  joue  le  plus  grand  rôle  dans 
la  géométiie  des  courbes  et   dans  la  geom('lri<'  des  surlaces. 


rr:ir-o.\  viLCMusr.n  i.r.s  M.iTiii:MMiQn:s  si  r/u/mirs  '     ii3 

La  cMiinhurc.  <<  la  (luaiilitc  tloiit  uiii-  oourlir  s Cloiniu»  d,.  1;, 
«  ilioilc  en  un  point  (loiiiic  »,  a  clt'[)iiis  lonj^lcinjis  aftiii'  lalltMi- 
fioii  (les  oi'oiiù'iit's. . .  cl  ini'ine  (.les  poi-h's  :  «  (".iiivala  in  nionlis 
lacit-ni  circumslolil  unda  ».  C.onnaihc  en  cH'i'l  la  couihnic  tlinu' 
coiiiljt*  en  ehactin  de  ses  points,  ou  du  moins  en  ses  points  piin- 
eipaux,  c  est  connaili<>  sa  loiine.  l  n  i-erele,  notanmicnl .  a  pai- 
loul  même  couihui'e ,  puis([u  il  peu!  «lisser  sur  lui-mrme  en 
tournant  autour  de  si>n  centie  et  si  l'on  prend  pour  sa  eouihuM' 
Tinverse  île  son  lavon.  eetle  eonrhure,  d  autant  plus  grandi'  ipu' 
le  layon  es!  plus  petit,  est  déterminée  par  le  lait  nu'inf  (pion 
eonnail  le  ravon.  Peut  on  di'linir  semhlahlement  la  eourhure 
il  une  iduihe  (|ueleon([ue.  plane  ou  <;aueiic,  substituer  une  notion 
précise  à  la  n(»hon  \ai;ui'  dr  la  ([uantit<'  dont  s'idoitrne  une  eourhe 
de  la  droite,  en  un  point  donné  .'  Assurément. 

Parmi  tous  les  cercles  ([ui  passent  par  le  point  donne,  il  en 
est  un,  le  cercle  de  roiiihnie,  ou  le  cercle  oscillateur,  «pu  se  rap- 
proclie  plus  <[ue  tout  autre  de  la  eourhe.  ([Ui  passe  par  le  point 
en  ipiestion  et  par  deux  autres  |)oiiils  inliniiiKMit  voisins,  disent 
les  analystes;  la  courlture  de  la  eourhe  sera  c<dle  du  cercle  oscil- 
lateur, sera  linverse  dw  ra\()n  de  cercle,  (lelte  delinition,  un 
peu  sèche,  est  j)r<'cise,  comme  il  convient  en  malhématitpn-s,  et 
nous  allons  en  user,  avant  de  retendre  au.x  surlaces,  c  esl-a-dire 
avant  d  ahorder  la  notion  des  ra\«tns  de  eourhure  |»i  ineipaiix 
pour  laire  encore  un  rapprochement  int<Mcssanl  :  il  s  a<^it  île 
ralvsst'iih'  et  île  la   psemlo-sphei'e. 

.\  une  eourhe  <'st  liée  etrcutemeiit  i-(dle  où  se  troiivenl  h'S  ceil- 
ties  de  tous  ses  cercles  oscillateurs,  sa  (h''velo|)pee.  Si  1  on  lient 
le  hout  d  un  lil  de  loni;"ueur  eonveiiahle  enroule  sur  la  deve- 
lojipi'e.  sur  une  h(d)iiie  avant  la  loi  iin'  de  la  développer,  et  (pi  on 
le  derouli'  a\ee  iirecaiil  ion,  ce  hoiil  paicoiirt  la  eourhe  jnimitive  : 
or  1(1  iluiiiu'lli'  est  1(1  dr\'vloi)j)éc  <li'  di  tiiictricc,  eourhe  dont  la 
révolution  en*rriidre  la   |»seu<lo-s|)lière. 

Il  semhlerait  nalund.  pour  mesurer  la  «piantiti-  dont  une  snr- 
laci',  en  un  |toiiit  donm'-.  s  l'Ioitrne  du  plan,  de  calculei-  le  iay<ui 
de  la  splieie  (pii,  en  <e  point.  s"appro<lie  le  plus  de  la  Miilaci-  : 
pour  des  raisons  (pie  je  n  indi(pierai  pas.  on  |ii(>cede  tout  autre- 
ment, et  on  (dii-^idere  la  (diiihiire  des  ares  de  i^i'odesnpio  ipil 
passent    par    le   point    donne,   ou    |dut(")l    les  courhures  de    1  arc   le 
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plus  courbé  et  de  l'arc  le  moins  courbé,  cir  l'un  des  rayons  de 
courbure  des  j^éodésic|ues  est  plus  grand  ([ue  les  rayons  de  cour- 
bure des  autres  géodésiques,  cl,  de  même,  1  un  de  ces  rayons 
est  plus  petit  (pie  tous  b*s  autres,  (les  i-avons  de  courl>ure  s'ap- 
pellent princi[)aux  et,  ([uand  on  les  connaît,  on  connaît  la  l'orme 
de  la  surlace.  11  sullit  même  de  connaître  leur  {)rodiiit  et  leur 
somme,  ou  encore  l'inverse  de  leur  produit,  la  coiwbiire  lolaU', 
et  la  somme  de  leurs  inverses,  quotient  de  leur  somme  par  leur 
jDroduit,  à  laquelle  on  réserve  le  nom  de  courbure  moyenne. 

On  sait  que  toutes  les  surfaces  a  courbure  totale  nulle,  telles 
que  le  cône,  le  cvlindre,  sont  développables  ;  ([ue  toutes  les  sur- 
faces h  courbure  totale  constante  négative,  telle  la  pseudo-sphère, 
sont  a[)pllcables  sur  l'une  quelconque  d  entre  elles;  que  la  coiir- 
ù/ire  nioijennc  des  surfaces  niininia  est  nulle,  ce  que  nous  expri- 
mions en  disant  que  les  ravons  étalent  égaux,  la  surlace  étant  à 
la  lois  concave  et  convexe  ;  mais  la  détermination  générale  des 
surfaces  de  ^^eingarten,  qui  comprennent  toutes  les  surfaces 
dont  je  viens  de  pailer,  et  qui  sont  celles  où  les  ravons  de  cour- 
bure sont  liés  pai'  une  relation  quelconque  d'ailleurs,  est  un  pro- 
blème des  plus  dllllciles,  sur  lequel  on  ne  possède  que  peu  de 
dt)nnées,  encore  que  son  intérêt  très  grand  le  désigne  tout  spé- 
cialement il  l'attention  des  oéomètres. 

Telles  sont,  résumées  et  rapprochées,  les  principales  propriétés 
des  surfaces  les  plus  remar([uables  parmi  celles  dont  on  a  fait 
réceiument  l'étude. 

On  pourrait  présenter  sous  une  forme  analogue,  illustrée 
d'exemples  très  nombreux  et  choisis  avec  soin,  la  plupart  des 
résultats  généraux  acquis  de  nos  jours  en  Géométrie  et  peut-être 
aussi  pourrait-on  faire  entrevoir  ce  que  sont  les  piincipales 
méthodes  de  l'Analyse. 

Ainsi  exposées,  les  spéculations  mathémalicjues  ne  seraient 
encore  point  sans  doute  à  la  portée  des  esprits  ilcpourvus  des 
notions  élémentaires,  mais  elles  deviendraient  accessibles,  ilans 
leur  ensemble,  aux  esprits  cultivés. 

Iirnore-l-on  le  succès  si  léfiitiine  (iirobtiiit  aulrelols  Araui» 
([luind    il   (Milrepiit   de   vulgariseï   lAst  icuiomie  .' 

II.   i)i:  MoxTKssis  fSenlis\ 


sni  tj:s  pc^t.^gom-s  m-,  poncklkt 


Le  proMc'ino  (les  polvnjoncs  lie  Poiieelel  'i  coiuluil  naliirelle- 
nuMil  a  la  (|iiesti()ii  suivante  : 

Une  reldlion  h'u^uadral'upic  siimèlrique  dèlerminant  une  infi- 
nité de  polimones  de  m  côtés,  inscrits  (hins  une  unicursale  C.  forme 
Vèqucition  générale  de  degré  m  (jui  <i  pour  racines  les  para- 
mètres t  des  m  so/nmets  de  l'un  de  ces  deu.r  pohjgones. 

On  observe  aussitôt  ([ue  cette  é([uation  doit  pouvoir  tlépendr*' 
linéairement  d'un  paramètre  A,  de  façon  à  être  déterminée  com- 
plètement et  d'une  manière  uiu([iie  par  la  donnée  d  une  seule 
racine  /„  ;  c'est  ce  <[ui  a  été  vérifié  '^-).  On  peut  le  constater  sim- 
plement de  la  façon  suivante  : 

Nous  savons  ([ue  l'on  peut  toujours  (aire  en  sort»'  (pie  les  para- 
mètres des  ///  sommets  d  un  polvgone  considéré  soient  :  pu^ 
p  ^// -|- ^o  ,  . .  .p  [u  -\-  \ni  —  I  \"^  ,  avec  la  condition  :  m  \?  =^  o  \ 
l'écpiation  correspondaule  ([iif  Ton  veut  former  est  : 

F  [t,  a  =1  t  —  /'"]  / — p  ("+'■0!   7 — /'  ("H-'''''o)i-  ■  ■  f  —  /'("+/"  —  I  V  —  " 

Kn  vertu  de  /n  V^  ;^  o,  on  voit  imiin-diatemenl  <[ue  1  on  a  iden- 
tiquement, (picl  (pie  soit  l'entier  /c  :  l'  /.  //  -|~  /'"  ^^""i  -^-  ''  /'  "  • 
Regardons  alors  !•  comme  une  lonclion  flliplupic  di'  //.  aux 
mêmes  péi-iodes  (jue  pii  ;  elle  aura  les  pôles  doiihles  connrus  a 
'^.  —  \y .  —  :>.\-' . . .  —  im —  i  )  'O  ;  decomposons-la  ru  eicmenis  sim- 
ples, et  pour  cela  eonsid(M'ons  s<tn  d«''Veloppcnienl .  par  rap[i<nt  aux 
puissances  cioissantes   de    //.    par  i-xemple  ;   il  sera  d»'  la  hoinr  : 


\'f    Vdir  un   prcn-dcnl  iirliclc,  minic'-rii   du    i '»  uii\  rinhri"   iSi)i). 

1*1  Voir  une  iiuU-  de  M.  \\.  lîrioard  un    ltii//,-flii  <lr  la  S,.tif/r  riiia/i<-iiiii/i.jiir.   \><ijX, 
p.   «i"?.  Je  priipiisc  ici  nin-  di'-innn^li'iilinn    plu-;   '•inipli'. 
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Fj  étant  une  fonction  entière  de  //  ;  trou,  en  vertu  de  la 
remarque  ci-dessus  : 

De  sorte  que  V  a  même  résidu  B  par  lapport  ii  tous  ses  pôles  ; 
la  somme  des  résidus  étant  nulle,  on  aura  13  =  o  ;  A  sera  aussi 
le  même  pour  tous  les  pôles  : 

A  =:  lim„  =  o  «"F  (l,  u)  ; 

d'où  : 

^  =  —  {i—p'-ù)  {f—p-^'-O...  if—p{'"  —  ^Y0  =  f{t). 

D  où  la  décomposition  cherchée  : 

F  {t,  u)  =  t\t)  [pu  +  ;;  ^«  +  ^o)  • .  •  +  P  l"  +  ('"  —  i)'0  j  +  9  (0 

en  désignant  par  cp  {t)  un  polynôme  indépendant  de  //,  qu'on 
pourra  expliciter  en  attribuant  à  u  une  valeur  particulière.  Donc 
en  appelant  ).  la  somme  des  paramètres  des  m  sommets,  Yèqua- 
tion  générale  demandée  sera  : 

(i)  0(0  +  ^/(0  =  0. 

s  (/)  et  f  (t)  désignant  les  polynômes  correspondants  a  deux 
solutions  particulières,  et  pouvant  être  remplacés  par  deux  quel- 
conques de  Tensemble  i^i)  obtenu  quand  A  varie  (en  particulier. 
/  (/)  doit  être  regardé  comme  ayant  une  racine^  iu(luie\  Ainsi 
les  m  sommets  des  polygones  de  Poncelel  considérés  fornienl  bien 
sur  la  courbe  C  une  i/n>olu(ion  d  ordre  m. 

Remarque.  —  Réciproquement,  toute  équation  de  la  forme  (i) 
et  de  degré  quelconque  /«,  ne  détermine  pas  généralement,  quand 
A  varie,  des  pcdygones  de  l*oncelet  inscrits  dans  la  courbe  :  car 
l'élimination  de  A  entre  les  deux  équations:  o  [x]  -f- A  /  .r=  o, 
'f  C'/)  H~  ''^  f  iy)  =  o  montre  que  les  paramètres  x  et  //  de  deux 
sommets  quelconques  d'un  des  polygones  déterminés  par  (1  ) 
satisfont  à  la  relation  symétrique  : 

/•(■>■)  ?(.r)-A.v)  y  (-^^^    ^Q 

x-y 


SI  /i  f./:s  roi.rcos i.s  ui:  roycrf./rr 
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qui  est  dOidic  /ii  —  i  ]);ii'  i;i[)[)(»il  ;i  cIkkjih'  |);ii';mi<''tr«'  .r  ou  y  : 
elle  se  lr;inslonue  en  une  rchition  d  oïdii'  ///  —  i  mire  S  =  .(' -\-  if 
et  P  ^=:  .rij,  ((ui  s  uhtient  d'ailleurs  laeilenieiif  sous  lorme  de 
déterminanl.  en  eeiivant,  par  la  méthode  didentifieafion,  (jue 
/,  —  S/  -j-  P  est  diviseur  de  -s  [t]  -\-  A  /  !  f  . 

(îeonietrHjuenK'ut ,  si  la  eourhe  il  est  une  eoni(jue,  eela  revient 
il  dire  (jue  les  coyr/t'.s'  de  liiivoliition  i)  c/n'i'loppcnt  fine  lii;ne  de 
r/asse  m  —  i.  Des  que  /n  surpasse  3,  ce  n'est  ([u'exeeptionnelle- 
ment  (pie  eelte  enveloppe  se  décomposera  en  deux  autres,  dont 
1  une  F  serait  de  seconde  classe  :  il  sera,  pour  cela,  nécessaire 
et  su! lisant  ([ue  les  côtés  de  deux  polygones  de  m  côtés  déter- 
minés par  /'  =  o,  'j  ^  G  soient  h  la  lois  tanpjents  ii  une  même 
eonicpie. 

Cas  particulier  de  ni  =  3.  —  Dans  ce  cas,  l'écpialion  (  i;  déter- 
mine toujours,  (juels  ijiie  soient  f  et  '^.  des  triangles  inscrits  dans 
la  conique  (]  et  circonscrits  ii  une  conique  l'\  qui  reste  fixe  cpiand 
A  varie  :  cela  est,  du  reste,  \\  prévoir,  puisqu'on  peut  toujours, 
comme  on  sait,  inscrire  une  conique  F  à  la  fois  dans  les  deux 
triangles  déterminés  par  /"  =  o  et  9  =  o.  De  lii  résultent  fina- 
lement la  plupart  des  lieux  géométri(jues  relatifs  aux  tiiangles 
inscrits  dans  une  coni([ue  C  el  circonscrits  ii  une  autre  i'). 

M.   LKi.iEuvnr.  fCaen'. 


(',  Voir,  à  ce  siijft.  iiii<>   imlo  di-  M.    I'uiitciu\  Uniie  <!<■  Mutli.    s/>c',i<it<-s.  nwW  1900. 


NOTE   Slll  l  \  VOWV  HE  EA  THEORIE 


FOXCTIOX    EXPONENTIELLE    ET   DES  LOGARITHMES 


Après  avoir  défini  la  fonction  ^r"  dans  le  cas  où  .v  est  irra- 
tionnel, on  démontre  aisément  que  la  formule 

(i)  a"^  X  «'■'  =  (f  "  ■'■' 

subsiste  alors  même  que  les  exposants  sont  irrationnels  ;  on  en 
cctnclut  ensuite  la  formule  correspontlante  pour  la  fonction  loga- 
lilhmnpie,  èi  savoir,   en  posant  a'=//,  a''  z^=  ij'  : 

loa,,  i'r'  =  log„  V  -]-  log(,r'. 

Il  est  singulier  ([ue  presque  tous  les  traités  omettent  alors  de 
démontrer,  pour  le  même  cas  où  les  exposants  sont  entièrement 
quelconques,  c'est-à-dire  peuvent  être  irrationnels,  la  propriété 
exprimée  par  la  lormule 

il  la([uelle  correspond,  pour  le  loo-arithme,  la  formule 

(:})  li>g„_r''  =  x'  log„  )-. 

Ce  n'est  pas  que  les  auteurs  n'aient  pas  ii  faire  ensuite  usage 
de  cette  formule  (2),  puisque,  pour  élal)lir  la  formule  (S),  presque 
tous  partent  de  Tidentité  de  déHnilion 

y  =^  a     "  , 

et,  élevant  les  deux  membres  ii  la  puissance  tlexposant  .v' , 
concluent 

y'^   =  [a    '^"■'j     =:  a        '•". 


iin.onii:  de  i.a  roycrioy  i:.\  ro.xr  y  ///:  /././■:,  rrc.       i.., 

I.e  l()o;iiithmt'  de  y  (M;int,  on  i;<Mi(''r:il,  iiu^nu'  piiur  </  cl  //  i;i- 
tioniiels,    un   noinhif   nr;ttionnel.   ils  Innl   ainsi  usiifc    iK'   l;i    loi- 

o 

mule  (2)  pour  le  cas  d  exposants  irrationnels,  sans  lavoir  aucu- 
nement (•tahlie.  (  )uel([ues-uns  même,  apii'S  avoir  démontre  la 
tormule  '■)  comme  je  viens  de  le  ilire.  vont  plus  loin,  et  s'en 
servtMit  pour  en  conclure  la  formule  -0,  ([ui  se  trouve  ainsi 
démontrée  ajiri's  avoir  élé  implicitement  admise. 

.le  uv  connais,  pour  ma  part,  (pi  un  seul  ouvrage  où  les  choses 
soient  correctement  présentées  ;  c'est  le  Tniilc  </'A/i;l'/)r<'  clr- 
Dwnldirc  de  MM.  Cor  et  Riemann  ;  encore  (pie  la  démons- 
tration de  la  relation  (  1^ ,  directe  il  est  viai,  me  naiaisse  un  |>eu 
compli(piee  pour  l'objet  dont   il  s  agit. 

Que  Ton  regarde  le  noniltrt>  iriationnel  comme  défini  par  la 
méthode  de  iJedelviud  ou  par  cell(>  de  Ci.  (Ganter,  la  difficulté 
a  hujuelle  on  S(^  heui'le  pour  établir  la  relation  :>}■  pai'  le  même 
jirocédc  (pie  celui  eniplov'  pour  la  relation  1  ,  provicnl  toiiiiuii's 
de  la  nu>me  smirce.  Vax  se  phu^ant,  par  exemple,  au  point  de  vue 
de  M.  G.  Cantor,  elle  réside  en  ce  que  l'on  n'est  \^■^<■  assure  (pic 
la  limite  de 

soit  [(i^\  ,  .r„  et  .r'„  dcsiniiant  deux  nombres  lationnels,  lonclions 
d  un  indice  entier  et  positif  //,  (pu  ont  respcctivcmcnl  .v  et  ./ ' 
pour  limites  ([uand  //  grandit  indéfiniment.  On  a,  en  ellet,  ici 
iiHaire  ii  une  expoiienlielle  d  exposant  variable  .r„,  dont  la  hase, 
a  ",  varie  aussi  avec  //  ;  eu  sorte  (pii'  la  (piestion  revient,  au 
fond,  à  la  d(''inonst ration  de  la  c(»iitiiuiité  de  la  fonction  //  ,  où  // 
et  e  sont  deux  fonctions  conlluucs,  dont  la  première  est  essen- 
tiellement positive. 

I'!t  cette  ci»iitiiiiiil(''  ne  saurait,  comme  le  font  beaiic(Ui|>  d  au- 
teurs, être  conclue  de  la  formule 


u"^  ^  a 


j()inte  il  la  continuili-  de  la  fonction  expmicnticlle,  puistpic.  ainsi 
(pie  je  lai  fait  remarcpicr  |»liis  haut,  cetle  formule  11  est  <pi  une 
cons<''(picii(<-  de  la  relation  •'  ([iiil  s'agit  |tr<-cisement  d  dablir. 
Mais  elle  se  deiiKUitii'  aisi-meiii  en  faisant  inleiveiiir  les  pro- 
priéti'S   les   plus  simples   de   la  liuiclioii  .i"\  où    '    est    une    variable 
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positive  et  m  un  exposant  cnticienienl  quelconque.  La  démons- 
tration, très  facile,  de  ces  propriétés,  i\  savoir,  que  la  fonction 
est  continue  et  (pi'elle  varie  toujours  dans  le  même  sens,  ne  sup- 
pose d'ailleurs  que  la  formule  (i).  (Voir  J.  Tannery.  Inlrodinlioii 
à  la  théorie  des  fondions  d'une  variable.  Paris,  1886  ;  n''  83. 1 
Soient,  alors,  p  et  (j  les  limites  respectives  de  a  et  {>,  p  étant 
un  nombre  positif  ;  soient  a  et  [j  les  diderences  infiniment  petites 
Il — p,  i* — «y  ;  on  a,  en  vertu  de  (i) 

"'-'  =  (p  +  a)'/  +  ?  =  {p  +  «y/  [p  +  a|> 

De  la  propriété  de  .v'"  d'être  continue,  on  conclut  que  {p-\-a.)'> 
a.  pour  limite  yj'',  quand  a  tend  vers  zéro  ;  de  la  propriété  de  x"^ 
de  varier  toujours  dans  le  même  sens,  on  conclut  que,  £  désignant 
un  nombre  fixe  satisfaisant  aux  conditions 

f/^-f-a)?  est  compris  entre  (/>>-£)*  et  (y;-)- c)  ?,  quantités  qui,  en 
vertu  des  propriétés  de  la  fonction  «'^,  tendent  vers  i,  quand  3 
tend  vers  zéro. 

Donc  a'-'  tend  bien  versy>»'',  et  la  fonction  //'   est  continue. 
Revenant  alors  ii  la  relation  (2),  on  voit  que  a"^"  avant,  ([uand  n 
grandit  indéfiniment,   le  nombre  positif  «^  pour  limite,  la  quan- 
tité («  ")   "  a  pour  limite  [a^]    ,  comme  il  fallait  l'établir. 

Il  est  très  vraisemblable  que  cette  démonstration  si  simple  a 
été  déjà  établie  ailleurs,  bien  que  je  l'ignore.  Je  1  ai  donnée  dans 
mon  enseignement  et  communi([uée  autrefois  ii  plusieurs  pro- 
lesseurs.  Il  est  seulement  assez  surprenant  qu'une  telle  lacune 
s'observe  si  généralement  dans  les  traités  didacticpies  eu  un 
même  point  ;iussi  important  de  la  théorie  de  l'exponentielli'. 

II.    Padk   iLillel. 
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L'Association  internationale  des  Académies. 

M.  Darlxmx  viciil  «Ir  |)iil)licr,  ilaiis  !<■  Journal  des  savn/ils.  un  1res 
iiitti'essant  article  sur  celte  question.  Nous  en  donnons  ci-dessous 
«juelques  extraits,  et  notamment  le  texte  des  statuts  de  celte  impor- 
tante fédération  scientifique. 

«  Si  nous  nous  empressons  de  taire  connaître  à  nos  lecteurs  celle 
«  Association  amicale  des  Académies  dont  la  formation  remonte  à  ipiel- 
«  ques  mois  à  peine,  c  est  que  nous  tenons  à  répondre  à  des  demandes 
«  qui  nous  ont  été  adressées  par  plusieurs  de  nos  confrères  et  de  dillé- 
«  rents  côtés.  Et  puis,  n"est-il  pas  naturel  ([ue  ce  journal,  rédigé  j)ar 
«  des  membres  de  notre  Institut,  c'est-à-dire  de  lassociation  la  plus 
«  complète  réalisée  jusqu'ici  entre  les  Académies  dune  même  nation, 
«  suive  avec  le  plus  vif  intérêt  la  formation  et  les  progrès  d  une  lédé- 
«  ration  qui  est  sans  doute  appelée  à  provoquer  les  plus  heureuses 
u   modifications  dans  l'organisation  du  travail  académique  .'  » 

M.  l)arI>oux  présente  ensuite  un  exposé  liistori(pie  des  faits  et  di-s 
pourparlers  qui  précédèrent  la  conférence  de  \N  iesliadi'ii  au  suji't  ilf 
laquelle  il  s  exprime  ainsi  : 

«  On  peut  dire  que  la  conférence  de  \\'it'sl)adiii  (■iM|)l()va  de  la 
«  manière  la  plus  utile  la  courte  durée  de  deux  jours  (pii  lui  avait  été 
«  assignée.  Séances  plénières,  réunions  de  commissions,  de  sous- 
<f  commissions  se  succédèrent  ])endanl  les  journées  du  <)  «l  du  m  ckIh- 
«  bre  i8;)9.  Grâce  à  la  grande  expérience  et  à  l'activili-  ilu  piisidtnl 
'(  M.  Auwers,  un  des  secrétaires  de  l'Académie  de  lîerlin,  dont  lespril 
«  net,  précis  et  conciliant  a  l)eaucoup  contribué  au  succès,  nous  avons 
«  pu,  en  deux  jours,  achever  notre  tâche  :  rt,  en  sacriliant  un  peu  les 
«  détails,  la  conférence  est  parvenue  à  ilablir  un  projet  si  sagement 
«  con(;u  (ju'il  a  réuni  presque  immédiattinenl,  nous  le  verrons  plus 
«  loin,  l'adhésion  de  touli-s  b-s  Académies  invitées  à  |>arliii|iir  à  I  As- 
«   sociation. 

«  Les  statuts  sont  si  courts  et  si  simples  (|u'il  vaut  mieux,  sans 
«  aucun  commcnlairc,  les  repr<»duire  dans  leur  intégrité.  Ils  ont  ele 
«  rédigés  en  allemand,  en  anglais  et  en  français.  N  oiei  le  trxte  Iran- 
'(    çais  : 


en  no  M  QUE 


PROJET    Di:    STATUTS    POUR    L  A  SSOCIATION    I.NTERNATIO-NM.E    DES    ACADEMIES. 

I .  Les  Académies  et  Socii'lés  savantes  rejDréseiitées  à  Wiesbaden  ont  décidé 
de  fonder  une  union   inlernatioiiaie  des  principaux,  corps  savants  du    monde 

(Miticr  i|iii  prendra  le  nom  siiivanl  : 

Assocuilion  iiitciii/ilioiidle  des  Académies. 

•X.  Les  Membres  de  celle  ^Association  sont  les  Académies  suivantes  (par 
ordre  alphabétique)  : 

L  L'Académie  royale  des  sciences  de  Prusse,   à  Berlin; 

IL  La  Société  royale  des  sciences,  à  (iœllingue; 

IIL  La  Société  royale  des  sciences  de  Saxe,  à  Leipzig: 

lY.  La  Société  Royale,  à  Londres: 

V.  L'Académie  royale  des  sciences  de  Bavière,  à  Munich  ; 

YL   L'Académie  des  sciences,  à  Paris; 

A'H.  L  Académie  impériale  des  sciences,  à  Sainl-Pélersbourg; 

A'IIL  L'Académie  royale  des  Lincei,  à  Rome  ; 

IX.  L'Académie  impériale  des  sciences,  à  Yienne  ; 

X.  L'Académie  nationale  des  sciences,  à  Washington. 

J.  Seront  invitées  à  en  faire  partie  les  Académies  suivantes  (par  ordre 
.alphabétique)  : 

I.  L'Académie  royale  des  sciences,  à  Amsterdam  : 

IL  L'Académie  royale  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Bel- 
gique, à  Bruxelles  ; 

m.  L'Académie  hongroise  des  sciences,  à  Budapest  ; 

lY.  La  Société  des  sciences,  à  Christiania: 

\  .  La  Société  royale  des  sciences,  à  Copenhague  ; 

YI.  L'Académie  royale  de  l'histoire,  à  Madrid  ; 

YII.  L'Académie  des  inscriptions  el  belles-letli-es,  à  Paris  : 

YIII.  L'Académie  des  sciences  morales  et  politiques,  à  Paris; 

IX.  L'Académie  royale  suédoise  des  sciences,  à  Stockholm. 

4-  Ladhésion  de  chacune  de  ces  Académies  résulleia  d  une  déclaration 
envoyée  à  lAcadémle  de  Berlin  avant  le  i'"'  mai  1900. 

§  •^- 

I.  L'admission  d  une  nouvelle  Académie  ne  pourra  se  faire  qu'à  une  majo- 
rité des  deux  tiers  des  Académies  associées. 

■1.  VA\ii  ne  pourra  être  proposée  que  par  lune  des  Académies  associées. 

3.  Chaque  Académie  i)ent,  en  tout  temps,  se  retirer  en  faisant  une  décla- 
ration, soil  au  (-omité  (si  9).  soit  à  l'Assemblée  généi-ale  (ji  5). 

.ï^    L 
I.  L'Association    a    ])()ur   but    de    préparer  ou   de  promouvoir  des   travaux 
scienlili(|nes  d  intérêt  général  t[ui  seront  proj)Osés  par  une  des  Académies  qui 
en  font   partie  et,    d'une   manière  générale,  de  faciliter  les  rapports  scienti- 
iicjues  entre  les  dilférents  pays. 
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■j..  Chaque  Acirdéiuio  se  réserve,  diiiis  iliaque  cas  parliciilier.  le  'Iroil  île 
prèlor  ou  de  refuser  sou  coucours,  ainsi  que  le  ihoix  des  voies  à  prendre  el 
ili's  moyens  à  employer. 

!^   i. 

Les  organes  de  rAssocialion  sont  : 

a.  I/Asseniblée  n'énérak-: 

h.  Le  Coiuité.  • 

I.  A  lAsseinblée  générale,  eliaqne  Académie  envoie  autant  île  délégués 
qn  clic  le  juge  convenaldc. 

■t.  ]/Asseniblce  générale  comprend  deux  sections  :  la  si-ction  des  sciences 
el  la  section  des  lettres. 

J.  (Iliaque  Académie  |)enl.  suivant  sa  composition,  envoyer  des  délégués 
à  1  une  des  sections  senlemenl  ou  aux  deux. 

.\ .  Dans  les  Assemblées  générales,  il  y  a  des  séances  plénièies  et  des 
séances  de  section. 

i.  Dans  les  séances  de  section,  comme  dans  les  séances  générales,  chaque 
Académie  ne  dispose  que  d  un  vote,  qui  doit  être  émis  par  le  membre  de  sa 
délégation  quelle  aura  désigiu'-. 

6.  Les  décisions  prises  par  une  des  sections  devront  être  simplement 
communiquées  eu  assemblée  plénière  ;  elles  u  ont  besoin  de  conlirmalion  que 
dans  les  casoùles  intérêts  des  deux  sections  sont  engagés.  Dans  les  cas  d'ur- 
gence, le  Coniilé  peut  provoquer  par  voie  de  correspondance  la  décision 
des  Académies  associées. 

I.  L  Asseinbh'e  générale  se  lient  tous  les  trois  ans. 

i.  Sur  la  proposition  du  Comité  on  d  une  des  Académies  associées,  sa 
réunion  pourra  être  avancée  ou  relardée,  si  celle  proposition  est  approuvée 
à  la  majorité  îles  votes  «-mis  par  les  Acailémics. 

3.  Des  réunions  extraordinaires  d  une  seule  seclion  |)euvent,  avec  1  assen- 
timent de  la  moitié  an  moins  des  Académies  représentées  anpn-s  de  celte 
sL'cliou,  être  ordonnées  par  le  Comité. 


La  («inviHMliun  d  une  ré'union  esl  l'aile  parle  l'ri'sideni  du  (Coniilé. 

Le  lieu  des  réunions  est  fi\<-  rbaiiue  luis,  pour  la  réunion  snivanle  par 
l'Assemblée  gi'-nérale. 

.=^   '.I 

I.  Dans  l'intervalle    enln-    deux    .\sseinblé-cs    géin'ialrs.    I  .\ss(>ii,ii <>l 

repn'senléc  par  le  Comité-;  cha<pK>  Académie  y  délègue  un  ou  deux  de  ses 
ineuibres,  suivant  (pi'elle  preinl  pari  à  1  une  des  sections  on  aux  deux. 

•2.  Dans  les  réunions  générales  du  Comité',  les  deux  délégn.s  d'une  même 
Ai-adéinie  ne  disposent  que  d'une  voix. 

i.  Le  Comité  a  un  président  et  un  vice-président,  qui  doivent  app.irtiiiir 
à  des  sections  diU'érentes. 
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4.  Lo  président  du  Comité  est  le  délégué  de  l'Académie  faisant  fonction 
d  Académie  principale  (j;  9,  10),  et,  dans  le  cas  où  celte  Académie  a  deux 
délégués,  celui  des  deux  qu  elle  aura  elle-même  désigné. 

5.  Le  vice-président  est  élu  par  le  Comité  en  séance  plénièi-e,  parmi  les 
membres  de  celle  des  deux  sections  à  laquelle  il  doit  appartenir. 

6.  Le  Comité  accomplit  sa  tâche,  suivant  les  cas,  soit  dans  des  réunions, 
soit  par  voie  de  correspondance,  et  cela,  dans  son  plénum  ou  dans  chacune 
de  ses  sections. 

-j.  D'ailleuj's.  il  tait  lui-mènie  son  règlement. 

8.  Pour  chaque  l'éunion  générale  de  1  Association,  il  dresse  un  rapjiort  sur 
sa  gestion. 

9.  LAcadémie  faisant  fonction  d  Académie  principale  est  celle  du  lieu  dans 
lequel  doit  se  tenir  la  plus  prochaine  réunion  générale. 

10.  Le  changement  d'Académie  principale  s'effectue  cependant,  non  pas 
exactement  à  la  lin  d'une  réunion  générale,  mais  à  la  iin  de  l'année  civile 
dans  laquelle  s'est  tenue  celte  réunion. 

11.  Les  pouvoirs  du  Comité  expirent  et  doivent  être  renouvelés  au  moment 
de  ce  changement. 

§  10. 
Pour  la  j)rise  en  considéi'ation,  1  élflde  ou  la  pré])aralion  d  entreprises  et 
de  recherches  scientifiques  d'intérêt  international,  des  Commissions  inter- 
nationales spéciales  peuvent,  sur  la  proposition  d'une  ou  de  plusieurs  des 
Académies  associées,  être  instituées,  soit  par  l'Assemblée  générale  ou  Tune 
de  ses  deux  sections,  soit,  dans  l'intervalle  entre  deux  Assemblées  générales, 
par  le  Comité  ou  l'une  de  ses  deux  sections. 

.§    "• 
1.    L'assentiment  des   deux  tiers  des  Académies  associées  est  nécessaire 
pour  toute  modification  ou  toute  extension  des  statuts. 

•  1.  Toute  proposition  relative  à  la  modification  ou  à  lextension  des  slatuts 
doit  être  présentée  par  le  cinquième  au  moins  des  Académies  associi-es. 
Elle  doit  être  transmise  par  écrit  au  Comité  et  contenir  le  liijellé  des  déci- 
sions proposées. 

3.  Le  Comité  communique  aussitôt  que  possible  la  proposition  aux  Aca- 
démies associées.  Entre  celle  communication  et  le  vote  sur  la  proposition,  il 
doit  s'écouler  un  intervalle  d  au  moins  six  mois. 

4.  Ce  vote  doit  avoir  lieu,  soit  en  séance  pléniêre  de  lAssemblée  générale, 
soit  par  une  déclaration  envoyée  au  Comité. 

5.  Pour  la  prochaine  Assemblée  générale,  la  demande  de  deux  des  Acadé- 
uîies  associées  sera  suffisante,  et  il  suffira  aussi  que  cette  demande  soit 
envovée  par  écrit  aux  autres  Académies,  deux  mois  avant  la  i-éunion  de 
l'Assemblée, 

Dispositions  triiiisituires. 


I  .  En  liéclarant  son  adiiésion  à  1  Association,  ciiaque  Académie  conlracle 
l'obligation  d'envoyer  un  ou  deux  délégués  au  Comité. 

2.  Le  pri'sident  du  ("omih'-  ainsi  formé  sera  un  des  délégués  du  prochain 
lieu  de  réunion. 
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3.  Le  président  devra  cette  fois  convoquer  le  Comité  en  temps  utile  pour 
la  préparation  de  la  première  Assemblée  générale. 

.^   l^- 

1.  Les  décisions  de  la  conférence  do  Wicsbaden  seront  soumises  à  la  rati- 
fication   des  Académies    représentées   et    de  l'Académie    royale  des    Lincei 

2.  La  ratification  s'effectuera  par  une  déclaration  envoyée  à  l'Académie  de 
Berlin.  L  Académie  de  Berlin  communiquera  cette  déclaration  et  la  sienne 
propre  au.x  autres  Académies. 

3.  Les  statuts  entreront  en  vigueur  dés  que  six  Académies  auront  donaé 
leur  ralillcation. 

«  Conformément  au  paragraphe  i  3  des  statuts  et  dès  le  29  novembre 
«  1899,  l'Académie  de  Berlin  envoyait  aux  dix-neuf  Académies  et 
((  Sociétés  savantes  dont  on  avait  prévu  l'accession,  le  cnmple-rendu 
«  de  la  conférence  de  \\'iesl)aden,  ainsi  (jue  le  j)rojft  de  statuts  de 
«  l'Association.  L  Académie  des  sciences  et  des  deux  autres  Académies 
«  invitées  de  l'Institut  de  France  ne  lardaient  pas  à  donner  leur  adhé- 
«  sion,  ainsi  que  la  Roi/al  Society  et  les  Académies  de  Berlin,  de  Gœt- 
«  tingue,  de  Leipzig,  de  Munich,  de  Saint-Pétersbourg  et  de  Vienne; 
«  de  sorte  que,  d'après  le  dernier  article  des  statuts,  l'Association 
«  internationale  des  Académies  se  trouvait  constituée  dès  le  commen- 
«   cernent  de  février  1900.    » 

Puis,  après  d'intéressants  renseignements  sur  la  réunion  du  Comité 
à  Paris  du  3i  juillet  1900,  et  l'annonce  de  la  première  asseud)lée  géné- 
rale qui  aura  lieu  à  Paris  le  ij  avril  1901,  l'auteur  coïK'lut  en  ces 
termes  : 

«  Cette  Association  n  été  accueillie  avec  faveur  partout  où  la  science 
«  est  cultivée.  Si  quelques  personnes  avaient  concju  contre  elle  des 
«  préventions,  ses  premiers  pas  et  ses  premiers  actes,  empreints  diiii 
«  esprit  de  sagesse  et  de  conciliation,  nous  ])araissent  de  nature  à  dis- 
(f  siper  toutes  les  inquiétudes.  Déjà  IDii  songe  à  s'adressera  elle  pour 
«  bien  des  œuvres  que,  seule,  elle  sera  caj)abli'  de  réaliser.  ( 'n  se  rap- 
('  pelle  que  l'entente  dans  le  domaine  tie  la  recherche  théoricpie  entr»; 
(f  les  Scivants  précède,  le  plus  souvent,  les  accords  des  peuples  sur  le 
«  terrain  de  la  prati(pie  et  des  laits.  (  )n  sent  confusément  qu'il  a  été 
«  créé  un  organisme  nouveau,  devant  êii-e  appelé,  dans  la  suite,  à  exer- 
ce cer  une  inlluence  considérable  et  bienfaisante.  Il  iuq)orle  que  les 
«  Académies  constituantes  juslili<'nl  cette  faveui-  et  hâtent  le  foiirtion- 
«  nement  de  l'Association  en  s  attaciiant  à  lui  soumettre  des  projets 
c(  soigneusement  élaborés.  Il  importe  aussi  (|ue  tous  ceux  (pii  attendent 
('  l)eaucoup  de  lAssociation  se  souviennent  qu'elle  a  le  leuqis  devant 
«  «'Ile;  que,  par  leur  nature  même,  les  Académies  sont  des  c(U'ps  dont 
«  l'action  s'exerce  avec  une  certaine  lenteur:  qu'on  doit  faire  crédit 
«    pendant    ()Uebpie    lenqts    à    I  Association    nouvelle  en    lui    lai>•^.ln^   le 

Enscignenienl  iinith.  y 
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«  temps  de  prendre  conscience  d  elie-inèrae  et  de  créer  peu  à  peu  les 
«  organes  grâce  auxquels  elle  pourra  réaliser  toutes  les  espérances 
«   qu'elle  a  l'ail  iiaîlre  de  dillérenls  cùlés.  » 


Lenseignement  des  mathématiques  supérieures  à  léna. 

L  Lniversilé  de  léua  a,  depuis  qiicl(pi<;s  années,  inli'iiduil  d'impor- 
tantes modillcations  dans  Toi-ganisalion  de  son  luslilul  lualhéiuaticpie. 
D'ailleurs,  dans  la  plupart  des  l'niversités  allemandes,  renseignement 
des  malhématiques  supérieures  est  en  train  de  sul)ir  une  transloi'ma- 
tion  très  heureuse,  qui  est  due,  en  grande  partie,  au  récent  décret  con- 
cernant le  brevet  de  capacité  de  l'enseignement  des  malhématiques 
dans  les  établissements  secondaires  supérieurs.  Gn  -sait  qu'en  vertu  de 
ce  décret  (voy.  LEns.  Malli.,  i'''^  aimée,  p.  60)  les  programmes  ont  été 
considérablement  élargis,  et  qu'il  a  été  créé  un  di[)lôme  spécial  pour 
l'enseignement  des  malhéuialiques  appliquées.  Ce  mouvement  en  faveur 
d  une  révision  des  programmes  dans  le  but  de  les  adapter  aux  conditions 
actuelles  des  sciences  pures  et  (ipjj/iqitccs  a  été  provoqué  par  un  groupe 
de  niathémaliciens  parmi  lesquels  nous  devons  nommer  M.  F.  Klein, 
le  savant  professeur  de  Gottingue  et  ISLM.  Holz-mIiller  et  Schwaliîe. 

Actuellement  bien  des  universités  ont  ouvert  leurs  portes  aux  prin- 
cipales branches  des  sciences  appliquées  en  créant  des  chaires  de 
Géométrie  descriptive,  de  Mécanique  appliquée,  de  Statique  graphique, 
de  Géodésie,  de  Physique  mathématique,  de  calcul  des  assurances,  etc. 

L'Université  de  léna  a  donc  suivi  ce  mouvement,  et  elle  possède 
aujourd'hui  un  Institut  mathématique  qui  répond  entièrement  aux  con- 
ditions actuelles.  Ses  programmes  nionlrent  que  les  branches  les  plus 
importantes  des  mathémathiques  pures  et  appliquées  y  sont  enseignées 
à  tour  de  rôle  dans  un  cycle  de  deux  à  trois  années.  Ces  cours  sont 
accompagnées  de  leçons  spécialement  consacrées  aux  exercices  et  aux 
travaux  pratiques,  et  de  conférences  desliné<!S  à  initier  les  étudiants 
aux  recherches  personnelles. 

Les  (  ludiants  (  ni  à  leur  disposition  \ine  bibliothèque  mathématique 
{jitatliciiiatLschcs  /.csczi/iniicr)  qui  leur  est  largement  ouverte,  et,  de 
plus,  une  importante  collection  de  modèles  el  d'instruments  mathéma- 
tiques et  physiques.  Cette  collection  porte  le  nom  de  Muske-Schaefker, 
en  souvenir  du  savant  mathématicien  et  |)hvsicien  récemment  décédé. 
H.  SchaelTer,  pendant  sa  longue  carrière  à  TUniversité  de  léna,  a  réuni, 
à  laide  de  ses  ressources  personnelles,  les  modèles  et  instruments  les 
plus  imporlanls  appartenant  au  domaine  des  sciences  mathématiques 
et  physiques,  des  sciences  techniques  el  de  l'Astronomie.  Grâce  à  la 
Fonddt/ori  Cari  Zciss  l'Université  est  devenue  prcq^riélaiire  de  cette 
remarquable  collection,  la  plus  imporlanle  peut-être  que  1  on  puisse 
trouver  dans  les  universités,  tant  au  point  de  vue  de  sa  valeur  histo- 
ricpie  qu  à  celui  de  renseignement  supérieur.  11.    1'. 


ciinosioi  F 


M.   Eugène  Vicaire 

^I.  I.iig.  ^  ii-aire  est  ilécécb''  à  Paris  lo  18  janvier  ili-riiicr,  ù  1  àp-  de 
<ii  ans  Inspecteur  gt'néral  dr^  niirios,  professeur  à  l'heole  supérieure 
des  ntincs.  M.  ^  icairc  était  en  outre  un  rnatliéniatirien  fort  distino^nr. 
Il  avait  etc.  il  v  a  (picl([ues  années,  président  d<'  la  Société  niatlniiiati(|U(' 
de  France.  Ses  travaux,  pour  une  l)onne  pai'l,  ont  porté  sur  la  Méca- 
nique rationnelle  ;  cl  il  apportait  dans  cette  étude,  non  seuleuit-nt  des 
connaissances  mathématiques  élevées  et  étendues .  tuais  en  outre  des 
vues  philosophiques  pi'ofondes  et  personnelles. 

De  relations  aiuiahles  et  sûres,  dun  commerce  scientilique  cliarnianl, 
d  un  caractère  hauti-nient  honorahle  et  inspirant  lu  sympathie,  ce 
savant  sera  regretté  unanimement  de  tous  ceux  cpii  ont  pu  le  connaître 
et  lapprécier  ;  que  sa  veuve  et  ses  deux  lils,  destinés  eux  aussi  à  niar- 
quei'  leur  place  dans  la  science,  reçoivent  les  respectueuses  condo- 
léances de  la  direction  de  l' lùiscigncincnt  MatJic/natique,  et  sachent  hien 
toute  la  pari  ((ui  est  prise  ici  à  leur  doideiir. 


Archiv  der  Mathematik  und  Physik. 

On  sait  f[ue  la  revur"  cpii  paraît  sous  ce  litre  occupe  parmi  les  pério- 
diques allemands  une  place  analogue  à  celle  que  tiennent  en  1  iMuce 
les  Xoiii'cllrs  Arma  les  de  Mat/ii'nialit/iirs.  Fondée  en  18',  i  par  .l.-A. 
Gri'nïrt.  qui  la  dirigée  jusqu'à  sa  mort  (18^2),  elle  a  eu  pour  direc- 
teur penflani  les  viiig'.-huil  dernières  années  le  savant  mathémalicieii  et 
philosrq»he  ]\ .  lloi>i>i:.  La  niorl  de  ce  dernier,  survetuie  au  mois  de  juin 
de  lan  passé.  a])porte  une  ti'ansformation  importante  dans  la  dii-eclion 
du  journal.  A  partii*  de  cette  année,  les  archives  seront  publiées  sous 
la  triple  direction  de  MM.  F,.  Fampi:.  professeur  à  IlCcole  technitpu^ 
supérieure  de  lîerliii,  \\  .  lu.  .\li;vi:n.  professeur  à  l'Fniversité  de 
Konigsherg,  et  |].  .Iaunki.,  professeur  à  rFcoli'  nale  supérieur!- 
«  Fricdric/i-Wertlcr  »  de  Berlin,  (les  noms  suflisent  pour  assui'er  à 
cette  revue  une  nouvelle  périinh-  de  succès.  L  un  des  principaux  élé- 
ments de  succès  est,  croyons-nous,  cette  triple  coUahoratioii  <le  mathé- 
maticiens appartenant  à  des  milieux  d  enseignement  entièrement  dillë- 
rents;  aussi  les  archives  de  ("iiMiuerl  et  Huppe  sont-elles  appelées  à 
prendre  une  plaee  de  plus  eti  plu>  iriipurlaiile  |)ai-nii  les  revues  mathé- 
matiques. 

L'Association  allemande  pour  l'avancement  de  l'enseignement. 

L  Asso<-iation  allemande  ]«>ui"  I  avancement  de  1  enseignemeiil  des 
sciences  mathematiipMs  et  naturelles  l'iicin  ztir  h'<>rflrrtin<^  tirs  l'nter- 
ric/ils    ifi    (li-r    Mnt/ir/iinii/,     nml   di'ii    .\<iiin-\\  issciisrluiflfin    tiendra     sa 
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dixième  réunion  annuelle  au  mois  de  mai  prochain,  pendant  la  semaine 
(le  Pentecôte,  à  Giessen,  sous  la  présidence  de  jNI.  Dr.  Rausch.  Cette 
importante  association,  dont  le  but  a  été  signalé  encore  tout  récem- 
ment par  M.  PiETZKEU  (n°  de  janvier,  p.  24  j,  compte  aujourd'hui  plus 
de  neuf  cents  membres,  et  ses  séances  présentent  en  général  un  très 
grand  intérêt.  Nous  ne  manquerons  donc  pas  de  tenir  nos  lecteurs  au 
ciiurant  des  travaux  présentés  à  Giessen,  en  tant  que  ceux-ci  se  ratta- 
chent à  l'enseignement  mathématique. 

Enquête  sur  la  méthode  de  travail  des  Mathématiciens. 

La  lettre  de  M.  Maillet  qu'on  a  pu  lire  dans  le  précédent  numéro 
(p.  58)  nous  a  valu  un  grand  nombre  de  communications  diverses,  la 
plupart  favorables  à  la  proposition.  Beaucoup  nous  suggèrent  des 
questions  à  faire  figurer  dans  la  liste  de  celles  qui  serviraient  à  l'en- 
quête dont  il  s'agit.  Nous  nous  occupons  de  les  classer  et  de  les  ordon- 
ner, et  nous  espérons,  dans  1  un  de  nos  plus  prochains  numéros,  pouvoir 
publier  un  projet  de  questionnaire,  sur  lequel  1  attention  de  tous  nos 
lecteurs  sei'a  encore  appelée,  avant  qu'il  devienne  définitif. 

Annuaire  des  Mathématiciens. 

Plusieurs  correspondants  nous  demandent  des  indications  sur  la 
publication,  que  nous  avons  annoncée,  de  l'Annuaire  des  Matliéniati- 
riens  pour  Tannée  1901.  Les  retards  subis  sont  dus  uniquement  à  des 
causes  matérielles,  inhérentes  à  l'impression  d'un  recueil  de  ce  genre. 
On  est  donc  contraint  de  demander  encore  un  peu  de  patience  aux 
intéressés,  qui  trouveront  dans  cette  utile  publication,  prépai'ée  avec 
grand  soin,  une  ressoux'ce  devenue  indispensable. 

Le  Matematiche  pure  ed  applicate. 

Sous  ce  titre,  vient  de  paraître  le  premier  numéro  d'un  nouveau 
journal  mathématique  italien,  auquel  nous  souhaitons  la  bienvenue  la 
plus  cordiale.  Le  directeur  de  cette  intéressante  publication  destinée  à 
l'enseignement  moyen  et  supérieur,  est  notre  distingué  confrère,  ^L  le 
professeur  Cristoforo  Alasia  ;  et  au  nombre  des  collaborateurs,  nous 
relevons  spécialement  les  noms  de  INLM.  Appell,  Beltazzi,  Brocard, 
Burali-Forti,  Cesàro,  de  Galdeano,  E.  Lemoine,  Pcano,  Poincaré, 
Vassilief,  bien  connus  des  lecteurs  de  l'Enseignement  niat/iéniatiqne. 

Toutes  les  comnuinications  peuvent  être  adressées  au  directeur,  à 
Oristano  (Sardaigne),  ou  au  D*"  V.  Retali,  5,  via  Fieno,  Milan. 


Au  moment  de  la  mise    sous   pi-esse,  ou  nous  annonc'o  la  mort  de 
M.  Th.  MouTAni). 


CORRESPONDANCE 


.Te  vous  reineroie  pour  1  insertion  de  ma  noie  sur  les  variations  de 

__      u.r-  +  l>r  +  c 
n'.i-  -f-  fj  .V  -{-  c' 

Une  petite  erreur  s  est  glissée  dans  riui|>ression  ;  au  lieu  îles 
signes  -r,  on  a  mis  des  — ,  et  je  me  horne  à  vous  la  signaler,  ee  <pii 
suffira  comme  erratum. 

Je  profite  de  roccasion  pour  vous  adresser  un  eertain  n(»uil)re  d<- 
réflexions  ou  de  questions  (pii  me  send)lent  bien  à  leur  place  dans  la 
correspondance  de  \  lùiscignciiicnt  mntliéinutiquc.  Pour  plus  de  nellelé, 
je  les  sépare  en  autant  de  paragraphes  distincts  : 

I.  Peut-on  prévoir  ou  espérer  l'adoption  effective  du  système  mélri- 
(jue  par  toutes  les  nations,  au  moins  eu  ce  ipii  se  rapporte  aux  unités 
de  longueur,  de  superlicie  et  de  volume  '.' 

Chez  quelles  nations  la  tentative  est-elle  le  plus  près  de  se  réaliser  .' 
Quels  sont  les  obstacles  à  prévoir  pouvant  retarder  cette  adoption  .' 
Quelles  sont  les  objections  faites  sérieusement  à  cette  unification  .' 
Quelques  notions  sur   le    système   métrique    sont-elles  prévues  dans 

l'enseignement  élémentaire  chez  les  nations  (pii  n'ont  pas  encore  adopté 

le  système  fran(,ais  .' 

II.  .1  ai  eu  maintes  fois  l'occasion,  soit  personnellement,  soit  en  com- 
missions d  examens,  de  constater  tpie  des  jeunes  gens  d  une  solide 
instruction  théorique  et  pourvus  de  brevets  d  études  classiqu<'s.  étaient 
dune  inex[)érience  conq)lete  eu  matière  de  système  méli-i<pu'.  .le  crois 
que  cette  insuffisance  tient  an  mode  ireiiseignement  et  à  1  absence 
d  exercices  pralitpu's.  Il  me  parait  donc  inli'icssaut  île  demander  si  Ion 
a  pris  quelques  dispositions  pédagogiques,  et  de  i[uelle  nature,  pour 
familiariser  les  élèves  avec  les  évaluations  exactes  ou  approxiuuitives 
de  longueurs,  de  superficies  et  de  vidumes,  auxipu-lles  ils  aui(Uit  coiiti- 
nuellemenl  à  s  exercer  au  cours  de  leur  carrière. 

III.  Lorscpuj  loccasioii  se  pié-enle  [xnir  moi  de  voir  l.iii'e  une  S(MI>- 
iraclion  arithmétique,  j<'  i-onslale  <|ue  pei-sonne  ne  |)aiail  couuaitre  la 
méthode  si  rapide  et  si  pratique  des  ccMiqtléments. 

Pouripioi  n Cst-elle  pas  plus  répandue  ;' N'esl-elledonc  pasenseignéc  .' 
On  parle  de  simplifications  à  apporter  et  à    ivaliser  dans  1  enseigne- 
ment des  mathématiques  élémentaires.   Vax  voici  une  (pii  se  présente  au 
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dél)ul  des  éludes.  Ne  pourrai  l-on  liiuposer   dans   les  prograniines  des 
écoles  primaires  et  aussi  des  classes  de  llniversité  '.' 

(  )a  a  bien  opéré  delà  sorte  pour  sn|)priiiier  l'aii^oi-illiMie  des  pro- 
portions 

A  :  lî  :  C  :  J)  elle  remplace'r  pai- i'(''"-alilé  de  l'auport  -^  =r — '—■ 

Pour<pioi  persister  dans  une  routine  aussi  inju.sliJiée  ? 

I\  .  7'i/i)Oi^ra])liic  russe.  —  Pei'suadé  que  leniploi  du  tvpe  romain 
pour  l  impression  des  ouvrages  scientifiques  allemands  a  beaucoup  aidé 
à  leur  dillusion,  je  désirerais  savoir  s'il  a  été  question  ou  si  l'on  a 
essayé  d  employer  le  même  type  pour  limpressiou  d'ouvrages  scienti- 
liques  en  langue  russe. 

A  défaut  de  lettres  romaines,  pourrait-on  cuqjlovei-  ralplial)et  grec, 
dont  le  russe  possède  déjà  plusieurs  lettres  .' 

Les  auteurs  scientifiques  russes  sont-ils  d'avis  dune  adoption  systé- 
matique du  type  romain  '.' 

V.  L'enseignement  de  i Astronomie  est- il  eoniplèienienl  libre'.' —  11 
existe  des  ouvrages  dont  les  auteurs,  se  plaçant  au  point  de  vue  stric- 
tement théologique,  afjirment  l'immobilité  de  la  terre  et  réfutent  victo- 
rieusement les  prétendues  théories  qui  ont  cours  dans  l'enseignement 
public.  Suivant  eux,  les  arguments  en  faveur  de  la  rotation  de  la  teri'e 
sont  de  purs  sophismes.  Ceci  me  conduit  à  penser  que  rAstronomie 
moderne  est  encore  taxée  d'hérésie.  Est-ce  exact  '.'  Un  ecclésiastique 
a-t-il  le  droit  d  enseigner  l'Astronomie  d'après  les  théories  modernes 
et  d'aflirmer  la  rotation  de  la  terre  ? 

\  I.  Tous  les  auteurs  de  manuels  classiques  d  enseignement  des 
mathématiques  élémentaires  (Arithmétique,  Géométrie)  sont  d'accord 
pour  développer  la  partie  réservée  aux  exercices,  et  ils  s'efforcent  d  en 
rehausser  lintérét  par  le  choix  de  données  ingénieuses  ou  oi-iginales  ; 
mais,  en  examinant  attentivement  quehpies-uns  de  ces  exercices,  on  a 
le  regret  de  constater  qu'il  s'y  glisse  parfois  des  applications  fantasti- 
ques, ou  correspondant  à  des  données  manifestement  irréalisables,  .le 
citerai,  par  exemple  : 

Mesurer  des  monuments  que  l'art  des  lujmmes  ne  saurait  exécuter,  soit 
comme  dimensions,  soit  comme  nature  de  matériaux. 

l'évaluer  la  surface  de  triany-les  rectiliofues  dont  les  trois  côtés  ont 
plusieurs  kilomètres  de  longueur  (avec  fractions  du  mètre). 

Les  résultats  ainsi  obtenus  sont  al)solument  iihisoires  et  ne  représen- 
tent rien  à  l'esprit.  Pourquoi  en  évocpier  limage'.' 

.le  signale  donc  ce  petit  delanl,  de  manière  que  si  ces  lign<!s  tondx-nt 
sous  les  yeux  de  certains  auteurs,  ceux-ci  veuillent  Itien  en  tenir 
conqite,  dans  la  réimpressiou  d<!  leurs  ouvrages,  sans  qu  il  soit  néces- 
saire de  les  en  averlii'à  roccasioii  d  Un  conqile-rendu  bibliographique. 

il  .    HitocAiin     lîar-le-I)uc). 

1,")  IV"\  rii'r    I <)(>!. 


\\\  r>Li()GRAPHir: 


Éléments  d'Économie  politique  pure,  ou  Théorie  de  la  ric/iessc  sociale, 

[)ai-  Lfoii  W  Ai.KAs.    ['■  (''(lilion.   Laiisaiiiic*  1900. 

Dans  co  voliuiio  de  près  de  5oo  [taises,  M.  \N  alcas  a  i-i'-iiiii  en  un  \  ('•rilalili' 
corps  de  doclriue,  imi  los  coiiipKUant  sur  quelques  puints  de  détail,  les 
remarquables  travaux  ([u  il  a  rouiuieucé  à  publier  eu  1871  el  j)oursuivis 
depuis  avec  uue  inlaligable  persévérauce,  <ii  vue  d  a|))»Iii|uer  les  uu-tliodes 
inatliématicjues  à  celte  partie  de  la  scieuce  icououiicjue  à  laquelle  il  est  légi- 
time de  le  taire,  c  cst-à-dirc  aux  théories  de  l'échange,  de  rélablisseinenl  des 
prix,  de  la  circulaliou  el  ilc  la  monnaie,  elc.  l:]n  edel,  si  llLconomic  politique, 
telle  qu  on  leuseigne  un  peu  partout,  embrasse  un  bon  nombre  tle  questions 
dont  la  solution  relève  presque  uniquement  de  considérations  de  morale  ou 
tl  équité  (par  exemple  les  règles  à  sui\re  pour  l'appropriation  des  richesses 
natur.-'.les,  |)i)iir  la  répai-tilion  des  richesses  pro  luîtes  entre  les  in  lividus  et 
la  collectivité,  etc.),  el  d  autres  d'ordre  purement  technique  ou  relevant  de 
eonsidéralioiis  d  utililc-  sociale  Jj)ar  exemple  les  conditions  de  meilleure  uti- 
lisation des  tonds  protluctils,  la  tlivision  du  travail,  etc.),  elle  s'occupe  aussi 
de  certains  faits  sociaux  qui  ne  résultent  pas  de  la  volonté  arbitraire  do 
1  iionime,  bien  qu  ils  soient  en  relation  avec  sa  nature  jiropre  el  avec  les 
conditions  spéciales  du  milieu  où  il  est  obligé  de  vivre  el  île  j>uiser  ce  qui 
est  nécessiiire  à  la  satisfaction  de  ses  besoins  :  tel  est  le  fait  [jrimordial  de 
l'existence  d'ime  valeur  cl  échange  \m\iY  toutes  les  choses  à  la  lois  utiles  el 
rares,  c  esl-à-dire  à  la  fois  susceptibles  de  satisfaire  (directement  ou  indi- 
roctement)  un  ou  plusieurs  besoins  et  limitées  en  quanlilt-.  Les  valeurs 
d  échange  étant  des  grandeurs  comparables  entre  elles  el  variables  suivant 
des  lois  (pi  il  est  très  intéressant  de  connaître,  rien  ne  s  oj)jjose  à  ce  que 
l'é-tucK'  <le  ces  grandeurs,  comme  de  toutes  celles  (|ue  remplissent  les  mênu's 
ronditions.  suit  abordé-e  parties  mi'thodes  malhé'mati(.|ucs.  Il  faut  senieu»enl 
prendre  gaide  di-  n  introduire  à  la  base  de  cette  é-tude  (pu-  des  ilélinitions 
parfaitement  nettes  et  précises,  el  d  écarter  toute  hvpollièse  inexacte  ou 
même  seulement  incomjjlète. 

La  premier»'  section  de  Louvrage  de  M.  NN'.dras  est  consacré-e  pn-cisément 
à  établir  les  distinctions.  déiiniti4>ns  et  priiu  ipes  indispensables  pour  l'inti^l- 
ligenco  et  l'exactitude  des  développeim-nts  (|ni  suivront.  Après  un  résumé 
histori(pie  el  critique  où  il  discute  la  manière  dont  les  éc«.)nomisles  ont 
jusqu'ici  flélini  et  compris  l'Economie  jioliticpie,  lauteur  fait  ressortir  la 
distinction  (pi  il  convient,  suivant  lui,  d'établii*  dans  cet  ensembli'  assez  coiilus, 
etitre  les  (piestions  (]ui  relèvent  <\r  la  science,  île  Vni  t  et  de  la  morale,  «t  qui 
admettent  respectivenn-nt  comme  erileria  le  er^j,  Vulile,  h'  jiistr  :  il  v  .1  là 
des  .ipeirns  d'un  puiss.tnl  intéièl,  tl  il  faut  lire  n-s  pages  111  «iilirr  poui-  eu 
appré-cier  l.i  justesse  el  la  nouveanic.   I, ftudr   ibs   (pi.slioiis  dv   l.i  première 
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catégorie  constitue  ce  que  Tauteur  propose  d  appeler  Y  Economie  politif/iie 
pure,  science  théorique  qui  sera  à  lEconomie  politique  appliquée  (élude  des 
questions  de  la  deuxième  catégorie)  ce  qu  est  la  mécanique  rationnelle  à  la 
mécanique  appliquée,  c'est-à-dire  la  base  solide  et  indiscutable  sur  laquelle 
doivent  sappuyer  toutes  les  applications  aux  questions  pratiques. 

Le  fait  de  la  valeur  d'échange,  premier  objet  d  étude  qui  se  présente  au 
seuil  de  cette  science  nouvelle,  est  alors  examiné  au  point  de  vue  de  ses 
causes,  que  l'auteur  ramène  à  une  seule,  la  rareté,  définie  scientifiquement 
comme  étant  la  propriété  que  possèdent  certaines  choses,  matérielles  ou 
immatérielles,  d'être  à  la  fois  utiles  et  en  quantités  limitées  ;  ces  choses 
rares,  dont  l'ensemble  constitue  la  richesse  sociale,  sont  les  seules  appro- 
priables  et  le  sont  toutes  :  l'industrie  a  pour  objet  de  les  produire  ou  d'i'n 
développer  le  nombre  ou  la  quantité. 

Ces  principes  posés,  l'auteur  aborde  dans  la  section  II  le  cas  le  plus  simple 
de  l'échange,  celui  de  l'échange  de  deux  marchandises  entre  elles  sur  un  marché 
où  existe  la  libre  concurrence  absolue.  Il  définit  les  courbes  (ou  fonctions) 
de  demande  et  d  offre,  et  montre  comment  s'en  déduit  l'état  d'équilibre  par 
l'établissement  d  un  prix  stationnaire,  et  comment  le  problème  peut  d'ailleurs 
admettre  une  ou  trois  solutions  (dont  deux  seulement  correspondent  alors  à 
des  états  d'équilibre  stable).  L  étude  apjjrofondie  des  courbes  (ou  fonctions) 
do  demande  l'amème  ensuite  à  introduire  de  nouvelles  courbes  ou  fonctions 
dites  d'utilité,  et  la  considération  de  ces  nouvelles  courbes  ou  fonctions  lui 
permet  de  définir  mathématiquement  la  rareté  d'une  marchandise  donnée 
pour  un  individu  donné  et  à  un  moment  donné,  comme  étant  la  dérivée  de  la 
fonction  qui  exprime  pour  cet  individu  et  à  ce  moment  l'utilité  de  la  quantité 
variable  de  cette  marchandise  supposée  en  sa  possession  ;  et  d'énoncer  enfin 
la  condition  d'équilibre  (sauf  une  modification  dans  certains  cas  particuliers) 
sous  diverses  formes,  qu'on  peut  toutes  ramener  à  la  suivante  : 

«  Pour  qu'il  se  produise  sur  le  marché  un  état  stationnaire  ou  d'équilibre. 
"  il  faut  et  il  suffit  que  les  quantités  des  deux  marchandises  (A)  et  (B)  pos- 
«  sédées  par  les  divers  individus  en  présence  sur  le  luarché  deviennent  telles, 
'<  que  le  rapport  de  la  rareté  de  (A)  à  celle  de  (B)  soit  le  même  pour  chacun 
«  de  ces  individus,  ce  qui  leur  procure  à  tous  la  plus  grande  satisfaction  de 
«  leurs  besoins  (relatifs  bien  entendu  à  ces  deux  marchandises)  compatible 
«  avec  les  quantités  totales  échangeables  sur  le  marché,  et  avec  l'existence 
«  d'un  prix  unique  et  commun  pour  tout  nouvel  échange  possible  ;  et  ce  prix 
«  unique  et  couinniu  est  alors  précisément  égal  au  rapport  commun  des 
«  raretés.  » 

Dans  les  sections  suivantes  III.  I\  ,  \  ,  l'auteur  monli-e  que  ce  théorème, 
convenablement  généralisé  dans  son  énoncé,  s'applique  encore  à  l'échange 
d'un  nombre  quelconque  de  marchandises  entre  elles  sur  un  même  marché, 
à  1  établissement  des  prix  des  services  et  des  produits  consommés  ou  obtenus 
par  les  entrepreneurs  de  production,  enfin  à  l'établissement  du  taux  du 
revenu  net  et  du  prix  des  capitaux:  il  lui  faut  seulement,  pour  obtenir  dans 
chaque  cas  un  nombre  d'équations  égal  au  nombre  des  inconnues  et  éviter 
toute  indétermination  dans  la  solution  mathématique,  introduire  de  nouvelles 
conditions  d'équilibre,  dont  quelques-unes  (par  exemple  celie  relative  aux 
échanges  indirects  ou  arbitrages,  p.  ii8)  sont  j)arfaitement  justifiées,  taudis 
que  d'autres  (égalité  du  prix  de  vente  des  produits  et  de  leur  prix  de  revient 
en  services  producteurs,  absence  de  bénéfice  et  tie  perle  pour  les  enlrej)re- 
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neurs  do  la  piodiuliou)  ne  pouvcnl  gucre  Olro  admises  qiio  piovisoiroiiionl. 
au  moins  sous  la  forme  absolue  dans  laquelle  elles  sont  énoncées.  Après 
avoir  examiné  en  passant  le  rôle  do  la  mardiandise-numéraire  et  celui  de  la 
marchandise-monnaie,  discuté  et  réfuté  les  doctrines  d  Adam  Sniitli  et  do 
J.-B.  Say  sur  1  origine  do  la  valeur  décliange,  1  auteur  obtient  linalomenl, 
comme  conséquence  de  ses  déductions  matiiématiques,  la  déunnistralion 
rigoureuse  de  cette  proposition,  aflirmée  depuis  longtemps  par  les  écono- 
mistes nais  non  encore  scientiliquemont  étaljlio,  savoir  :  que  le  mécanisme 
de  la  libre  concurrence  en  matière  d  échange,  do  production,  de  capitalisation 
et  de  crédit,  tond  à  procurer  par  tâtonnements  successifs  (jamais  terminés 
d'ailleurs  en  raison  do  la  variation  continuelle  des  données  du  jjroblème)  la 
plus  grande  satisfaction  possible  dos  besoins,  c  ost-à-dire  le  maximum 
d  utilité  des  services,  des  produits  et  des  capitaux  neufs  ;  sous  celte  double 
réserve  quil  ne  doive  exister  ([u  une  seule  et  iini<.[ue  proportion  dans  1  échange 
des  mômes  services  et  produits  pour  tous  les  échangeurs,  et  (ju'un  seul  et 
même  rapport  de  1  intérêt  net  au  capital  pour  tous  les  créateurs  d  épargne. 
Il  appartient  alors  à  la  théorie  morale  de  la  répartition  de  la  richesse  sociah" 
d'examiner  si  cette  double  condition  est  bien  conforme  à  1  équité  :  dans  le 
cas  contraire,  il  y  aurait  lieu  de  chercher  quel  autre  mécanisme  doit  être, 
d'une  manière  générale,  substitué  en  matière  d'échange,  de  production  ou  de 
crédit,  à  celui  de  la  libre  concurrence. 

La  section  YI,  consacrée  à  la  théorie  maihématique  de  la  circulation  et  do 
la  monnaie,  présente  un  intérêt  tout  particulier,  en  raison  dos  conclusions, 
assez  peu  conformes  aux  idées  actuoUoment  les  plus  répandues,  auxquelles 
l'auteur  est  conduit  par  1  emploi  de  ses  méthodes.  11  démuntro  on  oll'ot  ipio 
lusago  simultané,  comme  monnaies  légales,  do  n  marchandises  didVrentes, 
laisse  indéterminées  n —  i  inconnues  sur  les  '3  «  que  comporte  le  jiroblème, 
en  sorte  que  le  législateur  peut  (et  doit  même)  intervenir  pour  (ixor  les 
rapports  soit  de  prix  soit  de  quantités  (utilisées  comme  monnaies)  entre  n  —  i 
de  ces  marciiandises  et  la  n'"""  ;  que  si  ces  rapports  sont  fixés  do  manière 
à  satisfaire  à  certaines  conditions  qu  il  indique,  le  bimétallisme  par  exemple 
dans  le  cas  du  double  étalon  peut  pratiquement  fonctionner  sans  tendre  à 
dégénérer  on  un  monométallisme  de  fait  où  le  métal  déprécié-  aurait  totab-- 
ment  cliassé  de  la  circulation  le  métal  appré-cii-  ;  (preniin  il  n  y  a  aiifini»- 
impossibilité  théorique  do  réaliser  une  (ixili-  do  valeur  à  pou  j)rès  parfait' 
de  l'étalon  monétaire. 

,Iusqu'ici,  l'auteur  n'a  éturlii'-  les  phénomènes  <'conomi(|ues  qu'au  point  di- 
vue  statique,  tout  c\\  ayant  soin  de  déduire  de  la  forme  niomo  dos  é(|uations 
d'équilibre  le  sens  de  la  variation  do  chaque  phénomène  lorsque  l'une  ou 
l'autre  des  <lonnées  est  supposi-e  varier  dans  un  sens  déterminé. 

Dans  la  section  VII,  il  aborde  le  point  de  vue  dynamh]ue,  on  étudiant  cv 
qui  se  passe  sur  un  marché  poruiani-nl,  cl  en  rochorchanl  les  lois  de  varia- 
tion des  prix  dans  une  société  progi'ossivc.  Il  introduit  à  col  ell'el,  pour 
chaque  goure  do  production,  une  nouvelle  fonction  dite  de  fabrication,  ipii 
joue  un  rôle  analogue  à  celui  iU'  la  fonction  d'utilité  de  la  section  II.  et  dont 
les  dérivées  partielles,  qu  il  appelle  productivités  marginales,  d«lormin»'nl 
les  taux  <lo  rémunération  îles  «livers  services  pi-oduclciirs  ulilist'S.  Suit  un 
cxamcMi  criti(jue  des  théories  célèbres  do  .Mallhus.  do  Ilicaitio,  do  J.  Sluarl- 
Mill,  et  do  la  doctrine  des  physiocratos. 

La    huitième    cl    dornièi-o    section   o-^t    consacrt-o    à    l'i-tiide    s(iiiiuiair<'    dos 
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modilicalions  qui  se  produisent  dans  les  lois  écoiioniicfuos  préi-édcmnipnt 
(Ic'nioiilices,  lorsque  rh\  potlu'se  d'un  inarclié  ré<(i  iini(|iionienl  par  la  libre 
concurrei:cL'  absolue  (Uîsse  d'être  admissible.  Tarifs  maxiraa  ou  miniina, 
droits  protecteurs  ou  prohibitifs,  nioiujpoles.  émissions  de  papier-monnaie, 
impôts,  taxes  fiscales  :  tels  sont  les  principaux  points  succinctement  examinés 
par  l'auteur,  qui  réfute  en  passant  les  théories  de  Cournot  et  de  Dupuit  sui' 
l'iililiti'. 

La  rapidtî  analyse  que  nous  venons  de  faire  de  l'ouvrage  de  M.  \^'alras 
montre  suffisamment  le  nombre  et  l'importance  des  problèmes  qui  y  sont 
('•tudic's,  ainsi  que  l'inlérct  exceptionnel  que  présente  cette  tentative  fl'appli- 
i\\\vv  les  méthodes  mathémaliques  à  des  matières  que  l'on  a  été  trop  dis- 
posé jusqu'ici,  en  France  du  moins,  à  ne  traiter  que  par  des  procédés 
littéraires,  plus  propres  à  faire  valoir  le  talent  d'exposition  ou  de  dialectique 
des  auteurs,  qu'à  pi'-nétrer  vraiment  dans  la  connaissance  intime  des  lois  qui 
régissent  l'ensemble  si  complexe  des  faits  du  monde  économique.  L'absence 
ou  plutôt  l'abstention  systématicjue  de  tout  jjrocédé  véritablement  scientifique 
est  assurément  d'ailleurs  une  des  causes  du  discrédit  où  sont  tombées, 
auprès  de  beaucoup  d'esprits  sérieux,  les  doctrines  de  l'iù-onoinie  politique 
classique. 

Xous  devons  toutefois  formuler  quelques  réserves,  non  tpiant  à  l'exactitude, 
cjui  ne  nous  parait  sujette  à  aucune  objection,  des  méthodes  mathématiques 
employées  par  M.  Walras,  mais  cjuanl  à  certains  détails  et  au  mode  général 
d'exposition  adopté.  ÎVous  n'insisterons  pas  plus  qu  il  ne  convient  sur  i[ueli[ues 
(léliuilions  peu  heureuses  à  notre  avis  Ipar  exemple  l'utilité  extensive  de  la 
section  II,  qui  n'est  nullement  une  utilité,  mais  bien  une  quantité  de  mar- 
chandise, savoir  celle  qui  serait  demandée  au  prix  zéro,  et  qui  devrait  par 
conséquent  être  appelée  quantité  limite  de  satiété  ou  de  saturation)  :  ni  sur 
le  développement  donné  à  la  partie  polémique,  déveloi)peracnt  peut-être 
indispensable  puis([uc  l'ouvrage  s'adresse  surtout  à  des  hommes  faits,  déjà 
plus  ou  moins  imbus  des  doctrines  anciennes,  mais  qui  ne  serait  pas  à  sa 
place  dans  un  livre  rédigé  en  vue  d'enseigner  à  la  jeunesse  la  science  nou- 
velle ;  ni  enfin  sur  la  complication  de  certaines  démonstrations,  notamment 
dans  la  deuxième  section.  Nous  vouions  parler  surtout  de  la  préférence  très 
marquée  de  l'auteur  pour  l'emploi  des  notations  algébritjnes,  à  rexclusion 
(le  la  représentation  géométrique.  Il  est  vrai  tfue  dans  l'appendice  n*^  i  placé 
à  la  lin  du  volume  et  intitulé  n  théorie  géomélricjne  de  la  détermination  des 
prix  «  -M.  ^^  alras  parail  revenir  sur  cette  préférence  trop  aljsolue  et  essaie 
d'étendre  1  emploi  de  la  représentation  géoinétriifue  à  des  cas  plus  compli- 
qués que  celui  de  l'échange  de  deux  marchandises  entre  elles.  Mais  nous 
sommes  persuadé  (pi'il  serait  facile  de  tirer  un  meilleur  parti  de  ce  mode  de 
représentation,  sauf  a  sacrifier  im  peu  de  la  rigueur  absolue,  ce  qui  n'est 
vraiment  pas  un  inconvénient  grave,  pourvu  ([ue  le  lecteur  soit  averti,  et  sache 
([u'on  lui  donnera  jilus  loin  des  méthodes  algébrii[ues  absolument  rigou- 
reuses. Fa  d'autre  part  l'avantage  de  la  représentation  g(-ométrii|ue,  même 
approximative,  est  évident  :  car  la  plupart  des  fonctions  (ju'il  faut  introduire 
dans  ces  théories,  bien  que  parfaitement  déterminées  au  fond,  ne  pourraient 
être  remplacées  dans  les  formules  par  des  expressions  analytii|ues  détermi- 
nées, sans  exposer  à  obtenir  des  résultats  inexacts,  attendu  que  ce  n'est 
(|u  en  laissant  ces  foiu^tious  indéterminées  qu'on  peut  tenir  compte  de  ce 
(ju  il  y  a  d  incoinui  et  de  varial)le  dans  l  t'ial  d't'sprit  des  individus  considérés 
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coinnio  coiisoniiuatonrs,  l'i-liiiimours.  voiidoiirs  de  services  prodiielifs  ou 
consommables,  elc.  Mais  si  cet  «-tat  d'esprit  ne  se  laisse  pas  Iradnii-e  par  des 
équalioiis  explicites  comme  seraient  par  exemple  celles  d'nMe  parabole  un 
trnne  hyperbole,  il  est  cependant  certain  ijne  les  fonctions  (]iii  s'introdnisent 
ainsi  en  économie  politique  pure  ont  né<'essairt'UU'nt  des  allures  «r<'iisemble 
déterminées  et  cimnues,  et  de  même  par  conséi|uent  les  courbes  qui  les 
représentent.  Or  il  est  beaucoup  plus  facile  de  déduire  et  de  montrer  les 
conséiiuences  résultant  [)ar  exemple  de  la  courbure  plus  ou  moins  accusée 
d'une  courbe  et  de  sa  forme  j)lus  ou  moins  an^^uleuse,  que  de  raisonner  (ce 
qui  au  fond  revient  au  même)  sur  les  variations  plus  ou  moins  ra|)idcs  des 
valeurs  des  dérivées  successives  de  la  fonction  correspoiuiante.  (^est  ainsi 
que  M.  ^VaIras  n'a  pas  trouvé  loccasion  de  signaler  la  différence  de  forme  de 
la  courbe  personnelle  d'utilité,  suivant  cpiil  s'aj^it  d'une  marchandise  satis- 
faisant (seule)  à  un  besoin  de  première  nécessite  ou  à  un  besoin  de  luxe,  ilil- 
férence  qui  en  entraine  une  correspondante  et  Ijieu  rcniartjuable  dans 
l'amplitude  de  la  variation  du  prix  lors((ue  la  quantité  présentée  sur  le  marchi- 
pour  la  consommation  pendant  une  même  j)ériode  vient  à  varier  (il  aurait 
d'ailleurs  fallu,  pour  apercevoir  et  faire  ressortir  cette  dilféreiice.  opérer 
avec  la  courbe  d  utilité  et  non  avec  celle  de  rareté,  qui  en  dérive,  mais  i|ui 
oblige  d'autre  part  à  introduire  des  comparaisons  d'aii-es  à  contours  curvi- 
lignes, moins  commodes  et  surtout  parlant  bien  moins  aux  yeux  que  ties 
comparaisons  de  longueurs  ou  d  angles). 

Quoiqu  il  en  soit,  l'ouvrage  de  M.  Walras  n  en  est  (las  moins  très  remar- 
quable, et  mérite  d'être  étudié  à  fond  par  tous  ceux  qui  s'intéressent  aux  pro- 
blèmes économiques  et  sociaux,  et  ipii  |)ossèdeut  les  édéments  de  1  analyse 
et  de  la  géométrie  analytique.  Nous  serions  bien  surpris  si  sa  lecture  n  ins- 
pirait à  tous  ceux  qui  ne  sont  pas  aveugles  par  des  préventions  absolues, 
cette  conviction,  qui  est  la  nôtre  depuis  bien  longtemps,  savoir  qu  il  est 
possible  et  dès  lors  nécessaire  d  introduire  la  rigueur  des  procédés  malln- 
niatiques  dans  l'étude  des  phénomènes  économiques;  et  à  (pielques-uns  tout 
au  moins,  le  désir  de  travailler  pour  leur  part  au  développement  prochain  et 
considérable  certainement  réservé  à  cette  science  nouvelle,  dont  .M.  \N  alras  a 
si  heureusement  défini  l'objet,  posé  les  principes  et  institué  les  uulhoties 
fondamentales. 

R.    l'iiKUiN    (l'aris  . 


Kr.    .Mi<:mii..   —   Recueil  de   problèmes   de   Géométrie  analytique  à 

lusage  des  classes  de  Miatli('iuati(jues  sj)éciaies  :  solutions  des  problèmes 
donnés  aux  concours  d  admission  à  1  l'cole  l*olyt('chnii|ue,  de  i8Go  à  iijoo. 
Vn  volume  in-S"  de  i  \o  pages,  avec  Go  figures:  prix  ;  G  francs.  Paris, 
(iautliier-\  illarès,    1900. 

En  rénnissant  eu  un  petit  volume  l<s  problèmes  di'  (I<MiMii't  rie  jnalyliqur 
donnés  aux  concours  d  admission  à  1  Kcole  l'olylechniqiie,  de  iKGo  à  i«(oo, 
M.  Michel  rend  un  grand  service  non  seulement  aux  canilidats  à  celte  école, 
mais  encore  à  tous  ceux  (pii  «'nseignent  la  (ié-oujetrie  analytique.  (,elte  col- 
lection conslilue.  en  effet .  un  vi-ri table  recueil  d  exercices.  Chaque  question 
est  résolue  sous  une  fornu-  aussi  simph-  et  aussi  complète  (pu-  possible  ; 
elle  est  toujours  arcomjiagnée  «h-s  imlications  bibliographitpies  pcrmellanl 
au  Iccteui-  de  se  i-i'p()rti'r  à  d'autri-s  solutions. 
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Les  problèmes  ont  été  ji^roupés  dans  lortlre  cliroiiolot^ifiue.  En  regard  fie 
chaque  énoncé,  l'auteur  a  eu  soin  de  placer  1  indication  de  la  classification  du 
répertoire  bibliographique.  C  est  là  une  mesure  très  heureuse  qui  permettra 
au  lecteur  de  se  familiariser  de  bonne  heure  avec  la  notation  du  répertoire: 
mais  elle  est  incomplète  par  le  fait  que  l'auteur  aurait  pu  en  tirer  proht 
pour  donner,  à  la  lin  de  l'ouvrage,  une  table  indiquant  la  classification  des. 
problèmes  d  api'ès  la  nalui'e  du  sujet. 


L.  BAcnKLir.u.  —  Théorie  de  la  spéculation  (ihèsc);   in- J^,    70  p.;   Paris, 
Gautllier-^'ilial•s,  1900. 

A  chaque  instant  Ihomme  se  détermine  on  peut  dire  d'après  un  calcul 
rapide  de  probabilité  mentale  fondé  sur  des  souvenirs  présents  à  sa  mémoire 
à  l'instant  de  sa  détermination.  De  même  les  groupes  sociaux  comme  le 
commerce  et  la  finance  participant  de  la  vie  mentale  de  l'homme  et  conduits 
plus  spécialement  d'ailleurs  par  quelques-uns  des  individus  qui  les  forment, 
obéissent  aux  mêmes  opérations  mentales,  préliminaires  de  toute  action. 

Ces  idées  ne  sont  peut-être  pas  courantes,  mais  une  observation  intime 
permet  de  s'en  rendre  compte  avec  facilité.  Comme  corollaire,  il  en  découle 
cette  proposition  sur  le  groupe  de  la  Bourse  :  à  chaque  instant  précis  le 
marché  admet  une  loi  de  probabilité  de  variations  de  cours,  par  ini  procédé 
analogue  à  celui  dont  se  sert  lesprit  indivitluel  dans  les  circonstances 
diverses  où  il  est  appelé  à  se  prononcer. 

A  tout  moment,  un  courant  mental  emporte  dans  une  même  direction 
l'esprit  des  gens  d'un  groupe  social,  d'après  une  probabilité  moyenne  jugée 
bonne  par  les  membres  les  plus  influents  de  la  majorité  du  groupe.  Cette 
majorité  est  d'autant  plus  grande  que  les  intelligences  sont  mieux  rensei- 
gnées, mieux  éduquées  économiquement,  plus  calmes  et  plus  justes  dans 
leurs  observations  et  leurs  déductions  ;  il  y  a  là  une  question  de  «  science 
moyenne  »  et  de  «  logique  moyenne  »  tout  à  fait  fondamentale  à  l'origine 
des  courants  économiques  qui  mènent  le  monde.  J'ai  cru  bon  de  donner  ces 
aperçus  rapides  sur  la  «  psychologie  économique  »  qui  pourra  certainement 
un  jour  être  établie  à  l'état  de  science  au  même  titre  que  la  psychologie 
expérimentale  ;  les  résultats  de  cette  psychologie,  tirés  de  statistiques  nom- 
breuses et  tle  lois  prvidentes,  seront  repris  par  le  calcul  des  probabilités 
qui  avec  l'ordre  des  mathématiques  produira  les  simples  intentions  des 
masses,  les  calculs  vagues  et  incertains  des  individus,  en  chiffres  précis. 
Les  calculs  d'assurances  sont  le  premier  chapitre  de  cette  nouvelle  science. 
M.  L.  Bachelier  vient  d'y  ajouter  un  second  chapitre  que  nous  résumerons 
brièvement. 

L  auteur  i'emar([U(>  t[ui'  la  délenuiiiatiou  des  mouvcmenls  de  la  Bourse 
est  snbord(>nnt''e  à  un  nombre  infini  de  fadeurs  et  que  les  oj)inious  contra- 
dictoires relatives  à  ces  variations  se  j)artagent  si  bien  qu  au  même  instant 
les  acheteurs  croient  à  la  hausse,  les  vendeurs  à  la  baisse.  Oui,  cependant 
parmi  les  spéculateurs  il  en  est  qui,  sans  c|ue  le  marché  s'en  doute,  le 
dirigent  et  s  elforccnl  de  lui  faire  a<lopter  la  loi  de  probabilité  qu'ils 
admettent:  le  marché  réfléchil  el  pense  avec  eux.  Le  marché  ayant  en  quel- 
que sorte  une  personnaliU'  lucMlaic.  se  dcicrmiiie  à  un  instant  tlonné  suivant 
une  loi  (le  probabilité,  dont  n  oui  couscicMce  que  les  grands  financiers  qui  en 
sont  maiti-es.   Si  la  Bourse  c'esl-à-dire  l'ensemble  des   spi'culaseurs  ne  peut 
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prévoit'  à  très  lonijiie  (.■clu'-aiice  les  inouvenuMils  finis,  clli-  ios  ioiisiiioi-o 
coimiie  plus  ou  moins  prob;iblos.  M.  L.  Bachelier  s  est  proposé  de  recher- 
cher et  d  établir  la  formule  qui  en  exprime  la  probabilité.         , 

Succinclonient  M.  Bachelier  déliait  et  explique  les  opérations  de  Bourse  : 
opérations  fermes,  opérations  à  primes  options...  La  partie  technique  ainsi 
présentée,  1  étude  des  probabilités  dans  les  opérations  de  bourse  est  abor- 
dée. Doux  sortes  de  probabilités  se  trouvent  ici  : 

La  probabilité  que  1  on  pourrait  appeler  miithéniati(|ut>  :  c'est  celle  (tue 
Ton  détermine  a  priori;  celle  que  Ion  étudie  dans  les  jeux  de  hasard. 

La  probabilité  dépendant  de  faits  à  venir  et  par  conséquent  impossible  à 
prévoir  dune  façon  mathématique,  c  est  cette  dernière  probabilité  que  les 
individus  comme  les  groupes  sociaux  cherclient  à  réduire  le  pins  possible, 
et  qui  cepeuflant  seule  dillerencie  véritablement  le  spéculateiit-  heureux  qui 
la  fait  du  spéculateur  malheureux. 

Ces  préliminaires  posés,  M.  Bachelier  se  propose  de  détermitiei-  la  loi  de 
probabilité  qu'admet  le  marché  ;  car  «  si  le  marché  ne  croit  à  un  instant 
donné  ni  à  la  hausse  ni  à  la  baisse,  il  peut  supj)oser  plus  ou  moins  pro- 
bables des  mouvements  dune  certaine  amplitude  ». 

La  probabilité  p  pour  que  le  cours  .r  soit  «-oté  à  une  époque  donnée  est 
une  fonction  de  .r  :  cette  probabilité  est  régie  par  la  loi  de  Gauss  ;  quant  à 
l'espérance  mathématique  elle  est  proportionnelle  à  la  racine  carrée  du 
temps. 

L  auteur  étudie  ensuite  la  probabilité  dans  un  intervalle  donné  et  le 
rayonnement  de  la  probabilité  :  chaque  cours  .r  rayoniu'  |)cndant  un  élé- 
ment de  temps  vers  le  cours  voisin  une  quantité  de  probabilité  proportion- 
nelle à  la  différence  de  leurs  probabilités.  -M.  Bachelier  en  déduit  que  la 
probabilité  1',  pour  que  le  cours  x  se  trouve  à  l'époque  /  dans  l'intervalle  .»•, 
00  satisfait  à  une  équation  de  Fourier. 

Les  écarts  de  prime  sont  étudiés  alors.  La  théorie  exposée  à  ce  sujet 
conduit  à  cette  proposition  élégante,  que  «  la  valeur  de  la  prime  simjile  doit 
être  proportionnelle  à  la  racine  carrée  du  temps  »  ;  quelques  autres  propo- 
sitions suivent  parmi  lesquelles  il  faut  noter  celle-ci  en  passant  :  la  j)roba- 
bilité  de  réussite  de  l'option  au  double  est  o.'igî  et  l'option  réussit  (pialre 
fois  sur  dix  ;  la  probabilité  de  1  option  au  triple  est  o,i3  et  1  option  réussit 
une  fois  sur  trois . 

Après  lexposition  de  la  théorie  gétu'rale  des  probabilités.  a|(plicalion  est 
faite  de  celle-ci  aux  opérations  sur  les  valeurs  et  plus  particulièrement  sur 
la  rente.  On  voit  dans  les  quelques  pages  qui  leur  sont  consacrées,  ([ue 
«  neuf  fois  sur  dix,  un  achat  de  vente  au  comptant  produit  un  bénélice  au 
bout  d  un  an  »:  dans  l'étude  des  opé-rations  à  prime,  M.  Bachelier  a  I  excel- 
lente idée  de  comparer  la  probabiliti-  calculée  à  la  probabilitc'  observée  ;  on 
est  surpris  de  la  ressemblance  des  résultats  ainsi  obtenus,  qui  s'étend  à  des 
variétés  nombreuses  d"oj)ératioiis. 

Les  op<'rations  complexes  c|ui  réstiltent  des  didérentes  combinaisuns  pos- 
sibles d'opt'ialions  fermes  et  d'opérations  à  prime,  conduisent  à  di-s  c|ues- 
tions  didiciles  dont  la  solution,  ici,  est  seulement  esquissée. 

L'étude  de  la  probabilité-  pour  qu'un  cimms  donné  soit  atteint  oti  dé'passé 
dans  un  intervalle  de  temps  donné-  conduit  à  C(-lte  proposition  :  «  la  proba- 
bilité pour  qu'un  cours  soit  atteint  ou  dé-passé  à  l'époque  /  est  la  nr'oitit-  de 
la  probabilité  ^  jur  (|ue  ce  cours  soit  atteint    ou  dépassé  tlaiis   I  intervalle  de 
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temps  /  n;  colle  élude  esl  suivie  cl  applications  1res  iiitéreysaiiles  aux  opéca- 
tious  coinplexos  de  Bourse. 

M.  Bacliclier  termine  sa  thèse  par  une  remarque  qu'il  est  bon  de  roni- 
menler  ;  «  si  à  l'ét^ard  de  plusieurs  (picstioMs  traitées  dans  cette  élude,  j  ai 
comparé  les  résultats  de  1  observation  à  ceu\  de  la  théorie,  ce  n  était  jtas 
pour  vérifier  des  formules  établic^s  pai*  les  méthodes  mathémali(|ues,  mais 
pour  montrer  seulement,  que  le  marché  à  son  insu,  obéit  à  une  loi  qui  le 
domine  :  la  loi  de  la  probabilité  ».  Celte  remarcjue  donné-e  comme  conclu- 
sion d  un  travail  original  appuyé  sur  des  documents  nondjroux,  apparaît 
comme  une  confirmation  de  1  idée  que  je  présentais  brièvement  au  début 
de  ce  résumé,  c'est-à-dire  que  tout  groupe  social  a  des  tendances  à  se  d(Uer- 
miner  comme  tout  individu,  d  après  une  probabilité  préalable  en  rapport 
immédiat  avec  les  documents  qu  il  possède  sur  les  objets  qui  entrent  dans 
son  jugement.  Nous  devons  à  la  fois  remercier  M.  Bachelier  de  nous  avoir 
donm»  un  aussi  beau  travail  scientifique  et  le  féliciter  de  son  intéressante 
initiative.  Il  y  a  là  une  question  de  confiance  heureusement  résolue  pour  les 
mathématiciens  futurs,  qui  par  l'usage  des  statistiques  de  plus  en  plus  riches 
etpréciouses  ainsi  que  par  Icmploi  des  procédés  et  des  symboles  de  1  ana- 
lyse, établiront  une  science  économique,  avec  un  succès  égal  à  celui  des 
audacieux  qui  crureul  la  mc-canique  l'alionnelle  et  la  physique  mathématique. 

\j.    DiiSAi.NT   (Paris). 

E.  Di:i..\(:i;.  —  La  cllifiFro cryptographie  à  transmutations  uum(''rii[ues 
variables,  ou  l'Art  de  sécrire  en  seci-et  absolu  avec  des  chiffres  :  in-i8. 
G.'i  p.  :  prix,  1  francs,  cIkv.  Tauteur.  5,  rue  de  Mogador,  Paris,   1900. 

Le  titi'o  un  pou  conapliqué  en  apparence  cju  a  adopté  t  auteur  dérive  selon 
lui  de  la  nécessité  de  distinguer  les  écritures  secrètes  où  Ion  emploie  des 
chiffres  de  celles  où  Ion  emploie  des  lettres.  Son  système  repose  essentiel- 
lement sur  remploi  d  un  tableau  (transmutographe)  où  les  sons,  et  non 
pas  seuleniont  les  caractères,  sont  représentés  par  des  groupes  de  deux 
chiffres.  Il  expose  successivement  deux  systèmes,  arrive  ensuite  à  quelques 
conseils  de  pratique  générale,  donne  enfin  plusieurs  tableaux,  un  code  de 
phraséologies  fixes,  et  des  éléments  phraséologlques. 

C  est  une  étude  des  plus  consciencieuses,  et  théoi-it]uonn'nt  iutérossanle 
au  point  de  vue  math(Mnatique.  Quant  à  limpossibilité  absolue  du  déchilIVo- 
ment,  c  est  une  question  sui-  la([uolle  il  est  prudent  di>  ne  se  prononcer 
qu'après  expérience  faite,  lollouiont  esl  grande  1  habilite  de  divination  de 
certains  spécialistes.  Il  semble  cependant  qucf  les  procédés  de  M.  Delago 
sont  très  supérieurs  à  la  j)lupart  des  «  chiffres  »  connus,  par  exem|)le  aux 
écritures  historiques  secrètes  dont  la  ti'aductiou  fil  à  juste  titre  un  certain 
bruit,  il  y  a  quelques  années. 

J.-H.  (iu.vi   cl   Va\.    Gt  HiiK.  —  Einleitung  in  die  Théorie  der  Bessel' 

SChen  Funktionen  ;  I.  die  Bossid  schon  Puiiklion.u  orslor  art  1  i  >  p.)  : 
II.  die  Bessel  scIumi  Funktionen  zweitt-r  Art  1  i  jG  p.';  prix  :  fr.  S.  ;  \N  vss. 
Berne,   1899. 

L  élude  lie  la  tln'orii'  (h-s  fonctions  bossidieimes  offre  un  \  it  iiih'rèt  à  plu- 
sieurs point   do    vue.    Ces    fondions    conslitueut    par    leur  dt'finilion    et    par 


lU liLIOGtlA  l'ill F.  rU) 

leurs  pi'oprit'lt's  une  oxloiisioii  iiaUii-ollc  dos  n^uuliuns  Iriironniiu'lriiHK's  ; 
oUos  loiiruissoul  un  oxouiple  simple  pour  les  nu'liiudcs  tîénôralos  do  la  lln'o- 
rio  dos  r«niolious  el  de  celle  des  équations  tiiflV'renliollos  liiioair<>s  :  onfin 
elles  sollVenl  d  olles-uiônies  dans  luio  foule  d  applications  iiuportanlcs  en 
IMivsiquo  el  en  Mécanique  céleste. 

Aussi  la  littéral  lire  qui  les  coueerue  conipi-euil-ello  —  outre  les  nu  moires 
originaux  —  nombre  de  monographies  plus  ou  moins  élendnes.  Cidle  que 
nous  devons  à  la  plume  autorisée  de  MM.  Cirai"  el  fùihler  est  non  seulement 
la  (ieruiore  en  date,  mais  nous  paraît  ne  pas  pouvoir  être  assez  recommandée 
à  1  attention  des  personnes  qui  soccupenl  de  celle  partie  de  I  Analyse.  L  é- 
tudiaut,  en  pai'liculior,  qui  connaît  déjà  les  fonctions  hessélieunes  par  leurs 
iipplicalions,  trouvera  dans  cet  ouvrage  de  t[uoi  approl'oiulir  dans  tons  les 
sens  ses  connaissances  au  point  de  vue  tluoriipie.  Les  auteurs  oui  en  ellel 
laissé  de  côté  toute  application  ;  leur  hul  uui(|ue  t'iail  tl  e.vposer  la  théoi'ie  de 
Bessel,  d'après  les  idées  de  I  illustre  SchUolli  ,  d  une  manière  aussi  parl'aite 
que   possitdo. 

L  ouvrage  se  c<jin|)os('  de  deux  liisi-iciilcs.  l.c  promier  est  ronsacri'  aux 
fonctions  bessélionues  <le  première  espèiie.  Il  déliute  pai-  une  iiilroduclion 
historique  où  se  reconiiail  1  érudition  toujours  bien  intormée  de  M.  (iraf. 
Dans  les  cin([  chapitres  suivants,  nous  trouvons  exposées,  par  des  uK'thotles 
en  e;rande  partie  personnelles  aux  auteurs,  les  propriétés  et  les  diverses 
formes  des  fonctions  de  Bessel  J„''.r',  ainsi  (jue  des  fonctions  complémen- 
taires et  associées  K„(.rl,l*„(.r).  (^„(-J)  :  valeurs  asymptotiques  des  J„  .»)  piuir 
.t—  X  \  racines  des  J,i(.r).  déveloj>pemeiil  d  nue  fonction  arbitraire  en  séries 
de  la  forme  il  A-,J„(ji>.a')  oi'i  !j>.  sont  les  divei-sos  racines  de  J(3-,. )  ^z  o.  A  signa- 
ler l'usage  si  habile  qui  est  lait  aux  cliajjilre  ii  ri  \  dos  lacets  et  autres 
intégrales  complexes. 

Le  deu.xième  fascicule,  ou  hiiil  chapili'i's,  soccupe  surtout  des  fonctions 
fie  fleuxiènu»  espèce.  Rlles  sont  (h'dinios.  non  coiniuo  socondes  solutions  à 
poiiil     iogai-ithuiiquo    de     rtWjiiaticJii    didorciilicllo     dis    .)„i.i).    mais    d  après 

C    Neumami  el  Schliidli.  Si  Ton  développe    la  loiicliou   en    S(M'i(^  de  la 

.r  —  V 

forme  0'\j:'iJ"iv) -f-  •2X0'\.r)J"(v),  0'\.ri  est  la    fonction    de    seconde   espèce. 

La  déliniliou  est    entièrement    analogue    à    celle    qui    est    en  usage  pour  lit* 

fonctions  sphiM-iiiiies.    Los  0"(.r     sont    des  p(d\uomes  en    .     L'i'lude      île 

.r 

leurs  propriétés,  des  équations  différentielles  qii  ils  xi'rifient,  de  leurs  rela- 
tions avec  Tj/.r)  el  l:i  complé-menlaire  K„(j')  remplit  les  trois  premiers  cha- 
pitres. Les  cinq  derniers  eonlienuenl  des  e.xemples  de  développements  sui- 
vant des  fonctions  hcsscliennes  de  j)remière  el  de  seconde  espèce,  les 
formules  d  addition,  «léveloppement  en  Iraclions  cunliuues  et  polynômes  de 
Sclila  fli,    relation     fies    l'oiictions    bossi-liennes    avec  les    si-ries  h vpergi'nmi'- 

triques  ou  1  élude  de  1  intégrale  de  Schliofli  |      i„{.r  i'-"'    .r'     '  «/.r  onliu,  inli- 

grale  discontinue  do   (iiildei-  /      J„,(r.r)  J„(.»)r/.r. 

Si  l(>s  iiuiicalions  préi-é-denles  pertnellent  de  comprendre  h-  plan  de  1  »>ii- 
^rage  et  l.i  rich>-sse  des  malière>  traiti'<-s,  il  ne  peut  donner  ipi  nue  ideir 
bien  insiilfi>anle  de  la    manier.'   (fislingiiée    (tout   les    auteur'-    fini    n-mpli  leur 
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programme.  Leur  ouvrage  doit  être  consulté  par  toutes  les  personnes  qiii 
ont  à  s'occuper  des  fonctions  de  Bessel  :  ajoutons  que  des  indications  biblio- 
graphiques très  complètes  permettent  au  lecteur  de  s  orienter  dans  la  litté- 
rature du  sujet. 

C.  Cailler  (Genève). 

Th.  Crivetz.   —  Essai  Sur  l'équidistante,    in-8'%    5o   p.;    Bucarest,  Insf. 

C.  Gobi,  1900. 

Nouveau  travail  sur  le  postulatum  d'Euclide.  L'auteur  examine  quelques 
propriétés  de  la  ligne  plane  équidistante  d'une  droite  donnée  du  plan. 
Ensuite  il  s'attache  à  conclure  que  cette  ligne  équidistante  se  compose  de 
deux  droites  parallèles.  Il  considère  que  la  théorie  des  parallèles,  la  somme 
des  angles  d'un  triangle  rcctiligne,  la  nature  des  équidistantes  d'une  ligne 
droite  donnée  sont  intimement  liées  et  forment  un  seul  problème. 

La  brochure  de  ^I.  Crivetz  sera  certainement  lue  avec  intérêt  par  tous  les 
mathématiciens  que  passionne  la  lutte  des  euclidiens  et  non-euclidiens,  dont 
les  lecteurs  de  Y  Enseignement  Mathéniatique  ont  été  déjà  souvent  entretenus. 

Brief"wechsel  z"wischeii  Cari  Friederich  Gauss  und  Wolfgang 
Bolyai,  mit  Unterstùtzung  der  Ungarischen  Akademie  der  Wissenschaften 
iierausgegeben  von  Fr.vnz  Sch.midt  und  Paul  Staeckel.  Un  vol.  iu-4*', 
de  xvi-'io8  p.,  relié,  prix  :   fr.  20.  —  B.-G.  Teubner,  Leipzig,  1900. 

Si  le  nom  de  Gauss  est  inséparable  de  celui  de  W.  Bolyai  dans  l'histoire 
de  la  science,  cela  ne  tient  pas  seulement  au  fait  qu'ils  restent  tous  deux 
attachés  à  un  même  domaine  de  recherches,  mais  aussi  à  l'amitié  profonde 
qui  liait  ces  deux  géomètres.  Gauss  et  Bolyai  se  sont  rencontrés  pour  la 
première  fois  à  l'Université  de  Goettingue  en  octobre  1796  ;  l'un  était  Agé 
de  dix-neuf  ans,  l'autre  de  vingt-deux.  Ils  passèrent  ensemble  plus  de  deux 
années  dans  une  grande  intimité  à  la  poursuite  d'un  même  idéal.  Tous  deux 
portèrent  déjà  leur  attention  sur  les  problèmes  fondamentaux  de  la  science, 
et  c  est  à  ce  moment-là  qu'ils  échangèrent  leurs  premières  réflexions  sur  les 
fondements  de  la  Géométrie  qui  devaient  les  préoccuper  jusqu'à  la  fin  de 
leur  vie.  Ils  se  séparèrent  en  mai  1799  et,  bien  que  les  circonstances  ne  leur 
permirent  plus  de  se  revoir,  ils  restèrent  en  correspondance  pondant  plus 
d  un  demi-siècle,  jusqu'à  la  mort  de  (iauss,  en  février  i853;  Bolyai  mourut 
au  mois  de  novembre  de  l'année  suivante. 

C'est  cette  correspondance  qui  a  été  recueillie  et  annotée  par  .MM.  Schmidt 
et  Stackel  et  qui  vient  d'être  publiée  en  un  superbe  volume,  grâce  à  l'appui 
de  l'Académie  des  Sciences  de  Budapest.  Elle  apporte  une  foule  de  détails 
nouveaux  sur  la  vie  intime  des  deux  savants.  Il  ne  s'agit  donc  pas  d'une 
simple  correspondance  scientifique,  mais  de  lettres  échangées  entre  deux 
amis  intimes  qui  se  communiquent  de  temps  à  autre  tout  ce  qui  les  préoc- 
cupe dans  le  domaine  de  la  science  pure  comme  dans  celui  de  la  vie  ordi- 
naire. 

Ces  lettres  nous  permettent  de  suivre  Gauss  dans  sa  carrière  scienlilique 
remplie  de  gloire  et  dans  sa  vie  privée  exempte  de  grands  soucis,  tandis 
que,  d'autre  part,  elles  nous  montrent  Bolyai,  isolé  en  Hongrie  dans  un  milieu 
entièrement  réfractaire  aux  mathématiques  et  continuellement  en  lutte  avec 
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los  dinicultés  do  la  vie.  Gauss  avait  pour  Bolyai  non  seulomont  nno  grande 
ainitiô,  niais  il  le  tenait  anssi  en  ejrande  estime  comme  savant  :  la  parlie  scien- 
tifique de  ses  lettres  en  est  une  preuve  certaine.  Nous  ne  pouvons,  dans  ce 
compte-rendu,  entrer  dans  le  détail  des  questions  matliéniati(|ues  examinées 
dans  cette  correspondance;  on  y  trouve  des  traces  de  la  j)lupart  des  travaux 
que  nous  ont  laissés  les  ileux  savants.  La  question  des  fondements  de  la  (îéomé- 
trie  se  présente  à  plusieurs  reprises.  Bolyai  y  consacrait  une  grande  parlie  de 
ses  moments  de  loisir.  En  i8o.|,  il  adresse  à  Gaussuu  Essai  intitulé  :  Theoria 
parallelarum.  Mais,  découragé  à  la  fois  par  l'insuccès  de  ses  recherches  et 
par  les  soucis  que  lui  procurent  sa  vie  privée,  il  abandonne  pour  quelque 
temps  les  mathématiques.  Cependant,  il  lui  est  réservé  le  bonheur  de  voir 
son  fils  Je.\n  reprendre  ses  recherches  et  y  laisser  un  mémoire  remar(juable. 
Né  en  1802,  Jean  Bolyai  montra  de  bonne  heure  des  dispositions  partietdières 
pour  les  matliéiuati(jues.  A  1  âge  de  treize  ans  il  possédait  déjà  le  Calcul 
différentiel  et  intégral  et  la  Mécanique;  les  ouvrages  A' Eitciide,  A' E nier  et 
de  Véga  lui  étaient  familiers  ;  aussi  son  père  pouvait-il  écrire  à  (ïauss,  en 
1816  :  «  Dois-je  lui  faire  lire  la  ihéoiùe  des  fonctions  de  Lagrange  ?  «  En 
i8'3i  W.  Bolyai  soumet  à  la  critique  de  Gauss  le  mémoire,  aujourd'hui  clas- 
sique, de  sou  lils  Jean.  Dans  sa  réponse  Gauss  écrit  :  «  Si  je  te  dis  d'abord 
que  je  ne  puis  louer  ce  mémoire,  cela  te  laissera  saus  doute  stupéfait  pen- 
dant un  instant  :  mais  je  ne  puis  faire  autrement  :  le  louer  serait  me  faire 
des  éloges  à  moi-même  ».  Puis  il  exprime  sou  admiration  pour  ce  travail 
qui  par  la  méthotle  et  les  résultats  co'incide  enliérenieul  avec  ses  [iropres 
rcclierches  poursuivies  pendant  trente  à  trente-cinq  ans. 

I^cs  passages  conccj'nant  la  vie  privée  ne  sont  pas  moins  intéressants.  Us 
dénotent  chez  ces  deux  savants  une  rare  élévation  d'àme.  Les  lettres  de 
Bolyai  expriment  les  sentiments  de  tristesse  et  de  mélancolie  d'un  homme 
qui,  par  des  circonstances  indépendantes  de  sa  volonté,  n'a  pu  se  consacrer 
entièrement  à  la  science  et  donnait  libre  essor  à  ses  aspirations.  Cette  note 
triste,  qui  va  (Tailleurs  en  s'accenluant  d'une  lettre  à  la  suivante,  ne  laisse 
pas  le  lecteur  sans  une  certaine  émotion.  Celles  de  Gauss  contiennent  tou- 
jours des  paroles  de  consolation  et  d'encouragement  :  elles  sont  pour  Bolyai 
à  la  fois  un  précieux  soutien  et  une  source  de  joie  profonde. 

Cette  Correspon'dance  contient  quarante-deux  lettres,  dont  dix-iuiil  de 
Gauss  et  vingt-quatre  de  Bolyai.  l^lle  est  suivie  d'un  Suppiciiicntdiii  dans 
lequel  MM.  .Schiuiilt  et  Stàckel  ont  réuni  les  lettres  de  Bolyai,  Saktoiuns  dk 
Waltkkshalskn,  Kkeil  et  Sc.umidt  relatives  à  la  publication  des  œuvres  et 
de  la  correspondance  de  Gauss.  Puis  viennent  une  série  de  notes  d'ini  grand 
intérêt  et  d'une  utilité'  iucoutestable  à  1  historien.  Les  unes  sont  de  simples 
annotations  au.x  diverses  lettres,  les  autres  sont  relatives  à  la  biographie  et 
aux  travaux  de  chacun  des  géomètres. 

On  sait  que  les  œuvres  complètes  de  Gauss  sont  encore  en  cours  de  publi- 
cation; elles  comprendront  dix  volumes  dont  sept  ont  déjà  paru  ('}.  Le  tome 
IX  contiendra,  outre  les  travaux  dans  le  domaine  de  la  (îéotlésie,  une  série 
de  documents  relatifs  à  la  biographie  de  (iauss. 

Quant  aux  teuvres  tie  Bolyai  elles  comprennent  nue  série  <le  iné-moires  ou 
traités  publii'-s  en  langue  hongroise,  un  niéinoire  rt'digé  en  allemand,  et  sou 


(')   Le  dernier  volume   paru  (t.  VIII.  novembre   lijoo)  <-ofitiiMil,  entre    luilii's,  les 
recherches  de  (liiuss  sur  les  fondements  de  In  Géomélrie. 

Enseignement   mntli.  10 


li'à  m  IS  LIOGRAI'HIE 

reriiai-quable  ouvrage  en  deux  voluiues,  intitulé  :  Tentamen  juventatem 
studiosam  in  elementa  matlieseos  piirae,  clementaris  ac  sublimiuris,  me~ 
thodo  intuitiva,  evidcntiaque  hiiic  propria  iniroduceudi,  ciiin  appendice  tri- 
plici ;  lonius  I,  ]832,  xvi  -f-  5o2  p.,  lonius  II,  xcviii -|-4o  p.  i833.  (irâce  à 
l'initiative  de  l'Académie  hongroise  des  Sciences  une  seconde  édition  (-)  de 
cet  ouvrage  est  actuellement  en  cours  de  publication. 

L'ouvrage  que  viennent  de  nous  donner  MM.  Schmidt  et  Stiickel  constitue 
donc  un  heureux  complément  aux  publications  que  nous  venons  de  rappeler. 
C'est  une  belle  page  de  l'histoire  des  mathématiques  pendant  la  première 
moitié  du  xix<'  siècle.  Elle  sera  lue  avec  plaisir  par  tous  ceux  qui  témoignent 
quelqu'intérêt  aux  questions  historiques. 

H.  Kehr. 


Félix  -SIùller.  —  Vocabulaire  mathématique  français-allemand  et  alle- 
mand-français, contenant  les  termes  techniques  employés  dans  les 
mathématiques  pures  et  appliquées;  i^''  fascicule  :  Français- Allemand . 
Un  vol.  gr.  in-8°  de  iSa  p.  ;  Prix  :  fr.  lo.  — Tcubner,  Leipzig,  et  Gauthier- 
Villars,  Paris,  1900. 

On  ne  saurait  assez  féliciter  M.  Millier  d'avoir  pris  l'initiative  d'un 
ouvrage  qui  est  appelé  à  rendre  de  grands  services  à  divers  points  de  vue,  et 
d'avoir  eu  le  courage  de  poursuivre  pendant  plus  de  vingt  ans  un  travail  à  la 
fois  long  et  pénible.  Depuis  un  demi-siècle,  le  vocabulaire  mathématique  s'est 
enrichi  dans  une  mesure  telle  qu'il  devient  de  plus  en  j^lus  difllcile  de  con- 
naître la  signification  précise  des  termes  techniques  employés  dans  les 
diverses  langues.  Tous  ceux  qui  ont  eu  à  consulter  des  mémoires  écrits 
dans  une  langue  autre  que  leur  langue  maternelle  savent  combien  il  est 
quelquefois  difficile,  sinon  impossible,  de  trouver  l'équivalent  exact  de  tel  ou 
tel  terme  ;  et  ces  termes,  de  création  souvent  récente,  ne  figurent  pas  dans 
les  dictionnaires.  Un  vocabulaire  mathématique  constitue  donc  un  instru- 
ment auxiliaire  d'une  utilité  incontestable. 

Pour  le  moment,  il  s'agit  à'un  vocabulaire  mathéuiatiqiie  français-alle- 
mand et  allemand-français .  La  première  partie,  consacrée  au  vocabulaire 
français-allemand  vient  seule  de  paraître.  M.  MûUer  est  parvenu  à  réu- 
nir une  nomenclature  de  plus  de  dix  mille  termes  empruntés  aux  sciences 
mathématiques  pures  et  appliquées.  Chaque  terme  est  accompagné,  outre  sa 
traduction,  d'indications  concernant  son  emploi  et  souvent  aussi  de  rensei- 
gnements relatifs  à  son  origine.  Voici  d'ailleurs  quelques  exemples  : 

Anomalie  [astr.,  coord.  pol.j  Anomalie.  Ahstandswinkel,  Ah^vcicJiuns;.  — 
DEncke  ^astr.J  Enckes  Anomalie.  —  excentrique  (d'un  point  d'ellipse,  do 
rellipsoïde)  [géom.  anal.]  excentrische  Anomalie.  —  moyenne  (d'une  pla- 
nète) l^aslr.]  Mittlerc  Anomalie.  —  de  l'orbite  Tasir.]  liahnanomalie.  — 
partielle  [astr.]  partielle  Anomalie.  —  du  SOleil  [^astr.]  Sonnenanomalie. — 
vraie    astr.l  wahre  Anomalie. 


(-)  Le  tome  I»'  seul  vient  de  paraître.  Il  a  pour  titre  :  Com^peclus  arithnieticœ 
^ene;-a//.s-.  Mandate  acadoniiac  scientiaruni  hung-arieac  suis  nduolatioiiibus  adicctis 
edîderunt  I.  Komg  et  M.  Rétuy,  acadeniiae  sciouliaruni  huntrarii-ae  sodalcs  (un 
vol.  de  XII  -f-  079  p.  Tcubner,  Leipzig.) 


BIBLIOGRAI'IIIi:  143 

Lacet  (courbe  élémentaire  ou  d  iutégralion  d'uni'  l'omMion^  (RitioT  ot  lîov- 
quet)  fonct.  génor.]  Schleife,  Elemeiitiucur\'e.  —  des  points  critiques  [lonct. 
génér.]  Scldeifenlitiie  uni  die  Kritischcn  Pitnkle. 

Relief  (Uesakgues,  Bosse,  i665,  Petitot,  17591  gconi.  doser]  lielicf,  liild, 
Flachbdd. 

Un  pareil  ouvrage  n'est  pas  exempt  do  critique.  M.  Millier  s'en  rend 
compte  mieux  que  tout  autre,  aussi  recevra-t-il  avec  reconnaissance  les  cor- 
rections et  additions  qu'on  voudra  bien  lui  signaler.  Ainsi,  ou  pourra  cons- 
tater l'absence  de  quelques  termes,  pou  usités  il  est  vrai.  D  autre  part,  il  y 
aura  lieu  de  revoir  certaines  indications  historiques  et  d'apporter  quelques 
compléments  quant  aux  diverses  interprétations  d'un  même  mot;  par 
exemple  on  lit  au  mot  scini-consergcnt  :  semi-COnvergent,  e  (série)  Iial- 
heonveri^ent. 

Il  mant[ue  ici  la  dénouiiuation  hedingt  con^'eri,'ent  c[ui  doit  môme  être  placé 
avant  l'autre;  elle  correspond  au  sons  généralement  adopté  pour  les  séries 
dites  «  semi-convergentes  »  par  opposition  aux  séries  «  absolument  conver- 
gentes ». 

A  côté  de  son  utilité  dans  les  tra<luctions,  cet  ouvrage  poursuit  encore 
d'autres  buts.  D'une  part,  il  apporte  une  heureuse  contribution  à  1  élabora- 
tion d  une  terminologie  mathématique  et,  par  suite,  fera  certainement  faire 
un  pas  décisif  dans  ce  sens.  Cette  question  a  déjà  été  soulevée  à  diverses 
reprises,  on  particulier  au  premier  congrès  international  des  mathémati- 
ciens à  Zurit  h,  on  1897;  elle  devait  être  reprise  au  Congrès  de  Paris,  aussi 
M.  Millier  avait  eu  la  délicate  intention  d  inscrire  on  tète  de  ce  premier 
fascicule  :  Dédié  au  Conckés  inteu.n.vtional  des  .Mati;.  maticiens  a  Paris,  en 
1900.  Mais,  faute  de  rapporteur  disposé  à  ontroprc  ;.dre  un  travail  aussi 
aride,  la  question  reste  à  Tordre  du  jour  du  prochain  congrès. 

D  autre  part,  ce  vocabulaire  pourra  servir  de  base  à  un  dictionnaire  ency- 
clopédique des  sciences  mathénintiques  qui  viendrait  ainsi  compléter  d'une 
manière  utile  1  Kncyclopédie  de  MM.  Moyer  et  Burkhardt,  et  son  édition 
française  publié  par  M.  Molk.  Les  matériaux  que  réunissent  actuollomont 
les  collaborateurs  de  1  l^ncyclopédie.  ainsi  que  ceux  c|uc  pourront  fournir 
MM.  J.  Boyer,  Brocard,  Loria,  et  ilautrcs,  faciliteront  dans  une  grande 
mesure  la  publication  préconisée  par  M.  Millier.  «  J  espère,  dit-il  dans  sa 
Préface,  que  mon  vocabulaire  fora  naître  chez  beaucoup  de  mes  collègues 
le  désir  (pie  queb[iios  mathématiciens  se  réunissent  pour  publier  en  com- 
mun un  dictionnaire  mathémati([ue  »  Nous  espérons  (jiie  ce  vœu  ne  lartlera 
pas  à  se  réaliser,  et  que  M.  Millier  parviendra  lui-niérae  à  grouper  autour 
de  lui  (juolqiios  savants  disposés  à  consacrer  une  parlio  do  leur  temps  à  cette 
importante  jjublication. 

II.  K  1.11  H. 


Baooi.i  (Enrico^.  —    Geometria    rettilinea  e  curvilinea  trattata  con 
metodo  preeuclidico  e  Crono^oniometria.   lloma,  liniiaiino  I.tisdier 

et  C",  s.  d.,    I   vol.  iii-8"  ot  1   atl.is. 

L'ouvrage  <pio  M.  Bagnoli  vient  i\o  piii>lii-r  sous  ce  litre  conslitiio  une 
exposition  origiiialo  île  la  géoun-trio  éh'iiicnl.iire  sons  une  forme  essentiel- 
lement   prati<{uc.  Le  but    principal  que  1  auteur  s  est  proposé  est  de  faire 
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progresser  parallèlement  1  étude  de  la  géométrie  et  le  calcul  numérique.  De 
la  comparaison  incessante  des  nombres  et  des  figures  doit  résulter,  suivant 
lui,  un  réel  avantage  sur  la  méthode  s^^nthétique  universellement  adoptée 
depuis  Euclide.  Nous  ne  saurions  être,  bien  entendu,  aussi  affirmatit' que 
M.  Bagnoli,  les  critiques  qu'il  adresse  au  système  classique  nous  parais- 
sant quelque  peu  exagérées.  Mais  nous  reconnaissons  volontiers  que  l'en- 
seignement de  la  géométrie  élémentaire,  dans  les  écoles  techniques,  gagne- 
rait peut-être  à  l'emploi  de  tels  procédés. 

Le  traité  de  M.  Bagnoli,  écrit  dans  un  style  sans  prétention  est,  comme 
1  auteur  le  déclare  modestement,  à  la  portée  des  intelligences  les  moins 
initiées  aux  mathématiques. 

Maurice  Godefroy. 


La  récente  geometria  del  triangolo.  par  le  Frof.  Ckistofoko  Alasia, 
cita  di  Castello,  Lapi,  1900,  3  lire. 

A  part  quelques  très  intéressants  articles  de  M.  E.  Cesàro  dans  les  N.  A. 
Sur  le  droit  de  Siinson,  puis,  Remarques  sur  la  Géométrie  du  triangle  (où 
sont  étudiées  les  coordonnées  d'inertie)  1887,  une  étude  de  M.  Azzarelli  sur 
les  centres  isogones  Atti  dei  JVuoyi  Lincei,  1886,  et  difTérentes  notes  de 
M.  Lugli  dans  le  Périodico  di  Matematica,  1891,  1893,  les  géomètres  ita- 
liens n'ont  fait  jusqu'ici,  à  ma  connaissance,  que  peu  de  travaux  qui  aient 
marqué,  sur  la  récente  géométrie  du  triangle,  et  ils  n'ont  guère  contribué  à 
l'établissement  du  corps  de  doctrine  que  cette  branche  forme  maintenant 
dans  la  science  ;  il  est  donc  curieux  que  le  premier  ouvrage  d'ensemble,  fait 
sur  elle,  soit  1  œuvre  d'un  géomètre  italien.  J  ignore  la  cause  à  laquelle  est 
due  cette  quasi-abstention,  mais  on  peut  constater  que  les  géomètres  italiens 
avaient  cependant  vu  l'intérêt  des  nouvelles  études  car,  l'éditeur  ayant  eu 
l'originale  idée  de  mettre,  comme  épigraphe  au  volume,  le  fac-similé  d'une 
carte,  à  lui  adressée,  par  l'illustre  Beltrami  sur  laquelle  étaient  écrits  les 
mots  dont  voici  la  traduction  : 

«  Pourquoi  l  éditeur  du  prof.  Alasia  n'entrepreiidrait-il pas  un  ouvrage  sur 
la  nouvelle  géométrie  du  triangle  dont  les  éléments  sont  disséminés  dans  les 
périodiques  scientifiques  :  il  serait  doublement  intéressant  d  avoir  entrepris 
en  Italie  le  premier  ouvrage  sur  le  sujet...  » 

Cette  recommandation,  venant  de  si  haut,  prouve  qu  elles  n  étaient  point 
dédaignées  ou  inaperçues. 

La  carte  de  Beltrami  date,  d'après  la  note  initiale  de  1  éditeur,  du  i5  oc- 
tobre 1899  ;  la  réponse  a  été  1  ouvrage  du  Prof.  Cristoforo  Alasia. 

11  serait  trop  long  d'en  donner  ici  un  compte  rendu  détaillé,  mais  comme 
le  sujet  traité  est  parfaitement  défini,  les  lecteurs  savent  d'avance  quelles 
sortes  de  questions  s  y  trouvent,  il  suflira  donc  d  en  indiquer  l)rièvoinent  le 
plan  général. 

Après  une  préface  historique  constatant  que  la  géométrie  récente  du 
triangle  s'est  formée  avec  scç  prodigieux  développements  à  la  suite  du 
mémoire  de  M.  E.  Lemoine  [Sur  quelques  propriétés  d  un  point  remar- 
quable du  triangle,  Congrès  de  Lyon  de  l'Association  française  pour  l'avan- 
cement des  sciences,  1873),  et  marquant  les  phases  principales  de  sa  créa- 
tions, M.  C.  Alasia  résume  en  un  court  chapitre  les  connaissances  antérieures 
qui  ont  leur  place  dans  la  géométrographie,  puis  il  entre  pleinement  dans  le 
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sujet  de  son  ouvrage  en  notant  avec  soin  les  sources  do  ce  qu  il  y  traite. 
L'ouvrage  est  bien  conçu,  clair,  riche  on  matit-ros  ;  tout  est  présenté  d'une 
façon  éiéniontairo  qui  donnera  aux  jeunes  géomètres  le  goût  et  la  curiosité 
de  ces  études.  La  lecture  en  est  très  facile,  même  pour  les  personnes  qui, 
comme  moi,  ne  sont  pas  familiarisées  avec  la  langue  italionno  ;  nous  la  con- 
seillons à  ceu\  qui  veulent  s'initier  à  la  géométrie  fin  triangle;  pour  ceux 
qui  la  pratii[uont.  c  est  uu  livre  à  consullor  fréquominoiit.  qu  il  iiMir  sera  utile 
d'avoir   sous  la  main. 

L.      RiPFRT. 


J.  Fit/.  r.vTKirK  cl  G.  Cmevkkl.  —  Exercices  d'Arithmétique,  énoncés  et 
solutions,  avec  une  préface  de  J.  Tannkkv  ;  2'"  étiilion,  i  vol.  gr.  in-8, 
xiv-68i)  p.  ;  pr.   lo  fr.  ;  Paris,  A.  Hormann,  1900. 

L'élogo  du  Recueil  d  exercices  dont  il  s  agit  n'est  plus  à  faire.  Depuis 
plusieurs  années  di'-jà,  tous  ceux  qui  s  occupent  de  ronsoignement  àc  l'Arith- 
mélique  en  ont  tiré  profit,  et  ont  vérilié  la  profonde  exactitude  des  appré- 
ciations de  M.  J.  Tanncry,  écrivant  dans  la  Préface  de  ce  livre  : 

«  Je  l'ai  parcouru  avec  un  vif  intérêt  ;  on  y  trouvera  un  grand  nombre  de 
questions  sur  les  diverses  parties  de  l'Arithmétique,  depuis  la  numération 
just[u'à  ces  régions  qui  donnent  accès  dans  la  théorie  dos  nombres.  Toutes 
ces  questions  sont  instructives  et  beaucoup  d'entre  elles  m'ont  paru  nouvelles 
et  ingénieuses...  Les  solutions  sont  simples  et  élégantes.  Je  crois  que  ce 
livre  rendra  de  grands  services  aux  élèves  et  aux  maîtres.  » 

Celte  deuxième  édition  ne  diffère  de  la  première  que  par  des  additions 
importantes.  Dune  part,  on  y  trouvera  plus  de  5oo  exercices  proposés,  du 
même  genre  que  les  problèmes  déjà  résolus  dans  l'ouvrage  ;  c'est  là  un 
avantage  sensible  au  point  de  vue  de  renseignement,  nous  pourrions  presque 
dire  une  nécessité.  Kn  second  lieu,  toute  une  partie  nouvelle  (environ  i.îo 
pages)  a  été  ajoutée,  contenant  des  applications  d'Arithmétique  commerciale. 
Elles  portent  sur  le  système  métrique,  sur  les  proportions,  les  questions 
d'intérêt,  d'escompte,  les  partages  proportionnels,  les  mélanges,  les  alliages, 
les   fonds  publics,  les  opérations  de  bourse  et  de  banque. 

Sous  celle  forme  nouvelle,  rexccllent  recueil  de  M.M.  l'ilz-Palrick  et 
Chevrel  devient  donc  un  ouvrage  essenliriltineul  praliipie,  sans  rien  perdre 

de  ses  autres  qualités. 

C.  A.  L. 

G.  lIoi./.Miii.r  I  H.  —  Elemente  der  Stéréométrie  ;   /weiter    Th.  il   :    Die 

Bereclmnng  einfach  gestalteter  Korper,  mit  i  "lO  Kiguren  und  /.ahlreichen 
Uebungsbeispielen.  i  vol.  in-8''  de  .177  ]>.  :  prix  :  M.  10:  (i.  J.  Goeschcn. 
Leipzig,  1900. 

Cet  ouvrage  forme  la  deuxième  partie  du  traité  de  Slrrrutiirlrif  di)nt  nous 
avons  présenté  la  j)remière  partie  il  y  a  un  an  [I.'Ens.  math  .  t.  Il,  p.  66). 
Il  est  spécialement  consacré  à  l'application  des  diverses  théories  énoncées 
dans  la  première  partie.  Son  principal  objet  est  l'étude  approfondie  «les  cal- 
culs relatifs  aux  solides,  à  savoir  :  les  polyèdr«'s  simples,  le  c\  lindre,  le 
cône  et  la  sphère. 

Les  grauiles  divisions  de  louvrage  sont  donc  indi<pi<«s  n.itiirelliinent  par 
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CCS  quatre  sujets:  il  est  en  effet  divisé  en  quatre  sections  dont  les  titres 
correspondent  à  peu  près  à  ceux-ci,  comme  nous  le  verrons  plus  loin. 
Chaque  section  renferme  un  certain  nombre  de  subdivisions  se  rapportant  soit 
à  un  corps  spécial,  soit  à  un  ensemble  déterminé  de  propriétés  du  même 
corps.  Les  questions  à  traiter  sont  énoncées  sous  forme  de  problèmes  dont 
la  difficulté  va  on  auojmenlant  graduellement  dans  chaque  divisiou.  Les  pro- 
I)lèmes  étudiés  sont  très  différents  les  uns  des  autres  :  tous  les  domaines 
dans  lesquels  la  Géométrie  trouve  dos  applications  apportent  leur  contingent 
de  questions.  La  Mécanique  théorique  et  pratique,  la  Géométrie  descriptive, 
la  Cristallographie,  la  Physique,  la  Géographie,  la  Géodésie,  la  Cartogra- 
phie, lAstronomie  et  l'Algèbre,  sont  tour  à  tour  mises  à  contribution,  soit 
pour  fournir  l'énoncé  de  problèmes  à  résoudre,  soit  pour  permettre,  par 
leurs  procédés  divers,  la  solution  de  certaines  questions  ;  de  cette  grande 
variété  naît  un  très  grand  intérêt  pour  le  lecteur,  qui  voit  avec  élonncment 
le  rapprochement  de  doctrines  si  différentes  et  la  facilité  avec  laquelle  cer- 
taines questions  difficiles  sont  traitées  par  des  procédés  élémentaires. 

li-Kaminons  d'un  peu  plus  près  le  contenu  des  diverses  sections  de  ce 
traité   : 

i"""  section  :  Prisme  et  cylindre.  Sous  ce  litre,  nous  trouvons  tout  d'abord 
i.i  problèmes  se  rapportant  au  cube,  puis  17  questions  relatives  au  pa- 
rallélépipède rectangle.  Une  troisième  division  en  renferme  11  ayant  pour 
objet  les  prismes  réguliers  ;  la  quatrième  division  nous  fait  connaître  di\'erses 
solutions  de  29  problèmes  relatifs  au  cylindre  droit  à  base  circulaire  et 
Ion  ne  sera  pas  étonné  du  chiffre  très  grand  de  ceux-ci,  car  les  diverses 
applications  pratiques  de  ce  solide  sont  successivement  passées  en  revue. 

Enfin  la  dernière  division  de  cette  section  s'occupe  du  prisme  droit  à  base 
quelconque,  du  prisme  oblique,  du  tronc  de  prisme,  des  cylindres  corres- 
pondants et,  comme  application,  de  l'étude  des  voûtes  cylindriques  et  de 
leurs  intersections,  voûtes  d'arête  et  voûtes  en  arc  de  cloître. 

a*^  section  :  Cône  droit  a  base  circulaire,  ptramide  régulière  et  solides 
RÉGULIERS.  La  recherche  des  formules  relatives  aux  relations  entre  les  élé- 
ments de  ces  corps  est  groupée  dans  la  première  division  de  celte  section, 
qui  comprend  divers  paragraphes  relatifs  au  cône,  à  la  pyramide  régulière, 
au  tronc  de  cône,  au  tronc  de  pyramide,  puis  ensuite,  aux  solides  réguliers 
examinés  d'abord  individuellement,  puis  comparés  les  uns  aux  autres. 

L'auteur  établit  les  formules  générales  applicables  à  l'un  quelconque  des 
cinq  solides  réguliers  et  donnant  les  ravons  des  sphères  inscrites  et  circons- 
crites, la  surface,  le  volume  et  l'angle  dièdre,  connaissant  le  nombre  des 
faces  du  solide,  le  nombre  de  celles  qui  passent  par  un  sommet  et  le  nombre 
des  côtés  de  chacjue  face. 

Dans  la  deuxième  division  nous  trouvons  88  problèmes  montrant  les  appli- 
cations de  ces  formules  aux  corps  semi-réguliers  et  à  leurs  réciproques, 
ainsi  qu'aux  troncs  de  pyramide  et  de  cône  à  bases  non  parallèles. 

3*^  section  :  Polyèdres  irréguliers  et  solides  a  surfaces  gauches  qui  en 
DÉPENDENT.  Lcs  dciix  premières  parties  de  cette  section  sont  consacrées  à 
l'étude  du  trièdre;  on  y  trouve  les  formules  trigonométriques  fondamentales 
et  leurs  transformations  :  les  applications  sont  surtout  empruntées  au  prisme 
oblique. 

Dans  la  troisième  tHvisic)n,  nous  trouvons  une  élude  du  tétraèdre  général 
avec  ses  huit  sphères  tangentes,  inscrites  et  ex-inscrites,  la  sphère  circons- 
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crite,  SOS  luédianes,  le  centre  de  gravité  de  ses  divers  éléments,  puis  cer- 
taines relations  entre  le  tétraèdre  et  le  paraboloïde  hyperbolique  données 
déjà  sans  démonstration  par  Steincr. 

Les  quatrième  et  cinquième  divisions  contiennent  l'étude  de  la  p\ramid(> 
générale,  de  l'obélisque  et  des  prismatoïdes  ;  ce  dernier  sujet,  en  particulier 
est  examiné  à  fond;  commençant  par  la  classification  et  la  nomenclature 
adoptée  par  lleinze  pour  ces  corps,  l'auteur  examine  ensuite  leur  volume  et 
les  modilications  île  ce  dernier  lorsqu  un  élément  du  solide  change,  puis  il 
termine  par  les  nombreuses  relations  que  le  principe  tle  Cavalieri  permet 
de  trouver  entre  ces  corps  et  les  surfaces  du  ï'-  degré. 

4*  section  :  La  sphkrk.  Cette  section  débute  par  le  rappel  des  formules 
fondamentales  relatives  au  volume  et  à  la  surface  de  la  sphère,  puis  on  y 
étudie  les  éléments  de  portions  de  sphère  :  segment,  calotte,  zone,  secteur, 
fuseau  et  triangle  sphérique  sont  examinés  pratiquement  par  la  solution  de 
32  problèmes.  Quelques  considérations  astronomiques  relatives  au  soleil,  à 
la  terre  et  à  la  lune,  ainsi  qu'une  théorie  élémentaire  de  la  projection  de 
Mercator  et  des  loxodromes,  permettent  d'aborder  des  problènies  plus  com- 
pliqués à  la  lin  de  cette  section.  Avant  de  les  poser  1  auteur  applique  les 
formules  trouvées  pour  le  Irièdre  à  la  résolution  des  triangles  spliériques, 
puis  il  aborde  les  applications  à  l'Astronomie  et  à  la  Navigation  :  détermi- 
nation de  liieure,  du  lieu,  etc. 

Ajoutons  que  dans  chaque  section  île  nombreuses  indications  historiques 
et  bibliographiques  viennent  compléter  les  renseignements  donnés  et  indi- 
quer les  sources  des  diverses  théories  énoncées. 

Nous  ne  saurions  terminer  le  compte  rendu  de  ce  remari[nable  traité 
sans  signaler  lexécutiou  parfaite  des  i56  ligures  intercalées  dans  le  texte, 
et  dont  plusieurs  sont  de  véritables  épures  de  Géométrie  descriptive. 

S.  May  (Lausanne). 


Michèle  de    Fkanchis.  —  Elementi  di   Geometria   al    nso   délie   seccolc 

tecniche  :    i    vol.    in-ii,   ix-i.'-    |>  ,    0  i    hg- :    l>i'-    L..    -^  '•     -Milon,    l'alerme, 

R.  Sandron.   i((Oi . 

y 

Dans  ce  petit  livre,  dont  le  titre  indique  assez  le  but.  l'auteur  a  donné  plus 
de  prise  à  1  intuition  qu'au  raisonnement  pur.  Il  croit  avec  raison  t[ue  de  la 
première,  on  arrive  naturellement  au  second.  Ayant  pour  préoccupation 
principale  la  clarté,  il  s'est  cependant  gardé,  sous  prétexte  d  être  clair,  de 
présenter  de  faux  raisonnements,  et  il  a  préféré  ne  pas  présenter  du  tout  de 
démonstration,  ({uand  pour  être  rigoureux  il  eût  fallu  dépasser  les  force» 
intellectuelles  des  élèves,  plutôt  que  de  donner  une  démonstration  vicieuse. 

Les  matières  sont  bien  ordonnées,  et  comprennent  tous  les  éléments 
essentiels  de  la  gi-ométrie  classique.  Nous  regrettons  seulement  que  l'auteur 
n'ait  pas  adopté  la  méthode  fusionniste  (pii  a  fait  tant  de  progrès  en  Italie 
pendant  ces  dernières  années,  et  qui  nous  semble  indi(|uée  surtout  quand  on 
fait  appel  à  lintuition.  L'étude  parallèle  du  plan  et  <!>•  l'espace,  avec  leurs 
analogies,  offrent  en  effet  de  sérieux  avantages. 

Lu  dépit  de  celte  légère  criti<pie,  le  livre  de  M.  de  Franchis  n'en  reste  pas 
moins  un  excellent  manuel  bien  approjirié  à  rcnseiguemeut  aucpiel  il  est 
dcslim'-. 
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J.  GiiKKsi.  —  Metodi  facili  per  risolvere  i  Problemi  de  Geometrica 

elementare;  un  vol.  iu-12,  de   190  p.   [collection   IloepU],    prix  :  L.  i,jO; 
Hoepli,  Milan,  igoo. 

Cet  opuscule  doit  servir  de  guide  dans  la  résolution  des  problèmes  de 
Géométrie  élémentaire.  Il  est  destiné  aux  élèves  des  écoles  moyennes  en 
Italie.  Selon  l'auteur,  les  ouvrages  italiens  poursuivant  ce' même  but  renfer- 
ment en  général  des  erreurs.  Les  problèmes  proposés  sont  souvent,  non  pas 
des  exercices,  mais  des  énigmes  qui  ont  pour  effet  d'enlever  aux  élèves  la 
confiance  qu'ils  peuvent  avoir  dans  les  connaissances  acquises.  L'auteur 
s'impose  pour  tâche  de  rechercher  la  simplicité  et  la  clarté  dans  la  résolu- 
tion des  problèmes,  sans  porter  atteinte  à  la  rigueur  scientifique  et  en  appro- 
priant les  questions  au  degré  de  maturité  des  élèves. 

Il  nous  semble  que  l'auteur  a  su  atteindre  en  partie  le  but  proposé.  Les 
explications  qui  accompagnent  les  constructions  sont  telles  qu'il  serait  diffi- 
cile de  les  présenter  plus  clairement  et  sous  une  forme  plus  concise.  Par 
contre,  l'ordre  méthodique  des  matières  donnent  lieu  à  certaines  critiques. 
Les  questions  ne  sont  pas  toujours  classées  suivant  le  degré  de  difficulté,  et 
nous  croyons  que,  dans  leur  ensemble,  elles  ne  tendent  pas  assez  à  éveiller 
l'intérêt  des  élèves. 

Malgré  cette  légère  critique,  nous  sommes  certains  que  les  bons  élèves, 
qui  utiliseront  ce  livre  sous  la  direction  d'un  maitre,  en  retireront  un  grand 
profit  et  parviendront  à  résoudre  seuls  des  problèmes  géométriques  d'une 
certaine  difficulté.  Ils  se  familiariseront  avec  les  différentes  méthodes  de  réso- 
lution, en  particulier  avec  celle  des  lieux  géométriques.  Par  la  variété  même 
des  problèmes  qu'il  renferme,  ce  recueil  sera  également  consulté  avec  inté- 
rêt par  le  maître.  Nous  devons  ajouter  que  tous  les  problèmes  sont  accom- 
pagnes de  leur  solution,  ou  tout  au  moins  d'itidications  permettant  d'entre- 
voir la  marche  à  suivre. 

J.  PuNCHER.\.  (Coire). 


BULLETIN    BIBLIOGRAPHIQUE 


American  Journal  of  Mathematics.  edited  by  S.  Nowcomb;  vol.  XXII; 
abonnement  annuel,  5  dollars;  Baltimore,  John  Hopkins  press,  1900. 

N"  4  (octobre).  —  D.-IS'.  Lehmek  :  Asymplotic  évaluation  of  certain Tolienl 
sums.  —  E.  Hastings  Moore  :  Concerning  Klein's  Group  of  (n-|-  i)  !  n-ary 
coUineations.  —  H.  Ellsworth  Si.angut  :  The  cross-ratio  Group  of  120  qua- 
dratic  Cremona  transformations  of  llie  plane. 

The  American   Mathematical  Monthly,    |)ul)lié  par    lî.-F.  Finkki.  et 

J.-M.  CoLow  ;  vol.  8,   1901  ;  abonnement  annuel,  2  dollars. 

N**  I  (janvier).  —  F.-D.  Roe  :  On  a  formula  of  interpolation.  —  A.  I^.moh  : 
Two  Ilydraulic  Melliods  to  c.xtracl  llio  n"'  root  any  rs'uuiber. 


liULLETIS   ninLIOGRAPIlIQUE  149 

Bibliotheca  Mathexnatica.  publiôo  par  G.  Enestrom  ;  3'=  sôric,  t.  i,  1900; 
iu-8  ■  :  AboimeuuMit  aunucl  ;  Union  postale,  ao  m.  ;  Leipzig,  Teubncr, 

N"'  3,  4  (Décembre).  —  W.  Schmidt  :  llaben  Vitruv  und  die  rûmischen 
Feldmesscr  aus  Ileron  gcschôplt  ?  —  W.  Schmidt  :  Sind  die  Heronischen 
Vielecksfurmeln  trigonomelriscli  ?  —  M.  Curtze  :  Urkunden  zur  Geschichte 
der  Trigonométrie  im  cbristlichen  Mittelalter.  —  G.  Wettheim  :  Ueber  die 
Lôsung  einigcr  Aufgabcn  im  n  Tractalus  de  numeris  datis  »  des  Jordanus 
Nemorarius.  —  E.  Gerland  :  Ueber  Leibnizens  Tliiitigkeit  aiifpliysikalischem 
und  tochniscbcm  Gebiete.  —  A.  I'ringsheim  :  Zur  Gescliichlc  des  Taylor'schen 
Lehrsatzes.  —  G.  Enestrom  :  Ueber  die  von  der  «  Royal  Society  »  geplante 
mathematische  Jahresbibliographie.  —  E.  Lampe  :  Der  zwoite  internationale 
Mathematiker-Kongress  zu  Paris  voni  6.  bis  11.  Augiist  1900. 

Bulletin  de  l'enseignement  technique,  4"'  année;  paraissant  1  fois  par 

mois;  ahoniienicnl  aiiiiiu'l,  L'iiion  postale.  7  fr.  :  Paris,  Nony. 

iS'ous  avons  déjà  signalé  souvent  cette  utile  publication.  Parmi  les  articles 
particulièrement  intéressants,  qui  figurent  dans  les  numéros  déjà  parus  cette 
année,  nous  citerons,  en  janvier  et  février  :  ^L  Woli-f  :  I^es  écoles  de  per- 
fectionnement de  Leipzig  ;  —  La  discussion  sur  le  Conservatoire  national 
des  Arts  et  Métiers,  à  la  Chambre  des  députés. 

Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  sciences  de  Paris. 

t.   l'Ji,  i'*' semestre  1901  ;  abonnement  annuel,  Union  postale,   >4  l'".:  Paris, 
G  au  t  hier- Villa  rs. 

N"  I  (7  janvier).  —  Em.  Picard  :  Sur  les  intégrales  de  difPérenlielles  totales 
de  troisième  espèce  dans  la  théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  varia- 
bles. —  H.  MiNKowsKi  :  Sur  les  surfaces  convexes  fermées.  —  H.  Dlport  : 
Sur  le  théorème  des  forces  vives.  —  L.  Skiii.esi.nger  :  Sur  les  équations 
linéaires  à  points  d  indétermination.  —  S.  Zark.mua  :  Sur  la  théorie  des 
équations  de  la  Physique  mathématique. 

N"^  2  (14  janvier).  —  H.  Poingaué  :  Sur  la  théorie  de  la  précession.  — 
G.Hlmbert:  Sur  les  fonctions  quadrujjlement  périodiques.  — D.  Th.  Iù.orov: 
Sur  les  systèmes  orthogonaux  admettant  un  groupe  de  transformations  de 
Combescurc. 

IS'"  3  (21  janvier).  —  C.  Jordan  :  Notice  sur  M.  Ch.  llermite.  —  P.  Dliiem  : 
Sur  la  condition  supplémentaire  en  Hydrodynamique.  —  S.  Kantor  :  Sur 
une  généralisation  d'un  théorème  de  >L  Picard.  —  A.  Liapounoff  :  Sur  un 
théorème  du  Calcul  des  probabilités. 

"S"  5  (4  février).  —  P.  Duiie.m  :  Sur  la  stabilité  isenlropique  d'un  (luide. — 
F.  Enriques  :  Uemarque  au  sujet  d  une  note  de  M.  S.  Kantor.  — -  C.  Gli- 
CHAKD  :  Sur  les  r<''seaux  qui,  par  la  méthode  de  Laplace,  se  transforment 
des  deux  côtés  en  réseaux  orthogonaux.  —  1'.  Boutrolx  :  Sur  la  densité  îles 
zéros  et  le  module  maximum  d'une  fonction  entière. 

N"  6  (11  février).  —  O.  lÎAf:Ki.i:Ni)  :  Sur  la  précession.  —  P.  I)i  m  m  :  Sur 
les  chaleurs  spécillcjues  des  lluides  dont  les  <'l«'incnts  sont  soumis  à  leura 
actions  mutuelles.  —  J.-J.  Landkker  :  Sur  la  théorie  des  salellili-s  tie  Jupiter. 
—  D.  Th.  Eooiîov  :  Vnc  classe  nouvelle  de  surfaces  algébriques  «pii  admet- 
tent une  déformationcontinue  en  n-stant  algé'bri(|ues.  —  Ci.airi^  :  Sur  certaines 
transformations  de  Uacklund  .  —  J.  Coulom  :  Sur  1<>  ihcurèuii-  d  llngoiiiot  et 
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la  théorie  des  surfaces  caractéristiques.  —  R.  (I'adhémar  :  Sur  une  classe 
d  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. —  Bûhl  :  Sur  les  formes 
linéaires  aux  dérivées  partielles  d'une  intépçrale  d'un  système  d'équations 
différentielles  simultanées  qui  sont  aussi  des  intégrales  de  ce  système.  — 
RiBiÉRE  :  Sur  les  voûtes  en  arc  de  cercle  encastrées  aux  naissances. 

N°  7  (i8  février).  —  H.  Poi.\ca.rk  :  Sur  une  forme  nouvelle  des  équations 
de  la  mécanique.  — C.  Guicuard  :  Sur  la  déformation  du  paraboloïde  quel- 
conque. —  A.  HuRwiTz  ;  Sur  le  problème  des  isopérimètres.  —  R.  Alezais  : 
Sur  des  fonctions  de  deux  variables  analogues  aux  fonctions  modulaires. 

N°  8  (25  février),  —  Ed.  Maillet  :  Sur  une  certaine  catégorie  de  fonctions 
transcendantes.  — •  Vasseur  :  Traces  supei-ficielles  laissées  par  les  outils 
dans  le  travail  du  sciage  des  métaux. 

N°  9  (4  mars).  — D.  Th.  Eoorov  :  Sur  une  certaine  surface  du  troisième 
ordre. —  Ed.  Maillet  :  Sur  les  systèmes  complet  d'équation  aux  dérivées 
partielles. 

Giornale  di matematiche  di  Battaglini.  publié  par  A.  Capelli  :  vol.  38, 
1900  ;  Naples,  B.  Pellerano. 

Novembre,  décembre.  —  T.  Cazzaniga  :  Due  teorcmi  nella  leoria  délie 
forme.  —  U.  Perazzo  :  SuUe  varieta  cubiche  la  cui  hessiana  svanirce  iden- 
ticamentc.  —  L.  Cromona  :  Eugenio  Beltrami  ;  commemorazione.  —  Elcnco 
délie  opère  scientifiche  del  prof.  E.  Beltrami. 

Jahrbuch  ûber  die  Fortschritte  der  Mathematik,  begriindet  von  Cari 
Ohrtmann,  im  Verein  mit  andern  Matheinatikcrn  und  unter  bcsonderer 
Mitwirkung  der  Herren  Félix  Mûller  und  Albert  Wangeri.n  herausgege- 
ben  von  Emil  Lampe:  t.  XXIX,  année  1898  (en  trois  fascioiles)  ;  3*-'  fasci- 
cule, un  vol.  in-8'J  de  lxv-3i5  p.   ;  1900,  Georg  Reimer,  Berlin. 

X.  Mechanik.  — XI.  Mathematische  Physik.  —  Xll.  Geodilsic,  Aslronomie, 
Météorologie. 

Mathesis.  Recueil  mathématique  à  l'usage  des  écoles  spéciales  et  des  éta- 
blissements d'instruction  moyenne,  publié  par  J.  Mansion  et  Z.  Neuberg; 
Abonnement  annuel,  Union  postale,  9  fr.  ;  2*^  série,  t.  X,  1900  ;  Gand, 
Hosle;  Paris,  Gauthier-Villars. 

Octobre.  — Warteels  :  Notes  sur  la  composition  des  forces.  —  L.  Ripert  : 
Sur  les  triangles  trihomologiques. 

Novembre.  —  G.  Fontené  :  Théorème  de  laddition  des  fonctions  hyper- 
boliques. —  G.  LoRiA  et  J.  Neuberg  :  Sur  les  astéroïdes  ou  aslroïdes.  — 
Philippin  :  Centre  de  gravité  d'un  trapèze. 

Décembre.  —  P.  Mansion  :  Formule  de  Slirling. 

Mathematische  Annalen,  Bognindet  1868  durcli  A.  Clebsch  und  C.  Neu- 

MA.NN.  (iegenwiirtig  lieiausgegeben  von  F.  Klein  in  Gottigen,  W.  Dyck  in 
Miinchen,  A.  Mayek  in  Leipzig.  5;.  Band.   i.  u.  2  Ileft.  Leipzig,  1900. 

C.  NEUMANN.Ueber  die  Méthode  des  aritliraetischen  Mittcls,  insbesondere 
ùber  die  Vervollkommnungen,  ""welcho  die  bctreffenden  Poincaré'schen 
Untersuchungen  in  letzter  Zeit  durch  die  Arbeiten  von  A.  Korn  und  E.  R. 
Neumann   crhalten  haben.  —  Paul   Stackel  :  Friedrich   Ludwig    Wachller, 
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ein  Bcifrag  zur  Gcschichto  dcr  nichtoiiklidischcn  (.iooinoliio.  —  l'aiil  Stac- 
KEL  Uebci"  (lie  Gcslalt  dor  Balincurvon  bei  eincr  K lasso  dyiiainiscluT  • 
Problciue.  —  IIf.rmann  Minkowski  :  Ucbcr  die  Annalieriiniï  an  oinc  recUe 
Grosse  durcli  rationalo  Zalilon.  —  M.  G.  lîicc.i  uiid  T.  T^i:vi-Civila  :  Mé- 
thodes de  calcul  dilTérentiel  absolu  et  leurs  applications.  —  Arthur 
HiKscii  :  Ucber  bilineare  Relalionen  zwischen  dcn  Periodon  der  Intet^rale 
rcciproker  Forinenschaaren.  —  IIeuhkkt  ^Hicuemond  :  lober  MininiaUla- 
chen.  (Eine  Boriclitigunij.)  —  Konkau  Zi.ndlek  :  Ueber  die  Anzalil  der 
wcsentiichen  YeriinderlicluMi  in  oiner  /'-ti^liedriLjcMi  conliiuiirlielu'ii  (jruppo 
von  Punkt-transformationcn. 

Le  Matematiche  pure  ed  applicate,  périodique  mensuel  dirii,'-é  par  Cr. 
Ai.Asi.v  ;  vol.  I,  ujoi  :  aboiuioii>ent  annuel.  Union  postale,  L.  12  :  (^iltà  di 
CastcUo,  S.  Lapi. 

N*^  I.  —  (]n.  Hekmitte  :  Sulle  frazioni  continue.  —  C.  Johdan  :  Charles 
llcrmitc.  —  G.  Delitala.  :  Rclazioni  dipendcnti  da  raiçtri  usccnli  da  un  punto 
e  passant!  pei  vertici  di  un  triangolo.  —  J.  de  Vriès  :  Alcune  applicazioni 
délia  teoria  dell'  Involuzione.  —  V.  Retali  :  Una  applicazione  geonielrica 
dci  Dcterininanti.  —  E.  Gelin  :  Su  di  un  Sistenia  di  ocjnazioni  di  primo 
grado. 

Monatsliefte  fiir  Mathematik  uud  Physik.  herausgogebcn  von  prof.  G. 
V.  EscuEKicM  uud  prof.  L.  Gege.nhauek  ;  ii"^  année,  1900;  4*^  fascicule. 
Eisonstein  et  C'''.  Vienne. 

K.  ZiNDLEK  :  lober  simultané  gewoiinlicho  Diliorentialgleigungon  welclie 
continuerliclio  Transformationsgruppen  gestalten.  —  \N'.  Weiss  :  Deuior- 
kung  ùber  eine  Abziihlung  der  Wendcpunktc  algebraischcr  Curven. 

1901,  i'""  fascicule.  —  Ern.  Fanta  ;  Beweis  dass  jcde  lineare  Funklion. 
deren  Coeflicienten  dcni  cubischen  Kreislheilnngskorpcr  cntnoniraene  gauzc 
thcierfremdc  Zaiilen  sind,  unendlich  viole  Primzahlon  dièses  Korpers  dars- 
tellt. —  J.  DE  \  RIES  ;  Ueber  eine  Abbildung  dcr  l-]bone  auf  gowisse  Kunimer 
'sche  FUiche.  —  Ac.  Walter  :  Ueber  den  Cauchy-IIauiard  schcn  Satz  voui 
Convcrgenzradius  ;  nebst  einer  Darstellung  der  Dedokindschen  Irrational- 
zahlentlii'orie.  —  J.  Plemi.j  :  Ein  Salz  iii)er  vortausclibare  Matricen  und  seine 
Anwendiing  in  der  Théorie  linearer   Dili'ercnlialgleiehungen. 

Nouvelles  annales  de  Mathématiques,  journal  dirigi-  par  C.-A.  I.aisvnt 

et     X.  A.NroMAiti.    Aboniienunl    annuel,    l'nion    postale,     17     fr.  :     i"   série, 
t.  XIX,  1900;  Paris,  (iauthicr-Yillars. 

Décembre  (*).  —  A.  Lagrange  :  Premier  concours  des  Nou<.cUe^  Annales 
pour  1900.  —  E.  Iaggi  :  Sur  une  nouvelle  transcendante  (jui  transforme  1  in- 
tégrale elliptique  de  première  espèce  en  une  intégrale  circulaire.  —  Stuy- 
VAERT  :  Sur  une  gerbe  de  cubiques  gauches.  —  C.  Lamiom  ;  Sur  di-nx  lin n- 
rèmcs  de  Géométrie  difTérenticlie. 


(*i  Ce  sommaire,    par  suite    d'une  erreur  niatcriello,  n  élu  incxacl'i"'  ni   in.lii|iip 
dans  le  derniern",  p.  74-75. 
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Nyt  Tidsskrift  for  Matematik,  redigcrct  af  C.  Jukl  og  V.  Tkier.  Série  A, 

I2''  année. 

N°'  5-6.  Clir.  IIanskn  :  En  Annuitetsformel.  —  K.  Mkyep.  :  Fysfkunder- 
visning  for  Bcgyndcro. 

N°s  7-8.  —  J.  MoLLERLP  :  En  Indlochiing  til  trigonomctrien. 

PaedagOgischeS  Archiv,  Monatsschrift  fiir  Erziehung  und  Unterricht 
zugleich  Ceulralorgan  fiir  die  gcsamten  Interessen  des  Realschulwesens, 
herausgegeben  von  prof.  C.  Dahn  ;  4^.  Jahrg.  ;  lleft  11  ;  u.  12;  43, 
Jahrg.,  Hefte,  i,  2,  3;  Diirr  Leipzig,  1900,  1901. 

Periodico  di  Matematica  per  l'inscgnamento  secondario,  dirigé  par  G. 
Lazzkrie  ;  organe  de  l'association  «  Mathcsis  ».  15"  anni'-e,  série  II,  vol.  III, 
1900;    Livournc,  R.  Ginoti. 

Fasc.  III.  —  Taguiri  :  succcssioni  di  nunieri  positivi  ciascuno  dei  quali  à 
una  funzione  lineare  dei  due  précédente.  —  Bakisien  :  Podarie  rispetto  alla 
parabola.  —  Bassi  :  Sulla  determinazione  di  alcuni  coefllcenti  numerici  di 
uno  sviluppo  nella  teoria  délie  forme.  —  G .  Cesaro  :  Sulla  rizoluzione  dei 
problenii  niediaute  la  sola  riga.  - —  Cardoso-Lavn'es  :  Luoghi  ed  equa- 
glianza. 

Il  Pitagora,  publié  par  G.  Lazzaki  ;  in-8°,  7*^  année.  1900-1901  ;  abonne- 
ment annuel,  Union  postale,  L.,  1  ;  Palerme,  cora  «  era  nova  «.  j 

C.  BuROLi-FoRTi  :  Sui  simboli  di  Logica  matematica.  —  C.  Ciamberlini  : 
Sulla    definizione  délia  siniglianza  délie  ligure. 

El  Progreso  matematico,  revista  de  matematicas  puras  y  aplicadas  ;  di- 
rcctor  D.  Zoil  C.  dv.  Galdeano.  Série  2,  ano  11,  Zaragoza,  1900. 

N"  14.  —  A.  AuBRY  :  Estudio  sobre  los  conicôgrafos.  —  Sr.  Padova  :  Un 
uuevo  sistema  de  definiciones  para  la  Geometria  euclidea.  —  Alasia  :  Una 
Iransformaciôn  dei  profesor  Allardice. —  L.  Ripert  :  Sur  une  application  à 
la  Géométrographie.  —  Z.  G.  de  Galdeano  :  Las  reformas  de  la  ensenanza 
en  la  Facultad  de  Ciencias.  —  Z.  G.  de  Galdeano  :  El  Congreso  Matema- 
tico en  Paris. 

Une  note  nous  annonce,  à  notre  vif  regret,  que  celte  utile  publication  va 
prochainement  cesser  de  paraître, 

Rendiconti  dei  Circolo  matematico  di  Palermo;  t.  XIV,  1900. 

Fasc.  G  (novembre-décembre).  — Cremona  :  Commemorazione  di  Eugenio 
Beltrami.  —  Castelnuovo  e  Enriques  :  Sullc  Condizioni  di  razinalità  dei 
piani  doppi. 

Revista  de  Ciencias,  publication  mensuelle;  rédacteur  en  chef,  F.  Villa- 
ri:ai.  ;  i'' ;"ii"'>'<  Kjoo-1901  ;  abonnement  annuel,  Union  postale,  S,  7  ;  Lima, 
Imprimerie  «le  lEcole  des  Ingénieurs. 

N"*  I,  2,  3  (octobre-décembre  1900).  —  F,  Villareal  :  Resistencia  de 
Maleriales.    —    ti.    Bon.net    :    Ensayo    de    Goniomctria   veclorial    plana.   — 
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F.  Fajakdo  y  Bi:sad\  :  Calcule  infinilesinial.  — A.  Garcia  Godos  :  Goouio- 
tria  analitica.  —  F.  Villareal  :  Topografia  y  Gcodcsia.  —  F.  Villareal  : 
Reforma  de  la  Mccanica  céleste  por  Ilœne  Wronski.  —  Alvaro  Li.ata  :  Cal- 
culo  binomial. 

Revxie  semestrielle  des  publications  mathématiques,  iodit;ée  sous  les 

auspices  de  la  Société  mathématique  d'Amsterdam,  par  I*.-1I.  SiniouTK. 
D.-J.  KoRTEWEG,  \V.  Kapteyn,  J.-C.  Kliiyver.  p.  Zeema.n,  Ci/..;  t.  VIII, 
2°  partie,  novembre  1899,  mars  1900  ;  t.  IX,  i"""  partie,  avril-octobre  1900; 
abonnement  annuel,  Union  postale,  8  fr.  5o  ;  Amsterdam.  Delsman  en 
Nothenius. 


Transactions  of  the  American  Mathematical  Society,  dirigées  par 
I].-H.  MooRE,  E.-\V.  Browx,  Th. -S.  P'iske  ;  in-4",  vol.  i,  lyoo  :  abonne- 
ment à  I  vol.,  5  dollars  ;  Aew-York,  Macmillan. 

Ps"^  3  (Juillet). —  I.  Plpin  :  \\  ave  propagation  ovcr  non-uniform  conductors. 

—  Kravse  :  Uebcr  Système  von  Diderenlialgieichungen  denen  vierfacli  porio- 
disclie  Functionem  Genuge  leislen.  —  E.-B.  Van  Vleck  :  On  linear  criteria 
for  the  détermination  of  the  radius  of  convergence  of  a  power  séries.  — 
W.-F.  OscooD  :  On  the  existence  of  the  Green's  function  for  the  hiost  gênerai 
simply  connected  plane  région.  —  A.  Pell  :  «  D  »  lines  on  i|uatlrics.  — 
F. -II.  I.ouD  :  Sundry  metric  thcorcms  concerning  n  lines  in  a  plane.  — 
E.-J.  WiLEZYNSKi  :  An  application  of  group  theory  to  hydrodynamics.  — 
L.-E.  Dickson  :  Détermination  of  an  abstract  simple  group  of  order  u'-3*-)-7 
holocdrically  isomorphic  with  a  certain  orthogonal  group  and  with  a  certain 
hyperabelian  group. 

N'-' .|  (oclol>re). —  P.  F.  Smith  ;  On  surfaces  enveloped  l>y  splieres  belon- 
ging  lo  a  linear  spherical  comj)le.K.  —  J.  I.  Hltciiinsox  :  On  certain  ridalions 
among  the  thêta  constants.  —  (i.  A.  Miller  ;  On  the  groups  which  havelhc 
same  group  of  isomorphisms.  —  P.  (ùirdan  :  Die  llcssisclie  und  die 
Cavlpv'sche  (iurve.  —  M.  Bôciier  :  Application  of  a  method  of  D'Alembert 
to  the  proof  of  Slurm's  theorems  of  coniparison.  — K.  M.  Blake  :  Two  plane 
movemenls  generating  quartic  scroUs.  —  E.  Kasneh  :  Tiie  invariant  tlieory 
of  the  inversion  group  :  geomelry  upon  a  quadric  surface.  —  I].  II.  Moore, 
A  simple  proof  of  the  fundamental  Cauchy-Goursat  theorem. 

Unterrichtsblaetter    fUr    Mathematik     und     Naturwissenschaften, 

herausgegubeu  von  l'rof.   D'   B.  Si  iiwmui:  unil   Prof.    Fr.   Pu  i/.ki  it  ;  d"  an- 
née, 1900.  O.  Salle,  Berlin. 

>•>  0.  —  F.  PiETZKER  :  Die  darslellende  Géométrie  im  Lihrplan  der 
hoheren  Schulen.  —   Fr.  Aiilhorx  :  IJeber  die  Mechauik  der   Flugl)e\vegiiiig. 

—  Ale.\.  Wkr.mc.ke  :  Schulaufgabeii  ans  der  .Meclianik,  mit  besonder  Heriick- 
sichtigung  der  Terhnik.  — (i.  I.oN'i  :  Die  Siil/.e  voni  K  riis\  iereck  iiiid  vom 
Péri  plie  ricwinkei. 

Itcila^e.  —  fHitachteii  uber  deii  Lnterricht  in  der  darslell.iid.ii  (ieonie- 
trie,  von  BOttciii  r  ;  Gi  rland  ;  Oiu  r-Healsciiule  zu  llalh- :  Un  m  iikandt  ; 
HoLZ.Miii.i.Lit  ;  Mli.li  R  ;  Sciirodi  r  ;  Sciiwann. 
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Zeitschr.  fur  math.  u.  naturw.  Unterricht.  herausgcgeben  von  J.-C.-V. 
Hoffmann  :  31"^  année,   1900,  Tcubner,  Leipzig. 

]yo  6.  —  C.  Frenzel  :  VcrvollsUindigung  der  Lagrange'schen  Ijosung 
biquadraliseher  Glcichungen. 

N°  7,  —  G.  ScnÙLEN  :  Das  Schwimmen,  teilweise  von  eincm  neucn  Stand- 
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N°  8.  —  G.  ScHULEN  :  Das  Schwimmen,  teilweise  von  einem  neuen  Stand- 
punkt  ans  bearbeitet  (Fortsetzung). —  G.  Majcen  :  Ein  Beitrag  zur  projek- 
tiven  Bchandlung  der  Zentralprojektion. 

Zeitschrift  fur  Math,  und  Physik,  begriindet  i856  durch  O.  Schlo- 
MiLCH,  gegenwiirlig  herausgegeben  von  D''  R.  Meiimke  und  D''  M.  Can- 
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Bchandlung  der  gemeinen  Kettenlinie. 
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C.  Alasia.  —  Esercizi    ed  applicazioni  di  trigonometria  piana,  cou 

400  Esercizi  e  problemi  proposli  (nianuali  lloepli,  série  scientifica).  Un 
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IL  Andoyeu.  —  Leçons  sur  la  Théorie  des  Formes  et  la  (léométrie  ana- 
lytique supérieure,  à  l'usage  des  étudiants  des  Facultés  des  Sciences  : 
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1900. 
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P.  Bakbakix.  —  Etudes  de  Géométrie  analytique  non  euclidienne  ; 
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pose d  attirer  l'attention  des  géomètres  de  son  pays  sur  les  questions  de 
pédagogie  mathématique,  h' Enseignement  luathémuiique  trouve  une  place 
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L'ENSEIGNEMENT   DES  MATHÉMATIQUES 

AUX    KT  AT  S- UNIS 


I .    C^  O  X  D  I  T  I  O  N  s     ANCIENNES     I)  É  l"  A  V  O  R  A  II  L  E  S 

L'iiistoire  de  renseignement  des  nialhénialiqiies  ne  remonte 
pas  bien  loin.  Un  pays,  dont  la  seconde  métropole,  Chicago,  ne 
date  que  de  deux  tiers  de  siècle,  et  où  qucl([ues-uns  des  centres 
d'enseignement  supérieur  les  plus  renommés  ont  été  l'oiulés  il  y 
a  il  peine  quelque  dix  ans,  ne  peut  se  targuer  d'un  long  passé 
dans  n'importe  (pielle  branche  de  l'aclivité  humaine.  Tout  doit 
donc  élre  récent  dans  1  histoire  des  sciences  en  Américpie  ;  et 
ceci  pour  des  raisons  ([ue  chacun  comprendra,  si  on  en  excepte, 
bien  entendu,  les  premiers  rudiments  de  ces  sciences. 

Qu'on  se  représente  les  quelques  petites  et  laibles  colonies 
répandues  le  long  de  ce  côté  de  rAtlanti([ue  il  y  a  ([uelque  trois 
cents  ans.  Elles  se  composaient  en  majorité  d'aventuriers  ou  d'in- 
dividus qui  s'y  étaient  réiugiés  pour  échapper  aux  persécutions 
religieuses.  Les  premiers  tenaient  en  piètre  estime  liiislruclion, 
et  les  seconds,  bien  ([ue  plus  éclairés,  ne  connaissaient  du  iiaut 
enseignement  f[ue  ce  (juOn  en  donnait  à  Oxford  et  ii  Uam bridge 
avant  que  Trinitv-(>ollcge  lût  devenu  le  cenlie  des  malhémali(|ues 
en  Angleterre.  Ainsi  ceux  (jui,  au  début,  l'onilèrent  Harvard 
{i636)etYale  (17^7)  prirent  comme  mcHlèle  Oxiord  et  (^ambriilge 
mais  ils  en-  restèrent  bien  loin  [)our  des  motifs  faciles  ii  com- 
prendre. 

D'autre  part,  séparées  de  llùirope  par  cin(|  mille  kilomilics, 
ce  qui  représentait  alors  un  vovage  plus  long  el  plus  périlleux 
(jue  ne  l'est  actuellement  le  lour  du  monde,  ces  universités  amé- 
ricaines de  la  première  épo(|ue  perdiient  t(»ul  conlacl  avec  leurs 
Eii^eignciiicrit  nuilli.  11 
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prototypes  européens  et  demeurèrent  stationnaires  pendant  que 
les  autres  progressaient.  Non  seulement  ces  conditions  s'oppo- 
saient au  progrès,  mais  le  combat  pour  l'existence  que  devaient 
sans  cesse  livrer  les  colons,  la  lutte  qu'ils  avaient  à  soutenir 
contre  les  aborigènes,  contre  les  éléments  perturbateurs  de  leur 
population  et  finalement  contre  leur  mère-patrie  elle-même,  ne 
pouvaient  favoriser  que  le  côté  purement  pratique  de  l'enseigne- 
ment, dont  le  côté  théorique  resta  ce  qu'il  était  en  Angleterre 
vers  1600.  L'état  de  choses  était  donc  défavorable  h  tout  ce  qui 
ne  présentait  pas  une  utilité  pratique,  et  les  mathématiques  pures 
furent  conséquemment  très  peu  encouragées. 

Les  collèges  (nos  centres  d'enseignement  supérieur)  servaient 
donc  à  peu  près  uniquement  au  recrutement  du  clergé  ou  de 
ceux  qui  se  destinaient  h  la  politique.  Or,  ces  classes  sociales 
n'avaient  guère  l'habitude  de  se  préoccuper  des  mathématiques. 
A  présent,  au  contraire,  l'homme  d'affaires  comme  celui  qui 
désire  embrasser  une  carrière  libérale,  le  futur  ingénieur  ou 
l'homme  d'Etat  croient  devoir  entrer  quelque  temps  dans  ces 
collèges  et  par  suite  l'enseignement  a  pris  un  caractère  plus 
libéral. 

II.  —  Classification    des   écoles 

Mais  avant  de  parler  des  progrès  accomplis  dans  l'enseigne- 
ment des  mathématiques  aux  Etats-Unis,  il  est  préférable  pour 
se  faire  mieux  comprendre,  de  dire  un  mot  des  dillerents  éta- 
blissements d'instruction  publique  existant  en  ce  pays,  du  con- 
trôle exercé  sur  elles  par  l'Etat  et  de  l'action  du  Pouvoir  central. 

Rappelons  d'abord  l'indépendance  que  possède  i\  bien  des 
égards  chacun  des  Etats  de  la  Confédération.  Il  rédige  lui- 
même  ses  propres  lois,  administre  ses  finances  (sauf  quand  il 
s'agit  de  la  frappe  des  monnaies)  et  se  comporte  comme  il  l'eii- 
lend  par  rapport  à  l'enseignement.  11  en  résulte  qu'un  Etat  peut 
dépenser  beaucoup  pour  ses  écoles,  comme  c'est  le  cas  pour  l'Etat 
de  New-York,  aller  jusqu'à  subventionner  une  grande  L'iiiversité, 
comme  le  fait  l'Etat  de  Michigan,  ou  se  montrer  parcimonieux 
comme  quelques  Etats  du  Sud.  Malgré  cette  grande  latitude  du 
pouvoir  que  peuvent  exercer  les  Etats,  l'enseignement  est  soumis 
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en  réalité  à  des  règles  à  peu  près  uniformes  dnns  toute  l'étendue 
du  territoire  des  Etats-Unis,  soit  pour  l'étendue  des  matières 
enseignées,  soit  pour  les  garanties  d'instruction  exigées  des  pro- 
fesseurs, soit  pour  les  subsides  qu'ils  fournissent  aux  écoles.  En 
effet,  un  Etat  s'engage  dans  une  nouvelle  voie,  il  est  bientôt 
imité  par  les  autres  ;  aussi  peut-on  se  borner  h  donner  ici 
l'esquisse  générale  suivante  du  système  d'enseignement  adopté 
par  les  Américains. 

Le  cours  des  études  ordinaires  est  de  douze  ans  et  même  de 
treize  ans  si  on  fait  rentrer  le  temps  passé  aux  écoles  maternelles 
car  si  un  enfant  est  âgé  de  moins  de  six  ans,  c'est  Vu  qu'il  rentre 
tout  d'abord;  delà,  il  va  dans  la  dernière  classe  primaire,  puis 
il  passe  de  classe  en  classe  jusqu'à  ce  qu'il  ait  fait,  année  par 
année  ses  huit  classes.  Il  est  reçu  alors,  après  exameti,  ii  l'école 
supérieure  (higb  scool),  où  il  reste  quatre  ans.  C'est  là  (|u'il 
aborde  très  souvent  pour  la  première  fois  d'une  façon  un  jieu 
sérieuse  l'étude  de  l'Al^jèbre,  de  la  Géométrie  et  des  lantrues 
étrangères.  Cependant,  dans  beaucoup  d'établissements  privés 
cet  enseignement  est  donné  plus  tôt,  et  cette  initiation  a  été 
approuvée  par  la  plupart  de  nos  pédagogues  les  plus  distingués. 

Beaucoup  de  jeunes  garçons  et  de  jeunes  lilles  quittent  leurs 
études  avant  d'entrer  à  cette  école  supérieure.  Or,  dans  le 
monde  des  aflaires  on  emploie  plus  de  garçons  que  île  lilles.  En 
1897-1898,  il  y  avait  en  Amérique  16687643  élèves  des  écoles 
public{ues  et  des  écoles  particulières.  Sur  ce  chiffre,  449  ^^o  sui- 
vaient les  cours  des  écoles  supérieures,  soit  moins  de  3  p.  100. 
De  ce  nombre,  260  4i3  étaient  du  sexe  féminin,  soit  58  p.    100. 

Parmi  ces  élèves  des  écoles  supérieures,  8  p.  100  désirent  ren- 
trer plus  tard  dans  un  collège  (faculté)  et  6  p.  100  se  destinent  à 
un  enseignement  scientifique,  i^irmi  les  personnes  qui  se  des- 
tinent à  l'enseignement  supérieur,  48  p.    100  sont  des   femmes. 

Après  avoir  terminé  son  temps  d'étude  dans  l'école  supérieure, 
l'élève  qui  désire  continuer  entre  donc  dans  un  colli'ge. 

Le  collège  américain  (espèce  de  facultc'  de  lettres  n';i  p:is  do 
véritable  similaire  en  Europe,  et,  d'autre  part,  les  dissemblances 
entre  les  dillérents  collèges  des  Etats-Unis  sont  assez  grandes 
pour  rendre  difficile  toute  description  d'ensemble.  En  général, 
ce    sont  des  él;iblissements    d'origine  privée,    mais    munis  d'une 
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charte  leur  donnant  en  quelque  sorte  l'investiture  officielle,  ce 
qui  leur  permet  de  délivrer  des  grades  universitaires.  Or,  ceci 
explique  pourquoi  la  valeur  de  ces  diplômes  dépend  beaucoup 
de  TEtat  où  est  situé  le  collège  et  de  ce  collège  lui-même. 
Ainsi  TEtat  de  Tlllinois,  bien  qu'on  y  trouve  la  grande  Université 
de  Chicago,  s'est  beaucoup  discrédité,  en  accordant  également  à 
d'autres  universités  qui  ne  possédaient  pas  les  garanties  dési- 
rables, la  collation  des  grades. 

La  durée  des  études  au  collège  est  de  quatre  ans  en  moyenne 
et  est  couronnée  par  le  baccalauréat  es  arts,  philosophie, 
sciences  et  lettres.  Cependant,  quelques  pédagogues  distingués 
ont  soutenu  que  trois  années  étaient  suffisantes,  et  cette  réforme 
a  été  adoptée  par  un  de  nos  collèges  les  plus  célèbres. 

Le  terme  d'Université  aune  signification  assez  vague  aux  Etats- 
Unis.  Ainsi  il  peut  s'appliquer  à  un  simple  collège,  mais  en 
général  il  désigne  un  établissement  d'instruction  supérieure 
comprenant  deux  ou  plusieurs  collèges,  tels  que,  par  exemple, 
ceux  de  droit,  de  lettres,  de  médecine.  Quelques-uns  sont  des 
écoles  d'instruction  supérieure  comparables  à  l'école  normale  en 
France  ou  aux  séminaires  des  universités  allemandes.  Tel  est  le 
cas  pour  les  Universités  John  Ilopkins  de  Baltimore,  d'HarAvard 
à  Cambridge  (^Massachusetts),  de  Columbia  à  New-York,  de  Clark 
h  \Yorcester  (Massachusetts),  l'Université  de  Chicago,  et  leur  titre 
de  docteur  en  philosophie  (es  sciences)  a  la  même  valeur  que 
celui  délivré  par  une  université  allemande. 

Il  y  a  encore  les  écoles  normales  pour  la  préparation  des  pro- 
fesseurs d'écoles  primaires  et  d'écoles  supérieures.  Ces  écoles 
normales  diffèrent  beaucoup  dans  les  divers  Etats  ;  les  meilleures 
exigent  pour  l'entrée  des  grades  universitaires  sérieux  et  la 
durée  des  études  y  est  de  deux  ou  trois  ans. 


III.    P  U  O  G  II  A  M  M  E  s     O  F  r  I  CI  E  L  s 

11  n'existe  pas  de  programmes  officiels  dans  le  sens  qu'on 
prête  en  Europe  à  cette  expression.  Les  matières  enseignées  dans 
les  écoles  élémentaires  et  les  écoles  supérieures  dépendent  en 
grande  partie   du   bon  vouloir  des  autorités  locales.   Quant   aux 
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collectes,  ils  ne  sont  soumis  à  aucun  contrôle.  Néanmoins,  on 
constate  une  grande  unit'ormité  parce  qu'aucune  des  écoles  supé- 
rieures, par  exemple,  n'oserait  paraître  incapable  de  préparer  ses 
élèves  à  l'admission  des  collèges  les  plus  renommés.  Les  collèges 
à  leur  tour  sont,  les  uns  par  rapport  aux  autres,  en  état  d'émula- 
tion perpétuelle  ce  qui  tait  (ju'aucun  ne  se  hasarderait  à  abaisser 
le  niveau  des  examens  d'entrée,  de  telle  sorte  qu'un  collège 
californien  se  montre  tout  aussi  exigeant  que  celui  de  l'Université 
de  Yale,  séparé  de  lui  par  une  distance  de  5  ooo  kilomètres. 

D'autre  p:iit,  quelques  Ktats  exercent  en  réalité  un  contrôle 
eiticace  sur  les  hautes  écoles  au  moyen  d'examens  officiels.  Tel 
est,  par  exemple,  le  cas  pour  TKtat  de  Xew-York  (^regents-exa- 
minationsi,  ce  qui  assure  une  certaine  uniformilf.  D'autres  Etats 
subventionnent  eux-mêmes  leurs  écoles  normales  ([ui  sont  par 
cela  même  sous  leur  dépendance.  Ainsi  les  écoles  normales  de 
l'Etat  de  Xew-York  ont  un  programme  semblable,  adopté  par 
elles,  mais  qui  doit  être  sanctionné  par  le  directeur  (super  inten- 
dant) de  l'instruction  publique. 

Comme  on  le  sait,  la  constitution  démocratique  des  Etats- 
Unis  donne  la  plus  grande  partie  ilu  pouvoir  aux  autorités  locales 
({ui  régissent  chacun  de  ces  Etats.  Le  directeur  de  l'inslruction 
publique  nommé  par  le  pouvoir  central  n'a  nullement  le  droit  de 
modifier  à  son  gré  les  programmes  ou  de  nommer  les  proles- 
seurs.  Par  contre,  l'opinion  publique  exerce  une  grande  iniluence, 
quand  il  s'agit  d'une  réforme  ;  on  prête  la  plus  grande  attention 
il  ce  qui  est  dit  dans  les  assemblées  de  professeurs,  et  les  rap- 
ports de  leurs  dill'éreuls  comités  ont  beaucoup  contribui-,  ilaiis 
les  dix  dernières  années,  ;i  la  confeclion  des  nouveaux  jiro- 
grammes  et  i»  l'adoption  des  méthodes  à  employer,  en  stimulant 
les  professeurs  vers  un  idéal  de  plus  en  plus  élevé. 


1  \' .    —    Les     c  l  a  s  s  i:  s     de     m  a  t  u  i;  m  a  r  i  o  u  i:  s 

Les  huit  classes  de  l'école  primaire  ne  eomportent  ((ue  peu 
de  mathématiques,  si  on  en  excepte  raritlimili([utî  ;  e»q)endant  on 
a  poussé  récemment  celle-ci  jusqu'il  l'étude  des  «'(juations  les 
plus  simples  et  à  celle  des  mensurations,  de  façon  à  donner  (juel- 
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ques  idées  de  la  géométrie  descriptive.  Jusqu'à  ces  derniers 
temps,  les  traités  d'Arithméti(|ue  américains  n'étaient  qu'un 
amas  confus  de  règles  pour  l'utilité  du  commerce,  tel  que  cal- 
culs d'intérêt,  calcul  d'escompte.  Il  s'est  fait  récemment  une 
réaction  en  sens  inverse,  qui  a  peut-être   dépassé  les  bornes. 

Les  jeunes  garçons  et  les  jeunes  filles  qui  entrent  aux  écoles 
supérieures  mettent  à  peu  près  un  an  et  demi  à  apprendre  l'al- 
gèbre, dont  ils  connaissent  alors  les  notations,  ainsi  que  les 
opérations  fondamentales;  ils  savent  par  exemple  résoudre  les 
équations  du  premier  et  du  deuxième  degré.  Puis  ils  se  donnent 
pendant  un  an  h  la  Géométrie,  qui  est  en  général  celle  de 
Legendre  ou  d'Euclide.  A  ceci  se  bornent  leurs  études  mathéma- 
tiques, à  moins  qu'ils  ne  se  décident  à  aborder  la  Trigonométrie. 

N'importe  quel  professeur  avouera  qu'un  pareil  programme  est 
insuffisant.  Il  n'y  a  pas  de  raison  pour  que  l'étude  de  la  Géo- 
métrie doive  être  précédée  par  celle  de  l'Algèbre,  à  moins  qu'on 
admette  que  nos  modèles  anglais  ou  français  basés  sur  la  Géo- 
métrie d'Euclide  ou  de  Legendre,  comportent  des  diflicultés  qui 
doivent  faire  reculer  jusqu'à  cette  date  le  moment  de  les  aborder. 
Certains  comités  des  assemblées  de  professeurs  ont  proposé  un 
procédé  plus  rationnel,  et  il  est  probable  que  d'importantes 
réformes  seront  bientôt  accomplies  dans  ce  sens.  Quand  on  en 
sera  là,  il  n'y  aura  pas  de  raison  pour  priver  ceux  des  étudiants 
des  écoles  supérieures  qui  se  destinent  aux  mathématiques 
d'apprendre  un  peu  de  Géométrie  analytique   et  de   haut  calcul. 

Au  collège,  on  enseigne  la  première  année  l'Algèbre  supérieure 
et  la  Trigonométrie.  Puis  on  consacre  deux  semestres  :  l'un  à  la 
Géométrie  analytique,  l'autre  aux  hautes  méthodes  de  calcul,  le 
plus  souvent  ad  Ubiluui.  Les  meilleurs  de  ces  établissements  pré- 
sentent des  travaux  très  distingués  sur  la  Géométrie  analytique  à 
trois  dimensions,  le  haut  calcul,  la  Théorie  des  équations,  la  Théo- 
rie des  fonctions,  les  Quaternions,  et  sur  d'autres  branches.  Les 
étudiants  sont  répartis,  dans  ([uelques  universités,  en  séminaires, 
à  l'exemple  de  ce  qui  se  fait  en  Allemagne,  pour  les  habituer  aux 
recherches  personnelles  et  faciliier  la  préparation  de  leurs  thèses'. 


(')  On  pourra  se  faire  une  idée  des  travaux  des  meilleurs  Collèges  et  Universités 
par  les  prograninics  des  cours  de  mathématiques  que  nous  indiquons  ci-après. 
(Voir  Appendice.) 
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V.   —    Méthodes    u'kn  skk;  nemext 

Dans  les  écoles  élémentaires  les  traités  ont  le  rôle  le  plus 
important.  Le  temps  des  récitations  est  court  et  nexcèile  ([ue 
rarement  quarante-cinq  minutes.  Il  est  employé  à  des  interroga- 
tions et  à  la  résolution  orale  des  problèmes  que  comporte  la 
leçon.  La  solution  est  écrite  sur  le  tableau  noir  qui,  dans  les 
écoles  américaines,  entoure  toute  la  classe.  Les  élèves  s'expli- 
([uent  il  tour  de  rôle,  puis  le  maître  lait  la  crili([ue  générale;  on 
prépare  ensuite  le  cours  du  lendemain;  mallieureusement  on 
néglige  trop  souvent  de  donner  aux  élèves  les  indications  ([ui 
pourraient  les  guider  dans  leurs  travaux. 

Le  même  système  à  peu  près  se  retrouve  dans  les  écoles  supé- 
rieures. On  n'a  pas  encore  essayé  de  faire  régner  aux  Etats- 
Unis  l'esprit  ([ui  a  inspiré  en  France  les  ouvrages  de  Iladamard, 
Tannerv,  Bourlet,  Rouché,  de  Comberousse,  en  Allemagne 
les  traités  de  Géométrie  de  llenrici  et  Treutlein,  en  Italie  les 
(L'uvres  des  auteurs  récents.  (Cependant  la  colleclion  Boman  et 
Smith  (Boston,  Ginn  et  C")  tend  à  combler  cette  lacune,  et  les 
ell'orts  déployés  dans  ce  sens  rencontrent  l'approbation  des  pro- 
lesseurs  les  plus  éminents  ;  on  peut  encore  citer  dans  cet  ordre 
d'idée  le  traité  de  mathématiques  élémentaires  de  Smitii  (édité 
par  Macmillan.  New-York  et  Londres).  Du  reste  les  nouvelles 
tendances  ne  tarderont  pas  à  s'introduire  en  Amérique.  Il  en 
résulteia  une  disti  IImiIIou  jiliis  ratioiiiiclli'  dans  1  arrangement 
des  matières  enseignées  et  une  participation  plus  grande  du 
protesseur  dans  l'enseignement. 

La  hauteur  des  t'tudes  ne  laisse  rien  a  désirer  dans  les  «ccdes 
supérieures.  Ainsi,  on  lait  la  part  un  peu  moins  grande  ii  la 
mémoire  et  plus  grande  au  raisonnement  qu'en  Angleterre,  dans 
l'enseignement  de  la  Géométrie  aux  Ltats-l'nis,  le  prolesseur 
tâche  de  se  laire  bien  comprendre  et  son  exposition  est  toujotirs 
lucide;  la  valeur  des  études  s'est  beaucoup  améliorée  ilans  ces 
dernières  années  grâce  à  la  nuiltiplication  des  centres  universi- 
taires et  des  écoles  normales,  .\iiisi,  tlaiis  l'ctal  du  Massachusetts, 
1.3  p.  too  des  professeurs  sortent  des  écoles  normales  etfiHp.  nto 
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des  Universités.  Dans  l'état  de  New- York,  en  1898,  89  p.  100 
provenait  des  écoles  normales  et  82  p.  100  des  Universités.  Ces 
différences  numériques  proviennent  de  ce  fait  qu'au  Massachusetts 
il  y  a  plus  d'universités  et  dans  l'état  de  New- York  plus  d'écoles 
normales. 

Les  élèves  sont  moins  surveillés  et  guidés  dans  les  collèges 
que  dans  les  écoles  supérieures,  probablement  parce  que  le 
besoin,  dit-on,  s'en  fait  moins  sentir.  Cependant  l'impression 
cjue  donnent  ces  faits  est  que  cette  indépendance  dans  létude 
donne  des  résultats  moindres  que  la  méthode  contraire.  A  l'école 
supérieure,  les  professeurs  connaissent  à  fond  ce  qu'ils  ensei- 
gnent, mais  ils  se  croient  bien  plus  appelés  à  diriger  les  leçons 
il  faire  apprendre,  et  à  questionner,  qu'à  se  livrer  :i  une  exposi- 
tion purement  didactique.  Néanmoins  on  consacre  beaucoup  plus 
de  temps  en  Amérique  qu'en  Europe  à  converser  lamilièremcnt 
avec  les  élèves  sur  les  points  dilficilcs  a  résoudre,  et  l'étudiant 
c[ui  s'adonne  sérieusement  aux  mathématiques  finit  par  pos- 
séder un  excellent  bagage  de  connaissances  sur  la  Géométrie  et 
les  hautes  méthodes  de  calcul.  Il  a  peut-être  moins  de  facilité  à 
redire  sur-le-champ  ce  qu'il  a  appris  qu'un  candidat  à  l'école 
polytechnique  en  France;  mais  il  possède  l'esprit  des  mathéma- 
tiques et  parvient  facilement  à  remporter  les  grades  universi- 
taires qu'il  ambitionne. 


AI.   —   Enseignement    tout    a    1  a  i  t    s  u  r-  é  h  i  e  u  r 

Après  avoir  fini  ses  études  de  collège  ii  l'âge  habituel  de 
vingt-deux  ans,  l'étudiant  qui  désire  se  perfectionner  en  mathé- 
matiques, va  aux  universités  de  Ilarward  John  Ilopkins,  Clark, 
Columbia,  Chicago,  Cornwell  ou  à  quelque  autre  grande  uni- 
versité américaine,  ou  bien  il  se  décide  à  aller  à  l'étranger.  Ce 
n'est  qu'au  cours  de  ces  vingt-cinq  dernières  années  que  l'ensei- 
gncmenl  supérieur  a  été  suffisamment  apprécié  pour  attirer  soit 
aux  universités  américaines,  soit  aux  universités  étrangères  le 
public  américain  qu'elles  possèdent  aujourd'hui.  Depuis  un 
quart  de  siècle,  l'instruction  a  lait  ilo  grands  progrès  en  ce  pays 
et  les  matliéinatiques   en  ont  subi  un    bcuioux  contre-coup.  Les 


L'Eysi:iGyEME.\r  des  matiiématiqies  aux  ÉTATS-IJSIS         i65 

causes  <[iil  ont  amené  cet  lieuveux  cliangeinent  sont  nuilti- 
ples  : 

i"  La  prospérité  générale  qui  a  multiplié  les  riclicsses  et  a 
permis  ainsi  leuvoi  de  jeunes  gens  à  l'élraugor  <ui  leur  st-jour 
prolongé  dans  les  grands  centres  (reiiscigMcinent  des  l'.Uils- 
Unis; 

2°  L'existence  à  Baltimore,  ou  a  été  londée  en  réalité  l'univer- 
sité américaine  la  plus  ancienne,  d'une  école  supérieure  créée 
pour  lavoriser  les  recherches  personnelles  et  aux  cours  supé- 
rieurs de  laquelle  ne  sont  admis  (jne  les  gradués  des  collèges. 
Cette  université  de  Jcdin  llopkins  a  lait  plus  encore  pour  inluser 
un  peu  de  l'ardeur  malhemiili([ue  de  l'iùirope  dans  le  sang  des 
jeunes  générations  américaines,  en  pilant  Sylvester  de  laire  ciiez 
elle  une  série  de  leçons  ; 

3"  L'université  de  Ilarward  a  refondu  entièrement  ses  pro- 
grammes. Pour  bien  comprendre  l'importance  de  cette  réforme 
quelques  mots  d'explication  sont  nécessaires,  llarward  n  était  a 
l'origine  qu'un  simple  collège  où  la  durée  des  études  était  de 
quatre  ans.  Mais,  peu  à  peu,  ses  moyens  pécuniaires  se  multii)lianl, 
elle  organisa  un  plan  d'étude  de  plus  en  i)liis  complet.  C  est 
ainsi  (pi'elle  se  compléta  pai'  la  création  d'une  laeulle  de  tiiéo- 
logie,  des  sciences,  de  droit,  de  médecine,  méiitanl  ainsi  plei- 
nement cette  fois  le  titre  d' université.  Elle  possède  aussi  des 
enseignements  où  ne  sont  pas  admis  les  élèves  proprement  dits 
et  où  ne  peuvent  entrer  ([ue  les  étudiants  munis  de  diplômes 
universitaires.  Ces  cours  spéciaux  sont  en  grande  partie  au  libre 
choix  des  auditeurs,  ([ui  se  di'cidenl  suivant  le  but  (pi  ils  pour- 
suivent. Ceci  a  permis  pour  la  preniière  lois  de  laire  lairt'  en 
Améii([ue  de  sérieuses  éludes  matliemali(pies  par  des  étudiants 
ayant  en  moyenne  plus  de  vingt-eiii([  ans,  c'est-;i-dire  aussi 
mûrs  d'esprit  (pie  le  sont  ceux  (pii  se  livrent  a  ces  éludes  eu 
Europe; 

4"  Le  départ  de  plus  en  plus  lié(pient  des  éludianls  américains 
pour  les  universités  allemandes  nolammenl  pour  Go-ltingue, 
célèbre  pour  sou  enseignement  tles  malhémali(pies  ;  (pieb|ues-uns 
sculenienl  allèrent  en  Aiigleleire,  paice  (pie  (iambridge  ne  lit 
aucun  elloit  pour  les  alliicr  et  (pie  tlautre  part  on  s'imaginait 
([ue  les  Anglais  recherchaient  bien    plus  le  c(")li'   piali<[ue  (pie    le 
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côté  théorique  des  inathémaliques.  Le  plus  petit  nombre  vint  à 
Paris,  non  parce  que  les  Américains  n'estimaient  pas  à  leur  juste 
valeur  les  grands  mathématiciens  français,  mais  parce  qu'à  cette 
époque  les  universités  françaises  ne  faisaient  pas  plus  que  les 
anglaises  d'effort  pour  attirer  les  étudiants  étrangers.  Celle  d'Al- 
lemagne leur  oflVaient  au  contraire  l'hospitalité  la  plus  large, 
elles  savaient  leur  être  utile  de  telle  sorte  qu'en  définitive  c'est 
l'Allemagne  qui  révolutionna  l'étude  des  mathématiques  aux 
Etats-Unis. 


^ll.     I  ML  VENGE     l-nAXÇAISE    (') 

Il  ne  sera  pas  déplacé  maintenant  de  dire  quelques  mots  dans 
un  journal  français  de  l'influence  exercée  par  la  France  sur  le 
développement  des  mathématiques  en  Amérique. 

Il  était  naturel  qu'après  la  guerre  de  l'indépendance  notre 
sympathie  fut  acquise  à  la  nation  qui  nous  avait  si  puissamment 
aidés.  C'est  ainsi  qu'on  commença  à  faire  généralement  usage 
d'ouvrages  de  niathématicpies  composés  par  des  Français  à  notre 
Académie  militaire.  Malheureusement  ce  ne  fut  pas  toujours  les 
meilleurs  ni  les  plus  récents  qui  furent  traduits.  Crozet  enseigna 
la  géométrie  descriptive  en  1816  et  publia  un  traité  sur  cette 
science  en  1821,  on  traduisit  l'Algèbre  et  la  Trigonométrie  de 
Lacroix  ainsi  que  quelques  œuvres  de  Bczout.  La  Géométrie  de 
Legendre  devint  classi([ue  et  servit  ii  la  rédaction  des  autres 
traités  qui  ont  été  composés  sur  ce  sujet,  remplaçant  presque 
absolument  la  Géométrie  d'Euclide.  La  mémorable  traduction  de 
la  mécanique  céleste  de  Laplace  par  Bo^vdilch  en  1829,  lit  beau- 
coup aussi  pour  accréditer  les  mathématiques  françaises  aux  yeux 
des  étudiants  américains.  Benjamin  Pierce  recommandait  beau- 
coup la  lecture  des  ouvrages  français  de  mathématiques  à  ses 
élèves  vers  le  milieu  du  xix°  siècle.  Et  Chawenel  qui  quitta  la 
France  âgé  de  vingt-six  ans  composa  pour  les  étudiants  améri- 
cains quelques-uns  des  meilleurs  tiaités  de  mathématiques  qu'ils 


Cj  {Voir  l'Ensei'^nenieni  et  l  Jlisloire  des  luatlu-matiques  en  Amérique.  parNVASiiiNG 
TON,    19GO,  p.  98.) 
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eussent  possédé  jus(ju  alors.   Meiitioniu)iis  aussi  la  récente  visite 
de  Picard  et  qui  ne  inaïKjueia  pas  de  porter  d'excellents  Iruits. 


\]11.     i.KS     M  A  T  M  i:.M  A  r  I  Q  l  i:s     EN      A.MKUIQUE 

Bien  que  nous  ayons  eu  l'honneur  d'avoir  vu  professer  le  grand 
mathématicien  anglais  Sylvester  dans  deux  de  nos  universités, 
malgré  l'inlluence  que  les  mathématiciens  français  ont  exercé 
sur  nous  d'une  laçon  plus  ou  moins  directe,  et  malgré  (jue  beau- 
coup de  nos  meilleurs  étudiants  soient  allés  se  perfectionner  en 
Allemagne  auprès  de  Lie,  de  Klein,  etc.  ,  on  doit  reconnaître 
([ue  l'Amérique  n'a  encore  produit  aucun  mathématicien  ([ui 
jouisse  d'une  réputation  universelle.  Quelles  en  sont  les  raisons  .* 

On  peut  répondre  tout  d'abord  que  nous  n'avons  abordé  en 
somme  que  depuis  lort  peu  de  temps  l'étude  des  hautes  mathé- 
mati([ues.  11  v  a  ;i  peine  vingt  ans  les  hauts  calculs  étaient  regardés 
comme  le  terme  linal  des  études  jnalhémati([ues,  par  beaucoup 
de  nos  professeurs  spéciaux.  Maintenant  ces  même  hauts  calculs, 
ne  sont  regardés  que  comme  le  seuil  de  celles-ci.  Il  en  résulte 
que  les  hautes  malhemali([ues  ne  sont  guère  éluiliees  ([ue  depuis 
une  génération. 

En  second  lieu  le  dévelop[)emeni  écoiuMiiique  île  celte  contrée 
a  été  si  prodigieuse  odVant  ii  tout  travailleur  énergi([ue  île  telles 
chances  de  s'enrichir  que  penilant  longtemps  la  meilleure 
partie  de  l'existence  d'un  giand  nombi-e  de  gént'iations  a  été 
uniquement  consacrée  aux  intéièts  matériels.  L'exemj)le  de  nos 
anciens,  obligés  de  travailler  sans  cesse  de  leurs  mains  pour 
vivre,  l'exemph-  des  plaisirs  que  procurait  la  richesse  à  ceu.x  qui 
venaient  de  l'acquérir  a  fait  de  notre  peuple  un  peuple  d'argent 
et  ce  n'est  que  tout  récemment  (pie  de  iioini>reux  jeunes  gens 
ont  bien  viuilu  se  consacrer  aux  éludes  mathemati([ues  pour 
l'attrait  quelles  inspirent,  f.nlin  on  j>eul  aj(Uiter  <pie  les  mathé- 
matiques élenieiit;iii'es  eHes-inèmes  iTetaienl  pas  aussi  enseignées 
il  fond  qu'en  liurope  faute  de  professeurs  aussi  excellents  et  de 
programmes  aussi  développés.  D'autre  part,  comme  nous  l'avons 
dit,  les  diplômes  de  nos  collèges  avalent  des  professions  plus 
rémuiH'i  ail  ices    ii    embrasser    (pie    celles    de    renseignement,    on 
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peut  même  dire  que  rinstruction  élémentaire  n'était  guère  que 
le  partage  des  élèves  du  sexe  féminin. 

Il  y  a  quelque  chose  de  surprenant  pour  un  étranger  de  voir 
dans  beaucoup  de  nos  collèges  (pas  cependant  dans  les  anciens 
qui  sont  les  plus  réputés),  et  presque  dans  toutes  nos  écoles  supé- 
rieures, que  la  coéducation  des  deux  sexes  s'y  pratique  d'une  façon 
aussi  générale.  Il  en  résulte  que  les  femmes  possèdent  les  mêmes 
avantages  procurés  par  l'instruction  que  les  hommes,  et  elles 
peuvent  avancer  aussi  loin  en  mathématiques  quand  elles  veulent 
s'en  donner  la  peine  :  peu  néanmoins  entrent  dans  cette  voie. 
Cependant  quelques-unes  de  nos  écoles  supérieures  les  moins 
importantes  n'ont  pour  professeurs  de  mathématique  que  des 
femmes  parce  qu'on  ne  leur  donne  que  la  moitié  ou  les  deux  tiers 
de  ce  qu'on  donnerait  h  un  homme.  Partout  où  les  femmes  sont 
payées  sur  le  même  pied  que  les  hommes  l'enseignement  est 
meilleur.  Mais  en  général  les  femmes  ne  déploient  pas  la  même 
persévérance  que  leurs  concurrents  du  sexe  masculin  et  elles  ne 
réussissent  pas  aussi  bien  h  inspirer  à  leurs  élèves  l'amour  des 
mathématiques.  Elles  ne  développent  pas  le  même  goût  pour  la 
logique  et  le  désir  de  toujours  mieux  faire,  qu'on  remarque  dans 
les  classes  tenues  par  les  meilleurs  professeurs  hommes.  A 
la  diminution  des  chances  de  s'enrichir  par  le  travail  manuel 
ou  le  commerce,  correspondra  une  poussée  des  étudiants  mas- 
culins vers  ces  carrières  professorales  où  ils  ne  tarderont  pas 
il  l'emporter. 

IX.   —   Mathkmatiqies 

Il  est  trop  tôt  pour  espérer  de  grands  résultats  du  développe- 
ment de  l'enseignement  des  hautes  mathématiques  en  Amérique, 
et  de  l'influence  qu'exercent  sur  les  générations  actuelles  de 
professeurs  les  universités  européennes.  Cependant  nous  possé- 
dons deux  oii  trois  journaux  de  mathénuitiques  de  grande  répu- 
tation et  d'autre  part  la  Société  américaine  de  mathématique 
exerce  une  salutaire  influence  en  éveillant  le  goût  des  mathéma- 
tiques chez  nos  professcuis.  Enfin  des  cours  sjiéciaux  analogues 
à  ceux  ([ue  nous  avons  signalés  plus  haut  commencent  à  exister 
dans  beaucoup  de  nos  universités,  il  est  dt)nc  loisible  d'espérer 
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que  les  Américains  développeront  ici  la  même  ardeur  qu'ils  ont 
montrée  dans  d'autres  carrit-res  et  les  amènera  en  temps  voulu  îi 
des  découvertes  importantes  en  matiit-maticiues.  Il  serait  étrano-c 
en  effet  que  le  sang  Irançais,  allemand,  hollandais  et  anglais  d'où 
provient  notre  propre  sang  qui  s'est  montré  si  progressiste  en 
certaines  directions,  si  fertile  en  inventions  et  si  patient  dans  la 
voie  des  découvertes  ne  puisse  plus  tard  remporter  de  pareils 
succès  dans  les  mathéniati([ues. 

D.-E.    Smith   iXe\v-York).« 


APPENDICE 

Umveiisitiî;   de  IIaiîvaiid 

Cours  si/pcriciirs  pour  les  dciiii-diplùincs  et  les  dij)lôiiics 

Théorie  dos  é(piati()iis.  Invarialth's.  —  Géoiiiélrie  inodci'ne.  Détermi- 
nants. —  Calcul  dill'ért'nlifl  et  intégral.  Secondaires.  —  Calcul  des 
(piaternions  (premier  cours).  —  Dynamique  et  corps  solides.  —  Série 
et  produits  d  une  grandeur  infinie.  —  Théorie  des  nouihres. 

Cours  du  début  pour  les  diplùiucs. 

Théorie  des  lonclions  (cours  d  introduction).  —  Tliéorie  des  triangles 
et  des  courhes  planes  algél)ri<[ues.  —  Courhes  tétraédrales  avec  appli- 
cation à  létudo  des  points,  lignes,  plans  et  surlaces  carrées.  —  Géomé- 
trie différentielle  et  de  position  (dans  1  espace).  —  Calcul  des  <[ualernioiis 
(second  cours).  —  Séries  irigonométricjues.  —  Séries  })oteiilielles.  — 
^[écanique  des  fluides  (liydromécanique).  —  l^llasticilé.  —  Théorie  des 
mouvements  planétaires.  —  R(jualions  différentielles  et  introduction 
à  la  théorie  des  gi'oupes  continus.  —  Calcul  des  variations.  —  Fonc- 
tions elliplii[iies.  — Fondions  définies  par  des  é(piations  diliérentielles, 
linéaires,  quaternions  imaginaires  et  autres.  —  Algèi»i-e  de   la  logique. 

—  Mécanique  de  l'atmosphère.  —  Théorie  des  fondions  de  lliemann. 

—  Noml)res  algébriques.  —  Géométrie  non  euclidienne. 

Cours  de  lectures  et  de  rcehcrclics. 

Le  travail  ([u'on  a  à  exécuter  dans  le  présent  cours  consiste  en  reclier- 
ches  d  lectures  personnelles  sous  la  direction  des  professeurs.  Les  étu- 
diants d<iivent  ciia<jue  semaine  donner  le  résultat    ili;  li-iir  travaux  sous 
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la  forme  de  leçons  et  de  thèses.  On  change  le  programme  chaque  année 
pour  répondre  aux  goûts  exprimés  par  les  auditeurs  de  ces  cours.  En 
1900,  on  aura  le  programme  suivant  : 

Exemples  choisis  de  mécanique  céleste.  Professeur  Asath. 
Sujets  choisis  de  haute  analyse.  Professeur  Osgood. 

On  exige  la  connaissance  du  français  et  de  lallemand  pour  pouvoir 
lire  les  travaux  en  ces  langues. 

La  conférence  de  mathématique  aura  lieu  deux  fois  par  uiois  et  aura 
pour  objet  la  discussion  des  travaux  et  des  l'echerches  publiés  dans 
les  journaux  de  mathématiques  ou  sur  des  sujets  d'utilité  analogues.  Les 
ti"avaux,  sous  forme  de  thèses  des  élèves  (qui  sont  présentées  chaque 
semaine)  sont  critiqués  et  examinés  par  les  étudiants  eux-mêmes  et 
par  les  professeurs.  Parfois  ces  thèses  demandent  à  leurs  auteurs  une 
année  de  travail. 

Université   de   Chicago 

Conférences  de  pédagogie  mathématique.  —  Mécanique  théorique, 
cours  supérieur  d'analyse  mathématique  avec  applications,  à  la  méca- 
nique rationnelle. —  Sujets  choisis  d'algèbre.  —  Calcul  des  variations. 
Quaternions.  Introduction  à  la  théorie  générale  avec  applications  à  la 
géométrie  et  à  la  mécanique.  —  Courbes  gauches  et  surfaces.  Géomé- 
trie différentielle.  —  Géométrie  dans  l'espace.  Géométrie  analj'tique 
moderne.  —  Coordonnées  homogènes.  —  Courbes  planes  d'ordre  su- 
périeur. Coniques.  —  Surfaces  algébriques.  Théorie  des  équations 
différentielles  de  Lie.  —  Groupes  continus.  Théorie  de  Lie  et  ses 
applications  géométriques  aux  équations  différentielles  aux  nombres 
complexes  et  à  la  géométrie  non  euclidienne.  —  Théorie  des  invaria- 
bles. —  Théorie  des  variables  réelles.  —  Théorie  des  fonctions  à 
variables  complexes  avec  éléments  des  théories  de  Cauchy  et  de 
Weierstrass.  —  Equations  différentielles  linéaires.  —  Fonctions  ellip- 
tiques avec  théories  de  ^Yeierstrass.  —  Applications  des  fonctions 
elliptiques.  —  Fonctions  hyperelliptiques  de  Riemann  et  Klein.  —  Sub- 
stitution des  groupes  linéaires.  —  Groupes  abstraits,  —  Fonctions 
elliptiques  modulaires.  —  Théorie  des  sul)slitutions  avec  applications 
à  la  théorie  des  équations  algébriques  —  Théorie  des  nombres  basée 
sur  les  ouvrages  de  Dirichlet-Dedckind  et  Bachmann.  —  Arithmétique 
générale. —  Théorie  des  fonctions  intégrales  entières  ou  indéterminées 
avec  coefficients  intégraux,  application  à  la  théorie  des  nombres  et  des 
fonctions  algébriques.  ■ —  Noud)res  algébriques,  théorie  classique  et 
recherches  récentes. 

Cours  (les  Scniiiiaircs. 
Les  étudiants  dont  les  études  sont  avancées,  engagés  ou  suflisamment 


L'E.\SEIGyEMF.\T  DES  MATf/ÉM.lTlQLES  AiX  ÉTArS-CMS  171 

préparés  à  entreprendre  des  reclierches  personnelles,  peuvent  sur  la 
permission  du  recteur  entrer  dans  un  des  séminaires. 

Séminaire  A.  Etudes  choisies  dans  les  groupes  et  lonclions  dt;  la 
théorie  des  équations  de  Galois. 

Séminaire  B.  Exemples  et  théories  choisis  de  la  théorir  des  fonctions 
hyperellipti<pies. 

Séminaire  C  Groupes  linéaires  homogènes  de  suhslilution,  groupes 
d'ordre  lini. 

Umveusitk    1)1-    M  ic:  nie  AN 

Ce  ([ui  suit  indiipie  l'ensemble  des  travaux  de  malliématicpit'  pure 
proposés  à  ceux  dont  les  études  ordinaires  sont  encore  incomplètes  et  à 
ceux  (pii  ont  terminé  celles-ci.  Ce  programme  peut  être  regardé  comme 
une  tles  meilleures  combinaisons  de  collège  et  d'université  que  puisse 
oflVir  un  des  états  de  la  conledération. 

Algèbre  et  Géométrie  analylicpu-.  —  Trigonométrie  plane  et  algé- 
brique. —  Haut  calcul.  —  Géométrie  plane  analylitpie.  —  Géométrie 
dans  l'espace  analytique.  —  Haut  calcul  et  Mécani([ue.  —  Géométrie 
de  projection.  —   Equations  différentielles.  —  Théorie  des  fonctions. 

—  Algèbre  supérieure.  —  Mécanique  supérieure.  —  Algèbre  (sémi- 
naire). —  Cours  supérieur  de  Calcul  intégral  et  différentiel. —  Théorie 
des  substitutions. —  Equations  aux  diliVrenlirlhs  partielles. —  Théorie 
des  nond^res.  — Théorie   des  invariants.  —  Trigonométrie  sphéi-ique. 

—  Quaternions,  —  Equations  diderentielles  linéaires.  —  Courbes  planes 
d'ordre  supérieur  (séminaire^  —  Géométrie,  calcul  (séminaire).  — 
Cours  supérieur  de  Calcul  intégral  et  dillerentiel. 
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Aux  notions  si  variées  que  nous  pouvons  puiser  dans  la  contem- 
plation d'objets,  de  phénomènes  quelconques,  se  mêlent  presque 
fatalement  celles  que  fournit  le  dénombrement  conçu  dans  son 
essence  générale  ;  elles  dominent  même  tous  nos  aperçus  sur  le 
monde  matériel  dont  nous  sommes  incessamment  préoccupés. 
L'art  de  les  saisir  et  de  les  manier  rapidement,  de  leur  iaire 
subir  des  transformations  visant  au  but  poursuivi,  est  donc  un 
instrument  nécessaire  à  l'acquisition  et  à  la  combinaison  de  la  plu- 
part de  nos  idées,  un  facteur  essentiel  de  toutes  nos  connaissances. 

L'abstraction,  division  spéciale  du  travail  de  l'esprit,  a  dégagé 
cet  art  de  toute  allusion  aux  substances  d'une  variété  infinie, 
dans  lesquelles  il  peut  indifféremment  se  concréter,  et,  cultivé 
assidûment  pour  lui-même,  il  s'est  condensé  en  règles  méthodi- 
ques dont  l'enchaînement  constitue  la  science  générale  des  nom- 
bres, ow  Analyse  niallicniatique.  C'est  un  monument  dont,  par  une 
exception  singulière,  tous  les  matériaux  n'ont  été  tirés  que  de 
lui-même  ;  il  est  d'aspect  sévère  et  assez  étrange,  mais  il  est  gran- 
diose, le  plus  solide  et  le  plus  parfait  peut  être  que  le  travail 
intellectuel  des  hommes  ait  édifié.  Nulle  science  n'intervient  aussi 


{')  Sous  le  titre  Considérations  sur  l'enseignement  des  Mathématiques,  M.  Ch. 
Méray  a  publié  en  iSg'i  dans  la  Rei>ue  Bourguignonne  de  l'Enseignement  supérieur, 
une  étude  fort  remarquable,  dont  a  été  extrait  le  présent  article.  Le  travail 
in  extenso  dont  il  s'agit  a  été  tiré  à  part  en  brochure,  mais  cette  brochure  est  depuis 
bien  longtemps  épuisée.  11  nous  sera  permis  d'exprimer  le  vœu  qu'une  réédition 
permette  au  public  nuithématique  d'en  prendre  connaissance.  \S Enseignement 
mathématique,  dans  tous  les  cas,  a  jugé  que  l'extrait  actuel  présenterait  un  véritable 
intérêt  pour  ses  lecteurs,  dont  bien  peu,  sans  doute,  connaissent  l'étude  de 
M.  Méray.  11  y  a  peut-être  quelques  points  de  détail  sur  lesquels  un  léger  désaccord 
pourrait  se  produire  entre  l'auteur  et  nous  ;  mais  l'œuvre  nous  parait  si  juste 
dans  l'ensemble,  si  sincère,  si  bien  inspirée  par  le  désir  profond  d'une  meilleure 
culture  intellectuelle  de  la  jeunesse,  que  les  divergences  disparaissent  pour  ainsi 
dire  et  ne  laissent  place  qu'à  la  plus   sympathique  approbation. 

(Non:  DE  LA.  Rédaction.) 


L'EySEIG.yEMKyT  DES   M  A  T  II  É  M  ATI  QU  E  S  i-j'S 

fréquemment  clans  nos  spéculations  scientifiques  et  clans  nos  actes 
les  plus  vulgaires  :  ses  iormules  tracent  au  marin  sa  route  sur  le 
ciel,  à  ringénieur  les  détails  variés  du  plan  de  sa  construction, 
elles  codifient  les  lois  des  phénomènes  naturels  ;  mais  ses  pre- 
mières règles  ne  sont  pas  moins  nécessaires  au  journalier  pour 
établir  ses  modestes  comptes. 

La  forme  et  Vétendue  des  corps,  leurs  positions  reladi'cs  dans 
l'espace,  ne  frappentpas  moins  notre  attention  cjuand  elle  se  dirige 
sur  eux,  que  leurs  rapports  purement  numéiicpies.  La  (lèomé- 
trie  embrasse  Tensemble  de  ces  notions,  multipliées  aussi  par 
riniagination  et  soudées  par  le  raisonnement.  Par  ses  procédés, 
par  son  ordonnance  générale,  elle  se  rapproche  beaucoup  de  l'Ana- 
lyse ;  au  fond  même,  elle  n'est  guère  qu'une  mise  en  cvuvre  spé- 
ciale de  ses  principes  et  lui  est  h  ce  titre  entièrement  subordon- 
née. Elle  est  un  instrument  aussi  indispensable  à  l'étude  et  à 
l'exploitation  du  monde  matériel. 

Lusarre  a  réuni  ces  deux  sciences  sous  la  déiiominaliou  «réné- 
ric[ue  iXo  Matlicnintiqucs  piires^  et  a  groupé  clans  \c%  Mathématiques 
appliquées,  toutes  celles  résultant  efreclivoment  de  l'application 
de  l'Analyse  et  de  la  Géométrie  au  développement  d'un  très  petit 
nombre  de  notions  spéciales.  Il  semblerait  plus  naturel  de  mettre 
à  part  l'Analyse,  cjui  prête  sans  cesse  ses  principes  mais  n'en 
emprunte  aucun  ailleurs,  de  réserver  le  nom  de  INIathématicjues 
pures  à  ses  diverses  branches,  puis  de  placer  h  sa  suite,  clans  les 
Mathématic[ues  applicjuées,  toutes  les  sciences  trouvant  dans  ses 
formules  un  appui  essentiel  et  continu.  Vax  les  rangeant  dans  l'or- 
dre oîi  chacune  est  nécessaire  aux  suivantes  mais  non  aux  précé- 
dentes, on  V  lencontierait  la  Géométrie,   la  ÎMécani([Ui',    la   IMiy- 

sicjue    mathéniati([ue, Il   est    didicilç  de   préciser   le   terme  de 

cette  liste  ;  mais  il  n'est  pas  déraisonnable  d'espérer  f[u'elle  com- 
prendra plus  tard  toute  la  Physicjue,  la  (Ihimie  et  même  la  Biolo- 
gie, car  eliaqui'  joiii-,  se  comble  un  |)imi  labînii'  <|ui  eu  ciaitaïf 
autrefois  loules  ces  sciences. 

Quoi  cpi'il  eu  soit,  l'Analvse  et  la  Géomc-ln'e  liguinil  paiini  les 
agents  les  plus  cllicaccs  de  la  Iniiiialion  du  jial  iiinuin<-  fcnnouii- 
que  et  intellectuel  (b-s  individus  et  des  nations  ;  leur  iullui'ucc 
est  directe  par  les  facilités  cju'elles  donnent  aux  fvalualions  et 
transacti(»ns  j<»urnalières,  indirecte,  mais  aussi  grandi-,  j)ar  leurs 

Enseigneiiicnl  iiitilli.  ■> 
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applications  innombrables  ii  toutes  les  sciences,  \\  la  Mécanique, 
à  la  Pliysi([ue  générale  en  j)aiticulier,  oii  les  Arts  industriels,  la 
Biologie  agricole  et  médicale,  vont  de  plus  en  plus  chercher  des 
lumières.  Ainsi  s'explique  et  se  légitime  la  concession  lormelle 
faites  aux  Mathématiques,  par  tous  les  peuples  civilisés,  d  une 
place  plus  ou  moins  étendue  dans  l'éducation  de  la  jeunesse. 

Aux  hommes  de  toutes  conditions,  la  possession  de  leurs  pre- 
miers éléments  n'est  pas  moins  nécessaire  que  la  langue  mater- 
nelle ;  leurs  parties  moyennes  comprennent  les  connaissances 
théoriques  les  plus  indispensables  à  l'exercice  des  professions 
industrielles,  celles  en  même  temps  qui  rendent  possible  lacqui- 
silion  des  autres.  Par  surcroît,  et  ce  n'est  pas  un  médiocre  bien- 
lait,  leur  étude  est  la  culture  la  plus  propre  à  assouplir  l'esprit, 
à  lui  donner  de  la  sûreté  et  de  la  pénétration  ;  à  chaque  pas,  ses 
forces  s'exercent  effectivement  sur  mille  thèmes  variés  par  leurs 
sujets,  gradués  dans  leurs  difficultés,  et,  pour  les  poser,  pour  les 
traiter,  le  matériel  requis  ne  se  compose  que  d'une  plume  et 
d'un  morceau  de  papier.  A  ce  point  de  vue,  l'étude  de  la  Géomé- 
trie se  recommande  particulièrement  :  elle  est  moins  abstraite, 
moins  serrée  que  l'Analvse  ;  parlant  aux  veux,  elle  partage  l'ap- 
titude spéciale  des  perceptions  optiques  à  pénétrer  dans  l'esprit 
et  h  se  fixer  dans  la  mémoire.  Son  immixtion  aux  spéculations 
dirigées  sur  le  monde  matériel  est  d'ailleurs  plus  directe  et  bien 
plus  apparente. 

L'enseignement  des  Mathémati([ues,  primé  seulement  par 

celui  du  lanoaoe  et  surtout  des  vérités  iiiorales,  s'adresse  donc  a 
tout  le  monde,  depuis  1  enlant  qui  épèle  les  noms  des  nombres, 
l'apprenti  s'exereant  aux  tracés  géométriques,  jus([u  à  l'élève  ingé- 
nieur s'appropriant  les  règles  essentielles  du  Calcul  infinitésimal, 
sans  parler  du  futur  professeur  qui  ne  sera  pas  maître  de  son  sujet 
avant  de  l'avoir  vu  de  très  haut.  Cependant  les  progrès  de  cet 
enseignement  n  ont  pas  suivi  ceux  de  la  science  qui  est  son  objet; 
il  s'en  faut  plus  encore  (ju'il  donne  toute  la  satislaction  désirable 
aux  besoins  intelleclueis  et  professionnels  de  la  jeunesse.  1.  Aiith- 
métique  torture  les  enfants  par  des  dillicuUés  mal  divisées  et 
qu'une  préméditation  pédante  grossit  trop  souviMit  à  plaisir  ;elle 
leur  impose  plus  d'eflorts  désespérés  (jue  tout  le  reste  îles  Mathé- 
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matiques,  et  les  laisse  pourtant  sans  préparation  sérieuse  ii  l'Al- 
gèbre. Celle-ci,  de  son  côté,  commence  par  les  accabler  sous  un 
amas  inattendu  de  notions  dont  la  diversité  n'a  d'égale  tiue  leur 
confusion  et  leur  obscurité  :  lalpliabet  des  signes  algébriques  pré- 
senté solennellement  comme  une  initiatitui  cabalistique,  îles  con- 
sidérations incohérentes  ou  prématurées  sur  le  calcul  des  j)olv- 
nômes,  d'auties  inintelligibles  sur  les  quantités  négatives,  sur  de 
prétendus  symboles  de  l'infini,  de  1  impossibilité,  de  lintb'lermi- 
nation,  sur  les  quantités  imaginaires  dont  on  parle  pour  nier  leui- 
existence,  etc.,  fantômes  grimaçants  dont  lesébats  grotes([ues  inti- 
mident les  faibles,  imporiuneni  longtenqjs  les  plus  roI»ustts.  Tout 
cet  appareil,  pour  arriver  comme  premièie  étape,  et  souvent  pour 
en  rester  là,  à  manier  méchamment  les  expressions  cornantes,  ii 
deviner  des  charades  composées  à  outrance  sur  les  é([uall<»ns  du 
deuxième  degré  !  A  cet  encombrement  de  puérilités  difficiles, 
succèdent  sans  doute  des  choses  intéressantes;  mais  on  les  gâte, 
on  les  étoufFe  par  des  tours  de  gobelets  exécutés  en  intermèdes 
sur  la  formule  de  Moivre,  sur  rabaissement  inutile  de  certaines 
équations,  par  des  variations  fastidieuses  et  sans  fin  sur  la  règle 
de  Descartes,  le  théorème  de  llolle  et  autres  thé«»rèmes  encore 
l)ieM   pUis  minces. 

Au  s«»mmel  de  cette  voie  douloureuse,  les  élus  en  petits  n<tm- 
bres  trouvent  le  Calcul  Infinitésimal  comme  une  couronne  d'épines, 
car  chez  eux  est  dcv<'nue  proverbiale  l'obscurité  des  notions  <[u'(mi 
persiste  à  lui  donner  pour  principes.  11  débute  par  des  enfantil- 
lages et  poursuit  par  des  paralogismes  entassés  sans  ordre.  On 
finit  cependant  par  savoir  dilb'rentier  et  intt'grer  ;  mais  combien  il  a 
fallu  rabattre  de  ces  prétentions  ii  la  rigueur,  où  l'on  s  elail  com- 
plu en  Arithmeli<[ue  et  en  (  "léomclric  !  C'est  bien  le  teriain  où 
la  foi  ne  |icut  venii-  qu'en  marchant;  on  ne  voit  eflectivement  ni 
d  où  l'on  j)arl.  m  où  Ton  va.  <Uianl  a  la  (Ifonn-trie  «•h'mcnlaire, 
semblable  ii  ces  mania<[ues  dont  Its  maisons  s'encombrent  de 
vieilleries  rapiécées,  montrées  ii  tout  venant,  conservées  et  ma- 
niées comme  d'inestimables  jovanx,  elle  cKtil  enc<»re  se  parer  en 
se  chargeant  d'objets  enfantins  que  vingt  siècles  ont  déiraichis. 
Divisée  comiiu"  une  écriture  sibviline  en  «  Livres  »  numérotes, 
elle  proclame  |)oinpeuseiiient  (pi  elle  \a  tiier  tout  de  rien,  cl 
saciifi<'   t«iiil  en  eflel  ii  eetfe  lisible   pi  l'Ieiilioii. 
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Mais  ses  oracles  ne  consistent  guère  qu'en  un  fouillis  de  propo- 
sitions mesquines,  les  plus  vicies  en  vedette  comme  le  trop 
fameux  postulatum  d'Euclide,  dont  les  plus  difficiles  sont  tou- 
jours les  moins  intéressantes.  Les  propriétés  des  perpendicu- 
laires, des  parallèles,  des  triangles  se  mêlent  confusément,  la 
théorie  du  cercle  enjambe  sur  celle  de  la  ligne  droite.  A  force  de 
la  trouver  muette  sur  l'espace  à  trois  dimensions,  l'adepte  croi- 
rait volontiers  qu'il  n'existe  pas;  mais  aussitôt  elle  le  détrompe 
d'une  main  brutale  en  le  précipitant  par  son  «  Cinquième  Livre  » 
au  fond  d'un  labyrinthe  inextricable  d'où  il  s'échappe  les  mains 
presque  vides.  Elle  se  plait  à  l'embarrasser  sans  cesse  de  son 
dédain  affecté  pour  les  signes  de  l'Algèbre  qui  cependant  la 
domine  de  si  haut.  Cette  éducation  Spartiate  n'amène  même  pas 
l'élève  à  comprendre  sans  compléments  les  faits  vulgaires  de  la 
Cinématique  et  les  constructions  delà  Géométrie  descriptive;  il 
est  condamné  h  la  refaire  de  fond  en  comble  s'il  veut  s'engager 
dans  la  Géométrie  générale. 

Cet  acte  d'accusation  (suis-je  bien  tenu  de  laffirmer  ?)  ne  vise 
pas  les  inventeurs,  pour  lesquels  nous  n'aurons  au  contraire 
jamais  assez  de  reconnaisssnce  ni  d'admiration.  Il  ne  vise  pas 
non  plus  les  professeurs,  voués  précisément  à  la  tâche  si  pénible 
et  si  méritante  d'écarter  pour  les  jeunes  intelligences  les  ronces 
de  ces  chemins  dont  <(  aucun  n'est  royal  »  ;  le  réseau  serré  de 
traditions,  de  règlements  où  ils  sont  étranglés,  leur  ôte  bientôt 
jusqu'à  l'idée  qu'une  seule  maille  puisse  impunément  en  être 
rompue.  Je  veux  seulement  parler  des  Mathématiques  classiques 
qui  ont  abreuvé  mon  enfance  de  tant  de  dégoût,  dont  mon  âge 
mùr  s'est  usé  à  percer  de  part  en  part  les  épaisses  ténèbres.  A 
certains  yeux  sans  doute,  la  forme  passionnée  de  mes  critiques 
est  une  irrévérence  ;  mais  en  les  écrivant,  j'entends  déjà  les  applau- 
dissements de  leurs  victimes,  hélas  !  trop  nombreuses,  car  ce 
sont  tous  ceux  qui  les  ont  étudiées. 

A  quoi  laut-il  attribuer  les  vices  persistants  d'un  enseignement 
de  cette  importance  ?  Les  causes  en  sont  multiples.  Pour  la  Géo- 
métrie élémentaire,  il  y  a  tout  d'abord  cette  croyance  si  fausse, 
épave  des  superstitions  scientifiques  du  passé,  que  tout  est  de 
perfection  divine  dans  l'œuvre  des  Grecs  d'il  y  a  deux  mille  ans, 
que  rien  sans  sacrilège  n'y  peut  être  touché.  Va  même  en  Angle- 
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terre,  des  voix  autorisées  me  l'ont  du  moins  altlrmé,  le  texte 
d'Euclide  est  encore  classique  comme  aux  beaux  jours  de  l'Ecole 
d'Alexandrie;  dans  leurs  réponses,  les  candidats  sont  tenus  de 
citer  jusqu'aux  numéros  de  ses  propositions.  Si  ce  n'est  pas  là 
un  fanatisme  imbécile,  brisons  nos  machines  électriques  et  repre- 
nons le  morceau  d'ambre  que  Thaïes  frottait.  Le  môme  senti- 
ment do  respect  irréfléchi  pour  les  travaux  qui  ont  mar(jué.  fige  la 
science  dans  bien  d'autres  immoi>ilités  ;  en  se  confinant  dans  une 
imitation  servile  des  grands  hommes,  la  postérité  les  venge  sans 
doute  de  l'indiflerencc  de  leur  temps,  mais  c'est  h  ses  dépens. 
Puis,  on  s'exagère  les  inconvénients  de  modifications  sérieuses 
dans  le  fond  commun  où  se  puisent  les  moyens  courants  d'échan- 
ger nos  idées  mathématiques;  on  y  voit  une  langue  à  respecter 
malgré  les  irrégularités  qui  la  déparent,  qui  sèment  son  étude 
de  mille  difficultés.  Il  y  a  enfin  cette  paresse  humaine  innée,  que 
l'aiguillon  du  besoin  ne  réveille  pas  toujours,  et  ici  c'est  bien  pis; 
car  il  ne  s'agit  pas  dune  machine  ayant  pour  maître  un  particu- 
lier qu'elle  ruinerait  bientôt  s'il  n'était  pas  attentif  à  sa  marche,  à 
son  entretien,  prompt  h  remplacer  ses  organes  usés,  qui  même  est 
jaloux  quelquefois  d'en  montrer  la  beauté.  Nous  nous  trouvons  en 
présence  dune  construction  vaste  et  compli([uée,  que  cimentent 
des  habitudes  traditionnelles  renforcées  par  des  prescriptions 
légales;  la  masse  inconsciente  pâtit  de  ses  vices  ;  mais  parmi  les 
intéressés,  aucun  n'en  arrache  une  pierre;  tantôt  ils  ne  le  peu- 
vent, tantôt  ils  ne  le  veulent  pas,  car  il  n'v  aurait  point  pour  eux 
de  rémunération  suffisante.  Qui  songe  à  combler  l'ornière  d  un 
chemin  où  il  n  a  plus  ii  passer.* 

Avant  d'exposer  les  inodirications  (juo  je  rêve  tlans  l'ensei- 
gnement des  Malhématif[ues  ii  ses  divers  degrés,  il  convient  de 
formuler  quelques  principes  généraux  de  la  matière,  qui,  s'ils 
sont  admis  par  le  lecteur,  lui  feiont  juger  ces  innovations,  comme 
h  moi,  désirables. 

Dans  le  monde  intellectuel,  comme  dans  celui  de  la  matii-re 
et  de  l'énergie,  rien  ne  sort  jamais  de  rien,  et  tous  k's  raisonne- 
ments scientifi<[ues  sont  infiniment  moins  des  créations  de  vérités 
nouvelles  que  des  transformations  didt-i's  auparavant  ae([uises 
d'une    manière    ou  d'une    autre,    qu'un    niovfii    d'unr    j)uissance 
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extraordinaire  pour  grouper  nos  connaissances  clans  l'ordre  où 
elles  sont  le  plus  faciles  à  conserver,  à  transmettre  et  a  étudier. 
Ne  pouvant  donc  nous  passer  de  ces  idées  premières,  dites  htjpo- 
tlièses  dans  les  sciences  physiques,  axiomes  en  malhématiques, 
nous  trouvant  en  présence  d'un  nombre  incalculable  de  notions 
on  propositions  pouvant  être  enchaînées  de  mille  manières  parle 
raisonnement,  il  est  absolument  indifl'érent  au  point  de  eue  de  la 
certitude  du  tout,  que  telles  ou  telles,  en  nombre  plus  grand  ou 
plus  petit,  soient  prises  pour  jouer  ce  rôle  d'idées  premières.  La 
conquête  d'une  vérité  nouvelle  est  assurée  par  la  justesse  du  rai- 
sonnement qui  peut  y  conduire  et  par  lexactitude  de  ses  pré- 
misses, quelles  qu  elles  soient. 

La  certitude  d'un  groupe  de  notions  susceptibles  d'être  solida- 
risées par  le  raisonnement  est  une  qualité  d'ensemble,  n'apparte- 
nant à  aucune  d'elles  en  propre,  a  l'exclusion  des  autres;  et,  pour 
ainsi  dire,  jamais,  l'exactitude  d'une  hypothèse  physique  ne  peut 
être  constatée  autrement  que  par  la  vérification  expérimentale  de 
l'ensemble  des  conséquences  accessibles  à  l'observation,  que  le 
raisonnement  permet  d'en  tirer.  Personne  encore  n'a  perçu  direc- 
tement une  molécule  d'éther  ;  on  sait  néanmoins  que  le  fluide 
de  ce  nom  existe  et  qu'il  vibre,  parce  qu'on  a  réussi  à  éteindre  un 
rayon  lumineux  en  lui  en  superposant  un  autre  ;  on  sait  que  ses 
vibrations  sont  transversales,  parce  que  deux  rayons  polarisés  à 
angles  droits  ne  peuvent  interférer.  De  môme  pour  le  principe  de 
la  gravitation  universelle,  dont  la  solidité  n'est  révélée  que  par 
l'accord  constant  des  prévisions  qu  il  fournit,  avec  les  observa- 
tions des  astronomes,  etc.,  etc. 

L'exactitude  d'un  axiome  mathématique  n"a  pas  d'autre  carac- 
tère ;  on  a  voulu,  on  veut  encore  lui  imposer  V évidence  ;  mais  le 
sens  de  ce  mot  est  tout  relatif.  Tel  fait  aperçu  sans  effort  par  un 
esprit  donné  ne  le  sera  pas  par  un  autre,  soit  que  la  nature  ait 
fait  ce  dernier  moins  pénétrant,  soit  qu'il  ait  été  moins  exercé. 
Si  d'ailleurs  il  nous  était  facile  d'analvser  complètement  les  cir- 
constances qui  ont  donné  pour  nous  une  évidence  relative  a  tel 
fait  déterminé,  nous  y  trouverions  sans  aucun  doute,  mêlées  a  des 
perceptions  directes,  les  percejitions  indirectes  fournies  par  la 
vérification  sensorielle  de  ses  conséquences  logiques  immédiates. 
Entre  l'exactitude  d'une  hypothèse  physi({ue  et   l'évidence    d'un 


/.  •  /;  .V  s  /;  /  G  y  /•:  m  /■:  y  r  n  k  s  m  a  ru  i:  m  a  tkjifs  1-9 

axiome  uuitht'niali([iie,  il  n'y  a  dont"  aucune  difïérence  essenlirllr  : 
il  V  a  seulement  celle  du  moins  gi-and  au  plus  j^rand. 

La  rif^ueur  d'un  enchainement  de  propositions,  dune  théorie 
scientiHcjue,  comme  on  le  dit,  ne  dépend  donc,  ni  de  la  nature, 
ni  du  nombre  des  hypothèses  ou  axiomes  qui  la  fondent,  mais 
seulement  dun  départ  lait  exactement  par  Tespril,  entre  eux  et 
ce  qu'il  en  tire  par  le  raisonnement. 

Plus  on  séloione  de  l'Analyse  dans  le  domaine  n-t-neial  des 
sciences  exactes,  plus  s  écartent  aussi  les  limites  entre  lesquelles 
peut  se  faire  le  choix  des  axiomes  ou  hypothèses  ;  des  circons- 
tances variées  peuvent  nous  recommander  tels  ou  tels,  mais 
aucune  ne  peut  nous  les  imposer. 

Quant  i»  la  réduction  outrée  du  nombre  des  vérités  ii  garder 
comme  premières,  c'est  un  jeu  puéril  de  l'esprit,  comparable  ii 
celui  ([iii  consiste  à  faire  tenir  un  ol)iet  quelconque  sur  sa  pointe. 
Les  physiciens  le  dédaignent  et  s'en  trouvent  bien. 

I>a  nécessité,  pour  cluu[ue  théorie,    de   iournir   en   même 

temps  une  préparation  aux  suivantes,  ainsi  que  le  soulagement 
éprouvé  par  l'esprit  chaque  fois  ([u'il  se  retrouve  en  présence  de 
choses  qui  ne  lui  sont  pas  tout  à  fait  inconnues,  prescrivent  un 
maintien  soigneux,  dans  les  énoncés  et  dans  les  démonstrations, 
de  toute  analogie  pouvant  existei'  entre  les  laits  c[u'ils  concernent. 
D"aj)rès  cela,  il  conviendrait  de  ne  pas  employer  la  formule  de 
résolution  d'une  équation  du  deuxième  degié,  ii  la  démonstration 
des  relations  existant  entre  ses  coeflicients  et  ses  racines,  puis- 
que des  formules  de  ce  genre  n'existent  pas  pour  les  étpialions  de 
degrés  plus  élevés,  alors  pourtant  que  ces  relations  sont  les  mêmes. 

Dans  chaque  (h'monstration,  comme  dans  chaque  t'noncé,  il  laul 
encore,  autan!  ([ue  possible,  si  je  puis  m  ('xprim<M-  ainsi,  traiter 
les  objets  varies  (pii  v  sont  intéressés,  suivant  un  céi-emonial 
réglé  d  a[)rès  les  rôles  idenlitjues  ou  dilVerents  (ju'ils  peuvent  y 
jouer,  (^ette  observation  s'applupie  aux  notations  cpTon  ne  saurait 
jamais  choisir  lr(»p  judicieusement,  la  cpiestion  lùt-elle  des  pltis 
simples.  Pour  la  formule  du  binôme,  par  exemple,  elle  mêlerait 
préférer  un  énoncé,  une  écriture,  un  raisonnement,  n'impliquant 
tous  aucune  distinction  faite,  même  provisoirement,  entre  les  deux 
parties  de  la  somme  dont   il  s'agit    de  (b''vel(qi|>er  une  puissance. 
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A  plus  forte  raison,  laut-il  proscrire  les  définitions  appelées  à 
être  changées  plus  tard.  Celle  de  la  tangente  au  cercle,  consistant 
à  dire  qu'elle  le  rencontre  en  un  seul  point,  est  mauvaise  parce 
qu'elle  ne  s'applique  ni  aux  lignes  gauches,  ni  aux  lignes  planes 
rencontrées  par  leur  tangente  ailleurs  qu'au  point  de  contact. 
Celle  de  la  similitude  des  polygones  par  l'égalité  de  leurs  angles 
et  la  proportionnalité  de  leurs  côtés  l'est  encore,  puisqu'il  faut  la 
modifier  une  première  fois  pour  les  polyèdres,  une  deuxième  fois 
pour  les  figures  courbes.  Après  avoir  défini  l'honiothétie,  on  dit 
que  ces  dernières  sont  semblables  quand  un  déplacement  conve- 
nable peut  les  rendre  homothé tiques.  Cette  définition  est  bonne 
parce  qu'elle  est  définitive,  et  que  d'ailleurs,  la  perception  expéri- 
mentale de  la  similitude  de  deux  figures  est  aussi  facile,  quand 
elles  sont  placées  en  homothétie,  que  difficile  quand  elles  ne  le 
sont  pas. 

...  Je  passe  maintenant  à  la  partie  technique  de  mon  travail, 
celle  où  j'ai  à  tracer  un  plan  rationnel  d'études  mathématiques. 
Pour  fixer  les  idées  et  pour  envisager  la  question  dans  sa  plus, 
grande  étendue,  je  supposerai  qu'il  s'agit  d'élèves  appelés  à  par- 
courir le  cycle  entier  de  matières  classiques,  y  compris  ce  qui 
appartient  h  l'enseignement  supérieur.  Ce  programme  doit  assu- 
rément être  amendé  pour  ceux  qui  n'iront  pas  jusqu'au  bout,  et 
cela  suivant  l'éloignement  du  point  où  ils  s'arrêteront;  mais  je 
ne  puis  tout  dire  ici,  et  d'ailleurs  ces  modifications  ne  sont  guère 
que  de  simples  coupures.  Je  commencerai  par  l'Analyse,  ce  mot 
conservant  le  sens  que  je  lui  ai  donné  jusqu'ici  ;  je  poursuivrai 
par  la  Géométrie,  et  je  terminerai  par  quelques  indications  sur  la 
Mécanique. 

On  ne  peut  faire  une  étude  raisonnée  d'un  sujet  quelconque, 
avant  d'avoir  acquis  empiriquement  une  certaine  somme  de  notions 
le  concernant:  autrement,  l'élève  ne  sait  à  quoi  appliquer  ce  que 
le  maître  lui  dit.  La  Grammaire,  par  exemple,  resterait  toujours 
lettre  close  pour  les  enfants,  si  en  l'aljordant  ils  ne  connaissaient 
déjà  quelques  phrases  où  elle  puisse  leur  faire  distinguer  le  sub- 
stantif de  l'adjectif,  le  sujet  du  verbe,  etc.  Cela  est  si  vrai,  que 
pour  enseigner  une  langue  étrangère,  même  à  des  intelligences 
déjà  fort  cultivées,  on  a  dû  renoncer  à  débuter  par  cette  sèche 
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étude  successive  des  diverses  parties  du  discours  :  les  méthodes 
les  plus  faciles  et  les  plus  rapides  commencent  toujours  par  la 
proposition  de  phrases  simples,  progressivement  compliquées, 
sur  lesquelles  s'exécute  ensuite  l'analyse  des  mots  et  de  leurs  com- 
binaisons. 

L'Arithmétique,  premier  anneau  de  renchainement  qui  em- 
brasse TAnalyse  et  même  tout  rensemblc  des  sciences  positives, 
échappe  à  cette  règle  moins  que  quoi  ([ue  ce  soit.  Avant  d'étudier 
méthodiquement  les  propriétés  des  nombres,  il  faut  en  connaître 
quelques-uns,  et  pour  cela  les  avoir  déjà  maniés  tant  soit  peu.  On 
commencera  donc  par  donner  aux  élèves  la  routine,  si  je  puis 
m'exprimer  ainsi,  de  la  numération  et  des  premières  opérations 
sur  les  nombres,  dans  le  système  décimal  cela  va  s'en  dire,  et  on 
ajournera  toute  explication  pouvant  retarder  rac([uisition  de  cette 
pratique.  Le  choix  dos  procédés  les  plus  expéditils  doit  être 
laissé  aux  instituteurs  de  la  première  enfance. 

Arrivé  à  ce  point,  véritable  début  des  études  méthodiques,  on 
commet  une  faute  immense  en  commençant  par  exposer  la  théorie 
de  la  numération  et  des  quatre  opérations  fondamentales.  D'abord 
on  parait  oublier  {[u"on  enseigne  ainsi,  non  le  mécanisme  de  ces 
opérations  conçues  comme  éléments  ultimes  des  combinaisons  des 
nombres  rêdlisubles  en  dehors  de  tonte  ntinièrdtion  si/sténiati(/uc, 
mais  seulement,  ciiose  absolument  dillérente,  les  rèi;Ies  spéciales 
à  s/a\>re  pour  déduire,  des  notations  décimales  de  nombres  donnés, 
celle  du  résultai  de  chaque  opération  les  concernant.  On  oublie 
ensuite  que  ces  règles  comme  tout  le  reste  reposent  sur  les  prin- 
cipes généraux  tlu  calcul  considéré  indépendamment  du  système 
décimal,  principes  dont  on  n'a  pas  dit  un  seul  mot  encore,  et  cette 
omissiou  laisse  la  tln'-oric  pleine  de  sous-entendus  dissimulés 
et  d'obscurités.  C'est  la  vraie  cause  des  dillicultés  de  rArithmé- 
ti([ue,  réputées  avec  raison  les  plus  grandes  (jue  les  «'lèves  aient  a 
surmonter  pendant  toute  la  durée  de' leurs  études  mathémati<[ues. 

Je  commencerais  donc  par  ce  groupe  d'axiomes  et  de  premiers 
théorèmes  d'Arithméti([ue,  d'Analyse  générale,  devrais-jc  dire, 
(jue  j'exposerais  catégoricjuement  et  avec  soin.  Tels  sont  ceux 
concernant  1  indillérence  de  Tordre  et  du  groupement  de  plu- 
sieurs nombres  pour  la  lonn;ili<in  de  leiiis  combiiiaisiMis  par 
voie  d'addition  et  île  S(»uslracli(»n,   liiddili*»!!  et  la  sousl  raction  de 
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sommes  et  de  cliflereiices,  lindiUérence  de  l'ordre  et  du  grou- 
pement des  facteurs  d'un  produit,  la  multiplication  et  la  division 
d'une  somme  ou  diflerence  par  un  nombre,  la  multiplication 
l'une  par  l'autre  de  denx  sommes  ou  difierences,  etc.  Je  ne  man- 
querais pas  de  familiariser  lélève  avec  les  signes  du  calcul,  avec 
l'emploi  des  lettres  pour  représenter  les  nombres  dont  il  est  inu- 
tile de  spécifier  les  valeurs;  par  de  fréquentes  vérifications  numé- 
riques, je  le  pénétrerais  de  l'exactitude  de  ces  premiers  énoncés, 
et  de  cette  manière,  il  apprendrait  à  la  lois  h  abstraire,  à  raison- 
ner et  h  manier  les  expressions  algébriques  les  plus  simples. 

...  Pour  moi  l'Algèbre  n'est  pas  un  genre  spécial  de  calcul,  ni 
comme  on  l'écrit  (')  «  l'Analvse  des  équations  »,  c'est  la  tliéorie 
des  fonctions  rationnelles  (et  aussi  des  irrationnelles  algébriques;. 
Tout  d'abord,  j'ouvrii-ais  donc  largement  l'esprit  des  élèves  à  ces 
notions  relatives  de  fonctions  et  variables  indépendantes,  dissimu- 
lées en  Mathématiques  élémentaires,  de  propos  si  obstiné  et  si 
intempestif.  Mais,  comme  la  valeur  d'une  expression  rationnelle 
n'existe  pas  h  proprement  parler,  quand  son  calcul  comporte  des 
soustractions  inexécutables,  comme  cet  accident  rend  impossibles 
beaucoup  de  transformations  avantageuses,  je  commencerais  par 
exposer  l'artifice  qui  permet  de  tourner  l'obstacle,  c'est-a-dire 
la  théorie  des  quantités  négatives.  C'est  nne  difficulté  de  l'Algèbre 
comparable  à  celle  de  l'étude  des  fractions  en  Arithmétique, 
mais  bien  moindre  à  cause  de  la  préparation  fournie  par  cette 
dernière.  Elle  peut  se  lever  par  des  moyens  analogues,  consistant 
à  mettre  bien  en  lumière  le  caractère  fictif  de  ces  conceptions,  i» 
analvser  avec  patience  les  lois  toutes  couventionnelles  de  leurs 
combinaisons,  à  faire  ressortir  l'inclusion  des  règles  du  calcul 
ordinaire  dans  celles  (jui  leur  sont  spéciales,  et  surtout  à  bieu 
expliquer  qu'un  nombre  proprement  dit  n'est  pas  la  même  chose 
que  la  quantité  positive  dont  il  est  la  valeur  absolue,  que  les 
signes  -(-  et  — ,  par  suite  d'une  confusion  nécessitée  par  la 
simplification  de  l'écriture,  remplissent  en  réalité  et  tour  à  tour 
deux  emplois  difl'ércnts,  savoir  d'indiquer  tantôt  une  addition 
ou  une  soustraction  à  exécuter,  tantôt  la  qualification  de  positis'c 
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OU  nci^dlive  altrihiu'c  à  la  <{iiantitc  (|irils  prcrinltMit .  ll'fst  ce  (juc 
j'ai  exposé  dans  mon  travail  cid'  tt)ut  à  1  heure  ;i  pr()p»)s  il(>s  trac- 
tions, et  je  serais  certainement  suivi  clans  cette  voie  par  un  éli've 
qu'aurait  préparé  en  Arithmétique  une  certaine  prati<iue  du  calcul 
alfébriciue  et  l'étude  toute  senahlable  de  la  théorie  des  iVactions. 

o  1 

Quant  à  l'application  des  «juaiilités  positives  et  négatives  à  la 
représentation  des  directions  des  grandeurs  concrètes  (jui  ])eu- 
vent  en  ollVir  d'opposées,  elle  fournirait  hien  plus  natui-ellenient 
d'intéressants  préliminaires  aux  diveises  (questions  où  c«'lles-ci 
interviennent,  comme  l'application  des  fractions  ii  la  spécification 
analvlique  des  grandeurs  conciètes  non  multiples  de  l'unité 
choisie.  Le  «  Prt)blème  des  courriers  »,  par  exeniple,  présente- 
rait pour  la  première  fois  des  longueurs,  des  durées,  des  vitesses 
pourvues  de  ces  qualifications  spéciales  exprimées  jiar  les  mots 
positives  et  négatives. 

...  Après  avoir  fait  connaître  les  propriétés  londamenlales  des 
séries  entières  (avec  ou  sans  imaginaires,  peu  importe  j  annon- 
cerais \\  mes  élèves  comme  un  fait  général  résultant  de  1  analyse 
détaillée  des  principales  circonstances  qui  président  i»  la  géné- 
ralité des  fonctions  analytiques,  que  leurs  accroissements  sont 
toujours  développahles  en  séries  entières  par  rapport  à  ceux  des 
variables  supposés  sullisamment  petits,  cela  saul  a  partit  des 
\aleurs  Initiales  siitisiilières  des  variables,  assignables  a  nriori 
dans  chaque  cas.  Ce  point  posé,  je  reviendrais,  pour  les  dérivées, 
il  la  définition  de  Laurange,  d'où  suivraient  sans  effort  leur  no- 
menclature  et  leurs  propriétés  générales  «^indillerence  de  l'ordre 
de  dérivations  successives,  réduction  à  une  constante,  d'une 
fonction  dont  les  déi'lvées  premières  sont  toutes  nulles  identique- 
ment, etc.).  .l'annoncerais  ensuite,  loiijoiirs  siins  dciiioiistraliuns, 
le  principe  de  la  théorie  des  fondions  conq)osées  (une  pareille 
lonction  est  développable  parla  formule  de  Taylor  à  partir  de  va- 
leurs particulières  données  des  variables,  si  les  loncllons  simples 
le  sont  toutes  et  v  prennent  des  valeurs  à  partir  descjuelles  la 
composante  Test  aussi  ,  celui  de  la  thé-orie  des  loncllons  impli- 
cites (par  exemple  toute  racine  11  (jue  poss(''deraIl  1  équation 
^  (.r,  u)  =  o  est  développable  par  la  formule  île  l'aylor  a  partir 
de  toute  valeur  de    r  lui  donnant  une  vab-ur  jtour  hn|uelle  la  lonc- 
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tion  de  deux  variables  f  {x,  u)  est  elle-même  susceptible  d'un 
pareil  développement  et  pour  laquelle  aussi  f^  ne  s'évanouit  pas), 
et  j'obtiendrais  sans  coup  férir  les  règles  de  formation  des  déri- 
vées de  fonctions  tant  composées  qu'implicites  ;  je  les  applique- 
rais comme  premiers  exemples,  à  la  formation  des  dérivées  de 
sommes,  produits,  etc.,  d'expressions  rationnelles  et  radicales. 
Les  principes  de  la  théorie  des  dérivées  seraient  ainsi  ceux  que 
j'ai  proposés  dont  mon  Nouçean  Précis  d'analyse  infinitésimale, 
en  prolongeant  seulement  et  élargissant  avec  hardiesse  la  route 
dont  le  point  de  départ  a  été  marqué  par  Lagrange,  dont  le  pre- 
mier et  le  plus  difficile  tronçon  a  été  frayé  par  les  travaux  d'Abel, 
de  Cauchy,  de  Briot  et  Bouquet.  Ma  méthode  offre  l'avantage 
immense  de  réduire  les  principes  dont  il  s'agit  à  une  simple 
extension  naturelle  des  plus  élémentaires  propriétés  des  poly- 
nômes entiers,  d'offrir  sans  cesse  aux  yeux  de  l'élève  dans  la 
série  qui  fournit  le  développement  de  la  fonction  dont  on  lui 
parle,  une  image  achevée  de  sa  valeur  et  de  ses  propriétés  géné- 

raies;  je   veux  dire,  par  exemple,   que  le   signe- ~~3~^     " 

représente  ce  qui  peut  ressembler  le  plus  a  un  polynôme  entier 
envisagé  sous  toutes  ses  faces,  qu'il  renferme  implicitement  ou 
explicitement  toutes  les  propriétés  de  la  fonction  correspondante, 
tandis  que  cet  autre,  sin  a;,  est  lui-même  un  symbole  muet.  Pour- 
quoi donc,  dans  la  patrie  de  Lagrange,  de  Cauchy  et  des  plus 
éminents  continuateurs  de  leur  œuvre,  dans  cette  France  rayon- 
nant du  double  génie  de  l'élégance  et  de  la  clarté,  hésite-t-on 
encore  a  s'engager,  résolument  comme  moi,  dans  cette  voie,  à 
délaisser  pour  toujours  ces  sentiers  tortueux  et  obscurs,  pleins  de 
ronces  et  de  fondrières,  où  l'on  ne  peut  marcher  qu'en  boitant? 
C'est  une  énigme  dont  je  n'ai  pas  ici  à  chercher  le  mot;  mais,  avec 
une  confiance  rendue  inébranlable  par  un  quart  de  siècle  de  ré- 
flexions incessantes  et  d'expérimentations  professorales  toujours 
heureuses,  je  déclare  hautement  ceci  :  les  chemins  que  j'ai  suivis 
sont  d'une  sécurité  absolue,  en  même  temps  les  plus  droits,  les 
plus  larges,  les  plus  unis,  qui  puissent  conduire  élèves  et  maîtres 
aux  points  rapprochés  ou  éloignés  de  la  théorie  des  lonctions: 
nul  n'en  tracera  jamais  qui  puissent,  même  de  fort  loin,  leur  être 
comparés,  s'ils  se  refuse  à  les  faire  partir  de  l'idée  mère  de 
Lagrange.  Tout  ii  l'heure  je  reviendrai  sur  ce  point. 
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Comme  première  application  de  la  théorie  des  dérivées,  je 
placerais  ici  ce  qui  concerne  la  discussion  des  fonctions  réelles 
(croissance,  décroissance,    maxima,    etc.)   et    à    côté,    celle    des 

expressions  dites  se  présenter  sous  les  formes  — ,  etc.  ;  en  réalité 

ce  sont  des  fonctions  dans  des  phases  sifiiitilières,  ces  états 
exceptionnels  où  elles  cessent  de  se  plier  à  la  lormule  de  Taylor. 
La  nature  des  choses  exclut  tout  à  fait  de  l'Altrèbre  le  lotra- 
rithme,  l'exponentielle  et  les  lignes  Irigonométriques  ;  mais  l'uti- 
lité pratique  de  ces  fonctions,  qui  surpasse  beaucoup  encore  celle 
de  la  théorie  des  équations,  exige  que  les  éléments  de  leur  mono- 
graphie soient  exposés  aux  élèves,  et  on  ne  peut  les  placer  que 
dans  le  cours  d'Algèbre  au  point  où  nous  sommes  arrivés. 
Je  tirerais  l'exponentielle  népérienne  de  la  sommalion  de  la  série 

entière  i  -| — '■ [-  ^ \-  ...,  et  le  logarithme,  de  la   résohilion 

de  ré([uali()n  e"  =  .r,  considérations  doii  les  princl})alos  pro- 
priétés de  ces  fonctions  se  déduisent  avec  une  rare  facilité.  An- 
nonçant ensuite  sans  le  démontrer,  que  les  coordonnées  rectangu- 
laires cos  X,  sin  r,  de  l'extrémité  variable  d'un  arc  de  la  circon- 
léience  de  rayon  =  i,  sont  des  lonctioiis  de  sa  h)ngueur  .r, 
auxquelles  le  développement  de  Taylor  est  toujours  applicable, 
je  constaterais  sur  ce  cercle  les  identités  D  cos  .v  =  —  sin  .r, 
D  sin  .r  =  CDS  .v  ;  j'en  déduirais  immédiatement  les  développe- 
ments de  ces  deux  fonctions  que  je  rattacheiais  aussitôt  à  l'expo- 
nentielle par  la  formule  d'Euler,  etc.  ;  j'aurais  ainsi  pour  t«>ules 
ces  premières  transcendantes,  les  éléments  essentiels  d'une 
théorie  viitinienl  ii/ui/i/li/jne,  ollVaiit  une  cohésit)n,  une  chuté  et 
une  élégance  parfaites. 

Le  cours  d  Algèbre  se  tormiiirrail  pai'  hi  llu-oric  gt''nt''iah'  îles 
équations  dont  la  majeure  partit-  pounait  au  surphis  suivre 
immédiatement  l'éijuation  du  deuxième  degré)  ;  sur  c<'  point  j'ai 
peu  d  observations  à  hiire.  .ItMioucerais  sans  démonstration 
aucune,  le  théorème  en  vertu  (lii(|ii(l  toute  é((uation  entière  ii  une 
inconnue  olfre  une  racine  au  iiutiiis.  Pour  le  théorème  fonihi- 
mcntal  sur  les  (onctions  svmétri(|ues,  je  prcnchais  hi  dcmonstia- 
lion  de  Gauss  (M,  au  lieu  ch'  passer   par  les  formules   île  Newton. 
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méthode  artificielle  et  sans  portée.  J'insisterais  sur  deux  points 
de  doctrine  qu'on  laisse  toujours  dans  l'ombre  :  la  théorie  ii 
laquelle  cette  proposition  se  rattache  étroitement  est  celle  des 
fonctions  rationnelles,  non  celle  des  écpiations  qui  y  trouve  seu- 
lement un  point  d'appui  :  le  fait  capital  qui  assure  l'existence  du 
même  ihéorèinc  est  le  caractère  /ntilfi/i/iê/iire  qui  appar- 
tient exclusivement  aux  fonctions  symétriques  élémentaires  en 
fonctions  composées  desquelles  toutes  les  autres  se  trouvent 
être  ainsi  exprimables.  Je  rattacherais  la  transformation  des 
équations  à  la  théorie  des  fonctions  symétriques,  de  préfé- 
rence. Je  traiterais  l'équation  du  troisième  degré  par  la 
méthode  de  Lagrange,  qui  seule  explique  la  possibilité  de  sa 
résolution  par  radicaux.  Je  réduiiais  la  résolution  des  équations 
numériques  à  ses  procédés  essentiels  :  théorèmes  de  Rolle,  de 
Descartes,  de  Sturm,  méthode  d'approximation  de  Newton  ;  il 
conviendrait  d'expliquer  le  principe  de  l'interpolation.  Mais 
surtout  je  gagnerais  du  temps  en  élaguant  ces  développements 
démesurés  sur  les  questions  se  rattachant  à  l'équation  binôme, 
sur  la  séparation  des  racines  des  équations  entières,  et  je  suppri- 
merais toute  allusion  aux  fractions  continues.  La  théorie  si  dilli- 
cile  des  équations  entières  à  plusieurs  inconnues  n'en  est  encore 
qu'à  ses  plus  grossiers  rudiments  ;  je  restreindrais  donc  l'élimi- 
nation, aux  détails  indispensables  à  connaître  pour  l'exécution  des 
calculs  courants. 

Passons  aux  études  géométriques,  en  commençant  natu- 
rellement par  les  Eléments.  On  s'imagine  généralement  que  la 
certitude  de  la  Géométrie  n'a  d'autre  cause  ([ue  l'évidence  propre 
des  axiomes  admis  et  la  rigueur  du  raisonnement  ;  à  mes  yeux, 
comme  je  l'ai  trailleurs  fait  pressentir,  c'est  une  erreur  conq)lèle. 
Les  ouvriers  constructeurs  (menuisiers,  etc.),  dépourvus  habi- 
tuellement de  toute  teinture  de  Géométrie  méthodique,  savent 
cependant  exécuter  certains  tracés  fort  éloignés  des  axiomes  en 
question,  et  ils  ont,  dans  leur  exactitude,  une  foi  rol)uste  (ju'il 
ne  ferait  par  toujours  bon  railler  ;  or  cette  foi  ne  peut  provenir 
ni  des  axiomes  soi-disant  fondauienlaux  c[u  ils  n'ont  jamais  distin- 
gué de  (juanllté  d'autres  faits  géomélricjues  existant  ii  leur  con- 
naissance, ni  de  raisonnement  qu'ils  seraient  hors  délai  il  ajuste)-; 
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son  uiiique  ruiulenient  qui  en  vaut  bien  un  autre,  est  (jne  sans  cesse 
leurs  tracés  se  sont  accordés  les  uns  avec  les  autres  et  leur  ont  pro- 
cure (les  coupes  iriéprofhahies.  I);nis  les  premières  propositions 
(le  la  Géométrie  rationnelle,  il  ne  (aut  donc  voir  rien  que  la  nature 
des  choses  rende  nécessaire,  mais  de  simplks  ahiiaxgemexts, 
construits  avec  plus  ou  moins  darl.  et  tolmoirs  APKi-:s  coup,  de 
laits  simples  découverts  bien  loii^U-mps  auparavant,  par  des 
moyens  et  dans  un  ordre  également  inconnus.  Je  n'en  veux  d'autre 
preuve  (pie  la  variété  même  de  ces  arrannements,  (pii  s'accroit 
encore  cha(pie  jour,  sans  avoir  jamais  porté  la  moindre  atteinte  ii 
la  certitude  de  la  Géométrie. 

Les  Anglais,  ai-je  déjii  dit,  se  cramponnent  avec  délices  ii  celui 
d'Kuclide;  c'est  leur  allaire  d'aimer  ainsi  ce  qui  est  menu  et  sent 
le  parchemin  moisi.  Mais  nous.  1*  rancais  (jui  ru  tout,  et  non  sans 
quel([ue  londement,  nous  picpions  de  vues  nettes  et  larges,  d'un 
laire  élégant,  nous  devrions  l'aire  plus  beau,  plus  grand,  (jue  de 
rapetasser  sans  cesse  ces  vieilleries.  Au  point  de  vue  dogmati(pie, 
quelle  est  la  valeur  de  cette  délinition  :  «.  La  ligne  droite  est  le 
plus  court  chemin  entre  deux  (juelc()n(jues  de  ses  points?  »  Tout 
bonnement  celle  dune  pétition  de  principe.  EU'ectivement,  si  la 
comparaison  numérirjue  de  deux  sci;nie/ils  j-ectilii^nes  est  réali- 
sable par  leur  décomposition  en  liagments  tous  superposables, 
celle  de  deux  cAf/«///,s- co///7^cv  ne  lest  plus  directement  puis([u  une 
pareille  di'compositlon  cessi-  délrc  possible;  et,  pour  iaii'c  la 
comparaison,  il  n  va  d  autie  mt>\en  (pie  de  la  ramener  ii  celle 
des  lontïueurs  variables  de  deux  lijrnes  brisées  ;i  C(')tes  inlinimenl 
petits,  inscrites  dans  l'un  et  dans  l'autre.  Or  les  C('»lés  de  ces 
lignes  brisées  étant  des  sei^nir/it.s  /('(///is^/ics,  l'opération  dont  il 
s'agit  exige  de  t(uile  nécessiti-  l'accpiisilion  prcaUthU'  de  eelte 
notion  de  la  ligne  droite  (pi  il  s'agissait  au  contraire  de  piéciser. 
On  ne  viiil  partir  <[iic  di-  lails  d  unr  sim  [)lieit('!  irn-ilucl  iblc  ;  du 
haut  de  chaires  parlois  lort  élevées,  certains  siuiplihcateurs  ont 
proscrit  toute  considi'ralion  de  mouvement  en  Gt'ometiie  comme 
SI  la  conccplion  de  hgincs  d  !•>!  iiicics.  mais  supi  rposabli's.  pou- 
vait être  sépaiée  de  celle  d'un  (h-placement  capable  d  applitpu'i' 
l'une  sui"  1  aulre^  ;  cl  cependant  nous  vovons,  dans  la  |)r<'nnéii' 
démonstratinu  classKpie  ndalix  <•  au\  |)erpendiculaires.  un  dt-ini- 
I  I  m  ([ui  toui  u<'  autour  d  uiir  droite  pour  aller  s  applupier  sur  un 
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autre.  Est-il  immobile?  Ce  mouvement  de  rotation  est-il  tout  ce 
qu'il  y  a  de  plus  simple  au  monde,  et,  pour  qui  ne  l'aurait  pas 
observé  maintes  fois,  serait-il  écideni  en  particulier,  que  le  plus 
court  chemin  d'un  point  à  un  autre  peut  jouer  le  rôle  chaj-nière  P 
Reste-t-on  seulement  dans  ce  plan  où  l'on  prétend  au  contraire 
emprisonner  la  moitié  de  la  Géométrie?  Etc.,  etc. 

Si  laid  que  soit  cet  arbre,  je  ne  dirais  pas  qu'il  faut  l'abattre 
s'il  portait  de  bons  fruits  ;  mais  de  tous,  ceux-ci  sont,  je  le  répète 
les  plus  amers  et  les  plus  indigestes.  Une  suite  interminable  de 
minuscules  théorèmes  s'appuyant  sur  tout,  s'attaquant  à  tout  à 
propos  de  rien,  se  succédant  dans  un  désordre  affreux  bien  qu'il 
soit  un  effet  de  l'art,  commence  par  surmener  l'attention  et  la 
mémoire  des  enfants,  par  en  dégoûter  la  plupart  ;  sur  quoi  onl.es 
gorge  longuement  de  toutes  les  futilités  de  la  Géométrie  plane. 
Un  nouveau  nuage  de  théorèmes  en  poussière  vient  aveugler  le 
groupe  d'élèves  à  qui  on  daigne  faire  les  honneurs  de  l'espace,  et 
leur  exhiber  de  nouveau,  sous  des  formes  parfois  inaccoutumées, 
les  o])jets  dont  la  Géométrie  plane  les  a  entretenus.  La  représen- 
tation se  termine  par  des  quadratures  et  cubatures  dont  quelques- 
unes  sont  également  inutiles  et  difficiles,  par  quelques  mots, 
généralement  assez  mal  compris,  sur  la  symétrie  et  la  similitude. 
Somme  toute,  les  enfants  du  peuple  n'apprennent  pas  la  Géomé- 
trie parce  que  les  faits  qui  les  intéresseraient  ont  été  placés  trop 
loin  de  leur  portée.  Ce  sont  des  objets  de  prix  accrochés  au 
sommet  d'un  mât  de  cocagne  trop  élevé  et  trop  bien  savonné  pour 
qu'ils  aient  le  temps  d'y  grimper.  Les  élèves  des  classes  dites 
«  de  Lettres  »,  dans  les  collèges,  n'en  savent  point,  ou  bien  n'ont 
retenu  que  des  bribes  de  Géométrie  plane,  chose  à  peu  près  équi- 
valente, car  les  uns  se  sont  découragés  en  vovant  le  mat  se  perdre 
dans  les  nuages,  les  autres  n'ont  été  conduits  qu'à  mi-hauteur. 
Quant  aux  élèves  des  classes  «  de  Sciences  »  ils  en  savent  si  peu. 
même  après  plusieurs  années  d'études,  qu'il  faut  embarrasser  le 
cours  de  Géométrie  descriptive,  pour  un  quart  peut-être,  des  théo- 
rèmes de  Gf'ométric  générale  les  plus  inqioi'lants  ;  enfui  ils  ne 
soupçonnent  même  pas  que  notre  Poncelot  par  sa  perspective, 
notre  Chasles,  par  son  «  Principe  de  correspondance  »,  leur  ont 
créé  des  moyens  de  traiter  comme  en  se  jouant,  mille  questions 
maintenant  inabordables  pour  eux. 
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Les  Grecs  de  rAntiquité  enseignaient  ce  qu'ils  savaient,  et 
pour  s'en  tenir  à  cela,  ils  avaient  cette  raison  trop  bonne  qu'ils 
ne  pouvaient  faire  mieux  ;  mais  franchement,  ce  n'est  pas  la  peine 
de  naître  ii  la  lin  du  xix°  siècle  pour  ùtre  toujours  nourri  au 
brouet  noir;  s'il  est  si  savoureux,  ([ue  ne  revient-on  à  l'Algèbre 
de  Diophante?  Je  ne  puis,  moi,  m'en  contenter.  Considérant 
qu'en  Géométrie,  comme  en  Arithmétique  et  ailleurs,  le  raisonne- 
ment se  fait  dans  le  vide,  aussi  longtemps  qu'il  n'a  pas  pour 
point  d'a[)pui  un  ensemble  sullîsant  de  notions  premières  actjuises 
antérieurement  par  des  movens  empiriques,  je  voudrais  ([u'à 
l'âge  où  ils  apprennent  les  noms  des  nombres  et  la  prali{[ue  du 
calcul,  les  enfants  apprissent  en  même  temps  à  connaître  par  la 
vue  et  le  toucher,  le  point,  la  ligne  droite,  le  plan  et  leurs  com- 
binaisons élémentaires  (parallèles,  perpendiculaires,  segments 
rectilignes,  angles,  etc.).  Cette  première  éducation  consisterait 
en  leçons  analoo-ues  h  celles  dites  «  de  choses  »  dans  l'enseitinc- 
ment  enlantin;  le  maître  présenterait  aux  élèves  des  tracés,  des 
modèles  simples  en  relief,  construits  ad  hoc  ou  bien  judicieuse- 
ment choisis  parmi  les  objets  environnants,  et  les  amènerait 
peu  à  peu  ;i  en  distinguer  et  à  en  nommer  les  éléments,  l'^n  même 
temps,  il  leur  enseignerait  à  tracer  sur  le  papier,  des  droites  pas- 
sant par  deux  points  donnés,  des  parallèles,  des  perpendicu- 
laires, etc.  ;  il  leur  lerait  analyser  les  mouvements  simples 
([u'on  |)i'ut  observer  il  chaque  instant,  comme  celui  de  t  lanslalIcMi 
(é(pierre  glissant  sur  une  règle,  tiroir  d'un  meuble  dans  sa 
gaine,  etc.  ,  celui  de  rotation  (ol^jets  mobiles,  sur  gonds  et  char- 
nières, comme  portes,  couvercles  de  collVes,  couvertures  d'un  livre 
cartonné,  compas  ayant  une  pointe  piipiée  au  papier,  etc.  ;.  Ceux 
qui  ont  vu  de  jeunes  enfants  s'amuser  de  longues  heures  aux 
jeux  dits  (f  de  construction  »,  ou  même  seulement  à  manier  des 
règles,  é([uerrcs  et  compas,  ne  ilouleroiit  j)as  de  rinlt-rèt  (|iie  ces 
exercices  bien  dirigés  pourraient  leur  ollrir.  et  j  ajoute  en  passant 
qu'ils  y  trouveraient  la  meilleure  pre|)aralion  ii  l'élude  du  dessin. 

\'A\   Géométrie    analvticjue,    il   conviendrait    île    suivre    le 

même  ordre  qu'en  GéouK'tric  élémentaire,    c'est-ii-dire  d'exposer 
tout  d  abord  les  généralités  intéressant  le  point,  la  ligne  ilidile, 
le  plan,    les   ligures    homothéti([ues    et    svnietricpies.    ces  divers 
Knseignciiiciit    11111II1.  il 
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objets  considérés  dans  l'espace  ;  toutes  ces  matières  sont  utiles 
et  (aciles  ;  elles  fournissent  en  outre  de  très  intéressantes  appli- 
cations de  la  théorie  des  équations  linéaires  simultanées.  Vien- 
draient ensuite  les  particularités  de  la  Géométrie  plane,  la  mo- 
nographie des  courbes  du  deuxième  degré,  accompagnées  de 
développements  sur  la  Géométrie  pure,  de  problèmes  bien  choisis 
sur  les  figures  de  degrés  supérieurs.  On  y  joindrait  naturelle- 
ment des  indications  sur  les  coordonnées  non  rectiliones,  mais 
sans  cette  insistance  si  tenace  sur  les  coordonnées  polaires,  car 
leur  emploi  raisonnable  se  limite  à  quelques  problèmes  isolés 
comme  celui  de  Kepler. 

On  abuse  de  l'attention  des  élèves  plus  étrangement  encore, 
quand  on  les  retient  sur  les  figures  du  deuxième  degré,  au  delà 
de  la  mesure  suffisante.  Voyons,  à  quoi  leur  sert-il  de  connaître 
ces  mille  formes  sous  lesquelles  on  écrit  l'équation  d'une  conique 
pour  mettre  en  évidence  telle  ou  telle  particularité,  ces  artifices 
disparates  pour  découvrir  la  nature  d'une  surface  du  deuxième 
degré,  ses  génératrices,  sections  circulaires,  etc.  ^  C'est  charger 
leur  mémoire  de  choses  surtout  encombrantes,  dont  elle  s'em- 
presse de  se  débarrasser,  aussitôt  les  examens  subis.  Que  de 
choses  plus  intéressantes  et  plus  faciles  pourraient  être  substituées 
à  cet  amas  de  questions  oiseuses,  ne  fût-ce  que  les  premiers  élé- 
ments du  Calcul  intégral  ! 

Sur  les  applications  géométriques  de  l'xVnalyse  infinitésimale, 
je  dirai  seulement  qu'elles  devraient  être  soigneusement  grou- 
pées et  entièrement  détachées  du  cours  d'Analyse,  cela  au  même 
titre  que  les  applications  mécaniques  connues  sous  le  nom  de 
«  Mécanique  rationnelle  ».  Aujourd'hui  en  effet,  ces  deux  ensei- 
gnements s'enchevêtrent  au  grand  dommage  l'un  de  l'autre.  En 
commençant  par  les  rectifications,  quadratures,  cubatures,  et  en 
rattachant  systématiquement  tout  le  reste  à  la  théorie  générale 
des  contacts,  les  matières  se  classent  et  s'exposent  d'une  manière 
naturelle  et  facile. 

La  Géométrie  descriptive  familiarise  les  élèves  avec  les  figures 
de  l'espace,  les  force  en  quelque  sorte  à  s'assimiler  les  plus  im- 
portantes propositions  du  cours  de  Géométrie  élémentaire,  leur 
explique  d'avance  tous  les  dessins  géométriques  ([ui  tomberont 
sous  leurs  veux,  les  exerce  à  bien  les  exécuter;  de  plus,  elle  est 
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intéressante  quand  elle  n'est  pas  outrée.  J'attache  donc  la  plus 
grande  importance  à  son  étude,  d'ailleurs  très  facile,  et  je  vou- 
drais, qu'après  l'avoir  débarrassée  des  théorèmes  de  Géométrie 
générale  qui  n'y  sont  pas  à  leur  place,  on  pût  réhu-nir  (hms  les 
cours  inférieurs,  par  des  construclions  comportant  autre  chose 
que  des  droites  et  des  plans.  Mais  dans  les  cours  supérieurs,  sa 
théorie  et  sa  prali([ue  dévorent  un  temps  considérahk-,  (pii  serait 
bien  mieux  employé  ii  des  études  ])lus  sérieuses.  Est-il  raisonnal^le 
d'enseigner  aux  élèves  plus  que  les  principes  essentiels  des  cons- 
tructions, de  leur  faire  consumer  des  journées  h  la  confection  des 
épures  les  plus  étranges? 

Dans  les  cours  de  Mathématiriues  élémentaires,  la  Trifrouoint-- 
trie  devrait  être  réduite  ;i  la  délinition  des  sinus,  cosinus,  etc., 
considérés  comme  nombres  caractéristiques  des  angles  inférieurs 
à  deux  droits,  à  la  démonstration  géométrique  des  formules  de 
résolution  des  triangles  et  à  l'explication  purement  descriptive 
de  la  disposition  des  Tables.  La  suppression  des  formules  géné- 
rales dont  on  peut  se  passer,  de  ces  soi-disant  principes  de  la 
construction  des  Tables,  permettrait  d'v  ajouter  les  relations  fon- 
damentales entre  les  éléments  d'un  trièdre  qui  sont  fort  utiles 
dans  la  Géométrie  de  l'espace.  Dans  les  cours  de  Mathémati([ues 
spéciales,  ces  formules  générales  seraient  rattachées  ii  la  thcoi-ie 
analyti(|ue  des  lonctions  circulaires. 

Comme  celle  de  la  Géométrie,  l'entrée  de  la  M('cani(pie  est 
obstruée  par  un  échafaudage  extraordinairement  laboiicu\  de 
petites  propositions  (|ui  ne  satisfont  pas  l'esprit,  ([ui  exigent  un 
temps  fort  long  pour  être  étudiées,  mais  un  instant  seuh'ment 
pour  être  dclinilivcnifut  (Uiblii'es.  De  tous  les  priii(i|MS.  «ni  ne 
retient  que  trois  choses  :  hi  ch'-linition  de  la  force  fxcltant  a  cliiKiue 
instant  un  point  matériel  lil)r<',  anime''  tl'un  mouvement  (h)nne 
savoir  en  dn''cli()ii,  celle  de  r;ieeelei  alion  île  ce  monvemenl ,  en 
intensité  le  produit  <!<■  la  même  accélération  par  une  cons- 
tante caractéristi([ue  de  ce  point,  dite  sa  masse,  puis  le  priiici|)e 
des  vitesses  virtuelles,  puis  celui  de  d'Alemberl,  et  tiuil  ensuite 
découle  naturellement  de  ces  seules  données.  l*oui-fpioi  «hme.  au 
lieu  de  les  poser  clairement,  d'en  dévelojjper  nalurellemenl  les 
consfMjuences  dont  l'accord  constant  avec  les  |)hénou)ènes  mesu- 
rables assure   mieux  <|ne  (|ii(ii  (pie  ce  sctil  la  scdidile  de  ton!    l'edi- 
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fice,  s'obstine-t-on,  pour  y  conduire  les  élèves,  à  les  traîner  sans 
pitié  à  travers  rindépendance  des  mouvements  simultanés  et 
autres  considérations  provisoires  et  obscures  ?  L'introduction 
dans  l'enseignement  moyen,  de  notions  précises  sur  les  quantités 
infiniment  petites  et  sur  l'usage  des  coordonnées,  permettrait  d'y 
énoncer  le  principe  général  des  vitesses  virtuelles  pour  en  tirer 
aussitôt  des  démonstrations  faciles  et  uniformes  de  la  composi- 
tion des  forces  et  des  premières  règles  de  l'équilibre.  En  Dyna- 
mique, on  traite  avec  trop  de  complaisance  des  questions  de 
de  fantaisie  comme  celles  impliquant  des  forces  fonctions  du 
temps;  il  faudrait  au  contraire  modeler  plus  soigneusement  les 
théories  sur  les  phénomènes  mécaniques  de  la  nature,  où  n'inter- 
viennent au  fond  que  des  forces  dépendant  exclusivement  des 
positions  de  leurs  points  d'application,  et  c[ue  domine  le  prin- 
cipe de  la  conservation  de  l'énergie.  Alais  je  dois  me  borner  à 
ces  diverses  indications,  car  l'espace  me  manque  pour  les  déve- 
lopper. 

Je  crains  fort  qu'on  ne  traite  de  chimères  ce  que  je  viens  de 

proposer.  Ceux  qui  croient  qu'une  chose  est  bonne  uniquement 
parce  qu'elle  a  duré  et  dure  encore,  n'auront  sans  doute  que  du 
dédain  pour  mes  idées;  je  ne  pourrais  que  leur  offrir  d'avance 
l'assurance  du  mien  pour  les  leurs.  D'autres  me  liront  avec  plus 
de  bienveillance,  mais  ils  estimeront  que  je  me  suis  trompé;  s'ils 
veulent  prendre  la  peine  de  me  dire  en  quoi,  je  lerai  mon  profit 
de  leurs  critiques,  ou  bien  j'essaierai  de  les  réfuter.  D'autres 
enfin,  je  les  crois  plus  nombreux  qu'il  ne  parait,  gémissent  aussi 
du  faible  rendement  de  l'enseignement  mathématique,  relative- 
ment h  ce  qu'il  coûte  de  temps  etde  peines;  leurs  vœux  appellent 
un  meilleur  état  de  choses;  ils  honorent  peut-être  mes  idées  de 
leur  approbation,  mais  ils  aperçoivent  des  obstacles  insurmon- 
tables à  toute  réforme  de  ([uelque  importance. 

Aux  derniers,  je  dirai  que  si  les  dillicultés  sont  grandes,  elles 
ne  sont  pas  invincibles,  car  elles  sont  le  fait  des  hommes,  non 
de  la  nature  des  choses.  Ce  sont  efl'ectivement  des  législateurs 
qui  édictent  des  programmes  officiels,  des  examinateurs  qui 
imposent  leurs  prescriptions,  les  complètent  et  les  étendent  par 
leur  jurisprudence;  ce  sont  des  professeurs  cpii,    dans   le  champ 
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malheureusenient  étroit  qui  reste  ouvert  à  leur  iuillative,  pié- 
parent  les  élèves  aux  exi<Tences  des  uus  et  des  autres.  Or,  ce  ([ue 
tous  ont  lait  hier,  ils  peuvent  aussi  bien  le  défaire  demain.  Si  la 
chose  pouvait  dépendre  ilelle,  linduslrio  privée  en  sérail  hicnlôt 
venue  à  bout. 

En  France,  tous  les  enseignements  aboiilissenl  i»  des  exaineus, 
et  rien  en  lait  ne  peut  v  être  touché  sans  rassentiincnl  du  légis- 
lateur représenté  ici  par  rAdmiiiislration  do  linstruction  puhlitjue. 
C'est  donc  à  elle  que  je  m  adresserais  principalement,  poui'  sol- 
liciter, non  pas  1  intervention  du  bras  séculier  au  prolit  d  inno- 
vations improvisées,  mais  un  ensemble  de  mesures  libérales 
assurant  n  toute  nouveauté  la  possibilité  de  se  faire  jour  et  de 
s'imposer,  s'il  v  a  lieu,  par  son  propre  mérite.  D'abord,  pour  la 
rédaction  de  ses  programmes,  elle  s'éclairerait  bien  mieux  encore, 
si,  dans  les  commissions  où  ils  s'élaborent,  elle  mêlait  plus  lar- 
gement aux  spécialistes,  ces  hommes  distingués  ([ui  sans  être  du 
métier,  sans  avoir  pu  s  imboire  de  ses  préjugés,  connaissent 
cependant  la  matière  et  discernent  surtout  ce  qu'il  convient  d'en 
prendre  et  d'en  laisser,  pour  qui  ne  veut  pas  en  faire  l'occupa- 
tion de  toute  sa  vie.  Il  est  bien  évident,  par  exemple,  que  si  les 
Bacheliers  es  sciences,  pour  ne  pas  pailer  des  autreg,  ne  sont 
plus  tenus  île  s'être  exercés  aux  vers  latins,  h  l'accentuation  et 
aux  thèmes  grecs,  ce,  n'est  pas  ii  des  commissions  composi'es  exclu- 
sivement de  Latinistes  et  d'Hellénistes  qn  ils  le  (huxt-nl.  l-llc 
pourrait  ensuite  raver  des  programmes  olhciels  et  interdire  aux 
examens  toute  question  roulant  sur  des  matières  de  /)iirc  doc- 
(ri/ic  ([ue  tout  le  monde  n'enlenil  jias  encore  de  la  même  nnunère, 
ou,  plus  exactement,  <pii  peuvent  être  oubliées  sans  prijinlicc 
sérieux  pour  linstructifMi  générale  du  canilitlal. 

On  ne  saurait,  par  exeinpb',  se  passer  dune  théorie  ([inlenntpie 
des  nombres  ineoniniensni  ables.  mais  il  n  est  pas  nei-essane  de 
la  retenir  pour  savoli-  les  mani«'r.  Chacune  prolesseur  choisirait 
donc  librement  la  sienne,  s  il  était  ceilain  <|iie  les  élèves  ne  seront 
jamais  iiujuiétés  ii  ce  |)r(q)(>s.  et  la  meilleure  ne  |;ii'deiait  pas  a 
se  répandre  })artout.  I.".\dministrati(»n  pouirait  encore,  dans  les 
programmes  de  tous  les  examens  n'ayant  pas  le  caractère  de 
concours,  introduire  des  (pieslicms  vaii<'es,  ii  lilie  laciillatil  pour 
les  candidats;  celles  de  ces  ([ueslions  qui  4tiriiiaient   nn  véritable 
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intérêt  seraient  étudiées  volontiers  et  deviendraient  bientôt  clas- 
siques. Après  avoir  donné  aux  maîtres  la  liberté  qu'ils  peuvent 
attendre  d'elle,  car  les  traditions  et  les  préjugés,  la  mode  encore, 
sont  ici  les  vrais  tyrans,  l'Administration  ne  pourrait-elle  enfin 
récompenser  ceux  d'entre  eux  qui  auraient  su  en  user  au  profit 
des  études?  C'est  à  ses  élèves  surtout  que  rend  service  un  maître 
habile  à  les  faire  briller  aux  examens,  mais  c'est  h  l'Etat,  ([uand 
il  a  fait  faire  quelque  réel  progrès  à  l'enseignement. 

Il  en  sera  ce  qu'il  pourra,  mais  j'ai  cru  remplir  un  devoir  de 
ma  modeste  charge,  en  dénonçant  ici  l'édifice  inhospitalier  et 
déplaisant  des  Mathématiques  classiques,  au  public  comme  atout 
Ministre  qui  serait  particulièrement  désireux  d'élever  partout  le 
niveau  de  cet  enseignement,  et  d'en  rendre  les  parties  les 
plus  indispensables,  pour  la  première  fois    vraiment    populaires. 

Ch.  Méray  (Dijon). 


SUR  LA  LIGNE   DROITE 

REGARDÉE    COMME    ÉTANT   LE    PLUS   COURT   CHEMIN 
D'UN    POINT  A   UN   AUTRE  (i) 


Extrait  cruiie  lettre  adressée  à  M.  F.  Klein  par  M.  D.  Hilbert. 

Si  nous  prenons  comme  éléments  les  points,  les  droites  et  les 
plans,  nous  pourrons  établir  la  Géométrie  au  moyen  des  axiomes 
suivants  (^)  : 


(')  Comparer  le  problème  4  «  de  la  droite  regardée  comme  le  plus  court  chemin 
d'un  point  à  un  autre  »  dans  la  conférence  faite  par  M.  llilberl  au  Cong-rès  inter- 
national des  Mathématiciens  en  i»)(H),  publié  dans  les  Gôttinger  Nachrichlen  (1900). 
Une  traduction  française  sera  publiée  dans  le  volume  du  Congrès.  Ce  problème  4 
soulève  un  grand  nombre  de  questions  ayant  trait  aux  principes  fondamentaux  de 
la  géométrie.  Aussi  une  traduction  de  l'article  actuel,  dont  la  connaissance  est 
nécessaire  à  cette  élude,  ne  nous  semble  pas  inutile. 

(*)  Comparer  la  Festchrift  de  M.  Hilbert,  Grundlagen  dcr  Géométrie,  Teubner, 
et  Gauthier- Villars,  traduction  L.   Laiigel  (1900). 
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1.  Les  axiomes  relatifs  à  l'association  de  ces  éléments;  sous 
forme  abréi^ée  ils  peuvent  s'exprimer  comme  il  suit  : 

Deux  points  quelconques  A  et  B  cltHerminent  toujours  une 
droite  a. 

Trois  points  quelconques  A,  B,  C  non  en  ligne  droite  déter- 
minent un  plan  a.  Lorsque  deux  points  A  et  B  dune  droite  a 
sont  situés  dans  un  plan  y.,  la  droite  a  est  également  située  tout 
entière  dans  ce  plan. 

Sur  toute  droite  il  y  a  au  moins  deux  points;  sur  tout  [)lan 
il  V  a  au  moins  trois  points  non  en  ligne  droite,  et  dans  1  es- 
pace il  V  a  au  moins  quatre  points  non  situés  dans  le  même  plan. 

2.  Les  a  viornes  au  moyen  (lesquels  on  introduit  la  conception 
de  serment  ainsi  que  celle  de  distribution  des  points  d'une  droite  : 
ces  axiomes  ont  été  exposés  et  discutés  systématiquement  pour  la 
première  lois  par  M.  Pasch  (')  ;  ce  sont  essentiellement  les 
suivants  : 

Entre  deux  points  A,  B  d'une  droite,  il  y  a  toujours  au  moins 
un  troisième  point  C  de  la  droite.  De  trois  points  d'une  droite, 
il  en  est  toujours  un  et  un  seul,  qui  est  situé  entie  les  deux 
autres. 

Lorsque  A  et  B  sont  situés  sur  une  droite  a,  il  y  a  toujours  un 
point  C  de  cette  droite  a,  tel  que  B  soit  situé  entre  A  et  C. 
Quatre  points  A,,  A,,  A^,  A^  d'une  droite  a  peuvent  toujours  être 
distribués  d'une  manière  telle  que  A,  soit  en  général  situé  entre 
A/,  et  A,,  pourvu  f[ue  l'indice  h  soit  plus  petit  et  l'indice  k  plus 
grand  que  /',  ou  vice  versa,  c'est-;»-dire  pourvu  (jue  l'indice  k  soit 
plus  petit  et  l'indice  ]t  plus  grand  que  /.  Toute  dioite  </,  située 
dans  un  plan  a,  partage  les  points  de  ce  plan  a  en  deux  régions 
ayant  la  propriété  suivante  :  tout  point  A  de  l'une  des  régions 
détermine  avec  tout  point  A'  de  l'autre  région  un  segment 
AA'  sur  lequel  est  situé  un  point  de  la  droite  a  ;  au  contraire 
deux  points  quelc()n([ues  A  et  H  de  la  méinr  n'-gion  ilt'terminent 
un  segment  AB  sur  lecpiel  n'est  situi-  aucun  point  de  la  dr(>itc  a. 

3.  L'axiome  de  la  continuité  <[ue  j'exprimerai  sous  la  lorme 
suivante  : 


I')   Vortesungen  ubcr  neuerc  Géométrie,  Teubnor,    188a. 
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Aj,  Ag,  A3, étant  une  série  infinie  de  points  d'une  droite  a 

et  B  étant  un  autre  point  de  a,  tel  qu'en  général  A,  soit  situé 
entre  A/^  et  B,  pourvu  que  l'indice  li  soit  plus  petit  que  ;',  il 
existe  toujours  un  point  C  qui  a  la  propriété  suivante  :  tous  les 

points  de  la  série  infinie  A^,  A3,  A^,  sont  situés  entre  A,  et  C, 

et  tout  autre  point  C  pour  lequel  ceci  aurait  également  lieu  est 
situé  entre  C  et  B. 

Ces  axiomes  permettent  d'édifier  d'une  manière  absolument 
rigoureuse  la  théorie  de  la  division  harmonique,  et  si  nous  rai- 
sonnons comme  le  lait  M.  Lindemann  ('j,  nous  obtenons  le  théo- 
rème suivant  : 

A  tout  point  l'on  peut  l'aire  correspondre  trois  nombres  finis 
réels  .r,  ?/,  c,  et  à  tout  plan  une  relation  linéaire  entre  ces  trois 
nombres  x,  y,  z,  telle  que  tous  les  points  pour  lesquels  les  trois 
nombres  .r,  y,  z,  vérifient  la  relation  linéaire,  soient  situés  dans 
le  plan  susdit,  et  inversement  telle  que  tous  les  points  du  plan 
correspondent  à  des  nombres  x,  y,  c,  qui  vérifient  la  relation 
linéaire.  Enfin,  si  l'on  regarde  x^  y,  z  comme  étant  les  coordon- 
nées rectangulaires  d'un  point  dans  l'espace  euclidien  ordinaire, 
aux  points  de  l'espace  primitif  correspondent  des  points  à  l'inté- 
rieur d'un  certain  corps  nulle  part  concave  de  l'espace  euclidien, 
et  réciproquement  à  tous  les  points  à  l'intérieur  de  ce  corps  nulle 
part  concave  de  l'espace  euclidien  correspondent  des  points  de 
notre  espace  primitif  :  notre  espace  primitif  a  donc  pui/r  repré- 
sentation fintérieur  cViin  corps  nulle  part  concave  de  l'espace 
euclidien. 

Par  corps  nulle  part  concave  nous  devons  entendre  un  corps 
tel  que  si  l'on  joint  par  une  droite  deux  points  situés  à  l'inté- 
rieur du  corps,  la  partie  de  la  droite  située  entre  les  deux  points 
sera  tout  entière  à  l'intérieur  du  corps.  Ici  je  prends  la  liberté 
de  vous  faire  remarquer  que  ce  corps  concave  dont  il  s'agit  ici 
joue  un  rôle  important  dans  les  recherches  arithméli([ues  de 
M.  Minkowski  (-)  qui  en  a  donné  une  définition  analytique 
simple. 

Inversement   lorsque    dans   l'espace    euclidien  l'on   donne   un 


C)   l'orlcsun^cn    iibcr  Gconifliic,  1.  II,  partio   i'»,    p.  433  et  suiv.,  Toubncr,    1891. 
(-)  Comparer  Geumetrie  d,  Za/ilen,  Tiiibiicr.   1893. 
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corps  quelconque  nulle  part  concave,  ce  corps  délinit  une  géo- 
métrie déterminée  où  les  axiomes  précités  sont  tous  vériliés  :  à 
chaque  point  ;i  linlérieur  du  corps  nulle  part  concave  corres- 
pond un  point  de  cette  oéométrie  ;  à  duujue  droite,  ii  chacpie 
plan  de  l'espace  euclidien,  ([ui  passent  à  1  intérieur  du  coips, 
correspondent  respectivement  une  droite,  un  plan,  de  la  i^éome- 
trie  générale  ;  mais  aux  points  de  l'espace  euclidien  sur  la  surface 
qui  limite  le  corps  nulle  part  concave  et  aux  points  a  l'extérieur 
de  ce  corps  ne  correspondent  pas  d'éléments  de  la  géométrie 
générale  ;  et  il  en  est  de  môme  pt)ur  les  dioites  et  les  plans  de 
l'espace  euclidien,  qui  passent  eu  dehois  du  corps.  Le  théorème 
qui  précédait,  relatil  à  la  représentation  des  points  de  la  gé(Mné- 
trie  générale  à  l'intérieur  (.1  un  coips  nulle  pari  concave  de  la 
géométrie  euclidienne  exprime  donc  une  propriété  des  éléments 
de  la  géométrie  générale  qui  é([uivaut  absolument  aux  axiomes 
énoncés  au  début  de  cette  lettre. 

Nous  allons  maintenant  définir  le  concept  de  longueur  d'un 
segment  AB  dans  notre  géométrie  généi'ale  ;  à  cet  ellet  désignons 
les  deux  j)oints  de  l'espace  euclidien  qui  correspondent  aux  deux 
points  A  et  13  de  1  espace  [)i'iinilil.  par  les  mêmes  lettres  A  et  B; 
[)rolongeons  alors  la  droite  AB  tle  1  espace  euclidien  de  part  et 
d'autre  au  deli»  de  A  et  de  B  jus(pi'à  ce  (pi'idle  r»'nconti'e  la  surlacc 
qui  limite  le  corps  nulle  part  concave  en  \  et  en  ^  ;  nous  di-signe- 
rons  en  général  la  distance  euclidienne  de  Ai:v\\  |)()inls  P  et  Q  de 
l'espace  euclidien  par  1*<^  ;  nous  dirons  alors  (juc  la  valeur  réelle 
de 


AB  =  / 


r  YA        Xli  1 


est  la  loiiiSiiciir  du  se<fment  .\B  ilaus  notre  •■«•omcliie  l'ciierale. 
Comme 

YÂ  .\B 

-r—    >  I,    -^=-    >    I. 

Y 15  \A 

cette  longueur  est  ttnijours  um-  (piantité  positive. 

Il  serait  facile  tréuniin-rcr  les  pr(q)rit'l('s  de  la  coiicfplion 
de  longuf'ur  ([ui  couduisciil  nécessairement  a  iiiu-  t\|ii  ts^ioii 
de  la  nature  inill([U(''f  jiour  .\B  :  je  laisse  ceci  dr  ente  pour  ne 
pas  dans  crllc   b-tlic   laligucr  par  liop  \<»lif  al  t<iit  ion . 
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l/expression  précitée  pour  AB  montre  également  comment 
cette  quantité  dépend  de  la  forme  du  corps  nulle  part  concave. 
En  efiet,  laissons  fixés  à  l'intérieur  du  corps  les  points  A  et  B  et 
faisons  A'arier  seulement  la  surface  qui  limite  le  corps  en  sorte 
que  le  point  limite  X  se  rapproche  de  A  et  le  point  Y  de  B  ;  il  est 
alors  évident  que  chacun  des  deux  quotients 


YA 
YB 


XB 
XÂ 


augmente,  et  qu'il  en  est  par  suite  de  même  de  la  valeur  de  AB. 

A  l'intérieur  du  corps  nulle  part  concave  considérons  un  triangle 
donné  ABC.  Le  plan  a  de  ce  triangle  coupera  le  corps  suivant 
un  ovale  nulle  part  concave.   Prolongeons  les  trois  côtés  AB,  AC, 


Fig.    I. 

BC  du  triangle  jusqu'à  ce  qu'ils  rencontrent  le  contour  de  l'ovale 
en  les  points  respectifs  X  et  Y,  U  et  V,  T  et  Z.  Tirons  ensuite  les 
droites  UZ  et  TV  et  prolongeons-les  jusqu'en  leur  intersection 
en  W.  Désignons  d'autre  part  leurs  intersections  respectives 
avec  la  droite  XY  par  X'  et  Y'.  Maintenant  au  lieu  de  prendre 
comme  base  de  nos  considérations  lovale  primitive  nulle  part 
concave  découpée  par  le  plan  a,  prenons  le  triangle  LAVT  ;  l'on 
voit  aisément  que  dans  la  géométrie  plane  déterminée  par  ce 
trianole,  les  longueurs  AC  et  BC  sont  les  mêmes  que  dans  la 
géométrie  primitive,  tandis  que  la  longueur  du  côté  AB  a  été 
augmentée  par  le  changement  opéré. 

Pour  distinguer  la  nouvelle  longueur  du  côté  AB  de  la  précé- 
dente longueur  AB  désignons-la  par  AB  ;  Ton  aura  alors 
AB  >  AB. 
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Je  dis  que  nous  avons  alors  pour  les  longueurs  des  eôtés  du 
triangle  ABC  la  relation  simple  (jui  suit  : 

AB  =  AC  -hBC. 

Pour  le  démontrer  joignons  ^^'^  ii  C  et  prolongeons  la  droite 
WC  jusqu'à  son  intersection  avec  AB  en  I). 

Si  l'on  considère  les  deux  ponctuelles  X',  A,  1),  Y  et  l'.  A,  C,  V, 
la  théorie  bien  connue  du  rapport  anharnu)ni([ue  nous  donne 
l'égalité 

VA   xT)  _  v7v   ûc: 
VÏ3  x^  ~~  vc    UÂ 

et  l'on   a  encore   de   même  en  considérant   les  deux  p(»uctuelles 
Y',  B,  D,  X  et  ï,  B,  C,  Z  l'égalité 

.VB    YT3    _   ZB   _T£ 
XÏ)    YÏ)    ~   ZC    TB 

Multipliant  entre  elles   les  deux  précédentes  égalités,  il  vient 

v7v    .VB  _  "vÂ   rn     YT;    T(T 
VB    .VA  ~   VT:    v\  '    zc    TB  ' 

équation  qui  démontre  ce  c[ue  j'allirmais. 

Ce  qui  précède  vous  montre  qu'en  invoquant  uniquement  les 
axiomes  énoncés  au  commencemonf  de  ma  lettre  on  a  le  théorème 
général  suivant  : 

Dans  tout  tri<iiïs;le  la  somme  de  deux  côtés  est  /dus  iirande  f/ne 
le  troisième  côté  ou  lui  est  étudie. 

Il  est  en  même  temps  évident  (pie  le  cas  d'égalité  se  présente 
seulement  quand  le  plan  y.  détermine  par  son  intersection  avec 
le  corps  nulle  part  concave  deux  segments  rcctilii^/ies  l'Z  et  TV. 
Cette  dernière  condition  peut  aussi  être  énoncée  sans  avoir  recours 
au  corps  nulle  part  concave.  Soient  données,  en  elVet,  deux  droites 
a,  ù  de  la  géométrie  priinilivc,  situi-es  dans  un  plan  a  et  se  coupant 
en  un  point  C;  en  gênerai,  en  chacun  des  <[ualre  angles  lormés 
autour  de  C  par  les  deux  droites  a,  /»  du  jilan  a  il  existera  des 
droites  cpii  ne  couperont  aucune  des  deux  droites  ^/  et  l>  ;  mais  en 
particulier  si  dans  deux  de  ces  angles  (jui  soient  opposés  par  le 
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sommet  il  ne  se  trouve  aucune  ligne  droite  de  ce  genre,  la  condi- 
tion en  question  sera  vérifiée  et  en  ce  cas  il  existera  toujours  des 
triangles  où  la  soiuiue  de  deux  côtés  est  égale  au  troisième.  Par 
conséquent,  dans  le  cas  que  nous  considérons,  entre  certains 
points  A  et  B  existe  un  chemin  formé  de  deux  portions  recti- 
lignes  dont  la  longueur  totale  est  égale  à  la  distance  directe  entre 
les  deux  points  A  et  B.  L'on  peut  sans  aucune  difficulté  démon- 
trer que  tous  les  chemins  d'un  point  à  un  autre  qui  jouissent  de 
cette  propriété  peui'ent  être  construits  de  la  manière  qui  vient 
d'être  indiquée,  et  que  tous  les  autres  cJiemins  ont  une  longueur 
totale  plus  grande. 

Il  serait  très  facile  d'étudier  d'une  manière  plus  approfondie 
cette  question  du  chemin  le  plus  court  et  cela  présenterait  un 
intérêt  tout  particulier  dans  le  cas  où  le  corps  nulle  part  concave 
serait  un  tétraèdre. 

Pour  terminer,  je  prends  la  liberté  de  vous  faire  remarquer 
que  dans  les  développements  qui  précèdent  le  corps  nulle  part 
concave  est  supposé  partout  a  distance  finie.  Lorsque  dans  la 
géométrie  définie  par  les  axiomes  précités  il  existe  une  droite  et 
un  point  tels  que  par  ce  point  Ton  ne  puisse  mener  qu'une  seule 
parallèle  à  cette  droite  la  précédente  supposition  n'est  pas  admis- 
sible. Vous  reconnaîtrez  facilement  quelles  sont  les  modifications 
qu'il  faut  alors  apporter  à  mon  exposition. 

Agréez,  etc.. 

D.   IIiLHEiîT     traduit  par  L.   Lavcel.) 
1 .'(   août    1894. 
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EX    GKOMKTllir:    PUO.IF.CTIVE 


I.  La  proposition  suivante  :  deux  faisceaux  de  rat/ons  projec 
tifs  situes  dans  un  /né/ne  pian  e/is^endre/it  par  leur  i/itersection 
une  conique  passant  par  les  centres  des  faisceaux,  est  l'un  des 
théorèmes  les  plus  connus  de  Géométrie  synthétique.  Il  en  résulte 
immédiatement  la  possibilité  de  résoudre  le  problème  :  lùant 
donnés  cinq  points  d' une  conique,  en  trouver  un  sixième.  Va\  efl'et, 
si  Ton  prend  deux  de  ces  points  donnés  comme  centres  de  lais- 
ceaux,  la  projectivité  de  ceux-ci  est  ])arraitement  lixée  ])ar  les 
ti'ois  couples  de  rayons  ([u'on  on  counall.  11  sullira  donc  de  chci'- 
cher  riiomologue  d'un  quatrième  ravon  (juelcontjiie  :  son  inter- 
section avec  celui-ci  donnera  le  sixième   point  demanilè. 

11  existe  bien  des  méthodes  pour  arriver  à  ce  résultat,  mais  la 
plupart  exigent  le  tracé  de  plusieurs  lormes  auxiliaires.  On  est 
cependant  arrivé  à  une  notable  simplilicalion  en  coupant  les  deux 
faisceaux  par  deux  ponctuelles  de  porteurs  bien  déterminés  ;  mais 
ce  procédé  n'a  lait  (jue  retrouver  projectivement  le  théorème  de 
Pascal. 

Je  me  propose  donc  dans  cet  article  île  tloiincr.  ibi  |)iiiblème 
énoncé  plus  haut,  une  solution  (|iit'  je  crois  nouvelle  et  (jiii  est,  a 
la  fois,  simple  et  indépendante  dr  toiile  proposition  ili-  ("leoniè- 
trie  analyti([ue. 

•j..  Soit  (lig.  i)  une  conique  sur  lafjuelle  nous  pii-noiis  (|uatre 
points,  S,  S',  M,  N',  fixes,  et  un  cin([uii'me  j)oiiil  c)'  mobile  et  pre- 
nant successivement  les  positions  (.7' ,  <' <^ .  •  •  Joigmnis  SN'  et  S'M  ; 
et  app<'lons  //,  S'M  cl  //',  SN  .  Dans  le  niouvenu-iit  du  point  »'<)', 
astreint  ii   rester  sur   la   conicpie,    le    layon   S  i>>'  engendrera  une 
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ponctuelle  ii  (S,,Aj,B,...)  et  le  rayon  S'  S  une  autre  ponctuelle 
II'  (S(,  Aj,  Bj'...).  Ces  deux  ponctuelles  sont  évidemment  projec- 
tives. 

Si  maintenant  nous  formons  deivx  faisceaux  ayant  respective- 
ment comme  centres  Sj  et  Sj  et  pour  rayons  (S,  Aj),  (Sj  Bj)...  et 
(Si  AJ  (Sj  B,)...,  ces  deux  faisceaux  seront  perspectifs  comme 
ayant  un  élément  uni  (Sj  S^'j  ;  donc  leurs  rayons  homologues  se 
couperont  en  des  points  A,  B,...,  tous  en  ligne  droite. 


Que  ces  rayons  se  coupent  ou  non  dans  les  limites  de  l'épure, 
il  \\Q\\  est  pas  moins  facile  de  déterminer  la  droite  qu'ils  forment. 
En  effet,  siciîf  vient  en  UNI,  point  de  rencontre  de  la  conique  avec  ii, 
l'intersection  des  deux  rayons  homologues  se  trouvera  précisé- 
ment en  M;  donc,  la  droite  en  question,  que  nous  appellerons /j, 
passe  par  M.  De  même,  en  faisant  arriver  c2f  en  iS',  on  verrait 
que  p  doit  aussi  passer  par  ^s'.  Ces  deux  points  sullisent  à  parfai- 
tement déterminer  j). 


3.  Les  conclusions  précédentes  une  fois  admises,  ou  voit  clai- 
rement la  possibilité  d'une  nouvelle  méthode  de  résolution  du 
problème  suivant  :  Etant  donnés  cinq  points  d'une  conicjiie,  en 
dêtcr/niner  un  sixième.  Voici  quelle  est  la  marche  à  suivre  (^fig.  2) 
Les  cinq  points  donnés  étant  marqués  1,  11.  III,  IV,  ^',  les  joln- 
dre  suivant   (I,  III,  V,  II,  IV,  I)  de  maniiMC  ii  loiiuei-  un   penta- 
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gone  étoile  (');  mar([uer  (I  III)  =/>>,  (III,  V}  =  ii,  (I  IV|  =  ii'. 
Soit  h  trouver  un  point  X  de  lu  conique,  et  situé  sur  le  rayon 
quelcon([ue  (IV,  Z)  =  /•.  Les 
intersections  (II  IV,  u),  (II 
V,  n')  déterminent  respecti- 
vement les  centres  de  fais- 
ceaux S  et  S'.  —  Mar([iier  X, 
l'intersection  (/•,  //).  Pt)ur 
trouver  Xî,  homologue  de  X^, 
chercher  le  point  de  rencon- 
tre de  S'  X,  avec  /;  en  (X)  et 
joindre  S  (X)  qui  donne  Xj' 
en  coupant  //'.  Il  est  mainte- 
nant visible  que  le  point  de 
rencontre  avec  /'  de  la  droite 
(X,  V)  est  le  point  X  deman- 
dé. 

4.  La  loi  de  dualité  lournit 
immédiatement  une  méthode 
correspondante  pour  troin>er 
une   tangente  nouvelle  à    une  coni(jiie  dctcrniinêe  par  cin(j  pre- 
mières tangentes. 

On  se  base  alors  sur  le  théorème  suivant  :  Les  droites  joignant 
les  points  homologues  de  deux  ponctuelles  projectii'es,  situées  du /is 
un  même  plan,  enveloppent  une  section  conique  ayant  pour  tan- 
gentes les  porteurs  de  ces  ponctuelles. 

Tout  ce  qui  a  été  exposé  aux  paragraphes  précédents  peut,  en 
définitive,  se  résumer  de  la  manièie  suivante  : 

Les  deux  faisceaux  pro/ectifs  engendrent  deux  ponduellcs 
projectiles  qui  servent  à  former  deux  faisceaux  perspectifs  dont 
on  cannait  la  droite  d'intersection.  Par  analogie,  la  résolution 
du  problème  corrélatif  peut  se  condenser  comme  suit  :  Les 
deux  ponctuelles  projectives  —  deux  tangentes  lixcs  dont   trois 


Fi  g.  2. 


(')  Ln  forme  éloilée  donnée  à  rc  pi-nln^'ono  n  »sl  .■■vi<l<Mnniciil  pns  pssonliolle 
dans  ln  conslruction.  mais  de  nombreux  essais  m  "til  niiiiilr»-  dimiiien  clic  est 
nvantnpousc. 
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couples  de  points  homologues  sont  donnés  pour  trois  positions 
connues  d'une  tangente  mobile  —  cni^c?idrenl  deux  faisceaux 
projectifs  (jni  sercent  à  former  deux  ponctuelles  persj)ectii>es  dont 
on  connaît  le  centre  de  perspectivilè. 

Ce  problème  diffère  trop  peu  du  précédent  pour  que  je  m'é- 
tende plus  longuement  sur  sa  résolution. 

5.  Les  deux  théorèmes  précédemment  rappelés  comportent 
chacun  un  corollaire  : 

1.  Lorsrpt' une  conique  est  engendrée  par  r intersection  de  deux 
faisceaux  projectifs^  la  tange/iie  ayant  pour  point  de  contact  le 
centre  de  Vun  des  faisceaux  a  pour  honwlos^^ue,  dans  f  autre,  le 
rayon  qui  en  Joint  les  deux  centres. 

2.  Lorsqu  une  conique  est  engendrée  par  la  jonction  de  deux 
ponctuelles  projectives,  le  point  de  contact  de  Vune  d'elles  a  pour 
homologue  leur  point  d'intersection  considéré  comme  élément  de 
Vautre. 

Si  l'on  tient  compte  de  ces  corollaires,  la  solution  que  j'ai 
indiquée  plus  haut  peut,  étendue  par  la  loi  de  dualité  et  trai- 
tée dans  ses  cas  limites,  fournir  facilement  la  résolution  de  toute 
une  série  de  problèmes  dont  voici  l'énoncé  général  : 

Une  conique  est  déterminée  par  cinq  conditions  ;  on  en  demande 
un  Jiouvel  élément. 

Ces  problèmes,  au  nombre  de  six,  découlent  trop  naturellement 
des  considérations  précédentes  pour  que  je  les  aborde  ici.  — 
Mais  ils  peuvent  très  utilement  se  proposer  comme  exercices. 
Leur  résolution  me  semble  pour  les  élèves  un  excellent  moveu 
de  se  familiariser  avec  les  procédés  de  la  Géométrie  projeclive. 

]\Lvi:i!icE  Alliau.me  (Louvain''. 
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Je  me  propose  criiuli({uer  ici  un  exposé  de  la  lliéorie  élémen- 
taire des  déterminants,  plus  rapide  que  la  méthode  hal)ituelle- 
mcnt  suivie  dans  les  classes  de  Mathématif[ues  spéciales. 

Dkiimtiox.  —  On  appelle  di'terminanl  de  n"^  ([iianlifés  un 
tableau  carré  lormé  par  ces  ([uantités  rangées  sur  n  lignes  el  n 
colonnes;  n  est  \  ordre  du  déteiininant  ([ue,  pour  abréger,  je 
désignerai  par  : 

A  =:  (  À//.^X., ...À,,  I  Ç/z=a.b.  <•,...  /), 

la  première  ligne  étant  formée  avec  la  leftie  tt  ad'ectée  successi- 
vement des  n  indices,  la  deuxième  avec  la  lelli-e  h,  etc..  \je 
déterminant  représente,  par  définition,  une  certaine  lonction  de 
ses  n'  éléments  (juc  |t'  vais  dcdiiir  de  proche  en  proclic  pour  les 
valeurs  successives  de  «  ;  pour  cela,  j'emploierai  les  déterminants 
d'ordre  n  —  i  déthiits  de  A  en  v  suppi'imant  la  première  ligne  (^/), 
et  successivement  cliac[ue  colonne;  je  désignerai  généralement 
par  a,  le  déterminant  obtenu  eu  supprimant  la  ligne  (/'/)  et  la 
colonne  de  rang  /",  cjui  se  croisent  sur  Oj,  et  (lu'on  appelle 
déterminant //////t'///- tb-  A.  rclalilii  a,,  i'  Pour  // =  i.  jf  poserai  : 
A  =  rt|  ;  2"  poui'  passer  de  Toidre  n  —  1:1  l'ordre  //,  j  applupu  rai 
la   lormule  (riMK'rale  : 

o 

/'  f  I  n  + 1 

(i)  A  =  rtr,a,  — -'/jx,  4-rt.,a,...  +  (—  i)  a,.r,,  +  ...  +  {—  i)  «„»„. 

CoNSKQrrxcK.  —  Il  est  évident,  d'après  cela,  <[iii'  A  sera  une 
somme  algc'-bricpie  de  // .'  piodiiils  de  cliacuii  n  el<-ments,  chaque 
produit  renfermant  un  éb'nienf  et  un  seul  de  «Inuiue  ligne  el  de 
chaque  colonne  :  donc  A  est  une  fonction  linètiirc  et  /lonio^ène 
des  éléments  dune  même  li^ne  ou  d'une  même  colonne. 

Enseignement  mnlh.  •  • 
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Théorème  fondamental.  —  Si  l'on  désigne  par  r^p  le  mineur  de 
A  relatif  à  un  élément  quelconque  h^  de  la  ligne  de  rang  q,  et 
qu'on  obtient  en  supprimant  la  p'""^^  ligne  et  la  q^^""^  colonne,  le 
coefficient  de  hp  dans  le  dêi>eloppement  (i)  de  ^  est  :  H^,  =( —  i)  ^  ' 

Il  suffit  de  montrer  que  si  le  théorème  est  admis  pour  Tordre 
(« —  i),  il  est  vrai  pour  n  :  admettons-le  donc  pour  les  détermi- 
nants mineurs  a,;  remarquons  qu'il  est  vrai  par  définition  pour 
les  éléments  de  la  première  ligne  de  A,  et  cherchons  le  coeffi- 
cient de  hp  appartenant  h  toute  autre  ligne  :  appelons  générale- 
ment 0,  le  mineur  relatif  à  h^  dans  a,,  et  remarquons  que  hp  ne 
figure  pas  dans  a^,,  qu'il  appartient  à  la  (/? — i)"'"^  colonne  de 
a,,  si  i  est  <ip,  et  à  la  />>"''"'  si  i  est  >/?;  le  coefficient  cherché,  tiré 
de  (t),  sera  donc,  d'après  le  théorème  admis  pour  les  a,  : 

Hp  =  (—  i)'^  +  ''[afii,  —  ttîO,  4-  a/j^...  -f  (—  i)i>  dp  _  1  ô^,  _  i 

+  (—  i)P  +  1  «,,  +  1  Op  +  1  4-  .  .  .  +  (—  i)"  an  o„  ] . 

de  sorte  que  les  signes  mis  en  évidence  dans  le  crochet  sont 
alternés  :  donc  ce  crochet  n'est  autre  chose  que  r,^,,  par  définition 
même. 

Conséquence.  —  On  peut  développer  A  par  rapport  a  toute 
ligne  ou  à  toute  colonne  aussi  bien  que  par  rapport  à  la  pre- 
mière ligne;  la  règle  pratique  est  évidente  et  s'exprime  par  la 
formule  générale  : 

(2)  A  =  AjH,  H-  /*,H,. .  .  +  A^,  H,,  +  .  .  .  +  //„  H„. 

où  H^,  a  la  valeur  ci-dessus. 

Propriétés  fondamentales  du  déterminant.  —  i"  Quand  on 
multiplie  par  un  môme  facteur  A  les  éléments  d'une  ligne  ou 
d'une  colonne,  A  est  multiplié  par  A. 

2°  Si  l'on  a,  quel  que  soit p  :  hp  =  h'^,-\-h'p  ,  on  aura  :  A=  A'  -)-  A", 
en  désignant  par  A'  le  déterminant  déduit  de  A  par  la  substitu- 
tion de  la  ligne  h'  à  la  ligne  h,  par  A"  celui  qui  résulte  de  la 
substitution  de  Ji"  à  //. 

Ces  deux  propriétés  sont  évidentes,  d'après  la  formule  (2). 

3°  Le  déterminant  A  ne  change  pas  de  valeur  par  l'échange  des 
lignes   et  des  colonnes  de   même    rang  :  si  cela  est  admis  pour 
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l'ordre  n  —  i,  le  théorème  en  résulte  aussitôt  pour  Tordre  /j, 
d'après  (2),  car  le  développement  du  déterminant  donné  par  rap- 
port à  la  ^j"'"*  ligne  et  du  transformé  par  rapport  à  la  p'""'  colonne, 
seront  identiques.  Toute  propriété  relative  aux  lignes  s'étend 
donc  aux  colonnes. 

4°  L'échange  de  deux  lignes  de  A  entre  elles,  le  multiplie 
par — I  :  en  elTet,  cela  est  prouvé  par  hi  formule  (2^,  pour 
l'échange  de  deux  lignes  consécutives  //  et  k,  qui  ne  modifie  pas 
les  coefticients  II,  et  altère  d'une  unité  le  rang  de  la  ligne  //  ;  on 
peut  maintenant  permuter  deux  lignes  qui  en  comprennent  ?n 
entre  elles,  par  un  nombre  impair  2  ;«  -|-  i  d'échanges  successifs 
de  deux  lignes  consécutives. 

Applications.  —  1°  Un  déterminant  qui  a  deux  lignes  iden- 
tiques est  nul  :  application  au  déterminant  de  Vandermonde. 

2"  Transformations  diverses  d'un  déterminant  par  combinai- 
sons linéaires  des  lignes  ou  des  colonnes  résultant  des  deux  pre- 
mières propriétés  du  paragraphe  précédent. 

3°  Application  à  la  multiplication  de  deux  déterminants;  soit, 
par  exemple  : 

on  le  décompose  immédiatement  en  six  déterminants  contenant 
cluicun  en  facteur,  par  exemple  : 

d'où  : 

A  =  AT(:(,  ;3,V 

en  désignant  par  F  (a,  ,3,  *')  une  expression  ne  renlermant  plus 
les  éléments  de  A',  et  dont  on  aura  par  suite  la  valeur  en  faisant 
par  exemple  :  //,  =  h.,  =  f,  =  i  et  tous  les  autres  élénieiils  de  A' 
égaux  à  o  ;  d'où  aussitôt  :  F  (a,  fi,  y)  :=:  A"  en  posant  A"  --^^  \  ;a,  \i.^  [Aj] 
(;i.  =  a,.3,Y;;  donc  :  A  =  A'A". 

On  déiluit  aussitôt  de  celte  règle  les  piopriétés  connues  de 
Vadjoiiit  I)  ih'  A  et  celles  de  ladjoint  de  cet  adjoint. 

Complément.  —  La  définition  (i)  adoptée  pour  A  raminf  laei- 
lement  il  la  d«'(inition    ordinaire  :  A  =  1"  ( —  i)  o ^,  h.j  ■  .■  I >^  b's  clc- 
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mcnts  étant  rangés  dans  chaque  terme  de  A  suivant  l'ordre  des 
lignes,  et  m  étant  de  même  parité  que  le  nombre  des  inversions 
de  la  permutation  d'indices  y;,  (j...s:  il  suffit,  en  effet,  d  ad- 
mettre cette  règle  de  formation  du  multiplicateur  ( — i)'''  pour 
l'ordre  n —  i,  et  de  Tapplic^uer  dans  (i)  aux  a,  qui  sont  de  cet 
ordre,  pour  l'établir  aussitôt  relativement  à  l'ordre  n. 

M.  LELituvuE  ^Caen). 


TRANSFORMATION 

DES   COORDONNÉES  BARYCENTRIOIES 


Plusieurs  correspondants  m'ont  manifesté  le  désir  de  connaître 
des  formules  simples  permettant  de  passer  d'un  triangle  de  réfé- 
rence à  un  autre  (ou  d'un  tétraèdre  à  un  autre)  en  coordonnées 
homogènes  trilinéaires  ou  tétraédriques.  La  question,  en  ce  qui 
concerne  les  coordonnées  barvcentriques,  est  d'une  telle  simpli- 
cité que  je  la  crois  classique  ;  mais  par  cela  même  qu'elle  a  été 
posée,  c'est  qu'il  peut  y  avoir  un  intérêt  à  taire  connaître  une 
réponse.  C'est  cette  seule  considération  qui  m'engage  ii  publier 
la  présente  Note,  où  j'emploie  les  vecteurs  pour  l'établissement 
des  formules  dont  il  s'agit.  Il  est  facile  de  voir  qu'on  v  parvien- 
drait aussi,  mais  moins  rapidement,  par  l'emploi  pur  et  simple 
des  coordonnées  cartésiennes. 

Je  me  borne  au  cas  des  coordonnées  trilinéaires,  l'extension  à 
l'espace  (coordonnées  tétraédriques)  étant  toute  naturelle. 

Soient  :  ABC  un  triangle  de  référence  ;  .r,  y,  z  les  coordonnées 
barvcentriques  d'un  point  M  par  rapport  à  ABC  ;  A,  A.^  A3  un 
second  triangle  donné.  Il  s'agit  de  trouver  les  coordonnées  .r',  _//', 
z  de  INI  par  rapport  à  ce  second  triangle  de  référence. 

Appelons  a,,  JiJ,,  Yj  les  coordonnées  de  A,;  a,,  ,3.^,  y^  celles  de  .\j: 
y.j,  ,83,  Yg  celles  de  A;î  par  rapport  à  ABC  ;  et  supposons  ([uon  ait  : 
X  -\-  ,,  -f-  .-  =  a,-f-  ,3,  +  Yi  =  «*  +  i^.  +  V.  =  *3  +  [^3'  +  V3=  '. 
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ce  qui  est  toujours  poriuis,  puisque   les  coordonnées  sont  homo- 
gènes. 

En  prenant  une  origine   eonanuine   quelconque   O,  et  appelant 
A,  B,...  les  vecteurs  (>A.  OB on  a  les  relations 

M  -xX  -I-  vB  -f  cC, 
A^  =  a,A+.3,B  +  Y,C. 

A.^a.A  +  fj.B  +  vX, 

Eliminons  A,    B,  C  entre   ces  qualre   équations  linéaires,  et  il 
vient 

M        .        V       ; 

A,  ï,  h  Vi 
Ai  ^i  Pi  Vi 
A.      a 


M  i-'a         I  :t 


OU 


M 


M 


^1  t^i  Y» 

«.  h  Yi 

^3  i-'a  "3 

^.  ?.  Y. 

st^  5^  Y., 


=^2    ?î    Yi 

^3  i'3  Ya 


+  A, 


.l' 

1"      Z 

^i 

h    "-■> 

-A, 

^:. 

%    Y:. 

=  A, 


.r 

y 

: 

2> 

)i 

Yi 

+  A, 

a.. 

?3 

Y 

.1     y     z 

^i  >2  'h 

+  A3 

^^  «1  Y. 

.r  y     z 

^.  Si  Y. 

2.,  p.   Y' 

.»•  V       3 

=^1  ?i  Yi 


Les  coordonnées  barycentriqucs  de  M  par  rapport  au  triangle 
de  rélV'rence  Aj  A,  A3  sont  donc,  comme  il  s'agit  de  ct)oi'données 
homogènes, 


.r     >•     z 

r     V     z 

X     y     z 

,   v'  =: 

^,   %  Y3  , 

:  = 

^1   ?,  Yi 

t     '■•'     .. 

^1    ('S     ,:t 

^>   ?.  Y.' 

a,  3,  Y, 

(>n  peut  aussi  écrire,  et  peut-être  de  prétércnce 


X    y     z 

i^i  .^i  Yi 

=^1  ?.  Y. 

m,  3..  Y2 

,       1 
,  r  =  j-    y    z 

»    :'  = 

-.  >i  Yi 

a-,   ?3  Y3 

«3    r53    Y:. 

.r     1'     3 

(ionime    application    très    simple,    supposons    (pie    A,.    A,,   A,, 
soiont  les  (-(Mïtres  des  cercles  exinscrits  au    triangle   AB(.I  ;  alors 
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i{p-a 


,.P.  = 


2  {p—a) 


4(/^-^)(p-c) 


'    il 

y 
b 
I,  - 


2  [p—a) 


, ...  et  l'on  obtient 


2  {p  —  h)  (p  —  C) 


(cj  +  ^: 


OU,  plus  simplement,  en  remplaçant  ces  résultats  par  des  quan- 
tités proportionnelles, 


x'  =  {p  —  a)   (  J_  -(_  -1. 
b  c 


ip-b)      -  + 


='=(/'-^)  [-7r  + 


On  pourrait  déduire  par  exemple  de  là  l'équation  générale  des 
coniques  passant  par  les  centres  des  trois  cercles  exinscrits  h 
ABC,  et  divers  autres  résultats  laciles  à  obtenir  et  sur  lesquels 
il  nous  semble  inutile  d'insister. 

C.-A.  Laisant. 


NOTE    SUR   L'EMPLOI   DU  SYMBOLE    L 


DANS     LA     RK CHERCHE 


DES  FORMULES  TRIGONOxMÉTRIQUES 


I.  Le  rôle  important  que  joue  la  quantité  complexe  de  la  forme 
j)  +  qi  a  l'ait  comprendre  h  ceux  qui  s'occupent  d'enseignement 
que  l'étude  de  ces  quantités  devait  se  faire  par  le  jeune  mathé- 
maticien dès  le  début  de  ses  études.  Aussi  leur  étude  est  déjà 
inscrite  depuis  longtemps  au  programme  des  cours  de  mathéma- 
tiques spéciales. 

On  sait  que  l'on  peut  mettre  une  telle  quantité  sous  la  forme  r 
(cos  a  -{-  i  sin  «),  /•  étant  son  module,  a  son  argument.   On  cou- 
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naît  également  la  facilité  avec  laquelle  on  est  conduit  à  établir 
un  erand  nombre  de  formules  de  la  théorie  des  fonctions  circu- 
laires  en  considérant  la  quantité  complexe  mise  sous  cette  forme 
trigonomé  trique. 

J'ai  remarqué,  —  et  il  est  bien  facile  de  faire  cette  remarque 
—  que  la  quantité  complexe  pouvait  se  mettre  sous  une  forme 
trigonométrique  renfermant,  au  lieu  de  /,  un  autre  symbole,  dont 
celui-ci  n'est  qu'un  cas  particulier.  Ce  symbole  (')  est  ij,  déjà 
considéré  par  Ilouël  dans  ses  éléments  delà  théorie  des  quantités 
complexes  et  iwnnl  lui  par  d'autres  mathématiciens,  et  que  je  défi- 
nis par  la  formule  : 

I;  r=  cos  6  -\-  i  siu  6 

D'après  cela,  pourvu  que  sin  0  soit  différent  de  zéro, 

.  i^  —  cos  0 

siii  0 

La  quantité  A  =  p  -f-  q  /',  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  /• 
(cos  a  -\-  i  sin  a),  peut  ainsi  se  représenter  par 

sin  (0  —  (i)  -f    1,,  sin   II 
(  I  )  A  rz  m   -\-  Il  1  ^  ^  r  


sin  0 

OÙ  Ton  a 

cos  0  I 

'  '     sin  0  sm  0 

On  peut  se  proposer  d'étudier  les  quantitc's  complexes  sous  la 
forme  m  -\- n  ij.  Cette  étude  ne  diffère  au  fond  aucunement  de 
l'étude  des  quantités /; -f- 7  i;  elle  présente  néanmoins  un  cer- 
tain intérêt  en  ce  que,  dans  la  recherche  des  formules  trigono- 
métriques,  elle  conduit  h  des  résultats  plus  généraux  que  ceux 
aux([uels  on  arrive  par  la  considération  des  ([uantités  de  la  forme 
p-h'/i. 

On  conçoit  dès  lors  ([ue  ceux  qui  enseignent  les  cicnicnts  île  la 
théorie  des  fonctions  circulaires  aux  jeunes  mathématiciens 
peuvent  avec  profil  leur  exposer  cette  étude  et  leur  inoiilicr  lom- 


(')  Dellavitlii  eiiiploif  le  sjmLoli-  l'i  pour  rcprcsciilir  1  oxiircssion  «os  0  -|-  '  !*•"  0; 
et  représente   la  ((uaiitité  f'  par  E. 

M.  Laisanl  emploie  les  mêmes  notations  dans  son  ouvrage  :  Thevnc  et  Ap/iit' 
cations  dvs  Ei/uij/ollencet, 
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ment  ils  peuvent  s'en  servir  dans  la  recherche  des  propriétés  de 
ces  fonctions. 

L'objet  de  la  présente  note  consiste  dans  un  exposé  très  suc- 
cinct des  règles  fondamentales  du  calcul  des  quantités  m  -f-  n  i^ 
et  dans  l'application  de  ces  règles  à  la  recherche  des  formules 
trigonométriques. 

Je  commencerai  par  établir  le  principe  de  l'égalité  de  deux 
quantités  complexes  écrites  sous  cette  forme, 

2.  Principe  de  Végalitè  de  deux  quantités  coniple.ves  de  la 
forme  m--\-  n  I9.  —  Considérons  la  relation 

((o^)  m  -\-  n  i(j  ^=-  m'  +  //lo  . 

En  y  remplaçant  i^  par  sa  valeur,  il  vient 

VI  -j-  11  (cos  G  -\-  Is'm  0)  z:^  m'  -\-  n'  (cos  0  +  /  siu  6) 

et  par  suite,  si  sin  f)  ^  o, 

((Oj)  m  znz  m' ,  n  ^:z  n' . 

L'égalité  (cjJ  est  donc  équivalente  au  svstème  (to^)  et  récipro- 
quement. 

3.  Opérations  fondamentales  sur  ces  quantités.  —  Les  règles 
du  calcul  des  quantités  de  la  forme  /•  (cos  a  -(-  i  sin  a)  étant  con- 
nues, on  peut,  en  se  basant  sur  la  relation  (i),  établir  sans  peine 

les    règles     du  calcul  de    ces    mêmes    quantités    mises    sous    la 

^  sin  (G  —  a)  -\-  le  sin  «       ,  ,  .   .    ,,  . 

lorme  /■ : — r .  Je  me  bornerai  a  taire  remarquer 

sin  G  i 

C[ue  l'on  a 

sin  (0  —  rt|)  -|-  i^  siii  f'i  sin  (0  —  «.,)  +  i^  sin  a., 

'^  ■  ^hTG  ■  '"^  ^hTG  ^ 

sin  (G  —  (1^  -\-  a.^;  -\-  iq  sin  (a,  +  </_,) 


/■,/•■: 


siuO 

et  que,  en  vertu  de  la  formule  de  INIoivre,  savoir 
(I)  (cos  a  -\-  i  sin  a)'"  =:  cos  ma  -f-  /  sin  ma, 

on  aura  aussi,  pour  /n  entier. 


r  sin  (G  — rt)  H-  H  sin»  T" 
^     '  I         ■  sin  G  I 


sin  (0  —  ma)  -\-  i^  sin  ma 
sin  G 
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4.   Expressions  î^énérnlos  des /)ni.ss(inces  entières  de   i^,    1  -f-  ij, 
1  —   I5.  —  On   sait  que  les   nrounienls  rospectils    des    quantités 

r        (>  i       ,  0 

I,,   I  H-  I5  et   1-4-  U  sont  y,  —  <*t  —  ^  —  ~   *^^  'P'^*   ' .  2  00s  —  et 
a  sin  —  sont  leurs  modules  respectifs.  I/applicalion  de  la  lorniulr 

(II)  donne  donc 

—  sin  (  ///  —  1^0-^  If,  sin  ;;/  0 

(III)  1;"  =  


sin  0 
0  ~' 


0  .  0 

—  sin(/"  —  -2  ' 1-  ii;  sni  w  — 


(IV)  (,    +l,)"'=U"'COS'      ^  ^.^^,^ 

In  T.!  .    »i    , 

{m  —  i) III  —   I  +  1'/  !^i»  —  {'> —  ~l 


0 

(V)   (i  —  ij)'"  =  ■!>'•  sin'"- 


i'ui  0 


5.  Conséquence  des  formules  précédentes.  —  La  ni»''tlu)d<'  ((ui 
lait  l'objet  de  cette  note  consiste  à  partir  dune  relation  A  --^^  o, 
à   mettre  'A  sous  la  forme  (i)  et  à  appliquer  le  principe  du  n"  •.>.. 

Je  me  propose  d'en  donner  quelques  exemples. 

6.  La  formule  du  binôme  île  Newton  penufl  d<»  translonner 
la  formule  (^11]  comme  suit,  pourvu  (pie /y/  soit  eulirr  el  positil. 

/,  =  m 

y     1)1  {m  —  r    ...  (m  —  1)  -\-  i)       ,,     ■  ,.  •  I  r. 

/'  =  "  [siii  (0  —  nin^  -f-  14  sia  ma]. 

D'autre  part,   la  formule  '111    donne 


re  par 


sin  (/y  —  i    0  sin  /;') 

;;hrÔ  •"   ''     sin  0 


Substitiiaiil  cette  valeur  (biiis  la  r<lalioii  précédente  el  applicpianl 
le  piiiicipf  du  II"  •-'..  il  vii-iil 

;/  -  m 

\^     m  (m  —  I  )  ...  (m  —  «  +  0     «<"    /'—  ')  ^* 
sin"'(0— a)—    > -. — T. -'"     " 

^  '  ^J  I.i     ...    p  SI"    'I 

sin'"    ''  (0  —  il)  =  »in"'    '  <)  MM  /I     -  mu;, 

!•  =  »i 

N"^     m    Hi—  I)  ...    (m  — »-f  I        sin //'I       .  .  , 

i     : £ 1 :— î mm'"  tt  sin'"    ''  •'•  —  </) 

/.  \  .-i  .  .      Il  sin  0 

.       I  ::::  «in'"    '  0  sin  ma. 
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Ces  formules  donnent  lieu  à  des  cas  particuliers  remarquables  ; 
citons  le  cas  oixH  =  in  a  : 

j>  =  m 

i '- ! 1 — ! sin  (d  —  i)  ma   sini>  a  sin"'-P  (m  —  i)  « 

ï.i  ...p 

7'   =  2  ... 

z=  sm  ma  siu'"  (m  —  i)  a. 

P  =  m 

V^     }n{m — i)  ...  (m — P+O      •  •„•»>,,/  ^ 

y     . i !■ !^ — ! sm  p  ma   sm  l'a  sm  "'~''  [m  —   i)   a 

^J  1.2    ...   p 

p  =  1  =  sin"'^  1  a  . 

r.  On  a,  par  la  formule  du  binôme,  dans  le  cas  où  m  est  entier 
et  positif, 


y     m    m  —  i)  .  ■  ■  (»i  —  p-\-  i)   ^1,  _ 
^i  i.i  ...  P  »~  ^ 


I  +  hY 


p  =  0 


Remplaçant  dans  cette  relation  i'^'  et  (i  +  le)'"  par  leurs  ex- 
pressions (III)  et  (lY)  et  faisant  usage  du  principe  du  n°  2,  on 
obtient  les  deux  équations 


I'  =  »i 


.     ,     .     \^     m  (m  —  I  )  ...  {m  —  P  +  i       •     /  ^  r, 

siu  0  4-      >     ■ '- — ■ sin(p  — i)0 


''     '  0     .    ,  ,   0 

r=  2'"  cos'"  —  sm  [m  —  2}  —  , 


Vm  (m  —  i)  ..  .  (/»  —  »+  1)      .        ^  e      .  0 
■ ■ !-— sm  pO  =  2'"  cos'"—  sm  m  — , 

/  J  i.i  .  .  .  p  ^  2  i 

P  =  1 
dont  la  seconde  est  bien  connue. 


8.  Considérons  encore  l'identité 

Elle  peut  s'écrire,  dans  l'hypothèse  de  m  entier  et  positif, 

p  =  m 

X"^    ,  m  (m  —  i)   .  .  .     //)  —  p  4-  I  )         ,      ,       , 

>       —  I,'' ■ '— 2;'    i  +  ij)'"-/'  i'  =1  —  1, 

^J  1,2  ...  ^  ' 

r  =  0 
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On  sait  que   (i  +  i,)"'~''  et  i'^'  ont   respectivement  pour   mo- 
dules 2"'-''cos  •"-''  -,   I   et  pour  arguments  [m — p)  -  et  p^). 

L'expression    générale   en    fonction    linéaire    de    i»    du    produit 

(i  -f-  le)'"-''  l'e'  est 


0 

2'"-''   COS'"-/'  


iiiu  0 


I  —  sin  [m  -\-p—-i)—    4-  ij  siu  {m  -\-  p)  — 


La  relation  précédente  peut  donc  s'écrire 


E 


p  =  0 


(-.)/' 


(/H l)    .  .  .    (/»  —  p   +    \) 


COS'"""''   


dn  0 


J  sin 


—  lo  sin  {m-\-  p) 


n- 


(i  — ift)'"  = 


2'"  sin'"  — 


sin  0 


>»  +  P  —V  — 


i) 


I  sin      [m  — 


m  —      —  ÏL  sin 

■1    ^ 


Appliquant  à  celle-ci  le  principe  du  n"  2,  il  vient 

(—  I  ''  ^ '—1 — _  COS'"-/'  —  sin  (m  4-  p  —  i)  — 

^^  1.1   ...   p  1  '  2 

p   =  0 

z=  sin"'  —  siii  I  [111  —  2)  —  —  //*  —  I, 

L  ■'         'j 

p  =  m 
>      —  I  ''  î^ ■ '—^ —   COS'"-/'  —  sin   m  +  p  — 

/    J  1.2    ...    O  2  \  '    f /    2 


p  =0 


=:  siu"' —  sin  —  ('J  —  —;. 
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SUR   UNE  VARIATION  ELEMENTAIJŒ 


Je  suis  très  reconnaissant  à  ^I.  II.  Brocard  de  ce  que  sa  lettre 
du  23  novembre  1900  (\oiv  Enseigne/ne/it /)ia(/i('/na(ifj/ie,  1 5  jan- 
vier 1901,  pi^ge  59)  me  permette  de  m'expliquer  sur  un  sujet 
que  je  désirais  aborder.  —  Dans  la  classe  de  Mathématiques  élé- 
mentaires, première  année  (section  du  baccalauréat),  on  n'ensei- 
gne pas  les  variations  du  rapport 

ax--\-bx  -\-  c 

a'x-  -\-Ij'x-\-  c' 

on  se  contente  de  montrer  aux  élèves  comment  la  discussion 
d'une  équation  du  second  degré  en  .r  permet  de  déterminer  le 
nKtximuin  et  le  miniinuiii  de  ?/  quand  ils  existent,  et  en  faisant 
ceci,  on  se  maintient  strictement  dans  les  limites  du  programme 
qui  n'exige  pas  autre  chose.  Les  problèmes  qui  conduisent  à  la 
discussion  d'une  fraction  rationnelle  du  second  degré  ne  sont  pas 
rares  ;  les  annales  du  baccalauréat  ès-sciences  et  des  concours 
écrits  pour  l'admission  aux  Ecoles  Saint-Cyr,  Navale,  etc.,  en 
fournissent  maints  exemples.  En  voici  deux  pris  au  hasard  : 

1°  Etant  données  une  circonférence  O  de  didinèlie  AB  =  2R,  et 
une  droite  CD  perpendiculaire  à  AB  en  un  de  ses  points  C  tel  (jue 
OC  =  a,  trouver  sur  la  courbe  un  point  M  dont  les  distances  MA 
et  MD  au  point  A  et  à  la  droite  CD  soient  dans  un  rapport  donne  v. 

En  faisant  A?^I  =  .r,  on  trouve 

_  Air 

^   "~     2ti  (R  -)-  «)  —  .f^   ■ 

2'^  Etant  donnes  un  tria/is^de  ABC  tV  une  droite  indéfinie  W  pas- 
sant par  A,  trouver  sur  cette  droite  un  point  M  dont  le  rapport 
des  distances  à  A  et  à  B,  ou  à  B  et  à  C  soit  donné. 

Le  carré'  du  rapport  est  évidemment  une  fraction  du  second 
degré  de  AM  =  x. 

Dans  ces  deux  questions,  il  suffit  (jue  les  élèves  imli([uent  les 
limites  entre  les([uelles  le  rapport  doit  être  compris  ou  non  com- 
pris pour  (jue  le  problème  soit  possible  ;  la  preuve  en  est  que, 
toutes   les   fois    (ju  un(>  solution  i;(>()ni('li'i<[ue  est  aisée    \\    trouver 
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'et  c'est  le  cas  des  deux  (jueslions  ci-dessus),  le  prolosseur  ne 
manque  pas  avec  raisoji  do  signaler  sa  recherche  à  l'atlenlion  des 
studieux,  alin  (jue  ceux-ci  retrouvenl  par  une  autre  voie  les 
conditions  de  limites.  Mais  c'est  tout  ;  le  nom  de  variation  nest 
pas  et  ne  doit  pas  être  prononcé. 

11  en  est  tout  autrement  dans  la  classe  de  Mathématiques  élé- 
mentaires, -a'  année  (section  préparatoire  aux  grandes  Ecoles), 
si  singulièrement  nommée  classe  de  Mathématiques  èlènienidircs 
supérieures  ;  sa  vraie  appellation  devrait  être  :  S/H'ciales,  Aok- 
veaii.v,  car  son  programme  consiste  précisément  à  revoir  dune 
façon  très  ap[)i'olondie  et  ii  compléter  le  courà  de  première  année, 
puis  ;»  dévelop[)cr  la  première  partie  du  Cours  d  Algèbre  de  spé- 
ciales, et  en  Analvti([uc,  l'étude  particulière  des  coniques. 

Dans  cette  classe,  le  professeur  a  les  coudées  beaucoup  plus  fran- 
ches. L'élude  élémentaire  des  variations  du  trinôme  ii.r-  -{-  /jj-  -\-  r 
et  de  sa  racine  carrée  le  conduit  naturellement  au  tracé  d'une 
parabole,  d'une  ellipse  ou  dune  hvperbole,  courbes  que  les 
élèves  connaisseiit  déjà  par  leur  définition  géométri([ue,  et  en 
conséquence  par  leur  équation  léduile  ;  et  ces  tracés,  laits  avec 
soin,  constituent  sans  eonlredil  la  meilleure  iiilroducliou  à  la  (léo- 
métrie  analyticjue. 

11  reste  mainlenaut  it  parler  du  fameux  rapport 

a.r-  -\-  h.r  -\-  c 


a'.r-  -\-  b'x  4"  c' 


Mon  avis,  consacré  par  de  nombreuses  années  il  expérience,  et 
que  je  suis  loin  délre  seul  à  partager,  est  ([uil  n'est  pas  du  tout 
inutile  que  les  élèves  sufllsamment  exercés  au  maniement  des  (onc- 
tions élémentaires  du  second  degré  apprennent  à  étudier  direc- 
tement la  variation  de  celte  iiaelion  sans  rci-oiirir  aux  dérivées. 
La  méthode  employée  (^')  n'est  point  si  artificieuse  ([ue  semble  b' 
croire  le  distingué  correspondant  de  V Ensei^neinenl  nuulièiiui- 
tùjue.  Elle  ne  consiste  qu'en  un  simple  changement  de  variable. 
Nous  posons  en  cH'et,  au  cas  de  uh'  —  Oti'  <  o  et  (t  ■'^-  o, 

X  =.r4-  — *- T^.  A  =:  (dc'  —  ca')-  —  (iih  —  Ixi')  (hc  — i//), 

nu  — ba 


C)   Du»',  ji;  fi-ois.  un   rcf^ri'ltô  .M.   Hoi-initp. 
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et  nous  avons 

a  I 


'"         'x+    ,..„      ^,......      -f-K 


hn — ab'    I  [ab' —  ba"/-  X. 

K  étant  une  constante.  Tout  se  réduit  donc  en  dernière  analyse  à 
la  variation  d'une  somme  de  deux  termes  de  produit  constant, 
cas  traité  dans  le  programme  élémentaire. 

Lorsque  y  est  susceptible  d'un  maximum  ou  d'un  minimum, 
les  valeurs  de  X  correspondantes  sont  les  racines  de  l'équation 

^  '  ab  —  ba)- 

ceci  se  présente  donc  lorsque  A  est  positif,  tandis  que  pour  A  néga- 
tif, ij  est  toujours  fonction  croissante  ou  décroissante  selon  que 
ah' —  ha  est  positif  ou  négatif.  Il  est  particulièrement  intéres- 
sant de  remarquer  que  les  valeurs  de  x  déduites  de  l'équation  (2) 
sont  précisément  les  racines  de  l'équation 

[ab'  — ha!)  .t-  -|- 1  [ad  —  ca')  x  -j-  bc'  —  ch'  ^  o, 

également  fournie  par  la  méthode  des  dérivées.  Ce  seul  rappro- 
chement suffirait,  suivant  moi,  à  justifier  l'emploi  de  la  méthode 
élémentaire,  concurremment  avec  celle  des  dérivées. 

Quant  à  ce  qui  est  de  la  cubique  représentative  du  rapport, 
je  suis  persuadé  que  sa  construction  faite  avec  soin,  par  exemple 
sur  papier  quadrillé,  avec  quelques  points  et  tangentes  impor- 
tants, est  un  très  utile  exercice  de  dessin  pour  les  élèves,  qui 
n'ont  pas  besoin  de  connaître  la  théorie  de  cette  courbe  pour  s'en 
faire  une  idée  suffisamment  approchée.  Un  schéma,  même  grossier, 
est  toujours  un  précieux  auxiliaire,  et  l'on  ne  saurait  trop  habi- 
tuer les  élèves  à  en  tracer  souvent  et  de  bonne  heure. 

Je  ne  sais  si  la  question  du  rapport  fait  partie  des  programmes 
d'enseignement  à  l'étranger,  au  moins  d'une  façon  officielle  ;  mais 
je  l'ai  vue  traitée  dans  des  périodiques  belges  ou  italiens  ('),  ce 
qui  porte  à  croire  que  mes  collègues  rédacteurs  de  ces  journaux 
ne  dillerent  guère  d'avis  avec  moi. 

P.  Bakb.vuin  (Bordeaux). 

(')  En  particulier  dans  Malhesls  (i88.i,  p.  ^-~). 
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L'enquête  sur  la  méthode  de  travail  des  mathématiciens. 

Ainsi  que  nous  l'avons  dit  dans  un  numéro  précûdent,  la  proposition 
si  intéressante  de  M,  Maillet  nous  a  valu  de  noniln-euses  correspon- 
dances. Sans  prétendre  à  classer  niéthodicpienient  les  idées  qui  s'y 
trouvent,  il  nous  paraît  utile  néanmoins  de  signaler  les  points  essentiels 
qui  nous  sont  signalés. 

Presque  tous  nos  correspondants  considèrent  (piun  <pi(sti(iimaire 
tel  que  celui  que  nous  avons  indiqué  devrait  porter  loul  d  ahurd  sur 
les  habitudes  de  travail. 

Ces  habitudes,  de[)uis  (pi'on  se  livre  à  des  travaux  personm-ls,  ont- 
elles  été  constantes,  ou  bien  ont-elles  subi  des  modifications  ?  La  recher- 
che du  but  a-l-elle  été  soutenue,  en  général,  d'une  façon  continue  et 
opiniâtre?  Au  contraire,  a-t-on  abandonné  à  certains  moments  le  sujet 
des  recherches  pour  y  revenir  plus  tard?  De  laquelle  de  ces  deux  mé- 
thodes (si  on  les  a  pratiquées  l'une  et  l'autre)  s"cst-on  le  mieux  trouvé? 
Le  travail  de  recherche,  dans  le  cours  d'une  journée,  dt)it-il  être  inin- 
terrompu, ou  coupé,  soit  par  d'autres  occupations,  soit  par  un  exercice 
physique?  Suivant  les  situations  particulières,  quel  est  le  meilleur  mode 
de  conciliation  entre  le  travail  personnel  de  recherche,  et  les  occupations 
professionnelles?  (Quelle  distinction  y  a-t-il  lieu  de  faire  entre  le  travail 
d'invention  et  celui  de  rédaction?  A-t-on  analysé,  en  général,  la  genèse 
des  vérités  découvertes,  aux<[uelles  l'inventeur  attache  une  importance 
particulière?  Quelle  est  la  part  d'importance  qu'on  attache  aux  lectures 
et  quels  sont  les  conseils  à  donner  à  ce  sujet  ?  Pour  aborder  un  travail, 
faut-il  commencer  par  lire  ce  (jui  a  été  écrit  sur  le  point  étudié?  \  aul-il 
mieux  laisser  à  l'espi'it  d  invention  son  entière  liberté  et  ne  se  livrer  aux 
lectures  qu'une  fois  en  possession  des  résultats?  Comment,  suivant 
quelles  règles,  les  lectures  doivent-elles  être  dirigées?  Dans  un  travail 
important  et  étendu,  comment  combine-t-on  la  recherche  proprement 
dite  et  la  rédaction?  Quelle  part  y  a-t-il  lieu  d'accorder  au  hasard  ou  à 
l'inspiration,  dans  la  découverte  mathématiqiiw  ? 

Dans  [)lusieurs  lettres,  on  signale  aussi,  comme  intéressantes  à  poser, 
des  questions  sur  1  hygiène  de  l'alimtMitation,  du  sommeil,  la  préfé- 
rence donnée  au  travail  du  matin  ou  à  celui  du  soir,  les  exercices  phy- 
siques à  recommundrr,    suivant  les  Ages,    l'ulilili'"   des   occupations   ou 
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distractions  intellecluelles  (littéraires,  artistiques,  etc.)  étrangères  aux 
mathématiques,  le  rôle  des  périodes  de  repos  prolongé,  telles  que  les 
vacances. 

Enfin,  pour  être  sincères,  nous  devons  avouer  aussi  que  nous  avons 
rencontré  (en  petit  nombre,  ilrest  vrai)  quelques  objections.  Les  mathé- 
maticiens, nous  dit-on,  ne  vous  répondront  pas.  Beaucoup  d'entre  eux, 
n'ont  pas  cherché  à  analyser  leurs  méthodes  de  travail;  d'autres  en  ont 
conscience,  mais  considèrent  que  c'est  une  sorte  de  propriété  person- 
nelle et  un  domaine  réservé.  Ils  garderont  pour  eux  les  procédés  dont 
ils  se  trouvent  bien  et  ne  les  livreront  pas. 

Nous  ne  croyons  pas  ces  objections  (ondées,  au  moins  d'une  manière 
générale.  Tout  d  abord,  personne  n  est  tenu  de  répondi'e,  et  surtout  de 
répondre  à  toutes  les  questions  posées.  Et  puis,  admettre  que  des  ma- 
thématiciens dignes  de  ce  titre  veuillent  garder  leurs  méthodes  de  tra- 
vail comme  une  sorte  de  secret,  c  est  leur  faire  injure  et  remonter  de 
plusieurs  siècles  en  arrière.  Il  est  possible  que  quelques-uns,  s  inspirant 
d'un  sentiment  de  modestie  exagérée,  hésitent  au  premier  moment  à 
donner  des  renseignements  qu'ils  ont  le  droit  de  considérer  comme 
dénués  d  intérêt.  Mais,  en  y  réfléchissant,  ils  reconnaîtront  qu'il  y  a  là 
au  contraire  un  ensemble  d'informations  dune  haute  utilité  pour  les 
jeunes  mathématiciens,  et  nous  sommes  persuadés  que  cette  considé- 
ration sufiira  à  lever  leurs  scrupules. 

Quelques  (torrespondants  ont  émis  l  opinion  qu'il  y  aurait  également 
intérêt  et  utilité  à  recueillir  des  renseignements  analogues  sur  des  ma- 
thématiciens décédés,  renseignements  qu  on  se  procurerait  soit  grâce  à 
leurs  familles,  soit  à  l'aide  de  données  historiques.  D^une  façon  géné- 
rale, la  chose  ne  semble  pas  ti"ès  facile;  mais  le  résultat,  même  dans 
la  limite  restreinte  de  ce  qui  est  possible,  serait  assurément  instructif. 

Nous  livrons  ces  diverses  observations  a.  l'attention  de  nos  lecteurs, 
afin  d'en  provoquer  encore  de  nouvelles,  avant  d  arriver  à  la  formule 
définitive.  Le  projet  dont  l'initiative  est  due  à  M.  Maillet  est  de  ceux 
qui  méritent,  en  raison  même  de  leur  importance,  d  être  longuement 
et  attentivement  préparés,  avant  de  passer  de  1  idée  pi'emière  à  l  exé- 
cution. 

M.  G.  Humbert. 

M.  Georges  Humbert  a  été  élu  men)bre  de  la  section  de  Géométrie, 
par  l'Académie  des  sciences  de  Paris,  dans  la  séance  du  i8  mars  der- 
nier, en  remplacement  de  M.  Hermite. 

Ingénieur  en  chef  des  mines,  professeur  d  analvse  à  l'école  poly- 
technique, M.  G.  Humbert  est  connu  depuis  longtemps  déjà  par  ses 
beaux  et  nombreux  travaux,  qui  ont  porté  surtout  sur  les  applications 
de  l'Analyse  à  la  Géométrie,  et  sur  la  théorie  des  fonctions. 

Nous  sommes  heureux  d'enregistrer  la  distinction  nouvelle  et  l)ien 
méritée  dont  ce  savant  vient  d  être  l  objet. 


lu.    MOI    lAIll) 
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Congrès  des  mathématiciens  allemands. 

Les  niatlii-malicinns  alleniaiuls  se  rininii-oiil  celte  année  à  IlAMnornn, 
(lu  -Il  au  28  septembre,  en  nii^iiie  temps  que  les  médecins  et  les  natu- 
ralistes. Les  séances  de  la  section  «  Matliéinati(jues,  Astronomie  et 
Géodésie  >>  seront  présidées  par  M>L  Sciureut,  Scnonn  et  Mkssf.r- 
SCHMITT.  Le  comité  d  organisation  a  estimé  qu'il  est  préférable  que  les 
questions  qui  se  rattachent  à  l'enseignement  des  sciences  mathéma- 
tiques soient  discutées  dans  celte  même  section  ;  en  conséquence  il  n'y 
aura  pas  de  section  spécialement  consacrée  à  renseignement. 

M.  Th.  Moutard  (M. 

Moutard  (Théodore-I'hireiitin]  naquit  à  Soull/.  (llaut-l\hin)  le  27 
juillet  1827  ;  il  entra  à  l'Ecole  polytechnique  en  i8'|'»  et  sortit  dans  les 
mines;  nommé  ingénieur  ordinaire  en  i8',(),  il  vit  sa  carrière  brisée 
pour  refus  de  prestation  de  serment  à  ri"]mpire  en  iSVjt.  N  ayant  pas 
de  fortune  personnelle,  il  se  voua  à  renseignement  libre  ;  sa  réputation 
comme  professeur  le  lit  bientôt  rechercher  dans  la  plupart  des  pensions 
célèbres  de  Paris  qui  préparaient  aux  écoles  du  gouvernement  ;  c'est 
en  grande  partie  à  lui  que  1  on  doit  l'introduction  des  déterminants  et 
des  méthodes  de  la  Géométrie  moderne  dans  les  habitudes  de  l'enseigne- 
ment secondaii'e  et  il  a  fait  faire  de  grands  progrès  à  renseignement  de 
la  Géométrie  analyti([ue  en  obligeant  ses  collègues  à  imiter  ses  méllKules. 

Mais  Moutard  ne  fut  pas  seulement  un  professeur  éminent;  la  Géo- 
métrie lui  doit  une  foule  de  théories  intéressantes  ;  il  publiait  peu,  et 
se  bornait  dans  ses  écrits  à  nuii-quer  ce  qu  il  y  avait  d'essentiel  dans 
ses  découvei'tes  ;  souvent  aussi  il  se  conli'nlail  d  énoncer  verbalcinfnt 
les  résultats  auxquels  il  était  parvenu. 

En  premier  lieu,  nous  devons  signaler  les  notes  de  lui  cpii  ont  paru 
dans  les  œuvres  de  Poncelet,  et  parmi  ces  notes  un  travail  remarquable 
sur  les  polygones  à  la  fois  inscrits  dans  un<;  coni<pie  et  circonscrits  à 
une  autre,  dans  lequel  on  voit  les  foiK'tions  ellipti<[u<'s  apparaître  sous 
un  jour  tout  particulier. 

Il  est  1  inventeur  des  ccuirbes  et  des  surfaces  anallagmatiipies,  c'est- 
à-dire  de  ces  ligures  qui  sont  à  elles-mêmes  leurs  prcqtres  transfornu*es 
par  rayons  vectt-urs  réciproques.  Les  courbes  anallagmatiques  scmt 
très  nondtrcuses,  et  un  grand  nombre  de  ciuirbes  anallagmatiques 
sont  célèbres  ;  ce  sont  les  ovab-s  de  Descartes,  la  lemniscate,  les 
podaires  des  conifpies,  le  strtqihoïde,  la  ciss<fïde,  etc  Parmi  les  surlaces 
anallagmatitpies.  Mtuitard  a  signalé  une  nouvelle  famille  di-  mii  l.ic  es 
triplement  orthogonales. 

On   doit   également    à    Moutard,   dans    un    ;iuti*e    ordre    d'idt.  -,  un. 


['     Lu   purtriiit  ili-  M.  Moiit<ir<l  f»!  onrnrli-  <liin«   I<'   |iii'>ciit   iiiiidi'to 

Enseignoiiicnt  iiiiilh.  i5 


222  CHROXIQUE 

étude  remarquable  sur  les  fonctions  harmoniques  entières  et  des 
remarques  curieuses  sur  les  équations  d  ordre  supérieur  aux  dérivées 
partielles. 

En  18^0,  il  eut  la  satisfaction  de  se  voir  réintégré  dans  le  corps  des 
mines  ;  mais  déjà  sous  1  empire  il  .avait  été  nommé  répétiteur  à  l'Ecole 
polytechnique,  puis  exauiinateur  d'entrée,  et  enfin  en  i883  examinateur 
de  sortie  et  professeur  à  1  Ecole  des  mines.  Il  est  mort  le  l'i  mars  1901, 
deux  ans  seulement  après  avoir  pris  sa  retraite. 

M.  B.  Schwalbe. 

M.  B.  Sch^valbe,  directeur  du  Realgymnasium  et  membre  du  Conseil 
de  l'Instruction  publique  de  Berlin,  vient  de  mourir  subitement  dans 
sa  soixantième  année.  Mathématicien  fort  distingué,  M.  Schwalbe  était 
aussi  un  professeur  de  grand  mérite.  C  était  l'une  des  personnalités  les 
plus  en  vue  dans  le  corps  enseignant  allemand.  Il  a  contribué,  pour 
une  bonne  part,  aux  progrès  réalisés  dans  l'enseignement  des  mathé- 
matiques dans  les  écoles  de  la  Prusse.  Il  fut  l'un  des  membres  fonda- 
teurs de  l'Association  pour  l'avancement  de  l'enseignement  des  sciences 
mathématiques  et  naturelles,  et  dirigeait  avec  M.  Pietzker,  notre 
éminent  collaborateur,  les  Unterriclitsbîâttcr  fur  Matliematik  iind 
Pliysik,  organe  de  cette  association. 

ÏNous  nous  associons  de  tout  cœur  aux  regrets  que  laisse  derrière 
lui  le  savant  professeur  et  nous  adressons  à  ses  proches  nos  plus 
sincères  condoléances. 

Valentin  Balbin, 

Le  18  janvier  est  décédé  à  Buenos-Ayres  le  D''  Valentin  Balbin,  l'un 
des  mathématiciens  les  plus  connus  de  l'Amérique  du  Sud. 

L'organisation  des  études  mathématiques  prit  naissance  à  Buenos- 
Ayres  dans  le  premier  tiers  du  siècle  dernier,  peu  après  1  indépendance 
argentine  ;  elle  débuta  par  les  leçons  de  Don  Avelino  Diaz.  Après  Diaz, 
les  professeui's  de  mathématiques  ont  été  presque  uniquement  des 
étrangers  qui  ont  formé  des  élèves  argentins;  parmi  ceux-ci,  Balbin 
tient  le  premier  rang.  II  a  introduit  dans  la  République  argentine  1  étude 
des  matliématiqucs  supérieures;  pour  les  besoins  de  son  enseignement 
il  a  écrit  les  Elenicnlos  del  câlcido  de  los  ciialernioncs  (i88ji  et  un  7'ra- 
tado  de  eslereomctria  gcnética  (iSy'i).  En  plus  il  a  publié  des  traductions 
espagnoles  des  éléments  de  Statique  gi*aphique  de  Schlotke,  de  la 
Géométrie  analytique  de  Casey,  de  la  méthode  des  moindres  carrés  de 
Merriman,  du  Tracé  des  courbes  données  en  coordonnées  cartésiennes 
de  Woolsey  Johnson,  des  Systèmes  de  barres  articulées  de  Xeuberg  et 
de  la  Géométrie  plane  moderne  de  llichardson  et  Bamsay.  Tous  ces 
ouvrages,  écrits  en  anglais  ou  en  allemand,  sont  ainsi  devenus  acces- 
eil)les  aux  étudiants  argentins  qui  lisent  tous  couramment  le  français  et 
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peuvent    ainsi  étudier  directement  les    œuvres  des  mathématiciens  de 
France. 

Balbin  possédait  une  grande  érudition  et  sa  l)il)liolhèque  mathéma- 
tique est  la  plus  riche  de  l'Amérique  du  Sud,  Il  a  été  aussi  le  fondateur 
et  le  directeur  de  la  Rc^'ista  de  Matcniâticas  clenicritalc.t,  la  seule  revue 
exclusivement  mathématique  de  cette  partie  du  monde.  Pour  les  besoins 
de  l'enseignement  secondaire,  Balbin  a  écrit  des  traités  de  mathémati- 
ques élémentaires.  Valentin  Balbin  a  été,  avant  tout,  un  éducateur  quia 
formé  des  élèves  et  a  ouvert  la  voie  des  études  malhénialiques  supé- 
rieures dans  la  Républicpie  argentine;  son  nom  mérite  au  plus  haut 
point  d'élre  signalé  aux  lecteurs  de  V /:nsci<^nciiicnt  mal/ici/ialif/iic. 


CORRESPOxXDANCE 


Bar-le-Diic,  20  mars  1901. 

Dans  un  article  récemment  paru  au  présent  Journal  (1900,  p.  3o3- 
3o'>),M.  A.  Potier  a  signalé  lutilité  d'un  procédé  mnémotechnique  pour 
retrouver  prouqitcment  les  analogies  de  Neper  et  les  formules  de 
Delambre. 

La  lecture  de  cet  arlicle  m  avait  immédiatement  remis  en  ujémoirele 
procédé  proposé  dans  les  Ao«c(7/es  Anna/es  de  MathciiKtliqiics  par 
M.  G.  Dostor  et  publié  dans  ce  recueil  en  1866  (p.  ',  i^-^'^o)  sous  le 
titre  de  :  Règle  mnémonique  pour  retrouver  les  formules  de  Delambre. 

ComuK!  la  question  touche  à  un  point  de  pédagogie,  autrement  dit  à 
un  moyen  d'enseignement  de  formules  mathématicpu's,  j'ai  eu  la  pensée 
de  faire  à  ce  sujet  quebpies  recherches  bibiiograpliifpies. 

M.  Dostor  {loc.  cit.)  a  rappelé  que  Neper,  1  inventeur  des  logarithmes, 
avait  imaginé  un  moyen  très  simple  d'écrire  avec  cei-titude  les  relations 
qui  existent  entre  les  côtés  et  les  angles  du  triangle  sphéi-ique  rectangle. 
.Son  procédé  est  basé  sur  la  construction  d'un  pentagone  dit  j)c/iiagonc 
de  Nrper. 

Pour  les  formules  de  Delambre,  il  faut  employer  un  licX(i<^otic  au 
lieu  d'un  j)entagone. 

Il  se  peut  ((ue  le  procédé  de  Neper  ail  été  retrouvé  dans  la  suite  par 
d  autres  mathématiciens,  car  il  paraît  avoir  été  attribué  à  Mauduit, 
comme  cela  résulte  d'une  note  de  Tei-<|uem  (Xoin'cllcs  Annales,  iSîi, 
p.  i8'j);  mais  voici  un    témoignage  plus  concluant    que  je  rencontre, 
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dans  une  noie  de  Pingre  sur  la  Trigonométrie  sphérique  réduite  à  quati*e 
analogies  (Mém.  de  l'Acad.  des  Se.  pour  17^^»,  p.  \^~-\()(^)- 

L'auteur  annonce  qu'il  avait  remarqué  dans  l'introduction  à  la  vraie 
Physique,  de  Keill,  a  les  treize  analogies  des  triangles  sphériques  rec- 
tangles réduites  seulement  à  deux.  Henri  Gellibrand  les  avait  déjà  pro- 
posées au  chapitre  m  de  la  seconde  partie  de  la  Trigonométrie  britanni- 
que. Il  paraît  faire  honneur  de  l'invention  au  iiaron  de  Merchiston. 

«  Pour  1  intelligence  de  nos  règles,  il  faut  supposer  cinq  parties  dans 
tout  triangle  l'ectatigle,  les  deux  côtés,  le  complément  de  l'hypoténuse  et 
les  deux  compléments  des  angles  obliques.  » 

Ce  témoignage  deviendra  plus  précis  lorsque  j'aurai  rappelé  que  le 
baron  de  Merchiston  désigne  ici  Neper  (ijSo-iGi^),  que  Vlntroductio 
ad  i'eram  Pliysieam  de  Keill  est  de  1702,  et  que  la  Trigonometria  Britan- 
nica de  Gellihrand  est  de  i633. 

Ayant  ainsi  démontré  que  les  méthodes  abrégées  de  reconstitution 
des  formules  de  la  Trigonométrie  sphérique  ont  été  depuis  longtemps  à 
la  disposition  des  mathématiciens,  je  me  bornerai  à  indiquer  les  articles 
publiés  à  ce  sujet  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Matliématiques,  dans 
la  pensée  que  le  lecteur  pourra  s'y  référer  aisément. 

Gerono.  —   Note  sur  une  démonstration    des    analogies   de    Xeper 

(1843,  p.    222-223). 

.1.  ConTAZAR.  —  Démonstration  des  analogies  de  Xeper  (1847, 
p.  218-220). 

Crelle.  — Formules  de  Delambre  et  analogies  de  Neper  déduites 
immédiatement  des  formules  fondamentales  de  la  trigonométrie  sphéri- 
que (1848,  p.  232-233;  d'après  l'article  paru  au  Journal  de  Crcllc, 
XII,  p.  348;i834). 

jNIauduit.  —  (i83i.  Voir  ci-dessus.) 

C.  Keogh  et  V.-A.  Lebesgue.  —  La  trigonométrie  sphérique  sim- 
plifiée dans  ses  formules  et  ses  démonstrations  (i8'j3,  p.  3o',-3i2). 

INI.  CHASLEsetC.  Forestier.  —  Mnémotechnie  trigonométrico-sphé- 
rique(i853,  p.  3i2-3t4). 

Voir  aussi  V Astronomie  de  Delambre  et  la  Géodésie  de  L.-B.  Fran- 
CŒUR  (6*^  éd.  1879,  p.  67-68). 

G.  DosTOR.  — (1866.  Voir  ci-dessus.) 

Ces  indications  bibliogi*aphiques  auraient  à  être  complétées,  mais 
j'ai  voulu  seulement  établir  que  la  mnémotechnie  pédagogique  des  for- 
mules de  la  Trigonométrie  sphérique  et  en  particulier  des  formules  de 
Neper  et  de  Delambre  est  connue  depuis  longtenqis  et  que,  si  elle  ne 
semble  pas  avoir  pénétré  davantage  dans  l'enseignement,  ce  n'est  pas 
faute  d'avoir  été  réinventée  par  tous  les  mathématiciens  qui  ont  ren- 
contré de  sérieuses  occasions  de  les  appliquer. 

IL  Brocard 
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Paris,   J  avril  lyoi 

Sur  la  composition  des  forces  dans  le  plan.  —  Le  pi'ocôdé  tradition- 
nellement suivi  pour  déduire  la  composition  des  forces  parallèles  de 
celle  des  iorces  concourantes  semble  (iuel([ue  peu  artiliciel.  il  est  pour- 
tant bien  facile,  comme  je  lai  fait  voir,  il  y  a  plus  de  vingt  ans  (N.  A., 
'2,"  série,  t.  XIX,  p.  1 1 J;  1880),  deffectuer  cette  déduction  par  un  simple 
passage  à  la  limite.  Vous  jugerez  peut-êti'c  à  propos  de  replacer  sous 
les  yeux  des  professeurs  de  mathématiques  élémentaires  ce  procédé  très 
simple  qui  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Soient,  dans  un  plan,  deux  forces  F  et  F'  appliquées  aux  points  A  et 
A'  invariablement  liés  lun  à  1  autre.  La  l'ésullante  R  de  ces  deux  forces 
passe  par  leur  point  de  rencontre  C,  et  on  a,  d'après  la  règle  du  paral- 
léK>grammc, 

R F_ _  1' 

sin  (l-'F')    ~   siu  (RF')     ~    siu  (FR) 

Or,  si  la  résultante  coupe  au  point  B  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
ACA',  on  a 

(FF')  =  T.  —  ABA',         (RF')  =  BAA'         (FR)  rz  AA'B. 

On  en  déduit  immédiatement  que 

R     _     F      _  _j^  _       F  +  F' 
AA'  ~~    BA'    ~~XB    "~  AB  H-  BA' 

Lorsque  les  forces  F  et  F',  tout  en  restant  appliquées  aux  points  A 
et  A',  deviennent  parallèles  et  de  même  sens,  le  point  G  est  l'cjeté  à  lin- 
lini,  le  cercle  ACA' se  réduit  à  la  droite  AA'sur  laquelle  se  trouve  alors 
le  point  B,  et  comme,  en  ce  cas,  AB  -(-  BA'  =  AA',  il  vient  ll=F  +  F'. 
Ainsi  se  trouve  établie  la  composition  des  forces  parallèles. 

Le  théorème  précédent  montre  que  si  les  forces  F  et  F'  tournent,  dans 
leur  plan  commun,  du  même  angle  autour  des  points  A  et  A',  leur  résul- 
tante R  tourne  aussi  de  cet  angle  autour  du  point  B,  propriété  qui,  de 
proche  en  proche,  s'étend  imnjédiatemenl  à  un  nombre  (pielconque  de 
Iorces  situées  d  une  manière  (pielcimqno  dans  un  plan... 

M.  u'Oc.vcNE. 


5  avril   hjùi  . 

A  propos  de  mon  article  Sur  la  construction  des  coni(jucs  en  Géométrie 
l>rojectii'e  [^),  il  peut  éln-  ulilf  d'ajouter  certains  détails  qui  m'avaient 
échappé  juscjuaujourd'hui. 


(';   Voir  ci-dessus,  p.  uoi. 
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Et  tout  d'abord,  je  dois  dire  que  les  considérations  exposées  dans 
l'article  en  question  ne  sont  pas,  autant  que  je  le  croyais  et  autant  que 
je  lai  écrit,  indépendantes  du  théorème  de  Pascal.  En  effet  le  tracé 
d'une  ligne  auxiliaire  transforme  la  figure  i  en  une  nouvelle  figure  dans 
laquelle  il  est  possible,  pour  peu  que  l'attention  y  soit  attirée,  de  retrou- 
ver deux  hexagones  de  Pascal,  chacun  avec  la  droite  sur  laquelle  se  cou- 
pent ses  côtés  opposés. 

Cette  constatation  diminue-t-elle  l'intérêt  que  paraissait  offrir  la  con- 
struction démontrée  ?  Il  m'est  difficile  de  répondre  impartialement  à 
cette  question.  Cependant,  en  écartant  autant  que  possible  tout  point 
de  vue  personnel,  il  me  semble:  i'^  que,  pratiquement,  la  construction  de 
Pascal  est  préférable,  puisque  plus  simple  ;  2"  que  pédagogiquement  la 
démonstration  qui  amène  à  celle  de  mon  article  ne  perd  rien  de  son 
intérêt.  En  effet,  le  théoi'ème  de  Pascal,  tel  qu'il  est  ordinairement 
démontré  en  Géométrie  projective,  ne  l'est  qu'au  moyen  d'une  méthode 
toute  particulière  que  l'on  sent  trop  se  rapprocher  de  l'artifice  pour  ne 
pas  dire  du  «  truc  ».  Si,  au  contraire,  cVune  façon  purement  et  absolu- 
ment générale,  on  démontre  les  conclusions  exposées  dans  mon  article, 
rien  n'empêche  que,  comme  corollaire,  on  fasse  remarquer  comment 
on  peut  y  retrouver  tout  naturellement  la  fameuse  propriété  dun  hexa- 
gone que  circonscrit  une  conique. 

De  plus,  la  construction  des  tangentes  et  la  résolution  d  autres  problè- 
mes spéciaux,  considérés  comme  cas  particuliers  de  celui  que  j'ai 
donné  dans  V Enseignement  mathématique,  sont,  pour  ceux  qui  commen- 
cent à  étudier  la  Géométrie  synthétique,  plus  avantageuses  que  la  réso- 
lution de  ces  mêmes  problèmes  basée  sur  le  théorème  de  Pascal;  elles 
réclament  en  effet  plus  d'effort  et  de  réflexion. 

Je  tiens  encore  à  dire  que  ces  problèmes  sont,  outre  les  deux  fonda- 
mentaux, non  au  mornbre  de  six,  mais  bien  au  nombre  de  dix,  comme  il 
est  facile  de  s'en  apercevoir. 

Agréez,  etc.  Mauhice  Allialme  (Louvain). 


Lyon,  6  avril   1901. 

Monsieur  le  Dii'ecteur, 

Je  vousadressse  quelques  lignes  en  réponse  à  une  question  de  M.  Bro- 
card (page  iHo,  numéro  du  i5  mars). 

Je  reproduis  en  italiques  les  divers  paragraphes  de  lu  question. 

L'enseignement  de  V Astronomie  est-il  complètement  libre?  Il  existe  des 
ouvrages  dont  les  auteurs,  se  plaçant  au  point  de  vue  strictement  t/iéolo- 
giquc,  affirment  l'immobilité  de  la  terre  et  réfutent  victorieusement  les  pré- 
tendues ttiéories  qui  ont  cours  dans  l'enseignement  public.  Suivant  eux, 
les  arguments  en  faveur  de  la  rotation  de  la  terre  sont  de  purs  sophismes. 

Je  ne  connais  pas  les  ouvrages  auxquels    fait    allusi»)n  M.    Brocard 


CORRESPO.\DAyCE  227 

mais  je  sais  (jue  clans  tout  le  sud-est  de  la  rrancc,  il  n'est  pas  un  pro- 
fesseur ecclésiastique  qui  ne  soit  pas  convaincu  de  la  rotation  de  la 
terre  ;  d'ailleurs  je  ne  vois  pas  en  quoi  consiste  le  point  de  vue  théolo- 
gique, car  aucun  traité  actuel  de  théologie  ne  s'occupe  de  la  rotation  de 
la  terre. 

Ceci  me  conduit  à  penser  que  rAstrononiie  /noderne  est  encore  ta.rée 
d'hérésie.  Est-ce  exact? 

Cette  pensée  n'a  plus  sa  raison  d  être  de  nos  jours  ;  autrement,  tous 
les  professeurs  ecclésiastiques  que  je  connais  et  qui  enseignent  l'Astro- 
nomie seraient  des  hérétiques. 

Un  ecclésiastique  a-t-il  le  droit  d'enseigner  l  Astronomie  d'après  les 
théories  modernes  et  d'affirmer  la  rotation  de  la  terre!' 

Ce  que  j  ai  dit  plus  haut  répond  sullisamment  à  cette  question.  J  ajou- 
tei*ai  seulement  que  le  fait  de  la  condamnation  de  Galilée  pour  son  affir- 
mation de  la  rotation  de  la  terre  est  le  seul  exemple  que  je  connaisse 
d  une  immixtion  d  un  tribunal  ecclésiastique  dans  une  question  purement 
scientiliquo.  l^sl-il  l)esoin  de  rappeler  que  la  sentence  de  ce  tribunal  ne 
fut  jamais  raliliée  par  son  président  et  par  suite  n  a  jamais  eu  besoin 
d  être  rapportée  ? 

Permettez-moi,  monsieur  le  Directeur,  de  vous  dire  avec  quelle  satis- 
faction j'ai  accueilli  la  fondation  de  votre  Revue,  comme  tribune  ouverte 
à  tous  les  membres  de  l'enseignement  et  permettant  d'y  émettre  des 
idées  qui  ne  pourraient  guère  se  faire  jour  ailleurs.  Les  deux  années 
déjà  parues  de  cette  Revue  montrent  bien  que  vous  savez  réaliser  cette 
[)artie  de  votre  programme  (en  particulier  :  la  première  correspondance 

de  M.  lirocard  sur  la  lonction  >/  =     ,  .,  .    , , — ; — ■  1. 

-^  a.v- -f- h  x  -j-  c'/ 

Agréez,  etc. 

11.    l'ol  ll.I.IAM). 


Questions  et  remarques  diverses. 

Dans  une  lellrc  personnelle  récente,  notre  exc<'lleiil  cullalK)raleiu'  et 
ami  le  commandant  Brocard  s'exprime  ainsi  : 

«  Le  hasard  des  lectures  et  des  t)uvrages  consultés  donne;  fréqvuMu- 
ment  lieu  à  des  trouvailles  inattendues  qui,  ne  répondant  pas  à  l'ordi'c 
d  idées  du  moment,  demeurent  inconnues  des  chercheurs  à  ([ui  elles 
seraient  utiles.  Je  crois  qu  il  conviendrait  d'ouvrir  ici  une  colonne  à 
leur  intention,  \i\lc  serait  intitulée,  par  exemple  :  Petites  remarques 
pour  l'histoire  cl  l  enseignement  des  sciences  mathématiques. 

«  Les  ni>t<^s  ainsi  recueillies  feraient  profiter  nos  collègues  de  beaii- 
coup  de  résultais  qu'ils  seraient  certaineuH-nt  dans  l'iiiipossibllité  de  ren- 
contrer au  cours  de  leurs  recherches  habituelles.    » 

L  idée  nous  parait  en  elfel  heureuse.  Mais,  dans  llmpossibilllé  maté- 
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rielle  où  nous  sommes  de  multiplier  les  rubriques,  sous  peine  de  com- 
pliquer les  choses  et  de  rendre  les  recherches  pénibles,  le  mieux,  nous 
«emble-t-il,  est  de  faille  figurer  les  petites  notes  dont  il  s'agit  dans  la 
Cori'espondance,  sous  le  titre  «  Questions  et  remarques  diverses  ». 

Ces  notes,  dont  nous  commençons  la  publication  immédiatement,  por- 
teront des  numéros  d'ordre,  afin  de  sinjplifier  les  indications  bibliogra- 
phiques ultérienres,  mais  il  est  bien  entendu  que  nous  ne  puijlierons 
pas  régulièrement  ni  systématiquement  de  réponses. 

Les  réflexions  que  les  remarques  dont  il  s'agit  pourraient  provoquer 
trouveront  place  tantôt  dans  la  Correspondance,  si  elles  sont  brèves, 
tantôt  dans  des  articles  plus  ou  moins  étendus. 

La  iîédaction. 

1.  —  Analo<^les  fausses  en  Malliéniatiqacs.  —  Ne  pourrait-on  réunir 
sous  ce  titre  la  série,  peu  étendue  d'ailleurs,  des  propositions  inexactes 
fondées  sur  l'analogie  en  Géométrie  et  dans  les  diverses  branches  des 
Mathématiques.  Il  arrive  aux  jeunes  mathématiciens  de  les  formuler 
assez  souvent;  il  conviendrait  de  chercher  le  moyen  de  leur  éviter  ce 
mécompte.  H.  B. 

2.  —  Imprécisioti  des  quantités  évaluées  en  nombres  de  six  chiffres  et 
plus.  —  On  rencontre  assez  fréquemment  dans  les  ouvrages  scientifiques 
des  nombres  de  six  chiffres  et  plus,  qui  ont  la  prétention  de  représenter 
des  résultats  de  mesures  ou  différentes  évaluations  numériques,  par 
exemple,  la  superficie  d'un  terrain  de  plusieurs  hectares  en  mèti'es 
carrés;  la  distance  entre  deux  stations  en  hectomètres  et  décimètres; 
l'altitude  d'un  repèi'e,  en  mètres  et  millimètres;  le  rendement  d'une 
coupe  de  bois  en  stères  et  décimètres  cubes;  le  bilan  d'un  société  finan- 
cière, en  millions  de  francs  et  centimes,  etc. 

La  bibliographie  de  ces  fantaisies  numériques  aurait  quelque  utilité, 
ne  serait-ce  que  pour  montrer  l'abus  (ju  on  fait  des  chiffres,  auxquels  on 
est  porté  à  attribuer  naïvement  une  sorte  de  puissance  magique. 

Je  propose  de  réunir  ici  quelques  spécimens  de  ces  nombres. 

II.  B. 

3.  — J'ai  vu  dans  les  ouvrages  scientifiques  la  locution  cxperimcntuin 
cruels  pour  désigner  l'expérience  décisive  qui  tranchera  entre  deux 
hypothèses. 

Cette  locution  est,  paraît-il,  de  Bacon.  Pourrait-on  me  dire  à  quel 
endroit  de  ses  œuvres? 

Par  la  même  occasion,  voudrail-ou  vérifier  où  se  trouve  la  définition 
de  l'art  :  honio  additus  naturae,  ([ui  lui  a  été  attribuée?  II.  B, 
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A.   Makkoil.  —  Calcul   des  probabilités  :   Sainl-Pélersbourg,  iiupriiuerio 
de  lAcadéiuie  des  Scicuces,  1900  (en  russe). 

Il  existe  un  grand  nombre  d'ouvrages  sur  le  calcul  des  probabilités,  mais 
la  matière  est  tellement  vaste  que  tous  ces  ouvrages  présentent  de  grandes 
dissemblances.  Le  livre  de  M.  MarkolFpeut  être  rangé  parmi  les  plus  clairs, 
les  mieux  ordonnés  et  les  plus  intéressants.  On  en  jugera  par  le  résumé 
suivant. 

Le  premier  chapitre  est  consacrt-  aux  déiînitions  ioudainentales  et  aux 
théorèmes  généraux  relatifs  à  l'addition  et  à  la  multiplication  des  probabi- 
lités. Pour  bien  faire  comprendre  le  sens  et  l'importance  de  ces  théorèmes, 
l'auteur  considère  une  urne  renfermant  des  boules  blanches  et  des  boules 
noires  numérotées  et  d'où  il  suppose  qu  on  retire  une  ou  plusieurs  boules. 
On  peut  ainsi  examiner  diverses  probabilités  et  les  calculer  au  moyen  des 
théorèmes  démontrés. 

Au  début  du  chapitre  11  qui  a  pour  titre  De  la  n'-pcliliun  des  expériences, 
nous  rencontrons  d'abord  deux  démonstrations  fort  élégantes  du  théorème 
suivant  : 

Si  pour  n  expériences  indépendantes,  la  probabilité  d'un  événement  E  a  des 
valeurs  différentes  y^j,  p.,,...  p„,  la  probabilité  que  l'événement  E  arrivera 
;;/  fois  dans  les  n  expériences  est  égal  au  coefficient  de  ^"'  dans  le  produit 

{pr  +  'h)  (/V  +72)---  (P>,'+  V'O-  t^i'  7'  =  I  —  /''■ 

n! 

Si  «.  —  />.....  =:/^„=P,  la  probabilité  est —-  p„^(/"-">,  ou  r/=  i—p. 

'*       ^-  '  1'       »  lit .  [Il  —  III).'   ' 

Vient  ensuite  le  célèbre  théorème  de  Bernoulli  que  M.  Markoff  établit  en 
s  appuyant  sur  l'inégalité  de  Laplace  qu'il  a  légèrement  modifiée. 

Voici  comment  le  théorème  de  Laplace  est  énoncé  : 

Si  <,  et  t,  désignent  deux  nombres  quelconques  (/,  <  t^.  et  si  n  grandit 
indéfiniment,  la  probabilité  des  inégalités  np-\-ti\/ mpq  </;/<///>-|-'2V  '^"l'Q 
a  pour  limite  iinlégrale    — =     1      e'''dl.  {n.  m,  p.  q  ont  b-s  mêmes  siguifîca- 

tious  que  pbis  haut).  Ou  eu  déduit  alors  le  théorème  de  Bernoulli  : 

Ktant  donnés  arbitrairement  deux  nombres  positifs  t  et  r,,  pour  des  valeurs 

suffisamment  grandes  de  n  la  probabilité  des  inégalités  — e< /'<C  4"  ' 

est  supérieure  à  i  —  /, . 

Dans  le  chapitre  m  l'auteur  définit  l'espérance  mallninatiquc,  établit  les 
théorèmes  relatifs  â  l'addition  et  la  multiplication  des  espérances  mathéma- 
tiques.  Il  eu  déduit  la  remarquable  inégalité  de  Tchebych.ff,  la  généralisa- 
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tioa  du  théorème  de  Bernoulli.  Le  chapitre  se  termine  par  le  théorème  de 
Poisson,  appelé  la  Loi  des  grands  nombres. 

Les  chapitres  iv  et  v  renferment  les  solutions  de  nombreux  problèmes  bien 
choisis,  par  exemple  ceux  sur  les  joueurs,  sur  la  loterie,  le  problème  célèbre 
de  TchebychefT  (étant  pris  au  hasard  les  deux  termes  d'une  fraction,  proba- 
bilité que  celte  fraction  est  irréductible),  et  un  problème  bien  connu,  traité 
par  Buffon,  dans  son  Essai  d'arithmétique  morale  {  \'^  volume  du  supplé- 
ment à  l'histoire  naturelle). 

En  voici  l'énoncé  : 

Sur  un  plan  recouvert  d'une  série  de  droites  parallèles  à  la  distance  h  les 
unes  des  autres,  on  lance  une  aiguille  dont  la  longueur  l  est  plus  petite 
que  h.  Trouver  la  probabilité  que  cette    aiguille   coupera  l'une  dos  droites 
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tracées  sur  le  plan.  On  sait  que  cette  probabilité  est  égale  à  • 

A  ce  sujet,  M.  Markoff  raconte  qu'un  astronome  de  Zurich  voulant  véi^fier 
expérimentalement  ce  résultat,  traça  des  lignes  parallèles  distantes  les  unes 
des  autres  de  45  millimètres,  et  prit  une  aiguille  dont  la  longueur  était 
de  36  millimètres.  L'aiguille  fut  lancée  5ooo  fois,  elle  rencontra  une  ligne 
2^32  fois;  la  probabilité  résultant  de  cette  expérience  est  o,5o64,  tandis 
que  la  probabilité  théorique  est  o,5o93.  La  faible  différence  de  ces  résultats 
peut  être  considérée  comme  une  vérification  du  théorème  de  Bernoulli. 

Le  chapitre  vi  est  intitulé  :  Probabilités  des  hypothèses  et  des  événements 
futurs.  L'auteur  y  établit  la  formule  de  Bayes,  sur  les  probabilités  des 
hypothèses,  et  il  en  déduit  une  autre  formule  qu'on  peut  utiliser  pour  cal- 
culer les  probabilités  des  événements  futurs.  Suivent  quelques  applications. 

M.  Markoff  termine  ce  chapitre  par  quelques  mots  sur  la  probabilité  des 
témoignages,  dans  le  but  de  montrer  que  ces  questions  ont  un  caractère 
insuffisamment  déiini  et  ne  peuvent  être  résolues  qu'au  moyen  d'hypothèses 
plus  ou  moins  arbitraires.  Il  cite  comme  cxem])lc  un  problème  Iraité  par 
Bouniakovsky. 

Enlin  les  deux  derniers  chapitres  sont  consacrés  à  la  méthode  des  moindres 
carrés  et  à  l'assurance  sur  la  vie. 

Ainsi  qu'on  le  voit,  l'ouvrage  de  >L  Markoff  donne  une  idée  suffisamment 
complète  dos  méthodes  et  des  applications  du  calcul  des  probabilités  ;  la 
lecture  en  est  aisée,  attachante  même,  et  peut  èlre  recommandée  aux  mallié- 
maticiens  qui  connaissent  la  langue  russe. 

G.   P.vPELiEu  (Orléans). 

Cu.  Alasia.  —  La  récente  Geometria  del  triangolo. 

Rectification.  —  Dans  le  compte  rendu  de  cet  intéressant  ouvrage,  publié 
dans  le  dernier  numéro,  il  s'est  glissé  une  faute,  due  à  l'omission  d  une 
ligne  ou  deux,  et  le  sens  de  la  phrase  se  trouve  couiplèlemcnt  déiuiluré. 
Voici,  à  partir  du  bas  de  la  page  i44  (^'^  ligne  en  rcmontaul)  comment  le 
texte  doit  être  rétabli  : 

«  M.  C.  Alasia  résume  en  un  court  chapitre  les  connaissances  antérieures 
«  acquises  de  tout  temps  sur  le  triangle,  donne  un  aperçu  de  Géométrogra- 
«  phie  particulièrement  utile  dans  la  Géométrie  récente;  puis  il  entre  plei- 
«  ncment,  etc.  ». 
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Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  mil  hcsoudcror  Riicksichi  auf  dio 
lîciliu-friissc  (Ici-  LdiriT  ;ni  liiilu'icii  Lnlorrichlsanslallcn.  Goi^riintlet  1841 
dureh  J.-A.  Gkl.mckt.  Drille  Ri-ilio,  lieransgegcljon  von  ]•].  Lampe, 
W.  Franz  Meyf.k.  E.  Jaiinki:.  i.  Baiid  ;  i.  u.  2.  (doppel)  Ilott,  mil  oincm 
Bildnis  Roinliold  lloppe's.  —  Prix  de  raboimemenl  pour  un  \oliime  do 
4  fascirules  :  11  MK.  13.  G.  Teubncr,  Leipzia^.    1901. 

Nous  avons  dc'-jà  eu  1  oCL'asion  il  allirer  l'attention  de  nos  lecteurs  >ui"  la 
Iransl'ornialion  que  vient  de  subir  la  direction  de  cel  iinporlanl  recueil.  A 
partir  de  cette  troisième  série  chaque  volume  des  archives  comprendra  24 
feuilles  réparties  en  quatre  fascicules.  Il  paraîtra  chaque  année  environ  six 
fascicules.  Voici  le  sommaire  des  deux  premiers  fascicules  réunis  en  un  seul  : 

Du:  Hkkausgekku  :  Zur  Einfiilirung.  —  E.  La.mim;  :  Nachruf  fiir  Reinhold 
Hoppe.  —  Cn.  IIekmite  :  l^xtrait  d'une  lettre  à  M.  ]•!.  Jahnke.  — (^ii.  IIkkmite: 
Sur  une  équation  transcendante.  —  J.  ^^'EI^•GARTEN  :  Ueber  die  gcometri- 
schen  Beilingungen,  dcneu  die  Unstedigkeilen  der  Dcrivierlen,  etc.  — 
G.  Darboux  :  Sur  les  transformations  conformes  de  l'espace  à  trois  dimen- 
sions. —  Vj.  Lampe  :  Ausziigo  ans  zwei  Briefen  an  V.  Richelot  von  S.  Aron- 
hold.  ^  D.  Hii.BERT  :  Matliemalische  Problème.  —  ^L  Kralse  :  ZnrTIieorie 
der  Tiietalunktionen  zwcior  veriinderlichen  Gnissen.  —  P.  Appei.l  :  Sur 
une  suite  de  polynômes  ayant  toutes  leurs  racines  réelles. —  A.  C».  Greenhill  : 
Applications  of  llio  elliptic  intégral  of  ihe  ihird  kind.  —  O.  Ll.mmek  :  L'eber 
die  (iiltigkcit  des  Draperschen  (icsetzes.  —  St.  Joi.i.es  :  Die  Beziehungcn 
der  Zentralellipse  eincs  ebenen  Flachenstuckes  zu  seincm  imaginiiren  Bilde. 
—  E.  Lemoi.ne  :  Principes  de  la  Géométrographie  ou  art  des  constructions 
g<''Ométriques.  —  V.  Kom.merei.i,  :  Ein  Salz  ùber  geodiitischc  Linien.  — 
IC.  ILvENTscuEi.  :  Ueber  die  Reducklion  des  elliptischen  Intégrais  crster  Gat- 
tnng  etc.  —  E.  Steimtz  :  Die  (jeradon  der  Reyeschen  Konliguralion.  — 
P.  S(;ii\FnEiTLiN  ;  Ueber  die  Nullslellen  der  Besselsehenfunktionen  zweiter 
.\rt.  —  E.  Lanuau  ;  Ueber  cine  zahlentheoretisclie  Aufgabe.  —  K.  Gaspary  : 
Zur  neucren  Dreiecksgcomelrie.  —  ^L  u  Ocagne  :  Etude  élémentaire  dn 
conoïde  de  Pliicker.  —  R.  Muller  :  Isophoten  und  Isophengen,  insl)eson- 
dcrcaufdcn  l'Iiichen  zweiter  Ordnung.  —  K.  Cwojdzinski  ;  Der  Lol|)unkt, 
ein  neuer  mcrkwiirdiger  Punkt  des  Dreiecks.  —  IC.  Jaunke  :  Bermerkun- 
gen     zur    vorst<dien<li'n  Notiz.  —  Rezensionen.  —  Vcrmischte  Mitteilungen. 

Atti  délia  Reale   Accademia  dei  Lincei  ;  anno    298.  1901  ;  série  5»; 

Ilin<lic<iiili  :  vnl.    lu  :  abonu'  ,  un  vol.,    Italie,  L.,   10  ;     Rome,    tip.  dell.  R. 
ace.  dei  Liiicei. 

Janvier.    —    Levi   Civita  :    Sulla    detirmina/ione   di    soln/ioiii    paiticolari 
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di  una  sistema  canonico,  quando  se  ne  conosce  qualche  intégrale  o  rclazione 
invariante.  —  Levi-Civita  :    Suite  de  1  article  précédent. 

Février.  —  Weingakten  :  Sulle  superficie  di  discontinuità  nella  teoria 
délia  elasticità  dei  corpi  solidi.  —  Bertim  :  Sui  sistemi  lineari  di  grado 
zéro. 

Mars.  —  Tedoxe  :  SuUa  det'ormazione  dellc  piastre  di  grossezza  finita. 
Levi-Civita  :  Sui  moti  stazionari  dei  sistemi  olonorai.  —  Co.ntarim  :  Sulla 
determinazione  dei  moti  sismici.  —  Boggio  :  Suir  equilibrio  dellc  piastre 
elastiche  incastrate. 

Bibliotheca  Mathematica,  Zeitschrift  fur  Geschichte  der  mathematischen 
Wissenschaften,  herausgegeben  von  G.  Enesrôm.  3  Folge  ;  2.  Band  ;  1. 
Heft  ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig,   1901. 

G.  Enestrôm  :  Ueber  litterarische  und  wissenschaftliche  Geschiclits- 
schreibung  aut'  dem  Gebiete  der  Matheraatik.  —  W.  Sch.midt  :  Zur  Geschi- 
chte du  Isopcrimetric  im  Altertume.  —  P.  Tannery  ;  Le  philosophe  Aganis 
est-il  identique  à  Geminus  ?  —  H.  Suter  ;  Das  Rechenbuch  des  Abu  Zaka- 
rijà-el-Hassàr.  —  P.  TaniNery  :  Sur  la  «  Pratica  geometriae  Hugonis  ».  — 
P.  Tannery  :  Sur  le  «  Liber  augmenti  et  diminutionis  »  compilé  par  Abra- 
ham.—  M.  Curtze:  Zur  Geschichte  der  Kreismessung.  —  M.  Steixschxeider  : 
Die  mathematischen  Wissenchaften  bei  den  Juden  i44i-i5oo.  —  G.  Heixrich  : 
James  Gregorys  «  Vera  circuli  et  hyperbolae  quadratura  «. — A.  V.  Brau.n- 
MÛHL  :  Hist.  Untcrsuchung  der  ersten  Arbeiten  ûber  Interpolation.  — A.  Y. 
Braunmùhl  :  Zur  Geschichte  der  Enstchung  des  sogenannten  Moivreschcn 
Satzes.  —A.  \.  Braunmùhl  :  Zur  Geschichte  du  Trigonométrie  im  xviii. 
Jahrhundert.  —  P.  Staeckel  :  Beitriige  zur  Geschichte  der  Fuuklionen- 
theorie  im  .wiii.  Jahrhundert.  —  P.  Staeckel  :  Karl  Peterson,  1828--1881. 
—  P.  Staeckel  :  Wie  soUen  die  Titel  der  math.  Zeitchriften  abgekùrzt 
werden  ?  —  N.  J.  Hatzid.vkis  :  Sur  quelques  points  de  la  terminologie  ma- 
thématique. 

Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  sciences  ;  t.  lii  ■ 
in-4"  ;  abonnement  annuel  ;  Union  postale,  34  tr.:  Paris,  Gautliier-Villars, 
1901. 

N*^  10  (11  mars).  —  Hatt  :  Utilisation  des  points  de  CoUins  pour  la 
détermination  d'un  quadrilatère.  —  P.  Dl'hem  :  Sur  les  ondes  du  second 
ordre  par  rapport  au.v  vitesses  que  peut  présenter  un  liquide  visqueux.  — 
G.  Dateou-v  :  Notice  sur  la  vie  et  sur  les  travaux  de  M.  Th.  Moutard,  — 
Ed.  Maillet  :  Sur  une  certaine  catégorie  de  fonctions  transcendantes.  — 
L.  Autonne  :  Sur  les  groupes   quaternaires  réguliers  d'ordre  Uni. 

jS"  II  (18  mars).  —  P.  Dlhem  :  De  la  propagation  des  discontinuités  dans 
un  fluide  visqueux.  —  P.  Cousin  :  Sur  les  zéros  des  fonctions  entières  de  // 
variables.  —  Ribikre  :  Sur  les  vibrations  des  poutres  encastrées.  —  E.  M\r- 
CHis  :  Sur  le  diagramme  entropique.  —  E.  Jougm;t  :  Sur  la  ])ropagation 
des  discontinuités  dans  les  fluides. 

N*^  12  (23  mars).  —  De  Jonquières  :  Xote  au  sujet  d  une  précédente  com- 
munication. —  Mittag-Lefi-ler  :  Sur  une  formule  de  M.  Fredholm.  — 
H.  Padé  ;  Sur  l'expression  générale  de  la  fraction  rationnelle  approchée 
de  (i-f-j;)'".  —  A.  I'oxsot  :  C^haleur  spi'TiHqne  d'un  mélange  gazeux  de 
corps  en  équilibre  cliimique. 
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N'^  i3  (i*^""  avril).  —  A.  Liapounoff  :  Une  proposition  générale  du  calcul 
des  probabilités.  —  Servant  :  Sur  la  déformation  du  parabolo'ùlc  général.  — 
M.  d'Ooacne  :  Sur  la  somme  des  angles  d'un  polygone  à  connexion  multiple. 

X''  i.\  (9  avril).  —  H.  Sebert  :  Sur  l'utilité  scientifique  dune  langue  auxi- 
liaire internationale.  —  Cu.  Méray  :  Sur  les  services  que  peut  rendre  aux 
Sciences  la  langue  auxiliaire  internationale  de  M.  le  D""  Zanienhof,  connue 
sous  le  nom  d'   «  Espéranto  ». 

N'^  i5  (i5  avril).  —  G.  Lippmann  :  Sur  la  j)uissance  représentative  d'une 
portion  finie  de  courbe  continue.  —  Em.  Borel  :  Sur  la  décomposition  des 
fonctions  méroniorphes  en  éléments  simples.  —  Ed.  Maillet  :  Sur  les 
racines  des  équations  transcendantEs.  —  H.  Padé  :  Sur  la  fraction  continue 
de  Sticltjes.  —  G.  A.   Miller  :  Sur  les  groupes  d'opérations. 

N"  16  [ïi  avril).  —  Em.  Picard  :  Sur  les  résidus  et  les  périodes  des  inté- 
grales doubles  de  fonctions  rationnelles.  —  A.  Chauveau  :  Analyse  de  la 
dépense  du  travail  moteur  de  la  machine  qui  soulève  le  poids  de  l'homme 
occupé  à  faire  du  travail  résistant  sur  la  roue  de  Hirn.  Comparaison  avec 
la  dépense  qu'entraîne  ce  même  travail  moteur  accompli  par  l'honime  en 
soulevant  lui-même  son  poids  sur  la  roue.  —  P.  Uuuem  :  De  la  propagation 
des  discontinuités  dans  un  fluide  visqueux.  Extension  de  la  loi  d'Hugoniot. 
—  R.  Bricard  :  Sur  une  question  relative  au  déplacement  d'une  figure  de 
grandeur  invariable.  —  Em.  Bouel  :  Sur  les  fonctions  entières  de  plusieurs 
variables  et  les  modes  de  croissance. 

N"  17  (29  avril).  —  P.  Duhe.m  :  Sur  la  stabilité  d  un  système  animé  d'un 
mouvement  de  rotation.  —  H.  Lebesgue  :  Sur  une  généralisation  de  l'inté- 
grale définie.  —  H.  Dulac  :  Sur  les  intégrales  analytiques  des  équations 
différentielles  du  premier  ordre  dans  le  voisinage  de  conditions  initiales 
singulières.  —  De  Séglier  :  Sur  les  équations  de  certains  groupes. 

L'Education  mathématique,  journal  publié  par  Cu.  Bioche  et  H.  Yuibert; 
jiai'ait  le  i*^''  et  le  i  ")  de  fliaque  nu>is  ;  abonnement  annuel,  Union  postale, 
6  fr.;  3*^  année,   1900-1901  ;  Paris,  Nony. 

Nous  signalerons  :  Remarques  sur  les  théorèmes  fondamentaux  de  la  géo- 
métrie. —  U'ne  application  de  l'Arithmétique  à  PHistoirc.  —  Questions  rela- 
tives aux  diviseurs  d'un  nombre.  —  Remarques  relatives  aux  lieux  géomé- 
triques. —  Sur  la  mise  en  équation  des  problèmes.  —  Histoire  de  l'algèbre 
élémentaire.  —  Exposants  ;  historique  de  cette  notation.  —  Les  femmes 
mathématiciennes.  —  M.  Hermite.  —  Sur  les  systèmes  d'équations.  —  Sur 
1  infini  en  arithmétique  et  en  géométrie.  —  Poésie  des  mathématiques. 

L'Enseignement  chrétien,  organe  de    l'alliance  des    maisons    d'éducation 
chriliciiue,  dirigé'  par  lalihé  Moltuard,  paraissant  le  i''""  de  chaque  mois; 
abonnement  annutl  :   Union  postale,    i  i  fr.  ;  10'^  anm'-e,  1901  ;  Paris,  Pous- 
sielgue. 
Mars.  —  E.  CuAii.AN  :   Un  progrès  mathématique  à  réaliser. 

Jornal  de  Sciencias  mathematicas  e  astronomicas,  dirigé  par  D.-P, 
Gomes  Teixeira.  V(d.  XIV.    n"   3.    i9<»o;    Coinibra.    imprensa  da    Universi- 
dade. 
M.  Lerch  :  Sur  la  fonction  Ç  (.s)  pour    les   vabiirs   impaires  de  largumenl. 
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—  J.-F.  d'Avillez:  Sur  quelques  propriétés  de  trois  cercles  concentriques 
à  une  ellipse.  —  G.  Giro.ndi.m  :  Sur  quelques  propriétés  des  coniques.  — 
Bibliographia. 

Journal  de  l'Ecole  Polytechnique;    -i"  série,   5"  et  6'-  cahiers;  Paris, 

Gauthier-^'illars,  1901. 

5*^  cahier.  —  E.  Caspari  ;  Azimut,  latitude  et  longitude  par  des  hauteurs 
égales  d'astres.  —  Ed.  Maillet  :  Les  groupes  de  classe  N  —  11  de  degré  N 
au  moins  u  —  i  fois  transitifs.  —  L.  Lecoknu  :  Sur  l'éqnilibre  d'élasticité  du 
tore.  — P.  Appell  :  Sur  l'équilibre  d'un  flotteur  avec  un  chargement  liquide. 

—  E.  Carvallo  :  Théorie  du  mouvement  du  monocycle  et  de  la  bicyclette. 
6"^  cahier.  —  E.  Carvallo  :  Théorie  du  mouvement  du  monocycle  et  de  la 

bicyclette  (suite  et  fin).  —  J.  Andrade  :  A  propos  de  deux  problèmes  de 
probabilités.  —  A.  Boulanger  :  Détermination  des  invariants  différentiels 
fondamentaux  attachés  au  groupe  Gieg  de  M.  Klein.  —  Ed.  Maillet  :  Sur  les 
graphiques  et  les  formules  d'annonces  de  crues.  —  C.  Ribière  :  Sur  divers 
cas  de  la  flexion  des  cylindres  à  base  circulaire. 

Journal  de  mathématiques  élémentaires,  publié  par  G.  Mariaud; 
26*^  année,  1900-1901;  abonnement  annuel  :  Union  postale,  7  fr.;  Paris, 
Ch.  Delagrave. 

Journal  de  Mathématiques  spéciales,  publié  par  G.  M\riaud;  26^  année, 
1900-1901  ;  abonnement  annuel  :  Union  postale,  9  fr.  ;  Paris,  Ch.  Delagrave. 

Monatshefte  fiir  Mathematik  und  Physik,  hcrausgegeben  von  prof. 
G. -Y.  EscHERicn  und  prof.  L.  Gi:GiiNi{ALi;R  ;  12''  année,  1901  ;  2*^  et  3'  fasc.  ; 
Eisenstein  et  C''^,  Vienne. 

Ed.  Janisch  ;  Evoluten  als  Contourcurven  windscliiefer  Flachen.  — 
W.  Laska  :  Ueber  ein  Problera  der  photogrammetrischen  Kûstenaufnahme. 
—  F.  ScHiFFNer  :  Die  slereoskopische  Reliefperspective.  —  K.  Zorawski  : 
Ueber  infinitésimale  Transformationen  der  Ebene,  wclche  gewissen  geome- 
trischen  Bedingungen  genûgen.  —  J.  Plemlj  ;  Ueber  système  linearer  Diffe- 
reutialgleichungen  erster  Ordnung  mitdoppeltperiodischen  Coefficienten.  — 
H.  Oppenueimer  :  Ueber  die  durch  Punktpaarsysteme  einer  Cj  veranlassten 
Curvcn  und  ihrc  Zusammenhange.  —  E.  Kohl  :  Ueber  die  Stefan'sL-he  Ent- 
wicklung  der  Ma.KweH'schcn  Gleichungen  und  ihrc  Voraussetzungen. —  Litc- 
ratur-Bcrichte. 

Nieuw  Archief  voor  Wiskunde,  publié  par  J.-C.  Kluyvtr,  1).-J.  Kor- 
TEWEG  en  P. -H.  S<;houte.  Tweede  Ileeks,  Decl  Y,  l^erste  stuks  ;  Amster- 
dam, Delsman  eu  Nolthenius,  1901. 

D.-J.  KoRTEWEG  :  Overzicht  der  door  den  heer  A.-N.  Godefroy  nagelaten 
handschriften  en  teekeniiigen  over  Krorame  lijnen  en  gebogen  oppervlakken, 
aanwezig  op  de  Universiteits-Biblioteek  te  Amsterdam.  —  P.-U.  Schoute  : 
De  prijsvraag  van  Godefroy.  —  ^Y.  Kapteyn  :  Sur  la  solution  la  plus  géné- 
rale do  deux  équations  aux  dérivées  partielles.  — A.-J.  S^art  :  Een  vraag- 
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É  V  K  E  u  X ,     IMPRIMERIE    DE    CHARLES     H  É  R I  S  S  E  Y 


(;k()ii(;es  r,iu  m:i 


Le  samedi  '21  juillet  ic)00.  me  leiuliiiit  au  Lycée  ii  Iheure  tle 
ma  classe,  je  rencontrais  le  camarade  Brunel  ([ul  venait  précisé- 
MHMil  de  laire  std>ir  ii  mes  ('li'ves  leur  interronralion  lichdoma- 
daire,  et,  pentlant  (juel<|ues  minutes,  nous  éelianjrions  nos 
impressions  sur  les  aptitudes  et  les  progrès  de  ceitains  d'entre 
eux.  Cette  conversation  était,  hclas  !  la  dernii-rr  ([ue  je  devais 
avoir  avec  mon  ami  ;  le  surlendemain,  une  coufrestion  pulmo- 
naire de  marche  ioudroyante  enlevait  en  ([uekjues  heures  le  doven 
regretté  de  la  l'acuité'  des  sciences  de  Bordeaux,  et  plongeait 
dans  un  ileud  ciiitdlcuifnl  ressenti  lliiiversité  hoich-laise  tout 
entière. 

Brunel  était  né-  ;i  Ahln'ville  en  i856;  son  fri'an(l-i)ére  et  son 
père  étaient  d  hahilt's  mcnuisieis  auprès  des<|nt']s  il  :i|)j)iil 
dabord  le  maniement  des  outils  ;  mais  la  précoce  intelligence 
du  jeune  apprenti,  entretenue  et  di''v<'l(»ppé'(^  p;ir  la  lecture  de 
fjuel([ues  livies  de  sciences  ([ue  i-eniennait  la  ltil)li(»tlii'(|U('  de  la 
maison,  ne  tarda  pas  ii  s'élever  au-dessus  du  niveau  de  retal)li 
paternel;  n  1  âge  de  onze  ans  il  entrait  au  collège  d  Ahhex  illr 
pour  commencer  ses  classes,  cl  en  moins  de  neul  années,  dou- 
Idanl  les  étapes,  il  faisait  toutes  ses  humanités,  passait  ses  hacca- 
Liuréats,  puis  se  faisait  recevoii'  ;i  I  iù-oli-  l'ol\  techniipie  et  a 
1  Ecole  .Normale  iseclion  scientili([ui'   . 

l'ar  sa  droiture,  sa  iraiiche  hoiihomie,  son  iiiepuisahie  <-om- 
plaisance,  il  exerça  immédiatement  sur  ses  camai-ades  (rec(de 
rascendant  ([u'il  ilevail  avoir  plus  tai'd,  et  i>  un  plus  haut  degré, 
il  la  Faculté  îles  sciences  de  Bordeaux  et  :i  la  Socié-lé»  des  sciences 
pInsKjiies  de  cette  ville,  soit  coiiiine  jilolesseiii'.  puis  do\  en  de 
la  piemn'ie.   soit  comme  secretaiie  de   la  sec(»ii(le. 

Son  érudition  éMait  consideiahle  et  sa  mi'iiioiie  prodigieuse  ; 
l(Ui|ours  prêt  il  mettre  lune  et  iMulie  :iu  service  de  ses  amis,  il 
Kiiscijfnomfiit    niiilh.  it'i 
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était  lieureux  (ju  un  vint  Ini  doinander  tel  on  tel  renseignement 
bibliographique  ;  rarement  on  le  trouvait  en  défaut  sur  ce  point, 
et  pour  ma  part,  j'ai  eu  souvent  recours  à  lui  ;  en  vérité,  il  y 
mettait  tant  de  l)onne  grâce  que  l'on  aurait  pu  croire  qu'il  était 
encore  mon  obligé. 

Le  genre  desprit  mathématique  de  Brunel  était  très  personnel. 
D'abord  sa  première  éducation,  presque  exclusivement  pratique, 
avait  laissé  chez  lui  une  empreinte  ineffaçable .  De  l)onne  heure 
il  avait  été  accoutumé  à  voir  et  à  concevoir  les  objets  avec  leurs 
formes  réelles,  concrètes  et  vivantes,  et  ces  formes  apparaissaient 
nettement  h  son  esprit  à  travers  les  symboles  et  les  .r  de  l'Al- 
gèbre. Servi  d'ailleurs  par  une  remarquable  habileté  manuelle, 
il  savait  donner  une  curieuse  réalité  à  certaines  de  ses  concep- 
tions. 

Dans  la  notice  émue  et  éloquente  que  M.  P.  Duhem  a  consacrée 
à  la  mémoire  de  Brunel  [Association  amicale  des  anciens  élèves 
de  r  Ecole  Normale  Supérieure,  1901,  p,  io3-ii6),  se  trouve 
cité  à  ce  sujet  un  fait  caractéristique.  «  Un  algébriste  illustre 
«  avait   énoncé    cette    proposition  àWnalysis  situs  :  Toutes  m:s 

«  SURFACES  FERMÉES  SONT  DES  SURFACES  A  DEUX  COTES.  QuclqUCS 

«  jours  après  la  publication  du  mémoire  qui  la  renfermait. 
«  Brunel  prouva  a  la  Société  des  sciences  physiques  de  Bordeaux 
((  que  cette  proposition  était  fausse  ;  il  ne  se  contenta  pas  de  le 
«  démontrer,  il  construisit  des  modèles  de  surfaces  lermées  à  un 
«  seul  coté.  »  (23  janvier  1896.) 

\.'Anali/sis  situs  l'attirait  beaucoup  ;  il  avait  réuni  les  maté- 
riaux d'une  bibliographie  raisonnée  de  cette  science,  dont  il  devait 
ensuite  écrire  un  traité  complet  que  la  mort  ne  lui  a  même  pas 
permis  de  commencer  ;  c'est  une  immense  perte. 

Comme  mathématicien,  Brunel  n'appartient  à  aucune  école, 
ou,  pour  parler  plus  exactement,  il  prend  de  cha([ue  école  ce 
(|u  il  trouve  bon  et  ce  qu'il  sait  convenir  le  mieux  à  la  tournure 
de  son  esprit.  Il  est  élégant  dans  ses  démonstrations  et  ses 
déductions  à  la  manière  française  ;  mais  il  possède,  de  plus  que 
la  plupart  de  ses  compatriotes,  une  vive  force  d'imagination  qui 
lui  permet  de  se  représenter  distinctement  les  détails  d'un 
ensemble  compliqué  sans  perdre  néanmoins  de  vue  les  grandes 
lignes  de  cet  ensemble  ;  de  plus,  à  sa  soitie  de  1  Ecole  Normale, 
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il  a  suivi  ii  T^oipzij^  les  lortcs  leçons  de  l" .  Kli'iii,  et  sous  l'auto- 
riti'  lie  ee  maître,  il  a  gagné  une  grandi"  rapidité  d  intuition  et 
une  »>\traordinaiie  aptitude  à  dénièlei'  le  sens  parfois  tiès  obseur 
de  certaines  C(»nceptions  des  savants  allemands. 

Son  uMivre  mathématique  est  considérable,  mais  peu  connue, 
parce  qu'elle  porte  en  grande  partie  sur  des  «pieslions  utiles, 
sans  doute,  mais  dilficiles.  peu  a  la  nu>de,  et  parlant  ptni  propres 
à  taire  briilei-  le  savant  ([ui  s  y  attache  ;  on  en  trouve  la  liste 
détaillée  dans  la  notice  de  M.  P.  Duheni.  Hn  dehors  d'un 
Mémoire  sur  les  courbes  i^auclies  dans  un  espace  linéaire  à  n 
dimensions  Math.  Annalen,  1882,  et  de  la  thèse  doctorale  sur  les 
lîelations  alij;ébrifjues  des  fonctions  lijiperi^èoniétriques  de  s^enre 
//o/.vwwc (Annales  de  l'Ecole  Normale  Supérieure.  i883}, presque 
toutes  les  communications  de  Brunel  sont  insérées  aux  procès- 
verbaux  des  séances  et  aux  mémoii'es  de  la  Société  des  sciences 
jj/ii/si(jues  et  niitnrelles  de  Bordeau.v,  dont  pendant  (juatoize  ans 
on  peut  diie  qu  il  lut  1  àme;  beaucoup  d  entre  elles  sont  relatives 
il  \  Analt/sis  situs,  aux  conligurations  régulières  tracées  sur  les 
surfaces,  aux  systèmes  de  duades,  triades,  «-ades,  etc. 

Mais  l'activité  scientifique  île  Brunel  ne  s'e.xerçait  pas    nniquc»- 

ment  dans  le  domaine  mathématique.  .V  la  Faculté  des  sciences  de 

Hoideaux,  cet  homme  remar([ualde  savait  s'intt'resser  li   tout  ;  il 

InWpientait  b-s  laboratoires  de   Phvsicpie   et  île  (,!himie  comme  le 

jai'din  botanique,  suivait  curieusement  les  expt'riences.  auxquelles 

il  prenait   presque  autant  de  part  <[ue   le  professeur  ou  le  piépa- 

rateur  iiui    les    laisait.    donnant    de-ci  de-lh    un    encoura<xement. 

même  un  conseil   toujiuirs  bon  et  toujours  suivi,    heureux  quand 

le  résultat  réconipensait  les  elVoi-ts  du  cheicheur.  Ce  lut  le  doven 

le  plus  admirable.  Bon  et  juste  cnveis  tous,  il  était  adore  dans  sa 

chère  l*'aculté    <ju'il  avait  t»»ut    entii-ie  dans    sa    main,    et    dont  il 

connaissait    absolument   tnus   b-s    i-ouarr«'S,    «irands    <'t    petits.    .Sa 

on  I 

mort  a   pris  a   Bordeaux  les  pi  (quirtinns  d'un   malheur  |>ublie. 

I*.    H\iii!\i!i\     Bordeauxl. 
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RÉFLEXIONS 

SIH   L'EXPOSITION    DES    PRINCIPES 

DE  LA   MÉCANIQUE  RATIONNELLE 


Ces  problèmes  ne  sont  pas  ni  tout  à  fait 
lu  même  chose  que  les  problèmes  physiques 
ni  toute  autre  chose  non  plus  :  ils  liennenl 
en  même  temps  des  spéculations  mathé- 
matiques et  2^hysiqucs  ;  en  effet,  ceci  se 
comprend  par  les  premières,  cela  par  les 
secondes. 


(AristOTE.  Problèmes  mcca/iif/ues. 


lulioduction.  —  Les  notions  de  la  Masse  et  de  la  Force  dans  les  «  Prin- 
cipes »  de  Newton  :  celte  notion  vise  la  conception  de  la  P'orco 
comme  une  propriété  du  mouvement.  —  Conception  statique  do  la 
Force  :  raison  de  son  succès  :  source  de  ses  critiques.  —  Procédés 
d'e.vposition  de  la  Mécanique  rationnelle  abandonnant  la  trace  de  Xew- 
lon.  —  Le  procédé  de  Kirchhoft'  :  objections  à  sa  définition  de  la 
Mécanique  rationnelle  et  à  ses  conceptions  de  la  Masse  et  de  la  Force,  — 
Le  procédé  de  Hertz  :  objections  à  sa  définition  de  la  Masse,  et  à  sa  loi 
fondamentale  d'oii  découle  la  notion  de  la  Force.  —  Notre  ordre  d'idées.  — 
La  Mécanique  rationnelle  est.  de  même  que  la  Géométrie,  le  résultat  de 
1  idéalisation  d  une  science  physique  :  elle  est  une  continuation  de  la  Géo- 
métrie ;  nouvelle  définition  de  son  rôle.  —  La  question  de  la  notion  abso- 
lue du  temps,  de  la  position  et  de  la  matière  écartée.  —  Définition  de  la 
Masse,  suivant  Mach  ;  la  Masse  envisagée  comme  une  propriété'  analogue 
à  l'équivalent  chimique. —  Comparaison  de  nos  postulats  avec  les  «  Loges 
motus  w  de  Newton  :  ils  se  réduisent  en  substance  à  la  Lex  II  et  lil  :  por- 
loctionnement  de  la  loi  de  l'action  et  do  la  réaction,  suivant  Cliff'ord  :  le 
mouvement  d'un  corps  isolé  (Lex  I)  se  réduit  à  celui  d'une  couple  de 
corps.  —  Nous  considérons  des  figures  finies,  et  non  pas  des  <c  points 
matériels  ».  —  La  «  figure  matérielle  »  ;  procédé  par  lequel  nous  en  dédui- 
sons le  «  corps  naturel  »  :  notion  de  1'  «  accélération  moyenne  «  et  de  la 
«  densité  ».  —  Objections  à  la  conception  du  «  point  matériel  »  ;  nous  le 
réduisons  à  une  locution  abrégée  ;  notion  de  la  «  force  élémentaire.  »  — 
Défiuilion  de  la  «  force  motrice  »  ;  l'action  mutuelle  des  corps  est  une 
propriété  de  leur  mouvement,  tirée  de  l'expérience  :  la  force  motrice  est 
une  mesure  de  cette  action,  signalée  par  des  propriétés  remarquables.  — 
Qu'est-ce  qu'il  faut  entendre  par  «  mobile  fictif  ».  —  Division  de  la 
.Mécanique  rationnelle  en  doux  sections  :  «  Propriétés  générales  du  Mouve- 
ment »  et  «  Calcul  du  Mouvement  ».  —  Nous  envisageons  les  «  liaisons  » 
comme  des  propriétés  du  mouvement  préalablement  admises,  ot  nous  les 
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ri'sorvons  pour  la  deuxième  scctiou,  de  mémo  que  la  «  pression  »,  à 
laquelle  nous  ratlaclions  la  n  force  accéléralrico  limile  ».  —  Point  d<> 
départ  commun  du  calcul  du  mouvement  des  systèmes  à  liaisons  et  des 
corps  continus.  —  Délinition  des  «  pressions  de  liaison»;  leur  propriété 
caractéristique.  —  «  Pressions  préalablement  données  >)  et  «  Forces  impri- 
mées ».  —  Formation  de  1  «  équation  de  d'Alembcrt  et  Lagrange  ■>  : 
déduction  des  équations  «  pures  »  du  mouvement.  —  Les  «  pressions  do 
frottement  »  envisagées  comme  pressions  préalablement  données.  — 
Inexpérience  juge  do  l'utilité  du  procédé  suivi  pour  le  calcul  du  nu)uv<^- 
mont.  —  Questions  à  résoudre  pour  le  jjoi-feclioniieni(Mit  de  l'exposition  do 
la  Mécanique  ralionnollo. 

Quelque  surprise  que  lu  discussion  des  (ondemenls  diine 
science  parvenue  à  un  haut  de^ié  de  perfection  cause  au  premier 
ahoril,  c'est  son  dc'veloppenieiit  (jui  en  est  en  hii-inrnic  iini> 
raison  tout  à  liiit  naturelle.  Le  champ  des  applications  s'elarwis- 
sant  de  plus  en  plus,  cet  élarf(issein<Mit  entraîne  un  accroisse- 
ment de  la  portée  des  principes,  ([u  un  espiil  criti(jue  ne  saurait 
accepter,  sans  vérilier  s  ilsen  sont  bien  capables,  et  étudier,  s'il  le 
trouve  nécessaire,  les  modifications  qu'il  laut  apporter,  à  cet  elVct, 
aux  notions  par  lesquelles  ils  ont  été  originairement  posés.  iVosi 
de  la  sorte  ([ue  ce  dernier  (puni  de  siècle  est  siguah'  par  de 
nombreux  essais  de  relorme  des  londements  de  la  Mécanique 
latinnnelle,  après  que  ses  mi'thodes  eurent  biMK'dicié  du  pi-rlec- 
lioiincnienl  de  rAnal\  se  inlinitt'simale,  et  (pie  son  doniaini-  <ut 
annexé,  justju  iiun  certain  point,  les  ré-oions  Ironlières  de  la  l*hv- 
sicpie  mathématique,  par  ladécouverte  du  principe  de  la  conserva- 
tion de  l'énergie.  Cette  extension  était  une  raison  sullisanli' pour 
souifor  il  déiraîier  la  notion  de  la  lorcf  dune  inupi-e.  huniellc, 
l)i»'n  <pie  même  excessivement  idéalisée,  so  rat  tachait  directoiuont 
a  la  pression  d  une  tige  et  ii  la  traction  d  iino  corde  tendue,  il 
la  notion  de  la  masse  de  sa  représ<Mitation  j.ar  le  |)oids  :  t;indis 
(pn-  le  progrès  de  r.Vindvse  avant  (>xclu  rancicn  intlivisible,  (mi  ne 
pouvait  se  passer  de   revenir  sur  la  concepliou  du  point  malé-riel. 

.1  ai  essavé,  moi  même,  de  composeï-  un  liuile,  avec  des  idées 
en  jiarlle  nouvelles,  en  partie  inspirées  aux  ouvrages  récemment 
parus  ^').   (le  sont  ces  mêmes  nh-es,  avec   (piehpie    perlectionne- 


(')   Pruirifiii  ilftla  Icoria  miitrinnlliii   i/rl  iiioiuiiirii/n  i/ri  im/ii .  Miliiiiii.    |H(|(i. 
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ment  que  mou  enseignement  dans  l  Université  de  Pise  ma  per- 
mis d  y  apporter,  qui  forment  l'objet  de  la  courte  étude  critique 
qui  suit.  Elles  s'y  trouvent  développées,  et  comparées,  en  une 
certaine  mesure,  avec  les  plus  remarquables  auxquelles  j'ai  cru 
parfois  devoir  les  préférer.  Je  crois  qu'elle  présente  quelque 
intérêt,  d'autant  plus  c|ue  je  n'ai  lait  place  dans  mon  livre  \\. 
aucune  discussion  ou  comparaison,  tâchant  de  faire  ressortir  du 
développement  de  la  théorie  les  avantages  que  je  supposais  dans 
la  méthode.  Je  pense  d'avoir,  en  même  temps,  donné  cjuelque 
éclaircissement  nécessaire,  et  répondu  i»  des  objections,  aux- 
quelles cette  aljsence  d  explications  ne  pouvait  manquer  de  don- 
ner occasion. 

I 

La  Mécanique  rationnelle,  dans  les  «  Principia  »  (')  de  New- 
ton, c[u'on  doit  considérer  comme  la  première  exposition  svsté- 
matique  de  cette  science,  de  même  que  dans  les  écrits  de  Galilée, 
où  ses  bases  se  trouvent  posées,  est  également  fondée  sur  le  calcul 
et  sur  l'expérience, 

C  est  des  «  Principia  »  que  découlent  les  notions,  jouant  tou- 
jours un  rôle  essentiel,  de  la  ^Niasse  et  de  la  l'orce  :  et,  pour  les 
établir,  on  n  y  hiit  moins  appel  ii  l'expérience  qu  on  n  a  recours 
au  raisonnement. 

La  définition  de  la  masse  par  la(|uelle  Iduvrage  commence  : 
«  Quantitas  materiic  est  mensura  ejusdem  oria  ex  illius  densilate 
et  magnltudine  conjunclim  >)  Detinitio  1  est  suivie  de  la 
remarque  (jue  la  masse  d  un  coi'ps  est  révélée  par  le  poids,  et 
qu  il  sera  démontré  plus  tard  (|u  elle  est  proportionnelle  ii  ce 
poids.  Par  cela  il  est  bien  évident  que  Xewton  juge  qu'il  soit 
indispensaljle  d'avoir  recours  au  phénomène  familier  du  poids 
pour  établir  la  notion  de  la  niasse^  dont  il  identilie  la  mesure 
avec  celle  du  poids.  Remarquons  ([in^  cette  identilication, 
demandée  au  début  coniuK»  une  concession  provisoii-e,  ne  se 
trouvera  pas  justifiée  ii  la  place  promise  par  un  raisonne- 
ment   parfaitement    rigouieii\.    En    ellet     nulle    part    la    notion 


(')  Pliiliisuphinr  luititiulis- i>riiuii>iit  iiintlieiiiatica .   1GS7. 
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de  «  donslt;is  »  est  tnieiix  clablie  ;  ;uitrt'ineiit  de  n  veloellas  » 
jounnt  un  rôle  senihlahle  dans  la  délinition  de  la  (juantité 
tle  niouvenienf  :  «  (^iiantllas  motus  est  inensura  ejusdi'iii  orta  ex 
veloeitate  et  ([uaiititale  inatei'i;e  conjimctlin  »  (Delinitio  1!  .  ([ni 
résulte  la  «  prima  vel  ultima  ratio  »  de  1  espace  au  temps.  11 
s'ensuit  ([ue  ce  raisoiinemeiil  impli([ue  un  terme  dont  la  signifi- 
cation n'a  pas  été  précisée. 

(pliant  à  la  Force,  Newton  distino^ue  la  «  vis  insita  »  se  rédui- 
sant il  l'inertie,  et  la  «  vis  impi-essa  »  (ju'il  allirme  provenir 
de  dillV-rentes  causes  :  la  percussion,  la  pression,  la  lorce 
ceniript'te.  Pour  cette  dernière  espèce  île  lorce  la  direction  est 
celle  tle  la  droite  joignant  le  point  avec  le  centre,  et  la  (juantité 
(quantitas  motrix  est  expressément  définie  (Deflnitio  \\\\) 
comme  la  même  qui  va  résulter  en  général  d  après  la  Lex  II  : 
«  MutationiMu  motus  esse  proportionalem  vi  impressic,  et  (ieri 
secundum  lineam  rectam  qua  vis  illa  imj)rimitui'  ».  Par  contre, 
point  dindicalion  sur  la  laçcn  de  di-lenuintM-  la  diiin-liuii  el  la 
([uantité  des  autres  espèces  de  torce.  D  Où  il  apparaît  que  ?Se\\- 
ton  remet  ii  létude  du  mouve  nent  la  diierminalion  de  la  lorce 
centripète,  ([ui  résultera,  dans  tous  les  cas  tju  on  rencontre  en 
Nature,  une  fonction  de  la  position  des  deux  points,  attirant  et 
attiré  ;  tandis  (ju'il  implicpie  dans  ses  idées  de  percussion  et  de 
pression  une  (piantitc  et  une  direction  déterminées  a  pridi'i. 
Cependant  ses  raisonnements  rami'uent  clia([ue  lois  la  ■•  vis 
im|)ressa  »  à  la  «  mulalio  motus  »  corresj)ondante,  ce  (pu  revitMit 
il  la  concevoir  comme  déduite  du  mouvement  corresp(tndant. 

Diei  découle  tout  spontanément  lidi'-e  de  t  ranslei'er  ;i  la  ((  mii- 
tatio  motus  »  les  attributs  de  la  «  \is  impressa  »  :  c  est-à-dire  de 
considt'rer,  au  lieu  de  la  percussion  et  de  la  pression,  les  coi'ps 
heurtant  et  lieurti'.  comprimant  el  comprimé,  et  concevoir  la 
«  miilatio  in(»tiis  »  égale  et  de  sens  opposi-  suivant  la  l.e\  NI 
de  ehacun  des  deux  corijs  deleiiniiK'e  par  leur  position  et  leiii' 
condition,  dp  mi^me  (pie  celles  de  deux  points  exerçant  lun  sur 
l'aulre  une  lorce  centripète,  suivant  les  lois  (pie  loin  iiil  I  (d)sei- 
vatioii  des  mouvements  naturels.  Cela  revient  en  sulistance  a  éli- 
miner la  force  et  ;i  v  siilistiluer  la  consideralion  directe  du 
mouvement  :  les  altiilnits  de  la  <■  mulalio  moins  •<  resiillaiil  des 
propriétés  générales  du   mouvement.  (Icdiiitcs  a  l'aide  de   I  idtser- 
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vatioii.  Xous  pourrons  toujours  juger  convenable,  quand  il  s'agît 
d'un  mouvement  à  causes  complexes,  de  distinguer  par  un  terme 
spécial  la  «  mutatio  motus  »  qu'une  condition  particulière  déter- 
minerait isolément,  et  ne  représente  en  ellet  cju  une  composante 
de  l'efifective.  Xous  garderons  pour  cela  les  expressions  de 
«  mutatio  motus  »  redevable  à  une  percussion,  ii  une  pression, 
à  une  lorce  centripète,  qui  comptent  parmi  les  causes  du  mouve- 
ment considéré.  Ce  terme  alors  ne  jouera  plus  que  le  rôle  de 
relever  un  point  de  vue  particulier  auquel  on  envisage  la  produc- 
tion du  mouvement  en  question. 

D'autre  part,  une  Ecole  à  laquelle  d'éminents  géomètres  prê- 
tent toujours  leur  appui  a  admis  l'idée  fondamentale  de  la  force 
séparée  du  mouvement,  et  a  tâché  de  la  perlectionner  pour  arri- 
ver il  déduire  des  attributs  de  la  lorce,  en  partie  censés  évidents 
a  priori^  en  partie  admis  par  concession,  les  mêmes  lois  du  mou- 
vement, avec  le  résultat,  parmi  les  autres,  d'obtenir  une  défini- 
tion de  la  masse.  On  peut  citer  la  démonstration  du  parallélo- 
gramme des  forces  suivant  la  conception  de  Poisson  comme  un 
exemple  de  l'usage  d'un  tel  principe,  en  même  temps  que  comme 
une  de  ses  plus  belles  applications  ('^. 

Ce  principe  tire  son  origine  des  écrits  des  géomètres  grecs  sur 
l'équilibre;  il  reste  sans  doute  le  plus  convenable  pour  traiter  la 
statique  séparément,  avec  une  conception  plus  bornée  de  la 
force,  tirée  de  l'action  d'une  tige  ou  d'une  corde  tendue. 

Cela  explicpie  en  partie  la  laveur  presque  incontestéf  que  les 
mécaniciens  lui  ont  accordée  jusqu'à  nos  jours.  Enefl'et,  lacfjui- 
sltion  du  théorème  des  vitesses  virtuelles  avant  rehaussé  limpoi- 
tance  de  la  slati([ue,  et  la  découverte,  ([ui  suivit  un  (juait  de 
siècle  après,  du  théorème  de  d'Alembert  lui  avant  en  quel([ue 
sorte  subordonné  la  cinétique,  on  s'arrêta  désormais  sur  celte  dis- 
tribution de  la  Mécanique  rationnelh»  en  Statique  et  Dvna- 
mique  (avec  l'acception  de  traité  du  niouvemenl  .  la  pi'cmière 
étant  posée  comme  (ondement  Vie  la  secorule.  dont  un  modèle 
classique  est  la  ^lécauitpio  analvtique  de   Lagrange. 


(')  Voyez  les  étiiilcs  récoiili's  de  M.  1'.  Si.vcci  «  SiiI/k  co/ii/xtslzioiic  <h'llc  foizc 
nel/a  Sltctica  f  .siii  /iiincif)ii  dcllti  Mcccimica  ».  HiciK/icniidi  <lflln  IL  Aiciu/cniiii 
dellc  Scicnzc  Fisiche  c  Matciiia/ic/if  (fi  ynpoli.    iS8i).i 
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D'ailleurs,  lo  proori's,  dû  en  si  oraiule  partie  \\  Tieuvre  de 
La  grange,  des  procédés  de  résolution  des  proldènies,  entraîna, 
pai'  lannexion  d  un  domaine  pertinent  presque  au  même  égard 
à  lAnalvse  mathématique  et  ii  la  Mécanique  rationnelle,  une  modi- 
fication de  la  notion  originaire  de  cette  science.  Ses  liens  avec 
la  Mathématique  pures'étant  multipliés  et  resserres,  s'aflaiblirent 
ses  rapports  avec  l'expérience.  (.)n  jugea  alors  en  harmonie  avec 
le  caractèi-e  mathématique  de  la  science  ce  recours  ii  l'intuilion. 
au<[uel  on  a  iait  appel  si  longtemps  pour  établir  les  iondements 
de  1  Analvse  et  de  h»  Géométrie. 

A  son  tour,  la  critique  de  la  méthode  en  discours,  forte  d'une  si 
noble  et  ancienne  tradition,  s  ailirma  dès  ([ue  lAnalyse  accueillit 
ridée  fondamentale  de  \\  eiersti'ass,  qui  réduit  au  nombre  entier  le 
domaine  de  l'intuition,  et  la  Cléométrie  ce  point  de  vue,  remon- 
tant i»  L(d)atschevskv,  (pii  désigne  l'expérience  comme  la  source 
de  ses  hvpothèses  générales. 


II 


Considéi'er  directement  le  mouvement,  poui' en  déduire  le  lait 
et  les  modalités  de  lu  force,  au  lieu  de  construire  a  priori  la  force, 
pour  en  tii-er  les  lois  du  mouvement,  c'est  un  jiriiUMpe  aucpiel 
sont  inspir(''es  ménie  des  méthodes  (jui  s  écartent  eiil  lerenient  de 
la  tiace  de  Xewlon. 

Kirchhoir  nous  pré-sente,  avec  sa  «  Mechanik  )>  '<^77  '  '•'  pi'»'- 
mier  exemple  d  un  liaiti'  complet  i()nq)ant  tout  a  lait  avec  hi  tra- 
dition. 11  y  établit  que  1  (d)jet  delà  Mécanl<[ue  c'est  de  décrire  les 
mouvements  cjui  ont  lieu  en  nature  coniplctcnicnl  el  de  la  fncon  la 
pins  siniph'.  I.a  h'orce  et  la  Masse  partant  ne  figui'eroiit  plus  (|u  en 
tiint  (pi  l'iles  aident  il  atteindre  ce  but  :  et  Kirclihoir  allii me  cpi  on 
devra  les  déduire  des  notions  d  es|)aci',  de  teiiijis  et  de  matière. 
()iiantii  ce  dernier  mot,  il  nen\isa<''e  ce  (iiii  se  meut  comme  de  la 
iiiatirie,  pliiti'il  «[lie  comme  du  sim|)le  espace,  (|ue  |)ar  ce  (pi  il  se 
pr(q>(»se  de  se  borner  ii  tlecrire  ces  mouvements  paiticuliei  s  des 
ligures  (pion  (d)serve  dans  les  coi|)S  a])pelés  c  materitds  » .  I  )  après 
ce  principe,  aussitôt  (pTon  a  re<"onnii  rusag(^  de  I  accélération 
j)our  la  (lesci  ipl  Kiii   (lu    inoin  ciiieiil  d  un    |i()iiil,   on   ne  l;iil  plus  de 
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distinction  essentielle  entre  elle  et  la  «  force  accélératrice».  Lors- 
({n  on  (lit  que  la  terre  est  attirée  par  le  soleil  avec  une  force  dont 
1  intensité  est  inversement  proportionnelle  au  carré  de  la  dis- 
tance, on  décrit  tout  simplement  le  mouvement  de  la  terre 
(conçue  isolée  avec  le  soleil  i»  l'aide  de  son  accélération  —  dune 
façon  complète  (quitte  h  ajouter  la  position  et  la  vitesse  à  un 
instant  donné  et  lu  plus  simple.  On  peut  concevoir  d'une  infi- 
nité de  manières,  1  accélération  d  un  point  comme  la  somme 
géométrique  de  plusieurs  autres  ;  cette  décomposition  particulière 
de  1  accélération  d'un  mouvement  naturel  ii  1  aide  de  ]a([uelle  la 
description  du  mouvement  réussit  la  plus  simple,  restant  toujours 
complète,  représente,  pour  le  mouvement  en  question,  l'analvse 
naturelle  de  la  (orce  accélératrice  par  le  «  parallélogramme  des 
forces  ».  Il  en  jaillit  la  représentation  de  la  force  accélératrice 
d'un  corps  céleste  comme  la  somme  géométrique  de  celles  qu  il 
posséderait  séparément  isolé  avec  tous  les  antres.  L'expression  de 
ces  forces  résulte  la  même  pour  toutes,  à  moins  d'un  facteur  de 
proportionnalité  ([u'on  appellera  la  masse  du  corps  auqufl  appar- 
tient la  force  partielle  considéi'ée.  Pareillement,  l'action  d'une 
surface  résistante  sur  un  point  se  traduit  en  un  terme  de  l'expres- 
sion de  lu  force  accélératrice  du  point,  dont  1  opportunité  des 
formules  est  censée  suggérer  la  forme.  Et  lorsqu'on  passe,  de  ce 
cas  le  plus  simple,  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  points, 
entre  les  coordonnés  desquels  existent  des  équations,  c'est  à  la 
même  opportunité  que  le  rôle  se  trouve  assigné  de  suggé- 
rer la  généralisutlon  de  la  formule  précédente,  et  d  v  intro- 
duire un  coefficient  pour  cha([ue  point  de  lensemble  considéré, 
qu  On  appellera  la  masse  du  point  correspondant,  l'inliii  c'est  le 
même  critérium  qui  préside  t»  la  formation  de  celte  expression 
des  six  équations  cardinales,  correspondantes  à  une  partie  quel- 
conque d'un  corps  continu,  impliquant  la  pression  à  la  surface, 
et  formant  le  point  de  départ  de  la  tlu-oiic  du  mouvemcut  le  plus 
gêné  l'ai. 

Or,  il  est  parfaitement  juste  (|u  il  est  réservé  au  parti  cpie  la 
description  du  inouvemtMit  tire  d  une  n(»tion  pertinente  à  lu  Méca- 
nique de  relever  limportance,  et  même  la  raison  d'être,  de  celle 
notion.  Maison  ne  peut  pas  réduire,  à  mon  avis,  le  jugement  de 
ce  parti  \\  la  plus  grande    simplicité,  ([uil    ne    sera  pas  toujours 


Di:    LA    MF.CAMQIF.    ItATIOXSEl.LE  i/\-] 

aisé  cl  appit'ciiM-,  compatihlo  avec  la  peileclion.  C  est  piêsuma- 
bleinent  la  doiluclion  de  la  force  de  pesaiileur  des  lois  de  Cialilée, 
et  de  la  force  new  toniemie  de  gravitation  universelle  des  lois  de 
Kepler,  qu'inspire  ce  pi'ineipe  de  Kirchlioll".  Mais  est-ce  tout 
simplement  la  simplicilé  de  la  description  du  mouvement  qui 
forme  l'objet  de  ces  déductions  ?  Bien  davantaoe,  la  connaissance 
de  lacceleralion  nous  hahilltera  ii  lornier  les  équations  dilleren- 
tielles  du  mouvement  d  un  projectile  dans  un  milieu  résistant,  et 
celles  des  li-ois  corps  —  1  unique  description  de  ces  mouvements, 
qu'tdle  soil  ou  non  censée  la  plus  simple.  <|ue  nous  pouvons  en 
donner  directement.  (!ela  en  vertu  de  ces  lois. générales,  tirées 
de  l'expérience,  que  la  méthode  de  Kirchlioll'  laisse  dans  l'om- 
bre, au  désavantage  de  la  connexion  et  de  la  persuasivité  du  déve- 
loppement. (!  est  de  ces  lois  ([ue  dt'couleul  la  Masse  el  la  Foi'ce, 
en  nous  boi-nanl  aux  notions  cardinales  :  et  il  en  résulte  assigné 
il  la  ]>remiére  le  rôle  de  tournir  une  mar([ue  invariable  des  dille- 
rents  mobiles,  tel  ([ue  1  écpiivalent  chimicpie  des  dilTérentes  sub- 
stances, et  il  la  seconde  l'expression  des  relations  les  plus  géné- 
rales entre  les  mouvements  naturels.  Xul  doute  ([ue  l'anivi-e  de 
KircliholT  a  été  des  plus  efficaces.  Mais,  si  Ton  cherche  dans  son 
système  les  trois  ([iialilcs  principales  réclamées  par  Hertz  ;'),  ou 
y  trouvera  la  logitpie  et  lexactitude  :  (juant  ;i  l'opportunité,  on 
pourra  lui  objecter  qu  il  présente  la  Mécaniipie  rationnelle  à 
un  point  de  vue.  autre  que  celui  pai'  lecjuel  elle  a  alleini  ses 
résultats,  et  qu  il  est  tort  douteux  ([u  il  lui  aurait  ptMinis  de  les 
atteindre. 

Hertz,  par  contre,  (pii  plus  iceeiuineni  a  donne  re\einj»le  d  une 
nouvelle  lélorme  radicale  de  1  exposition  de  la  Mecaniipie  ^"j, 
adoptant  la  division  en  (cinématique  et  Dvnamiipie,  mais  îles  le 
début  même  de  la  (lim'Miiati(|ue  tâchant  iTetablir  la  luttion  de  la 
masse,  énonce,  comme  londemnit  de  hi  |)vnami([ue.  une  loi  géné- 
rale, qu'on  doit  jugei'  tiif'C  originairement  de  rexpérience,  ii 
hujuelle  il  est  remis  de  fournir.  ])ar  déduction  logicpie,  toutes  les 
modalités  des  m<uivements  naturels  :   «     SijHtciua   oninc    Hhcriim 


('    Dir  Priiiii/iirn  i/rr  Mfcliiuiil>  in   iiriicin  /.usaniiiicnlian^r  liuii^rsIvIU .  Kinli'iltiii),''. 
(*)  Onvr.igo  cilt'. 
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per.set'erarc  in  statu  siio  qiiiescendi  v<d  niovcndi  unifoiniitcr  in 
directissùnajii  ».  Le  système  en  question  étant  supposé  un  ensemble 
de  points  assujettis  ii  des  liaisons  données,  ce  n'est  que  le 
théorème  de  la  moindre  contrainte,  appliqué  à  Thypothcse  qu'il 
n"v  ait  pas  de  forces  imprimées.  Au  point  de  vue  de  Hertz,  cette 
proposition  réalise  une  extension  de  la  loi  de  linertie,  la  Lex  I 
de  Newton,  en  remontant  du  point  au  système  matériel.  Elle 
conduit,  par  la  même  voie,  au  fait  de  la  force,  qu'on  dira  appli- 
quée à  un  mobile,  lorsqu'il  ne  vérifie  pas  cette  loi;  mais  ce  n  est 
pas  tout;  concernant  un  système  de  points  matériels quelconcjues, 
au  lien  d'un  seul  point,  elle  fournit  même  les  propriétés  géné- 
rales de  la  force,  et  il  n'est  plus  nécessaire  de  les  affirmer  comme 
autant  de  lois  fondamentales  distinctes.  Le  fait  que  la  force  appli- 
quée à  un  corps  émane  d'un  autre  corps,  et  la  concomitance 
d'une  force  appliquée  h  celui-ci,  émanant  du  premier,  égale  et 
contraire,  découlent  de  ce  que,  si  le  mobile  considéré  ne  vérifie  pas 
la  loi  fondamentale,  c'est  qu'il  forme  avec  un  autre,  par  hasard, 
avec  un  corps  «  caché  »  un  système  qui  la  vérifie,  dans  son 
ensemble,  par  suite  de  l'élimination  mutuelle  des  écartements 
de 3  deux  parties. 

Or,  cet  avautaoe  de  la  méthode  de  Hertz  s'amoindrit  considé- 
rablement,  dès  cju'on  remarque  que  le  déplacement  d'un  système, 
dont  il  est  question  dans  la  loi  fondamentale,  engage  la  notion  de 
la  masse,  sous  la  forme  de  nombitî  de  'i  particules  »  compris 
dans  un  corps,  et  que  dans  la  notion  de  la  particule  on  ne  retrouve 
pas  ce  ([u  il  est  nécessaire  pour  préciser  celui  du  nombre  d'elles 
compris  dans  un  corps,  ou  dans  un  point  matériel.  En  ellet,  la 
«  particule  »  fMassentheilchen)  n'est  définie  (|ue  comme  un  repère 
servant  à  établir  une  correspondance  univoque  entre  deux  points 
de  l'espace,  correspondant  à  leur  tour  à  une  valeur  fixée  et  à  une 
valeur  quelconque  du  temps,  c'est-à-dire  un  repère  à  l'aide 
(lu(|ui'l  nous  distinguons  un  point  de  l'espace,  conçu  comme 
mobile,  dans  les  didéientes  ])ositions  ([u'il  atteint.  pt>ur  de  dilVé- 
rentcs  valeurs  du  temps.  11  est  bien  vrai  ([ue,  dans  la  Dynamique, 
lors([u  il  s  agit  d  adapter  au  cas  de  1  expérience  l<>s  notions  abstraites 
de  la  Cinémati(jne.  on  convient  de  déterminer  la  masse  à  laide 
de  la  l)alance,  ce  ([ui  revient  à  l'identifier  au  poitls.  Mais,  en 
abstrayant  même    de    la   nécessité  de  s  entendre  sur  une  relation 
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entre  poids  et  point  géoinétrique,  à  un  tel  point  correspondant 
la  particule,  on  ne  peut  pas  accorder,  a  mon  avis,  lusage  de  la 
halance  pour  y  fonder  la  notion  de  la  masse,  au  même  égard  ([iie 
celui  de  la  règle,  pour  l'espace,  et  du  chronomètre,  pour  le  temps. 
Va\  efTet,  ceux-ci,  envisagés  au  point  de  vue  du  rôle  ([uils  jouent 
dans  la  déterininMiion  des  notions  de  l'espace  et  du  temps,  se 
léduisent  ;i  un  segment  de  di'oite,  la  piemière.  et  ii  un  moMlc 
(•talon,  le  second  :  tanilis  (jue  je  ne  sais  C(nicevoir  la  balance  autre- 
ment que  comme  une  machine  ellective,  dont  c  est  a  la  Mécanique 
de  développer  la  théorie. 

C!e  n'est  même  pas  le  cas.  il  me  semhie.  ilo  faire  appel  ii  l'exem- 
ple deXewton,  car  il  tâche,  comme  nous  avons  vu,  de  s  en  déga- 
ger ;  et,  d'autre  côté,  ce  n'est  plus  ([uestion  ii  présent  (jue  de  choisir 
entre  définir  lu  niasse  a  1  aide  du  poids  ou  faire  la  iheoiie  ilii  poids 
il  1  aide  de  la  masse,  délinie  indépendamment  de  la  pesanteur  et 
de  toute  autre  espèce  particulière  île  forces. 

Cette  remarque  s'applicjue  ;>  tout  procédé  qui  tranche  à  la 
même  façon  la  question  de  la  définition  delà  masse.  Une  exception 
est  certainement  due  a  des  expositions  ayant  un  caractère  parti- 
culièrement expéi'imental  et  pratique  ^''\  .Nhiis  ce  n'est  pas  le  cas  du 
procédé  de  llerl/  :  d  autant  phiscpie.  si  la  loi  sur  la([uelle  il  est 
iondé,  est  censt'e  eiupruntée  :i  l  expéiience,  telle  est  cependant 
la  nature  de  cette  loi,  ([u'il  n'v  pas  moins  lieu  i«  désirer  dans  ce 
proceilé  ([ue  ilans  celui  de  Kiichlioll  un  lôle  de  1  expéiience  plus 
coulorine  an  vrai. 

Va\  effet,  il  ne  lail  place  avant  t(Uil  ([u  aii\  s\stenies  dont  le 
mouvement  est  en  partie  fixé  d'avance,  en  vi'ilii  de  ces  «  liaisons  », 
lesquelles  ne  sont  réellement  qu'une  fiction  malhemati(|iie,  (jii'iin 
expédient  subordonné  au  degré  dapproximalion  <[u'on  se  picqiose 
d  atteiiulie.  D  autre  côte,  il  pose  eu  principe  d  associer  aux  mo- 
biles n-ellemenl   observés  un  oi'i£ane  destine   a   rendre    raison    de 

o 

1  infraction  de  la  loi  londamentale,  dont  on  ne  saurait  pas  piéci- 
ser  la  signification  mali-rielle.  même  dans  les  exemples  les  plus 
simples.  D'où  il  s'ensuit  (jue  1  ex[)érience  y  joue  le  lôle  de  relier 


('i  Nous  ne  pourrions  (|iio  fuirf  ilcs  ri-iiiiu'i|iios  aniilo^ui-s  <i  l'i-^riinl  ilo  1  iisii^oilu 
«lynamonïMre  pour  établir  la  notion  «Ir  la  Korco.  Vovo/  à  «•«»  propos  Iv  i'i<  aki> 
"  Vue preniii-re  /«•{•<>«  de  </i/nami'/iif  »  (L'Hn»ci^ncitieiil  niH(liéiiinti>iin\  ■>.*  annci'.  kjooI. 
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les  covps  connus  avec  un  coips  inconnu,  lundis  que  son  [)roccclé 
réel  c'est  ranalysc  de  leurs  relations  mutuelles,  pour  aboutir  au  cas 
élémentaire  de  deux  points  matériels,  c'est-ii-dire  de  deux  corps 
en  telles  conditions  qu'on  puisse  (aire  abstraction  de  leur  <[ualité 
intrinsèque  de  systèmes,  et  de  leur  connexion  avec  le  restant  de 
l'univers. 
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Dans  la  Nature  nous  ne  constatons  réel- 
lement que  le  niouvenieiit...  Toute  autre 
notion...  est  un  produit  de  notre  esprit  tii'c 
des  jiropriétés  du  luouvenient. 

LOB.\TSCHEVSKY. 

Je  passe,  après  ces  remarques  historiques  et  critiques,  à  mon 
ordre  d'idées,  conforme,  d'ailleurs,  sur  plus  d'un  point  essentiel, 
il  ceux  de  plusieurs  illustres  savants.  Je  me  permrttrai  ii  ce  pro- 
pos dentrer  en  plus  de  détails  que  je  n'ai  fait  jusqu'il  pr«'sent. 
En  edet,  lors({u'il  s'agit  de  principes  et  non  pas  de  déductions, 
il  faut  accorder  beaucoup  i»  ce  qu  on  pourrait  appeler  1  idiosyn- 
crasie  intellectuelle,  et  il  vaut  mieux  exposer  sa  propre  pensée 
que  de  laire  la  critique  des  autres,  en  bornant  celle-ci  au  néces- 
saire pour  en  rendre  raison. 

Entendu,  par  linterprétation  ;i  présent  universellement  accep- 
tée des  postulats  de  la  Géométrie,  que  cette  science  est  fondée 
sur  l'expérience  ^'\  j'envisage  la  Mécanique  rationnelle  comme 
avant  le  même  caractère  et  lui  faisant  suite,  en  admettant  1  exis- 
tence dun  espace  ii  trois  dimensions,  doué  de  propriétés  spéci- 
fiques, parmi  lesquelles  la  possibilité  du  déplacement  de  ses 
parties  sans  déformation,  et  en  imposant  à  ce  déplacement  de 
nouvelles  conditions,  en  vue  de  reproduire,  ii  un  certain  degré, 
les  mouvements  —  c"est-ii-dire  les  déplacements  progressils  — 
des  corps  naturels,  tels  (ju'ils  sont  relevés  par  l'expérience  ("}. 


(')  «  Geonu'lry  is  a  plivsioal  Science  »  CLiirOKn.  TIte  conintoii  scitsc  of  titc  exact 
sciences,  188"). 

Voyez  aussi  A.  Vassilikf.  «  At's  idccs  d'Aiiiiim/e  Coiiitv.  »  {/.'  Enseigne  ment  Mathé- 
matique,  1900.) 

(■)  Le  lien  existant  entre  la  (Icouu'drie  et  la  Mécani<[ue  a  été  explicitement 
arûnué  par  Newton  :  «  Geonielria...   niliil   aliud  est  <piani  nieebanicac  uiiiversalis 
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Ces  inoiivcnieuts  piéscntont  ce  canictère  loiulanicntal  quils 
sont  reliés  les  uns  avec  les  autres,  l'.n  eoneevanl  1  espaee  eoinnic 
vaiiahlc  par  la  ilislocatiou  df  ses  parties,  et  en  appelant  siniiilut- 
nées  les  positions  île  deux  parties  qui  appaitiennent  i»  une  inènK- 
configuration,  la  succession  des  positions  d'un  corps  délciniine 
celle  des  positions  simultanées  de  tous  les  autres.  Nous  ne  disons 
pas  par  lit  iprelle  en  résulte  connue;  nous  avançons,  pour  évitei" 
toute  laussc  interprétation,  ([ue  pour  cela  il  faudrait  connaili'o  nn 
niouveinenl  iniinitésinial  ilc  tous  les  corps  de  l'univers,  pour  en 
déduire,  tlaprès  ce  (pii  va  suivre,  la  position  cl  la  contlitioii  d<' 
niouvenicnl  c*est-;i-ilire  la  vitesse  de  clia([ue  point)  (^'  .  a  un 
instant  donné,  et  la  relation  constante  existant  entre  la  position  et 
ce  ([ue  nous  appellerons  plus  tard  la  lorce  motrice. 

Lequel  principe  étant  ailniis,  le  temps  qu  nn  molnle  enq)loie  a 
passer  d'une  position  ii  une  autre  résulte  simplement  représenté 
par  un  mouvement  étalon  simultané,  en  réalité  par  le  mouvement 
apparent  simultané  de  la  sphère  céleste. 

A[)rés  cela,  je  delinis  la  Mécanique  rationnelle  comme  la 
(«  lliéorie  matliémati([ue  de  la  corrélation  mutuelle  des  mouve- 
ments des  corps  naturels  »,  et  je  lui  assigne  le  rôle  de  développer 
les  consé([uences  logiques  de  certains  postulats,  qui  résument 
les  caractères  les  plus  généraux  de  cette  corrélation,  en  vue 
d'e.rff/i//uer,  par  ces  consécpn^nces,  la  dépendance  mutuelle  des 
mouvements  naturels,  relevée  par  1  expi'iience. 

Le  temps,  en  tant  f[u'il  sert  ii  la  Mécanique,  est  rameni-  pai' 
cela  au  mouvement.  Si  la  définition  du  temps  absolu  est  possible, 
la  Mecaïuipie  n  a  l'ien  ii  v  voir,  c  est  une  ([ueslion  étrangère  ;i  notie 
sujel    -  . 


|)iH'S  illa  qiiae  artciii  iiieiisiiraii(ii  accin-iile  jiri>|)iiiiil  ;>f  iloinuiislriil  (n  l'iiiiri/>i'<i  « 
J'iac failli  ail  lectorcni). 

D'aulro  cùlt-.  Loimlsc-tievskv  îi])j)li(iii<'  iiiix  mitions  p'-oniélriqnos  la  propositinn 
i|ue  nous  vouons  de  citer,  dont  voit:i  la  runiliision  :  «  par  consL-(|uent  un  cspaco 
en  siii-nièmc.  isolé,  n'existe  pas  pour  nous.  »  (Vovez  le  discours  de  M.  A.  Vassii.ii:i 
u  Ziiacenie  y.  J.  Lobacei'xkago   illja   Imp.   Kozanckago  i'nifcrsxitcla   »   Knzan  ,   i8<)<».) 

(')  Nous  appelons  «  condition  de  mouvement  «  ^atlo  di  movimcnlo)  d'un  corps. 
;'i  un  instant  donné,  l'cnseinble  des  vitesses  de  ses  jioiiils  à  rot  inst.'iiil.  cliainiiie 
étant  rapportée  à  son  point. 

(')  Ce  n'est  pas  évidemment  du  temps,  avec  notre  acception  de  ce  mot.  dont 
saint  Aupusiin.  après  avoir  combattu  «  tempus  esse  motus  corporis  »  aftirmc  : 
■(  Non  iiielior  ruliirum,  rpiia  iiondum  est  ;  non  metior  praesens,  quia  nullu  spatio 
tenditur  :   non  metior  praelerilum.  quia  jam  non  est.   «  {('onfefaionfn .  lit».    XI. 
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Nous  sommes  également  dispensés,  par  suite  de  rorigine 
expérimentale  reconnue  i»  nos  hypothèses  fondamentales,  de 
poser  la  question  de  la  position  absolue.  Kn  ellet,  elle  résulte 
du  choix  de  certains  «  derniers  repères  »  —  en  réalité  de 
certaines  étoiles  fixes  —  auxquels  est  rapportée  ou  ramenée  la 
position  observée  pour  énoncer  ces  hypothèses,  et  on  doit  rap- 
porter ou  ramener  chaque  fois  la  position,  pour  comparer  avec 
leurs  conséquences  logiques  les  résultats  de  rt)bservation.  La 
position  rapportée  à  ces  repères  compte  pratl([nement  comme 
absolue,  parce  que  nous  ne  serons  obligés  à  corriger  la  posi- 
tion de  nos  mobiles,  pour  efl'ectuer  cette  comparaison,  formant 
le  dernier  but  de  notre  science,  que  dans  le  cas  qu'elle  soit  rap- 
[)ortée  à  d'autres  repères  ('). 

Enfin,  en  concevant  tout  «  mobile»,  sensiblement  comme  une 
portion  variable  de  l'espace,  dont  les  points  se  correspondent 
bi-univoquement  dans  ses  différents  états,  représentant  autant 
de  positions  du  même  mobile,  ou,  plus  en  général,  comme  une 
réunion  de  plusieurs  de  telles  portions  variables  de  1  espace,  nous 
ne  sommes  pas  obligés  de  définir  la  matière  en  Mécani([ue  plus 
qu'en  Géométrie. 

Cependant,  le  mobile  de  la  Mécanique  diffère  substantiellement 
de  celui  de  la  Géométrie,  par  la  subordination  de  son  mouvement 
au  mouvement  des  autres.  Nous  avons  affirmé  tout  ii  llieure 
qu'on  devra  établir  les  modalités  générales  de  cette  corrélation, 
constituant  nos  postulats  cardinaux,  avec  le  critérium  de  repro- 
duire les  phénomènes  relevés  par  l'expérience  dans  les  corps 
naturels.  Des  propositions  (i)  «  les  accélérations  moyennes  (') 
de  deux  corps,  conçus  isolés  entre  eux,  sont  ou  nulles  ou  égales 
et  contraires  et  en  rapport  invariable  »  (^u)  «  le  ([uotient  des  rap- 
ports des  accélérations  moyennes  des  deux  corps,  conçus  séparé- 
ment isolés  avec  un  troisième,  coïncide  avec  le  rapport  corres- 
pondant des  accélérations  moyennes  de  deux  corps  conçus  isolés 
entre  eux  »,  nous  déduisons  une  <[uantilé  reliée  avec  tout  mobile, 


(')  On  nous  a  (Ifiiuiiidc  (jiicl  sciis  ii  la  ]>r()|)C)silii)ii  ((iic  lo  ceiilro  île  masse  de 
tous  les  corps  de  l'iiiiivers  ne  pourrait  être  qu'en  repos  ou  animé  il'uu  mouvement 
uniforme  et  reetiligiie.  C'est  simplement  ee  qu'on  vérifierait  en  rapportant  ses 
positions  aux  rejières  en  question. 

(■)  Accélération  du  centre  de  masse. 
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appelée  sa  c  Masse  »  «>u  <■  (hianlilr  dv  luallcic  ■).  (|n  il  rsl 
réservé  à  la  tliéorie  tle  la  ^rravitation  univorsollc  île  conslater 
comme  -étant  j)roportl()nnolle  au  jioicls.  F.ii  atlomlaiil.  en  deux 
corps  quelconques,  elles  résultciil.  inveiseniont.  piopm  lionnellcs 
à  leurs  aceéléi'ations  moyennes,  dans  rhvpothi'se  ([uils  soient 
conçus  isolés  l'un  avec  l'autre  ';.  Le  jirocédé  de  cette  déduction 
rappelle  celui  par  lequel  on  déduit  «  l\'>quivalent  »  de  chaque 
substance  tics  lois  chlmifjut^s  dos  piojiortions  di''(inios  et  des  »'M[ui- 
valents. 

(.les  postulats  se  traduisent  en  substance  dans  les  lois  newlc»- 
niennes  de  léo-alité  de  1  action  et  de  la  réaction  Lex  111  et  du 
parallélocçramnie  des  forces  (  Lex  11).  Cependant,  nous  établissons 
la  première  avec  les  perlectionnements  proposés  par  M.  Mach  ("), 
et  la  seconde  en  v  introduisant,  selon  Clifl'ord  ('  ,  la  condition 
fjue  l'accélération  moyenne  de  deux  corps,  conçus  isolés  l'un  avec 
lautre,  soit  déterminée  par  la  position,  et,  ajoutons-nous,  par 
la  condition  physique,  comprenant  la  ([ualité  particulière  des 
corps,  (>'est  il  l'aide  de  ces  conditions  ([ue  l'accrdi'ration  moyenne 
([u  un  corps,  isolé  avec  plusieurs  auti'cs,  prèsenlcrait ^  isolé  avec 
chacun  d  eux.  dont  i!  est  (juestion  dans  la  deuxième  loi,  reçoit 
une  signification  pn-cise,  et  qu'on  n'est  pas  obligé,  pour  en  indi- 
quer une.  de  faire  appel  à  un«>  loice  pnW'xistante  et  de  la  lui 
assigner. 

Faitant.  on  a  recours  ;i  rexjn'rience,  en  premier  lieu,  pour 
l'évt'-ler  les  modalités  les  plus  générales  du  mouvement  d  un 
couple  de  corps,  supposc's  en  telles  conditions  ([u On  puisse  prali- 
(juement  les  considérer  comme  isob's  lun  avec  lautre.  et.  en  second 
lieu,   pour  lameiiei'  :i  ce  cas  <'léinentalie  celui   d  un  nombre  (jnel- 


('i  Colle  fiiroii  (le  mosiiror  la  ({iiiiiitilé  de  niatii'i-c  penl  sembler  loul  à  coup  t>ieii 
arlifii'ieiisc.  Il  n'en  rsl  rien.  A  cpI.t  revient  en  siibslaiiee  «-e  que  nous  faisons 
quand,  pour  jujjer  si  une  caisse  fermée  esl  pleine  ou  vide,  nous  v  appli(|UOMs 
notre  main  (c-esl  le  corps  en  présence'  et  nous  ol»servons  si  elle  cède  plus  nu 
moins  |)rom])temeril . 

(')   Dit-   Merhanih  in  iliicr  j:iiit\-it/>r/iiii!^   iliii  •(rslclll.    iSHÎ.   Kap.   II.  Si  7. 

.M.  Vasciiy  dans  sa  remarquable  Noie  n  Sur  la  ilcliiiilii'ii  tics  nianses  cl  ilr.i 
force»  »  {.\niifrllfx  .{iiitalcx  <lr  Miit/iriiiiiln/iieii,  18;)"))  remnnle,  pour  établir  la  notion 
de  la  masse  à  rattrarlinn  mutuelle  des  corps  célestes,  suivant  la  loi  de  Newton,  de 
laquelle  le  prin<-ipe  dr  légaliti-  de  action  et  de  la  réaction  d<'-coule  avec  le  coni- 
plémi-nt.  en   plus,  dont  il  est  (|ui-slion  dans  noire  expi>>^ili>iri. 

(')  Ouv.  cité.  cap.   IV,  .Moliiiri, 

rnsiMjjiirmc-iil   iiKilli.  I" 
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con([ue  de  corps,  qu  ou  peut,  de  la  uième  façou,  cousidéier 
comme  isolés  entre  eux.  Xul  besoin  d'une  proposition  spéciale  pour 
le  cas  d'un  corps  isolé  de  tous  :  en  le  concevant  décomposé 
d'une  façon  quelconque  en  deux  parties,  et  par  conséquent  comme 
un  couple  isolée  de  corps,  son  accélération  moyenne  résulte 
nulle. 

Les  corps  auxquels  ces  propositions  s'appliquent  sont  censés 
représenter  des  portions  finies  de  l'espace.  Nous  tâchons,  en 
nous  écartant  d'un  usage  presque  universel,  que  même  Hertz  a 
gardé,  d'éviter  de  commencer  par  le  «  point  matériel  ».  Nous 
avons  recours  pour  cela  à  l'accélération  moyenne.  Celle-ci  se 
réduit  h  l'accélération  du  centre  de  masse.  Il  nous  faut  donc,  pour 
la  définir,  nous  préparer  d'avance  la  définition  de  la  «  densité  »  : 
c'est-à-dire  d'une  fonction  positive  des  points  du  corps,  caracté- 
risée par  la  propriété  que  son  intégrale,  étendue  au  volume 
d'une  portion  quelconque,  représente  la  masse  de  cette  j^artie. 
Nous  y  parvenons,  en  commençant  par  une  espèce  de  mobile, 
que  nous  appelons  «  figure  matérielle  »,  pour  laquelle  lac- 
célération  moyenne  est  simplement  définie  comme  la  valeur 
movenne  ordinaire  de  l'accélération  de  ses  points.  Nous  trouvons 
en  appliquant  à  la  figure  matérielle  les  propriétés  que  nous 
venons  de  rappeler,  et  en  y  ajoutant  explicitement  que  toute 
partie  d'une  figure  matérielle  est  elle-même  une  figure  maté- 
rielle, que  la  grandeur  de  la  masse  dune  partie  (quelconque  aura 
avec  celle  du  volume  un  rapport  constant  (^').  C'est  la  grandeur  de 
la  densité  de  la  figure  matérielle  considérée.  Xous  démontrons 
ensuite  que  les  propriétés  assignées  à  la  figure  matérielle  appar- 
tiendront nécessairement  à  tout  système  de  figures  matérielles, 
en  définissant  la  grandeur  de  la  masse  du  système  par  la  somme 
des  grandeurs  des  masses  des  figures  composantes  et  l'accéléra- 
tion mt)venne  par  un  vecteur,  qui,  en  rappelant  l'expression  bien 
connue  des  coordonnées  du  centre  de  masse,  auxquelles  nous 
parvenons  par    cette    voie,    résulte  l'accélération    du    centre    de 


(')  Qu'il  me  soit  peiiuis  de  prciulre  «elle  ocoasioii  iioiir  remarquer  que.  dans  la 
démonstration  de  mon  livre  cité  plus  haut  (jj  ai.ï)  il  est  entendu  que  l'accélération 
movenne  des  diverses  parties,  en  lesquelles  on  conçoit  décomposée  d'une  façon 
arbitraire  la  figure  matérielle,  peut  varier  à  l'infini  en  isolant  la  figure  avc<- 
autant  d'autres  choisies  arbitrairement. 
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masse  ilu  svsft'ine.  Après  toul  c'i'l;i,  nous  (Iclinlssoiis  le  ((  coins 
naturel  »  coinnie  un  nu)l)ile  présentant  les  propriétés  élahlies  ci- 
dessus.  V  substituant,  si  c'est  nécessaire,  une  lonction  (pielcon(|ue 
des  points  du  ni(d)ile  ii  la  loiiclion  ([ui  représente  la  densité'  du 
système  de  ligures  matérielles  et  reçoit  parlant  dans  chaque  figure 
une  valeur  particulière.  Cela  revient  à  commencer  par  le  corps 
homogène  et  en  déduire  le  corps  naturel  le  plus  général  en  y 
inscrivant  un  enseml)le  de  corps  homogènes  de  densités  dille- 
rentes,  ou.  plus  en  général  en  y  inscriva/it  un  ensemble  variable 
de  corps  homogènes  et  en  passant  ii  la  limite  quand  chacun  deux 
tend  vers  un  [)oinl.  en  même  temps  ([ue  leur  nombi-e  augmente 
inliniment. 

Le  point  matériel  n'est  pas  nécessaire  pour  expli({uer,  dans  la 
statique  exposée  à  priori,  le  point  d'application  d'une  lorce, 
naissant  tout  spontanément  du  point  d'appui  d'une  tige  ou  du 
point  d'attache  d'une  corde  tendue,  en  concevant  ([u*^  celles-ci  se 
réduisent  idéalement  a  une  droite.  11  est  susceptible  de  signih- 
cations  absolument  fictives  ;  par  exemple,  l(»i'S([u'on  identifie,  |)ar 
le  théorème  de  New  ton,  l'action  d'une  croûte  sphérique  ii  cou- 
ches concentri([ues  homogènes  avec  celle  d'un  point  attirant, 
avant  même  masse  que  la  croûte  et  place  i»  son  centre.  Sa  signifi- 
cation réelle  la  plus  précise  reste,  à  notre  avis,  celle  d'un  ccups 
dont  les  dimensions  sont  extrêmement  petites  en  comparaison  avec 
les  distances  qu  il  faut  considérer  ;  ce  n'est  qu'avec  une  telle  signi- 
ficalion  (|ue  nous  trouvons  admissible  la  ilélinition  ([n'eu  donnent 
certains  auteuis  à  laide  de  la  «  molécule  ».  Nous  jugeons  un 
avantage  de  noti'c  piocédé  d  y  substituer  quelcpie  chose  d'incom- 
pai-ablement  plus  proche  il  l'observation  :  f[uitte  ii  nous  servir  du 
mot,  les  notions  fondamentales  une  lois  posées,  pour  abr(''ger  le 
langage,  et  appeler  une  propiiété  du  point  matériel  ce  ([ui  n'est 
en  réalité'  (jue  la  limite  d'une  propriété  d'un  corps  quaiul  le 
ravon   d  une  sphi'r<'  capable  de  l'embrasser  tend  vers  zt-ro. 

C'est  avec  une  telle  notion  (pi<>  j'introduis  à  son  ti'uips  la 
<(  force  élémentaire  correspondante  ii  une  condition  pinsique 
déteinnné-c  »  —  autrement  appelée  la  »  lorce  moliice  d  un  point 
matt-rlel,  conçu  isolé  avec  un  autre,  dans  la  condition  phvsi<|ue 
supposée  »  — nous  habilitant  i»  écrire  d'emblée  les  six  é(jualions 
cardinales  du  mouvcmcntdes corps  continus,  aux([uclles  on  arrive 
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oi'cliiiairement  en  passant  par  les  systèmes  de  points  matériels. 

Nous  définissons,  après  avoir  établi  les  notions  de  raccélération 
d'un  corps  naturel  et  de  sa  masse,  la  ((  force  motrice  »  du  même 
corps  tout  simplement  comme  le  vecteur  produit  de  l'une  par 
l'autre.  C'est  des  propriétés  dont,  en  vertu  des  postulats  fonda- 
mentaux, jouit  cette  combinaison  de  masse  et  d'accélération  fjue 
découle  la  raison  de  la  considérer  et  de  la  désigner  par  une 
dénomination  spéciale.  La  dénomination  de  force,  consacrée  par 
la  tradition,  lui  reste  toujours  appropriée.  En  efï'et,  les  propriétés 
de  cette  combinaison  lui  confèrent  une  place  particulière  parmi 
les  quantités  pouvant  servir  à  représenter  l'action  mutuelle  des 
corps. 

Cette  action  mutuelle  ne  représente,  il  faut  bien  le  constater, 
en  aucune  façon,  un  fait  autre  que  la  corrélation  des  mouvements 
des  mêmes  corps  formant  la  circonstance  cardinale  dn  problème 
de  la  Mécanique  rationnelle.  Si  nous  donnons  notre  préférence 
à  cette  dernière  expression,  c'est  qu'elle  répond  mieux,  à  notre 
avis,  au  procédé  que  nous  concevons  suivi  pour  poser  les  pos- 
tulats fondamentaux,  consistant  dans  la  déduction  des  propriétés 
les  plus  générales  du  mouvement  des  corps  naturels  directement 
de  l'observation  du  même  mouvement.  Nos  mobiles,  contraints  à 
vérifier  cette  corrélation,  suivant  les  postulats  en  question,  ces- 
sent par  cela  d'être  des  simples  figures  géométriques,  dont  on 
considère  une  succession  continue  de  transformations.  Nous  les 
appelons  parlant  des  «  corps  naturels  »,  sans  la  prétention, 
bien  entendu,  de  reconstituer  intégralement  les  corps  de 
la  Nature.  C'est  bien  plus  comme  une  image  d'eux,  qui  en  repro- 
duit certains  aspects,  qu'il  faut  les  considérer  :  et,  nous  plaçant 
a  ce  point  de  vue,  nous  les  appelons  parfois  des  mobiles  «  fic- 
tifs ».  Nous  sommes  bien  loin  de  porter  atteinte  par  ce  terme 
aux  rapports  existants  entre  la  Mécanique  rationnelle  et  la  réa- 
lité expérimentale.  Cependant,  si  celte  science  est  greffée  sui-  la 
Physique,  il  faut  bien  convenir  que,  se  proposant  avant  tout  de 
démontrer  la  connexion  ]ogi([ue  des  faits,  elle  est  td)ligéo  à  faire 
abstraction  de  plusieurs  circonslances,  en  une  mesuie  plus  ou 
moins  grande,  suivant  ses  problèmes,  à  accueillir  l'apparence 
comme  réalité,  l'approximation  comme  exactitude,  pour  conclure 
il  la  connexion  des  faits  rt'els,  en  passant  par  celle  tle    faits   ])lus 
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simples,  plus  îiisonuMit  assujcllissahlcs  au  laisomuMiionl  et  au 
calcul. 

Au  ilcineiiiaiil,  aliii  ([uo  notre  liuanf  o;u(lt>  autant  ([ue  possible 
une  plus  grande  fidélité,  nous  réunissons  d'ahtJid.  en  une  pre- 
mière section,  sous  le  titre  de  ^  Propriétés  ocneialcs  du  mouve- 
ment »  toutes  les  questions  ([ui  n'exigent  ([ue  les  postulats  l'on- 
tlamentaux,  inclusivement  jusqu  à  celui  ([ue  la  lorce  élénicnlaiic 
est  dirigée  suivant  la  droite  joignant  les  deux  points  auxquels 
elle  se  rapporte.  En  ellet.  comme  on  peut  distinguei-  deux  grands 
problèmes,  tracer  les  modalités  générales  des  mouvements 
qu'on  observe  en  Nature  et  déterminer  les  circonstances  spécifi- 
([ues  des  mouvements  naturels  paiticuliers,  11  nous  semble  d'as- 
signer à  cbacun  d'eux  une  section  séparée  de  la  Mécanique 
rationnelle. 

Les  questions  formant  le  second  des  deux  prol)lèmes  ne  sont 
pas  résolubles,  en  général,  ([u'ii  la  condition  cradmettre  a  piiori 
certaines  propriétés  du  mouvement  considéré.  Par  exemple, 
pour  déterminer  le  mouvement  d  un  projectile  lancé'  par  une 
boucbe  it  feu,  il  lauilra  commencer  par  lui  atlribuei-  la  propriété 
de  la  rigidité  :  pour  déterminer  le  mouvement  du  pcutbdc  dune 
b(>rloge.  11  faudra  lui  attribuer  la  propiieti'  de  la  ligidlté  et  celle 
en  plus  d  une  droite  bori/.ontale  invariablement  lice  au  globe 
terrestre,  (^'est  ce  qu'on  appelle  des  «liaisons  ».  (juc  ikuis  envi- 
sageons pai-taiit  comme  des  proprietc'-s  du  moUNcnieni  ailmises 
d'avance.  Nous  ne  les  introduisons  (pie  dans  la  deuxième  section 
de  la  Mécani([ue,  portant  le  titre  de    «    Calcul  du   Mouvement  -) . 

Ces  questions  exigent  une  expressiiui  (■//<'(/i\'(\  assujellissable 
au  calcul,  de  la  lorce  d'inertie  en  cha([ue  point  du  mobile,  ou.  au 
moins,  de  la  résultante  et  du  moment  par  rapport  :i  un  ])oiut 
([uelconque  d<'  l'ensemble  îles  forces  d'inertie  de  ses  points. 
D'autre  côté-,  c'est  une  circonstance  ordinaire.  pres(pie  caracté- 
ristique, de  ces  mêmes  (piestlons,  l'inlerventi*»!!  directe  ou  indi- 
recte du  contact  d'un  corps  avec  un  autre  :  au(pud  il  est  ais('  de 
réduire  la  plus  grande  paitie  des  liaisons  eu  les  en\isage;iul  par 
hasard  comme  des  cas  limites  ,  un  point  lixe  comme  la  limite  dune 
sphère  remplissant  une  caviti'-.  etc."!.!',!  aussitôt  (piécette  circons- 
tance se  présente  il  n'esl  plus  possible  d'assigner  une  expression 
ed'ecllve  ii  la  lorce  eleni<-nlaire. 
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C'est  pour  cela  que  la  «  pression  »  fait  son  apparition,  en 
même  temps  que  les  liaisons,  dans  la  deuxième  section.  A  Taide 
de  la  pression  nous  pouvons  présenter  l'action  d  un  corps  sur 
un  autre  sous  la  litrme  d  une  action  de  leurs  surfaces  contiau*'s  : 
c'est  tout  simplement  ce  (pion  lait,  dans  le  langage  ordinaire, 
cjuand  on  explique  par  une  pression  de  la  paume  l'action  des 
muscles  sur  un  objet  qu'on  tient  dans  sa  main.  Nous  en  tirons 
l'avantage  de  faciliter  les  hypothèses  appropriées  aux  différents 
problèmes,  et  le  recours  à  l'expérience  pour  les  démêler  et  les 
contrôler  par  l'accord  des  laits. 

Nous  joignons  à  la  pression  la  «  force  accélératrice  limite  »  : 
laquelle,  en  chaque  point  d'un  corps,  est  la  limite  de  la  force 
accélératrice  calculée  ii  l'aide  de  1  expression  de  la  force  élémen- 
taire valable  dans  l'hypothèse  qu'il  n'y  ait  pas  de  contact,  en 
ôtant  clu  corps  considéré  une  petite  portion  entourant  le  point, 
et  en  faisant  ensuite  évanouir  le  ravon  dune  sphère  capa])le  de 
comprendre  la  même  portion,  (^ette  force  élémentaire,  dans  les 
problèmes  ordinaires,  est  simplement  la  lorce  ne^vtonienne  :  et 
la  force  accélératrice  limite  correspondante  résulte  composée  de 
la  gravité  et  de  ce  ([u'on  appelle  la  force  newtonienne  intérieure, 
déterminée  par  le  corps  auquel  le  point  considéré  est  censé  appar- 
tenir. 

Après  cela,  nous  présentons  le  svstème  des  forces  accélératrices 
extérieures,  appliquées  au  mobile  considéré,  comme  composé  du 
système  des  forces  accélératrices  limite  correspondant  aux  con- 
ditions phvsiques  supposées  et  d'un  système  de  pressions  appli- 
quées aux  points  de  la  surface  du  corps.  O  dernier  svstème 
résulte,  dans  nos  hypothèses,  parfaitement  déterminé.  Ce  n'est 
pas  de  même,  ([uand  on  ne  définit  pas  également,  a  son  tour,  le 
système  complémenlaire. 

Nous  accordons  une  j)lace  spéciale  à  la  liaison  de  la  ligidité 
du  mobile,  ou,  plus  en  général,  des  pièces  dans  lesquelles  on 
peut  concevoir  de  le  décomposer.  Les  théorèmes  du  mouvement 
du  centre  de  masse  et  des  aires  fournissent,  en  ce  cas,  un  nombre 
d'équations  ié([ualions  cardinales)  égal  i»  celui  des  coordonnées 
nécessaires  pour  fixer  la  position  «hi  mol)ih'.  C  est  le  cas  du  sys- 
tème de  corj)s  rigides  libres.  Lors<pie  d  autres  liaisons  s'ajoutent 
a  la  rigidit('  (bi  mobile,  on  des  pièces  en  ([uestion,  —  système  de 
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corps  riii;i{les  à  liaisons  — en  les  concevant,  cl<^  la  laeon  que  nous 
venons  de  tlire  tout  ii  I  heure,  coninie  correspondant  au  contact 
de  deux  surlaces,  nous  y  joignons  un  svstrni»^  de  pi-essions.  l'n 
même  principe  nous  sert  par  cela  pour  le  calcul  du  mouvement 
des  corps  rigides  à  liaisons  et  pour  celui  des  corps  variables 
quelcon([ues. 

Quant  il  la  détermination  eirective  des  pressions,  nous  distin- 
guons les  «  pressions  de  liaison  ».  auxquelles  nous  imposons  la 
propriété  caraclcristique,  leur  servant  de  délinition,  (pic  la  j)uis- 
sanee  de  1  ensemble  de  ces  pressions,  correspoiulanf  ;i  toute 
condition  de  mouvement  virtuelle  du  svstème  considéré,  est  nulle 
(autrement  dit,  tout  travail  élémentaire  virtuel  est  uwV .  Nous 
«  appelons  pression  préalablement  donnée  »  toute  pression  qui 
«  n'est  pas  de  liaison  "  :  et  système  des  «  forces  imprimées  » 
l'ensemble  de  ces  dernières  pressions  et  des  forces  limites.  Nous 
comptons  les  v  pressions  de  Irottement  »  parmi  les  pressions 
préalablement  données.  Xotre  tMionciat  ion  du  tlicori-me  de 
d'Alembert  et  Lagrange  ne  contient  pas,  en  cons»''(|uence.  la 
restriction  ordinaire  ([u  il  s'agisse  de  liaisons  sans  Irottement. 

SuixanI  le  procédé  de  Kircliholl',  de  Hertz  et  de  bien  d'autres, 
nous  considérons  réf[uilibre  comme  un  cas  pai'ticuliej"  du  mou- 
vement. C'est  la  forme  de  mouvement  correspondant,  cdcloris 
paribiis,  aux  conditions  initiales  (pie  la  position  ;i  un  instant 
donné  soit  une  position  d  «'(piilibre  et  la  lorce  \ivt'.  au  même 
instant,  nulle    M. 

Nous  supposons  les  liaisons  toujcuiis  leprésenlablcs  ]>ar  un 
svstème  d  i'M|uations  aux  diir<'renti<dles  totales,  de  iiicmicr  ordre 
et  linf'-aires,  entre  les  coordoniK'es  du  mobile  et  li-  temps.  C'est 
une  hvpothèse  de  Hertz,  généralisée  en  cela  (pie  nous  admettons 


('^)  Noiis  .Mvnns  ri-iiiMr<|iii'-  plus  IimiiI  '|iii\  <I;iri-;  <lr<  coii'lllinii-;  cnm  imijIiIi-iikmiI 
limitf'ca,  il  pont  l'-tro  iin'in»*  |)ri'f<'rnl)l<'  i\r  IimIIit  I;i  slnli<nic  j'i  juirt.  Diins  une  (("It»* 
oxpi>sitii)ii,  uni-  (l)'-iii<>iisliMtiiiii  du  priuripc  ili-s  vitesses  virtuelles  pniirrii  trouver 
«n  plneo  îMi-isi  lïieii  fpie  la  (li'-iunnstr.'iliou  ilu  priuripe  du  ])iir;illi-liij,T:imuie  des 
force»  (|iie  nous  Jivons  rnppeh'-e.  .Nous  ue  s:inrions  lié-tilei-,  l'i  l'et  éffiir»!.  i\  rtioisir 
lu  roiieeplion  j^éniiile  d  .\risl<ile  riipportiint  l'ellVl  d'uni'  forée  diium-e  à  hi  n  niobi- 
lilp  »  (II»  <on  point  d'.'inpliealiiui  :  "  A'.î":  o'î  ôjfjj  i'v  j/îilov  aoî7~'/;y.'>;  too 
•jrouoy/.ioj  /t,  'TyÇ^'j;)  oaov  /.•.rip-:.  \\-.':%  03  £7t;v...  ot;  /,  rVî^ov  inï/rt'iTX  Èx 
~.'t'j  /.ii-yt-j  (•'_oa;j.;Ay,)  •xt':X./yi%  /.'jyj.'yi  •'^zizii:.  »  Voyez  ('■.  Vaii.ati.  //  iirincipl» 
ilfi  lavi<ri  firtiinli  ila  An'uinlr/r  n<l  Emue  il' Atrsxani/iin.  {Atti  tirlln  II.  AcraJrnila 
ilrlle  StirriTc  ili  Ti'iinti,   iS<,(>-((-j. 
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mèiue  des  liaisons  dépcndanl  du  temps.  Les  liaisons  en  résultent 
plus  limitées,  mais  en  retour  beaucoup  mieux  précisées. 

T.e  procédé  classique  nous  fournit  ce  (jue  nous  appelons  les 
é(iuations  difï'érentielles  «  pures  »  du  mouvement  :  c'est-ii-dire 
dé<J"aoées  de  toute  trace  des  pressions  de  liaison.  VA\cs  sont  cen- 
sées  contenir  en  général  les  pressions  de  IVoltement.  ("/est  un 
résultat  de  l'ex^iérience  que  Thypothèse  que  ces  pressions  soient 
néfflioeables  correspond  à  une  classe  ijitéressante  de  mouvements 

DO  1 

naturels,  caractérisable  par  une  circonstance  physique  assez  bien 
définie,  le  contact  poli  :  et  aussi  qu'en  les  supposant  représen- 
tées par  certaines  expressions,  se  rapportant  en  partie  au  cas  du 
frottement  nul,  il  est  possible  de  faire  une  théorie  par  approxi- 
mation d  autres  mouvements  naturels,  dans  lesquels  cette  circons- 
tance physique  n'est  plus  sullisamment  remplie.  Ce  serait  un 
grand  perfectionnement  de  la  Mécanique  rationnelle  que  d'assi- 
gner l'expression  générale  des  pressions  de  frottement.  Les  con- 
clusions de  M.  Painlevé,  dans  ses  belles  «  Leçons  sur  le  frotte- 
ment »  (')  sont  à  ce  sujet  les  plus  avancées.  Il  est  peut-être 
réservé  à- une  hvpothèse  heureuse  d'éclairer  l'expérience,  laquelle 
n'a  pu  fournir  juscjuà  présent  des  notions  assez  sûres  pour  former 
le  fondement  d  une  théorie  rationnelle  du  phénomène. 

L  n  autre  perfectionnement  a  désirer,  c'est  de  renforcer  le  lien 
entre  les  deux  sections  de  la  ^Iécani(|ue  rationnelle  (pie  nous 
avons  distinguées  par  les  noms  de  «  Propriétés  générales  du 
mouvement  »  et  «  Calcul  du  mouvement  ».  La  première  aboutit 
aux  équations  cardinales,  et  ces  équations  sont  le  point  de  départ 
de  la  seconde.  Cependant,  ce  n'est  qu  en  glissant  sur  les  raison- 
nements ([u'on  en  conclurait  ii  leur  parlait  enchaînement.  En 
ellel,  le  postulat  de  la  force  élémentaire  égale  et  contraire  pour 
les  deux  points  au.xquels  elle  se  rapporte,  tiré  des  expériences 
sur  la  ffravitation.  l'électricité,  le  maonétisme,  etc.,  à  l'aide 
dufjuel  nous  déduisons,  dans  la  première  section,  les  é([uations 
cardinales,  n'est  qu'une  condition  suflisante  pour  leur  subsistance. 
Il  s'ensuit  que  lois([ue,  dans  la  deuxième  section,  nous  posons 
ces  ecpiations  d'avance,  nous  sommes  td^ligés,  ou  ii  généraliser 
nos  posluhits,  ou  ii  borner  la  valiilité  de  nos  consé(piences.  C'est 


r.  A  i{  i:  i>  Il  i:  s  /;  y  ta  no  .v  a  hai'ii  iqii:  di:  s  s  o  m  u  n  i:  s 
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un  prohlrme  bien  intéressant  que  créelaiicir  cette  géiiéialisalion 
et  ces  bornes.  I/étude  chissique  de  M.  Maver  (')  nous  apprend 
bien  des  choses  à  ce  sujt'f  dans  le  cas  il'iin  svsiènie  ib^  points 
matériels,  sollicités  par  îles  lorces  dérivant  d  un  potentiel,  lonc- 
tlon  en  trénéral  ilu  temps,  des  coordonnées  et  des  vitesses.  Il  est 
il  soubaiter  »|iu>  la  théorie  malht'matnpie,  en  ilevancant  1  expé- 
rience, nous  révèle  par  la  même  voie  des  propriétés  londamen- 
tales  inconnues  du  mouvement,  dans  ces  espaces  iniVanchissables 
a  Tobservation  directe  qu  il  est  convenu  d  appeler  la  sphère  des 
actions  moléculaires. 

c;.-A.    Ma. .(il     l»ise). 
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!.  Dans  cette  note  nous  vouU)ns  nous  occuper  des  signes  que 
1  t»n  peut  i'nij)b)ver  pour  iiidicjuer  les  nombifs.  quand  on  veut 
s'en  seivir  dans  b*  iliscours  ou  dans  le  calcul. 

l'our  ([lie  1  usag(^  de  ces  signes  S(»it  juste  et  ellicace,  il  laiil  (|ue 
cha(|ue  nombre  soit  r(q)r(''senté  par  un  signe  particulier,  et  ([ue,  si 
deux  nombres  sont  diflérents  entre  eux,  les  sitiiies  ou  svmbolcs 
le  soient  aussi;  de  sorte  ([u  il  s Cnsuit  (|ue  la  numération  écrite  est 
une  C(trrespondance  bi-iiiiivo([ue  entre  nombres  et  signes. 

En  nous  arrêtant  en  particulier  aux  nombres  réels,  \aleurs 
absolues,  et.  en  observant  ([in-  ces  nombres  sont  en  coi  res|)on- 
(lance  bi-iiiii\  (xpie  avec  b>s  indiNidiis  de  loiile  classe  linéaire 
continue  tle  «rraïuieurs  homoucnes,  on  voit  (lue  si  les  ««"riiiideurs 
trune  classe  ont  des  signes  représentatils.  ces  signes  peuvent  être 
emploNcs   pour  rejn'eseiiter  aussi  les   nombres. 

i.cs   grandeurs   les  plus  laciles  ii  l'epii'seiiter  gi  apli  ii|  Meineiil ,  el 


(')  l'eher  lien  allf-cmeinslcn  Aiixiliiivl,  ilci  iiiiirirn  /'•itrii/iiit/<iii/'tf  ciin-x  Si/sifiiis 
betve^ter  malrricllfr  ['iiithtf,  wehiier  xicli  aux  ilfiii  l'ilitci/i  </rr  Uleiclilirit  der 
Wiiiiiiiff  unit  Ge-teii^s'li hiiiifi  cif;ic/i(.   {Miilliciiinliinlic  Aiiiiolvii.  I.  ,\lll.) 

Novcz  jKissi    Vl'IM  II  ,    Tniilr  tir  inctn  iiii/iir  nitifiiiicf/r ,    rli.    x\\. 
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qui  le  plus  souvent  servent  ii  svniboliser  Ijcaucouf)  (r;iiitres,  sont 
les  segments. 

Si  Ton  imagine  un  segment  //  qui  représente  le  nombre  nn.  le 
le  nomljre  /■  sera  représenté  par  le  segment  s  de  façon  ([ne  le 
rapport  [s  :  ti)  soit  égal  :i  /■.  El  si  l'on  suppose  que  tous  les  seg- 
ments soient  portés  ii  partir  diin  n)ème  j)oint  snr  une  demi-di'oitc 
qni  ait  ce  point  pour  origine,  les  points  extrêmes  des  segments 
peuvent  représenter  un  à  un  les  différents  nombres. 

Voilà  lune  des  façons  ordinaires  de  représenter  les  nombres; 
les  nombres  v  sont  indiqués  par  un  seul  signe,  le  point,  employé 
dans  un  nombre  infini  de  positions  différentes,  prises  sur  la  demi- 
droite. 

a.  Si  en  agissant  de  la  sorte,  on  trouvait  compliqué  ce  système 
de  numération  qui  exige  l'usage  de  la  demi-droite  entière, 
laquelle   est  infinie,    on    pourrait    employer  une  translormation. 

par  exemple  : 

ia  ,,, 

V  rz arc  lang  ,r  (^j 

{cxpiession  dans  laquelle  a  peut  représenter  n'iaqKirte  (juel 
nombre)  qui  transforme  Tintervalle  de  o  //H-x  ,  dans  lequel  .v 
est  variable,  dans  l'intervalle  de  o  à  a  où  varie  ij.  et  prendre  pour 
représenter  les  nombres,  les  points  qui  représentent  celles  des 
valeurs  de  //  qui  correspondent  aux  valeurs  de  .r  de  la  représen- 
tation que  nous  avons  indiquée  auparavant  ;  ainsi  nn  segment  sera 
sutflsant. 

3.  Nous  pourrons  employer  plus  généralement,  pour  représenter 
les  chiflVes,  des  points  d'une  ligne  droite  tels  qu'ils  constituent 
un  ensemble  linéaire  de  puissance  égale  à  celle  du  continu  o  a, 
condensé  ou  non  dans  quelques-unes  ou  dans  toutes  les  parties 
de  l'intervalle  aufpiel  il  appartient  {-),  ou  même  des  ensembles  de 
points  qui  appartiennent  à  d'autres  lignes,  et  même  aussi  les  points 


(')  Par  arc  tang  .r  on  iriili((iif  (cliii  des  arcs  doiil  la  Ian^cM\l('  osl  .v.  (|iii  csl  compris 

entre  —  —  cl  -  • 

2  - 

(-)  Pour  ce  (jiii   rc^'arde   ces    eiisciui)les.  voir  G.  (.Iaxtok.   Mcnioircs.   ilans    .(<7<i 
yiutlicviatlca,  vol.   II. 
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de  cerlaines  surfaces  et  de  certains  solides,  car  nous  savons,  par 
exemple  V.  Cantor.  Peano.  Schoenllies\  que  les  points  d'un  carré 
ou  dun  cid>c  coirespondenl  univoquenient  au  eonliiiu  linéaire  o  i, 
ou  bien  o  a .  ou  hien  encore  o  oc  . 

4.  Dans  la  reprcst-nlalion  ;4raplii([u<'  dont  nous  avons  parlé, 
c'est-:i-dire  des  nond>res  par  les  points  de  la  denii-dioile  coni- 
plèle.  ou  hien  du  segment  o  a ,  la  position  des  jioints  nous  rap- 
jielle  d Une  manière  claire  et  simple  la  grandeur  relative  des 
nondjres  ;  car.  si  M  t-t  X  sont  deux  p<tints  ([ui  représentent  deux 
nombres  /;/  el  //.  selon  (|ue  M  est  d  un  coté  détermine  ou  dt> 
l'autre  de  X.  nous  aurons  ///>«  ou  bien  au  contraire /;> /?;. 

Dans  les  autres  représentations  graphlcjues  dont  nous  avons 
déjà  pai'lé,  cette  disposition  qui  nous  permet  de  pouvoir,  d  une 
manière  lacile,  connaître  la  grandeur  des  dillérents  nond)res  par 
la  position  du  point,  peut  nous  manquer  i'  . 

5.  Mais,  d'une  manière  comme  de  l'autre,  ces  représentations 
ne  sont  pas  commodes,  attendu  que  les  diderentes  positions  des 
points  ([ui  seraient  nécessaires  pour  indupier  tous  les  iioiubres 
sont  inlinies  el  constituent  même  un  ensemble  inlini  île  puis- 
sance égale  il  celui  des  nombres  qui  doivent  être  représentés  :  et, 
par  conséquent,  ils  donnent  un  système  de  numc-ration  (|ui  n'est 
pas  pratique. 

Nous  ajoutei'ons  que,  dans  ce  système,  l'exactilutle  de  la  rej»ré- 
sentation  est  matériellement  impossible,  car  l'ensemble  repré- 
sentatil  avant  la  piussance  du  eniilinu,  et  n  étant  pas,  ]>ai'  consé- 
quent, dénondjrable,  a  nécessairement  (b<s  points  limites  a  une 
dislance  finie,  et  autour  d'eux,  les  points  de  rensend>le  ne 
pourraient  pas  être  bien  rejtrésentes  grapbiijuemeiil  d  une 
manière  nett'.  Cet  inconvtMiienl  n'existerai!  pas.  au  eoiili  aire,  sur 
une  portion  cb^  la  droite  sur  la(jiielle  il  n  v  ait  |)as  de  jxiiiit^ 
limites,  et  sur  lacpielle  la  limite  i  iiierieuie  des  intervalles  reci- 
pro(pies  soit,  par  consiMpieiit .  plus  grande  (pie  /.ero. 


('î  Pour  In  rrpréspiitiiliiiii  jivit  un  nisi-mlili'  niui  eDiitiini.  iii.iU  «jui  iii.iiiil  i<'iil 
loul  (!••  in>''inp  ccUc  rrliilinn  «lo  poïiitinii  <li>nl  nous  iivonx  niirli'.  voyi-z  Hfttazzi  : 
«  Su  iin.'i  «-oi-ri^pnn'lpn/ii  fi-ji  un  jfiMippo  di  ])unli  e  un  (■(■iitintm  iinil)o<lu<:  iinoari  » 
{Annali  ,li  Mu/,-)iiatiifi.   i.S«8j. 
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G,  Il  sera  donc  plus  piati((iu'  creiiiployer  un  système  de  numé- 
ration qui  nait  besoin  que  d'un  nombre  fini  tle  positions  dil- 
lérentes,  ou  bien  même  un  ensemble  infini  mais  ({ne  Ton  juiisse 
dénombrer;  ayant  recours  même,  s'il  en  est  besoin,  ;i  des  signes 
différents  l'un  de  l'autre  mais  qui  forment,  eux  aussi,  un  ensemble 
fini,  ou  bien  infini,  mais  dénombral)le. 

Si  nous  employons  un  ensemble  fini  de  sioiies  ii  ])lacer  dans 
des  positions  dill'érentes  l'une  de  Tautre,  mais([ui  ne  lorment  ([u'nn 
ensemble  fini,  nous  ne  pouvons  avoir  ([u'un  ensemble  fini  de 
signes  représentatifs,  lesquels  par  conséquent  ne  sullisent  pas  a 
indiquer  complètement  les  plus  importantes  catégories  de  nom- 
bres ;  et  encore  moins  est-il  possible  de  représenter  grapliique- 
ment  tous  les  nombres. 

Si  nous  employons  au    contraire   un    ensemble  fini  de    signes 

que  l'on  puisse  disposer  dans  une  infinité  de  positions  dillérentes 

(qui    constituent    un    ensemble    dénombrable; ,    on    peut    d'une 

manière  claire  et  précise  symboliser  mênu^  des  ensembles  infinis 

de  nombres. 

Voyons  maintenant  quels  nombres  nous  pouvons  représenter 
avec  ce  système,  en  continuant  toujours  à  nous  limiter  aux  nom- 
bres en  valeurs  absolues;  de  là,  nous  passerons  lacilement 
aux  nombres  affectés  d  un  signe,  en  ajoutant  le  simple  signe  -f- 
ou  — . 

j.  Les  nombres  entiers  peuvent  être  représentés  par  ce  sys- 
tème, qui  est  du  reste  le  svstème  ordinaire  de  numération. 

Si  nous  avons  un  nombre  |j  de  signes  (o,  et  |j —  i  autres,  où 
[ii  est  un  entier  positif,  plus  grand  que  i  et  ([ue  t-IuKine  signe 
puisse  s'écrire  dans  un  nombre  fini  de  positions  prises  dans  un 
ensemble  dénombrable  (comme  le  sont  ceux  que  nous  avons 
quand,  à  chaque  position,  correspondfin  petit  segment  de  la  semi- 
droite,  et  que  les  segments  sont  tous  égaux  et  tracés  lun  après 
l'autre),  on  arrive  à  pouvoir  écrire  par  ces  |i  signes  n'importe 
quel  nombre  entier,  comnie  on  v  arrive  en  effet  avec  le  système 
ordinaire  de  numération  ii  base  ^j.  Dans  le  svsti-mt^  ilécimal  de 
numération,   par  ext'nq)le,  o\\   einplove  les  chillVes 

o,  I,  i,   5,  4,  ■).  G,  7.  S.  (). 
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et  ch;K[iie  chinVe  est  employé  un  nombre  fini  de  fois,  en  en  écri- 
vant un  si  par  exemple  pour  plus  de  clarté  et  de  lacilih',  on 
empU>ie  du  papier  (piadrilléi  dans  cha([ue  petit  carré,  les  carrés 
étant  tous  é<rau\  et  jiouvant  étie  imaginés  placés  Tun  ;i  côté 
de  l'autre,  autant  (|ue  l'on  en  voudra  et  constituant  ii  eux  tous 
idéalement)  un  ensemble  dénoml)ral)le. 

Xous  pouvons  aussi  suj)poser  (|iie  |j=  i  ;  aulremenl  dit,  nous 
pouvons  nous  proposeï'  de  n  emplovei'  (ju'un  seul  signe  (pii  seia 
placé  dans  tlillérenles  positions  selon  les  dillérenls  nombres  (pi'il 
doit  représenter.  Mais  ce  systi-me  demande  un  large  espace,  vu 
<[ue  le  symbole  représentatif  doit  occuper  une  position  diderente 
un  carié  dillérent  dans  Texemple  (pie  nous  avons  indi([ué)  selon 
les  dilïerenls  nombres  ([uil  représente  ;  de  manière  que  dans  une 
ligne  de  y.  jietits  carres  le  maximum  des  nombies  qu du  pourrait 
écrire  serait  justement  y.,  si  Ton  convient,  comme  c  est  tout  a  (ait 
naturel,  que  dans  les  petits  carrés  plus  it  gauche  soient  indicpiés 
des  nombres  plus  grands  (pie  dans  les  carrés  ;i  droite.  On  voit 
en  outre  ([ue.  dans  ce  système,  on  n  a  ([ue  la  représentation  gra- 
phique dont  nous  avons  parb'  au  n"  i.  considérée  comme  limitée 
aux  nt>ml)rcs  entiers  et  où  le  point  est  remplac(''  par  un  signe 
([iielcompu'. 

.Mieux  vaut  donc  recourir  ii  un  ensemble  fini  de  diirérents 
signes  (pii  en  contienne  plusieurs  et  non  un  seul,  et  c\\st  préci- 
s(''ment  ce  (pie  1  on  lait  dans  les  svsli-mes  ordinaires  de  nuMit'ra- 
lidii  a  base  j,  ;i  paiiii  du  s\st('me  binaire  [3=^2  avec  les  signes 
o,  I  ,  où  l'on  emploie  un  nombre  j  de  signes,  en  convenant  (pTun 
signe  écrit  dans  des  caric's  dillereiits  représente  did'éients  nom- 
bres, et  en  pailiculier  ([ii  un  signe  l'cril  dans  un  carré  é(piivaut 
au  'i  —  pie  du  nuMue  signe  écrit  dans  le  (■ari(''  immédialemeiil  à 
droite. 

Dans  ces  svslèmes,  non  seulemeni  clnupie  nombre  entier  a  son 
signe  représentalil,  mais  de  plus  la  position  des  signes  nous  per- 
met de  leconnailre  d'une  manii'ie  claire  et  précise,  la  grandeur 
du  nombre  :  car,  si  tous  les  nombres  s'écrivent  en  commençant 
(huis  le  nu^me  carré  de  droite,  un  nom))re  est  d'autant  plus  grîind 
<pie  son  symbide  r(q)i(''sentalil  se  |»rolonge  plus  vers  la  gaindu^  ; 
et,  entre  deux  nombres  (pii  occii|»ent  les  iiH^mes  carri's,  le  plus 
grand   est   celui  dans    le(pi(]   le    premier  petit  carre,   en   ei»iiimeii- 
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oant  par  la  (tuucIic,  où  nous  li-oinous  des  signes  dilTérents,  con- 
tient le  plus  grand  signe. 

8.  Les  nombres  rationnels  peuvent  aussi,  eux,  être  représentés 
oraphiquenienl  en  employant  un  ensemble  Uni  de,  signes  et  de 
positions  différentes  en  nombre  infini.  L'emploi  le  plus  usuel  de 
ce  système  consiste,  comme  Ton  sait,  ii  les  intlicjuer  par  deux 
nombres  entiers  (numérateur  et  dénominateur)  Lun  au-dessus  de 
l'autre,  séparés  par  un  trait  ( —  ou  /);  ou  bien  encore  l'un  près 
de  l'autre  séparés  par  un  signe  de  ponctuation  f,  ou:i.  La  pre- 
mière manière  de  les  écrire  est  la  plus  employée,  comme  étant 
celle  qui  met  en  évidence  la  nature  de  ([uotient  que  possède  la 
traction. 

Dans  ce  cas,  si  les  ternies  de  la  fraction  sont  écrits  dans  le 
svstème  de  numération  de  base  |j,  on  emploie  ,3  -f-  i  signes,  c'est- 
à-dire  les  chiffres  o,   i,    2 |j  ^ —    i,  avec  le   signe  de  Iraction 

' —  ou  /)  et  un  ensemble  dénombrable  de  positions,  c'est-à- 
dire  les  petits  carrés  en  nombre  infini,  disposés  pour  le  numéra- 
teur, et  ceux  disposés  pour  le  dénominateur,  positions  qui,  toutes 
ensemble,  constituent  un  exemple  encore  dénombrable. 

Dans  cette   méthode    de   représentation  il  n'y   a  plus,  comme 

pour  les   nombres  entiers,  la  gradation  qui  permet  de  juger  au 

premier  coup  d'œil,  en  se  basant  sur   l'écriture,   de  la  grandeur 

des  nombres,    car   un  même   nombre  peut   s'écrire  dune  infinité 

.,            /                         1            3               6             f)                ,             8  \ 

de  manières   Ipar  exemple:  -^-  ==  — -  = -^ ;  4:=  — j 

et  une  iraction  ([uelquefois  est  tantôt  plus  grande,  tantôt  ])lus 
petite  qu'une  autre  qui  est  écrite   avec  des  termes  plus  grands 

(^par  exemple:  y  <  ^  <  T  j  • 

n.  On  peut  imaginer  d'autres  systèmes  pour  représenter  les  iVac- 
tions.  Ou  pourra,  par  exemple,  déduire  un  de  ces  systèmes  de  ce 
([uc  Cantoi»  (')  a  exposé  pour  démontrer  que  l'ensemble  des  (rac- 
lions a  une  puissance  égale  à  celle  de  l'ensemble  des  nombres  en- 
tiers. On  prend  tous  les  nondjres  rationnels  ^y  compris  les  nombres 
entiers,  (lue  l'on  écrit  avec  le  dénominateur  i)  et,  après  les  avoir 

(')  Voy.  Cantou,  /<«•.  cit. 
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reiulus  iritHluctiblos.  011  ou  iiiUitionne  les  deux  tenues,  et  ou 
obtieut  uu  uinubre  que  C^auUu'  iippelle  hi  /iiiiilct/r  tlu  uouibie 
ralioiiuel.  C!h;u[ue  uouil)re  niliouuel  a  uue  hauteur,  et  pour 
chaque  nombre  n  pris  coiunie  liauteur,  nous  avons  uji  ensemble 
liui  de  Iraelious  ii  réductibles  correspondantes,  qui  est  couijiosé, 
au  plus,  par  //  —  i  iVaclions.  Si  nous  plaçons  les  fractions  d'une 
même  hauleur  daus  u  importi^  ([uel  ordi<>  par  exemple  par 
ordre  de  grandeur  .  et  si  on  donne  ii  chacune  d  elles  un  nondjre 
d  ordre  relalil.  on  pourra  indif[uer  cha<[ue  Iraction  par  deux 
nombres  entiers,  l'un  é^al  ii  sa  hauteur,  iaulre  ('^al  au  numc-ro 
d  ordre  ([ue  la  Iraction  a  pris  parmi  celles  qui  ont  même  hau- 
teur; nombres  que  1  on  peut  séparer  entre  eux  par  qucl([ue  signe, 
ou  bien  écrire,  par  exemple,  le  second  à  la  droite  du  premier, 
et  en  dessous,  coinnie  nue  indice.  Pleine  dans  ce  svsliMne 
l'écriture  n'exprime  rien  (|ui  puisse  niuis  donner  des  rensei- 
gnements un  peu  rapides  sur  la  grandeur  du  nombre  repré- 
senté. 

10.  1)  ailleurs,  pour  indiquer  une  Iraelioii.  il  u  est  pas  néces- 
saire de  faire  usage  de  signes  nouveaux,  en  dehors  de  ceux  des 
nombres  entiers  ;  car  (comme  nous  l'avons  déjii  dit]  les  nombres 
rationnels  constituent  un  enseml)le  dénombrable,  <[ui  peut  être 
uiis  eu  corresponilauce  bi-uuivixjue  avec  les  nombres  entiers, 
et  en  conse(|ueuci'  n(Uis  pouvons  les  écrire  avec  les  symboles  <|ui, 
dans  la  numération  ordinaire,  servent  pour  les  nombies  witiers 
(|ui  leui-  correspt)ndent.  Mais,  encore,  tlaus  ce  cas,  ([uelle  <[ue 
soit  la  correspondance  ([ue  Ton  ('tablit,  on  reconnaît  impossible 
la  gradation  de  grandeur,  de  manière  (jue  si  pour  deux  IVaclions 
tu  et  n  ou  a  ///  >  //,  le  symbole  représentatif  de  m  cpii  est  celui 
d  un  nombre  entier  iiuli([ue  aussi  uu  nombre  entier  plus  grand 
([ue  /<  ;  car  si  cela  devait  être,  comme  deux  nombics  entiers 
consécutifs  p  et  p  -{-  \ .  ne  comprennent  entre  eux  aucun  nombre 
entier,  il  s  ensuivrait  (juentic  les  nombres  rai  nninrls  (|ue  iu)us 
avons  indi<[ués  par  p  ci  p  -\-  i,  il  ne  serait  couq)ris  aucun  autre 
nomljrc  rationnel  ;  tandis  ([uau  contraire,  pour  deux  (raclions 
([uelcon([ues  il  y  a  toujours  un  nombic  inlini  il  autres  (raclions 
intermt'diaires. 

11.  Lue    autre    maniire    Inqxiitanle  d"iiidi(|uer    les    nombres 
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rationnels  consiste  à  se  servir  d'un  nombre  infini  d'autres  posi- 
tions en  dehors  de  celles  ([u"on  emploie  pour  les  noml)res  entiers 
dans  les  svstt'mes  de  numération  à  hase  '^j  <|uelcon(|ue,  en  ajou- 
tant à  la  droite  du  premier  petit  carre  de  droite  un  autre  ensemble 
infini  dénomhrahle  de  carrés  consécutifs  (pii  doivent  être 
emplovés  pour  recevoir,  chacun  par  ordre,  les  fractions  (pii   ont 

pour  dént)minateurs  |ii,  ^i',  [i' et  un  unnuM-aleur  de  o  ii  [j  —  i. 

11  s'agit,  en  résumé,  de  la  représentation  (|ul,  dans  le  système  de 
numération  de  base  lo,  s'appelle  décimale,  et  ([ue  nous  pourrons 
appeler  tout  simplement  de  ce  nom,   même  en   vénérai. 

l'n    nombre    rationnel    pouvant  se  déct)mposer    eu    une  partie 

entière  et  nn  nombre  fini  de  fractions  du  type  ~-,  -—■ ,  — ;J- (où 

t^         »■*         \'* 

a  ,  a,,,   a^, sont  des  entiers   de   o   à     j  —   i^  sera  indiqué  par 

nne  formule  décimale,  au  moyen  d'un  nombre  fini  de  signes 
pris  parmi  les  chifïVes  o,  i,  2, _3  —  i,  et  la  virgule  déci- 
male. 

Mais  1  on  voit  facilement  ([ue  les  fractions  ne  peuvent  pas  être 
toutes  réduites  ainsi.  Nous  en  avons  un  exemple  dans  la  frac- 
tion   .    Va\  efïet,  celte   fraction  contient  autant  de  3"""'*  (les 

P  -  '  ■ 3  .  ■ 

dixièmes  du  svstème  décimal    qu  il  v  a  d  unités  dans  -r—^ —  c  esl- 

à-dire     i  ,    avec    nn    reste     de  -^ de  'i"""',  (pii.  \\  son   tour, 

contiq^idra  autant  de  ;i"""^~  de  [ji'"'«,  c'est-à-dire  autant   de    ;^i-)i'"'f^ 

I                   5 
centièmes^  qu'il  v  a  d'unités  dans  3.  —, =-^ .  ou  i  unité 

avec  un  icste  i,  etc.  :  et  Ton  voit  ([ue  l'opération  ne  s  arrèteia 
jamais. 

Mais  comme  dans  ce  cas-ci  et  dans  Icuis  les  cas  semldables  l'opé- 
ration est  une  division  du  numéraleui'  suivi  de  zéro  par  le  déno- 
minateur, division  ([ui  ne  donne  jamais  zéro  pour  reste,  et  qui 
par  cela  même,  doit  donner  à  ([uelque  moment  des  restes  déjà 
obtenus,  ih»us  obliendrons  un  nombre  décimal  illimité,  mais 
pérlodiciue,  dont  la  paitie  pt-riodique  peut  être  sy  ml)ol\  séi'.  par 
exemple,  en  écrivant  une  des  périodes  renfermée  entre  des  paren- 
thèses 1  j.  De  cette  manière,  on  parvient  ii  indi([uer  aussi  ces 
iVactions,  génératrices  (\v  périotliques,  par  un  nombre  fini  de 
ehiflVes   décimaux,    pourvu    qu'on    enq)l(>ie  aussi   le  signe  ou 
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un  autre    éc[ui\alt.'nt  :   et    Ton   iiuli([ue   ainsi    les   liactions  par    un 
nonil>re  (ini  de  sij^nes.   à  choisir  parmi  les     jj  -|-  2)  suivants  : 


L      J 


cl  par  (les  p<»sili(»ns  dillerentes  (jui  constituent  un  ensenihle 
(It'Moinhrable,  (jui  sont  (idéalement  indi(jiiees  j>ai'  les  petits 
carrés  du  papier  ([iiadrillé. 

Par  ce  svstcme,  ([ui  se  lapproehe  le  plus  de  celui  ([ui  est  hahi- 
tuellement  cmplove  pour  indi([uer  les  entiers,  la  gradation  tle 
grandeui'  des  nomhres  rationnels  peut  être  reconnue  pres([ue 
comme  celle  des  entiers,  par  des  observations  très  sinij)les. 


12.  Tout  cr  tiui  a  été  dit  pour  la  représentation  des  nombres 
rationnels  en  avant  recours  ii  un  nombre  fini  de  siji.nes  et  à 
un  ensemble  infini  dcnombrable  de  positions  dillV-renfes.  ncuis 
pourrniis  le  rcpctiT  m  i'm|)lovant  un  nombre  lini  de  positions 
et  un  ensemble  inlini  (b'uombrable  de  sijjues  dilVérents  ;  il  sullit 
pour  cela  d'échanj^er  entre  eux  les  mots  «  signe  »  et  «  p(»silioii  » 
|)artout  où  ils  se  trouvenl.  Mais  il  v  auiail  I  ineonveiiienl  ([u  il 
laudrait  avant  tout  écrire  ellectivement  tous  les  svmbides  nt'ces- 
saires,  choisis  il'une  manière  arbitraire,  mais  tous  didérents  les 
uns  des  autres,  ce  qui  est  impossible,  car  ils  doivent  bunier  un 
ensemble  inlini  ([iionnie  simplement  déiiombial)le  tandis  (pie 
Ton  peut  seulement  écrii'c  un  nombre  fini  de  tels  signes  ;  ou. 
pour  mieux  dire,  on  peut  en  éci'ire.  l'un  aj)rès  l'autre,  autant 
(pie  Ton  vent  en  nombre  lini.  ()n  bien  il  iaiidiail  iniaginer,  alin 
d  avoir  tous  les  signes  nécessaires,  un  système  de  signes  dillé- 
rents  l'un  de  l'autre,  tels  ((iu>  l'on  puisse  en  écrire  un  (pielcon([ue 
au  moven  de  lois  délerininées,  ce  f[ui  nous  obligerait  a  construire 
pour  ces  signes  un  svsièine  d'écritui-e  semblable  ;i  celui  cpie  1  on 
cherchait,  car  les  signes  nécessaiies  composent,  eux  aussi,  un 
ensemble  infini  deiiombrable. 

Au  contraire,  «piand  on  veut  se  servir  d  nn  nombre  inlini  di- 
positions  dillerentes.  elles  sont  indi(pn'es  simplemenl  par  des 
parties  égales  successives  de  la  ligne  où  l'on  écrit,  ou  plut«'>t 
«'//es  sont  ces  paities-lii  même.  Ies([uelles  se  preseiilenl  sp(Uita- 
nement,   sans  ellorls  ni   artilices,    étant    (b'ja   placées,    el    en   aussi 

Klist'igiirliii'lil    ni.ilti.  I  N 
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grand  nombre  qn'on  le  veut,  du  moins  en  projtorlion  iivec  les 
dimensions  du  papier  dont  on  lait  usage. 

Il  semble  done  inulile  de  s'occupei'  àw  système  dont  on  a  parlé 
dans  ce  paragraphe. 

Le  système  où  1  on  emploierai I  aussi  bien  des  signes  que  des 
positions  en  nombre  infini  aurait  au  moins  tous  les  désavantages 
du  système  dont  nous  venons  de  parler. 

i3.  Les  systèmes  eilés  jusqu'ici,  propres  à  indiquer  les 
nombres  rationnels  et  qui  emploient  pour  chacun  d'eux  un 
nombre  fini  de  signes  et  de  positions  diflérentes,  ii  choisir  les 
uns  et  les  autres  dans  deux  ensembles  iinis  ou  infinis  dénom- 
brables  que  nous  indiquerons  respectivement  par  G^  et  F,, 
peuvent  être  interprétés  aussi  d'une  autre  façon. 

En  réalité,  si  1  on  imagine  un  svmbole  spécial  pour  chacune 
des  différentes  positions  de  l'ensemble  V ^,  on  obtiendra  ainsi 
un  ensemble  G.,  de  symboles  qui  sera  fini,  ou  infini  dénombrable, 
avec  r,.  Alors,  pour  indiquer  un  nombre  quelconque,  nous  pour- 
rons emplover  l'ensemble  des  svmboles  de  G,  déjà  destinés  ii 
représenter  les  nombres  et  les  signes  de  G.,  qui  représentent  les 
positions  de  F^.  assignées  \\  ces  svmboles  de  Gj  que  nous  avons 
employés,  selon  les  règles  des  systèmes  précédemment  exposés  ; 
on  disposera  les  symboles  de  Gj  et  ceux  de  G^  d'une  façon  quel- 
conque, par  exemple  en  appliquant  les  symboles  de  G^  comme 
indices  aux  svmboles  correspondants  de  Gj.  ^Nlais,  comme  l'union 
des  deux  ensembles  G,  et  (î.,  donne  naissance  ;i  un  ensemble  G^, 
infini  d(Miond)ral)le,  nous  arrivons,  en  conclusion,  à  indiquer 
ainsi  les  nombres  par  un  ensemble  fini  de  svmboles  à  choisir 
dans  un  ensemble  dénombrable  G^  ;  el  ])ar  conséquent  on  peut 
représenter  tous  les  nombres  rationnels  en  indiquant  chacun 
d'entre  eux  par  un  nombre  fini  de  syniboles  que  l'on  peut  choisir 
dans  un  ensemble  infini  dénombrable.  Dans  la  pratique,  on  peut 
remplacer  une  partie  de  ces  signes  par  des  positions  différentes 
dans  lesquelles  on  écrit  ceux  qui  restent. 

14.  Arrivons  maintenant  ;i  nous  demander  si  et  comment  on 
peut  trouver  un  système  de  numération  piopre  ii  indiquer  par 
des  signes,  différents  entre  eux,  tous  les  nombres  réels,  ration- 
nels et  irrationnels,  sans  considérer  le  signe  algébrique  -]-  ou  — ; 
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et  VOYOUS  si  Ton  pont  nvoir  une  ieprésent;ttioii  de  noinljies  réels, 
en  se  seivant  criin  aitilice  soinhlahle  ;i  celui  ([ue  uous  avous 
indi<[ué  pour  les  uoiuUros  i-atiounels,  c'est-à-dire  eu  joionaut  à 
cha([U('  nombre  un  ensemble  lini  de  signes  (^(|ue  Ton  peut  inler- 
pr<'ter  duue  l'açou  quelconque,  par  exeuqile,  connue  des  posi- 
tions, eU'.).  (jui  sertmt  choisis  dans  un  cusemble  iulini  dénoni- 
l»rable. 

Nous  connaissons  un  théorème  dont  la  d(''nionstration  est  assez 
facile  ('  et  dont  Tenoncé  Cîst  le  suivant  :  <<  Soit  donné  un 
ensemble  infini  dénombrable  de  signes  tous  diflerents  entre  eux  : 
si  Ton  cousicli're  t(uis  les  ensembles  possildes  que  Ton  id)tienl 
en  pi-enant  ces  signes  de  toutes  les  façons  possibles,  soit  au 
point  de  vue  de  leur  ordre,  soit  au  point  de  vue  de  leur  nombre 
(fini),  et  même  en  acceptant  que  dans  un  uu^'uie  ensemble  on  puisse 
considérer  le  même  signe  répété  plusieurs  lois,  alors  Tensemble 
dont  les  éléments  sont  les  ensembles  (jue  l'on  a  formés,  est 
iulini,    mais  dénombrable.   » 

C!e  ihéorèmc  prouve  <[ue  la  méthode  ([iie  nous  avons  proposée 
est  insullisante  à  représenter  tous  les  nombres  réels,  car  les 
signes  (jue  Ton  peut  oblenii'  ainsi  ne  constiluenl  qu'un  ensemble 
ayanl  une  puissaner  plus  pelile  cpie  celle  du  continu  des  nombres 
réels  (-]  et  par  suite  il  est  impossible  d'en  avoir  un  pour  duupie 
nombre  réelde  manière  (juà  des  nombres  inégaux  puissent  cor- 
respondre des  signes  eux  aussi  différents.  On  a  ainsi  démontré 
riniposslbililé  de  représenter  gra|)iii(pi<'men  I  tous  les  nombres 
réels,  avec  un  système  de  numération  cpii  s"aj)piiie  sur  tles  i-t-oles 
analogues  à  celles  ([ue  l'on  emj)loie  pour  les  nombres  entiers  et 
Iraclionnaires. 

El  Ton  ne  doit  pas  penser  (\nc  l'on  puisse,  par  un  paieil  artifice, 
représenter  les  seuls  nombres  inationnels.  cai-  dans  ce  cas. 
puisqu'il  existe  un»*  manière  décrii'e  les  nombres  lalionnels,  il  \ 
aurait  une  manicn'  d'i-crin'  Ions  les  nombres  lé'cls.  conclusion 
contraire  a  ce  cpte  Ion  a  di'montrt-.  De  plus,  on  sait  cnie  len- 
semble  des  nombres  ii-rationuels  a  lui  aussi  la  [)uissauce  du  con- 


('  Bettaz/i.  Siii  sisloiiii  di  nuin<'r;i/.i..ne  doi  luinicri  n-ali  tPriioiliro  ,/i  MhU- 
malica,  Aiiiio  \\). —  /</.  Foiidtiiiicnti  por  iiim  tooiiii  (roncriili-  dci  );ru|>|>i  t/'emn/ivo. 
Aniio  XI. 

(*)  Ca>t<jIî.   M.iiK.ir.-s  d;ins  Al  ta    Mullu-nuiticu.  vol.   a. 
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tiiiLi  ('),  et  par  consé(|neiil  une  puissance  plus  grande  que  celle 
d'un  ensemble  dénonihrable  ;  et  par  conséquent  aussi,  les  signes 
obtenus  parles  artifices  des  systèmes  de  numération  sont  insudî- 
sants. 

I  5.  On  peut  intei'préter  rarlifice  du  système  de  numération  pour 
les  nombres  entiers  autrement  que  nous  l'avons  lait  plus  haut. 
Comme,  par  exemple, 

379  —  3uo  +  70  H-  y  =  3'  +  -■'■  +  (j« 

on  peut  considérer  379  comme  une  abréviation  du  symbole  d'ad- 
dition o'^  -j-  y'"  -j-  9"  ;  et  alors  les  symboles  des  nombres  entiers 
ne  sont  que  des  abréviations  de  Técrituie  des  polynômes.  Pareil- 
lement   le  sione    ordinaire    des   Tractions  —r.  n'est   (lue  le  signe 

de  division  de  a  par  }>,  de  manière  que  la  fraction  se  présente 
(et  au  reste  elle  l'est  vraiment)  comme  le  résultat  d'une  division, 
indi(|ué  par  le  symbole  même  de  la  division. 

Tout  cela  montre  que  les  formules  algébriques  sont  propres  à 
représenter  les  nombres  qui  sont  leurs  résultats  ;  il  est  donc 
naturel  de  chercher  s'il  est  possible  de  construire  une  expression 
algébrique  pour  chaque  nombre  réel,  tout  en  emplovant  un  nom- 
bre (ini  de  signes  numériques  et  un  nombre  fiai  de  signes  d'opé- 
rations, qui  soient,  les  uns  et  les  autres,  pris  dans  des  ensembles 
Hnis  ou  infinis  dénombrables  lesquels  sont  les  seuls  parmi  ces 
ensembles  infinis  (jue  l'on  peut  emjilover  pratiquement;  cai-,  en 
verlu  du  principe  d'induction  mathémati([ue  ([ui  est  vérifié  en 
eux,  lorsqu'ils  sont  ordonnés  cji  correspondance  avec  les  nombres 
entiers,  il  sullit  de  donner  quel([ues-uns  de  leurs  premiers  élé- 
ments, avec  une  loi  (jui  doit  servir  ii  calculer  cha([ue  élément  au 
moyen  de  ([uel([ues-uns  des  précédents,  pour  être  assuré  ([ue 
l'on  parviendra  à  n'importe  lequel  des  éléments. 

On  sait  <[ue  l'on  fait  usage  de  formules  algél)ri<jues  pour  indi- 
quer fjucl(/fics  nombres  irrationnels  (^ceux  ([ui  proviennent  des 
opérations  qui  ont  des  symboles,  exécutées  sur  des  nombres  que 
l'on  sait  déjîi  écrire  en  symboles),  par  exemple  :  \   u,   \  3,   \   4  — 


(')  Vuv.  Cantoh,  /(><•.  ci/. 
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l'indication  graphiijne  de  tous  les  nombres  réels. 

En  efTet,  ces  signes  dopéralion  el  tous  les  aulies  si<>nes  iloiil 
nons  pouvons  nous  servir,  constituent,  comme  on  la  reconnu,  des 
ensembles  linis  ou  denombiables  ;  et,  en  appli([ii;iiil  i\i'  nouveau 
le  théorème  du  paragraphe  jH'é'cedent,  nous  ne  pouvons  former 
avec  eux  ([ue  des  ensembles  denombrables  de  svmboles,  cpii  sont 
insuiïisanls  p(uir  indKjuer  tous  K's  iioi>!l)res  réels. 

11  paraît  donc  inutile  d  étudier  d  autres  opérations  algé])riqnes, 
à  adjoindre  à  celles  qui  sont  actuellement  en  usage,  dans  le  but 
de  parvenir  à  représenter  /r)//.s-  les  nonil)res;  comme  ces  opéra- 
tions seraient  étudiées  lune  auprès  de  lautre,  elles  loi-meiaient 
un  ensemble  qui  au  plus  serait  infini  dénombrable.  et  l'ens^'uible 
des  svmboles  représentatils  que  1  on  pouriail  en  tirer  serrait  par 
cela  toujours  dénoinbrabU',   donc  insnllisant. 

[/introduction  île  nouveaux  signes  d  Opérations  augmente  la 
quantité  des  nombres  (pie  Ton  peut  représenter,  et  dans  ce  sens 
elle  est  utile  :  ainsi,  par  exemple,  les  signes  de  difiércntielle  (^d), 

d'intégrale  (  I  |,  de  lonctions  trigonométii([ues  ^sin,  cos,  tang,  etc.j 
que  Ton  rencontre  tlans  le  développement  des  études  de  mathé- 
matiques, permettent  d  exprimer  des  nombres  que  sans  ces 
signes  on  n'aurait  pas  pu  eciiie  ;  mais  il  v  aura  toujouis  th»s 
nombres  constituant  un  ensemble  (jui  aura  encoi-e  la  puissance 
du  continu.  (|ui   ne  pourront  pas  èlic  repii'senté's. 

i(i.  Il  laut  observei' que  l'on  (Hudie  aussi  des  nombres  (pii  ne 
sont  pas  donnés  comme  des  résultats  d'opt'iations  ([ue  l'on  doit 
exécuter  c.vplicilcnu'nl  sur  des  nombres  donnes  et  (pie  Ton  s;iif 
écrire,  mais  dont  on  sait  tout  snnplement  (pi  ils  sont  l<»s  incon- 
nues de  certaines  équations  auxqindles  ils  doixcnt  satisfaire,  cesl- 
ii-dire  des  nombres  définis  impUcitcnirnl  au  lieu  de  l'être  explici- 
tement . 

On  poiinail  in(li(pier  chacun  de  ces  nombres  en  éeiiviinl  ri([na- 
lion  dont  il  est  la  racine  avec  un  signe  (pii  |n"il  servir  :i  le  disim- 
guer  des  autres  racino  (h-  la  même  <Mpi;itioii.  i-u  smvaiil  iiin'  loi 
il  établir. 

(!fpend:nit  cette  iiH'lliodr  <'>t,  r||r  ;iii>>i.  1  n -^u  I  li  sa  11  I  <•  |tour 
donner  un   svslènif  i\v   miincral  ion   pour    Ions    1rs   noinbies  ré-els, 
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parce  que  les  signes  d'opéiations  avec  k'sf[uels  on  peut  composer 
ces  é([uations  doivent  ctre  d(''notnl>ral)les,  el  toutes  les  é([uati(»ns 
possibles  que  Ton  peut  écrire  chacune  avec  un  nonibie  fini  de 
tels  signes  constituent  un  ensemble  dénombrable  ;  et,  pour  que 
l'on  puisse  les  indiquer,  leurs  racines  doivent  aussi  être  en 
nombre  fini,  ou  infini  de  première  puissance.  En  conséquence, 
en  ayant  un  ensemble  déuoinbraljle  d'équations  et.  pour  chacune 
dentre  elles,  un  ensembh^  fini  ou  infini  dénombrabh'  de  sif-iies 
pour  en  indiquer  les  racines,  le  théorème  du  numéro  i4  nous 
lait  conclure  que  l'ensemble  des  ensembles  résultants  sera  encore 
dénombrable,  et  par  suite  insudîsant  pour  indif[uer  tous  les 
nombres  réels  (''. 

ij.  Avec  des  artifices  analogues  à  ceux  qui  servent  dans  les  sys- 
tèmes de  numération,  c'est-a-dire  par  l'emploi  d'un  nombre  fini  de 
signes  choisis  parmi  ceuxd'un  ensemble  dénombrable  'qui  peuvent 
au  reste,  signifier  des  nombres,  des  positions,  des  écpiations  ou 
tout  ce  que  l'on  voudra)  on  ne  peut  donc  indi<[uer  que  des  ensem- 
bles infinis  dénombrables  de  nombres.  Mais  on  peut  observer 
qu'il  est  possible  de  représenter  ainsi  les  nombres  d  unciisemble 
quelconque  dénombrable,  et  qu  en  outre,  à  ce  résultat  sullisent  les 
svmboles  que  l'on  emploie  pour  les  nombres  entiers  :  car  un 
ensemble  dénombrable  est  un  ensemble  dont  les  éléments  peuvent 
correspondre  bi-univoquement  avec  les  nombres  entiers,  el  les 
nombres  de  cet  ensemble  peuvent  être  indi<[uées  parles  svmboles 
des  entiers  correspondants.  (>  cpii  n'enq)èchc  c(q:)endanl  pas  que 
l'on  puisse  se  servii-  aussi  d'autres  svstèmes  de  représentations, 
différents  de  celui  qui  emploie  les  svmboles  des  entiers,  comme 
on  l'a  montré,  par  exemple,  pour  les  fractions  aux  numéros  8  et  9, 


(')  Ce  raisonneincnl  démontre  (jtie  les  nombres  qui  sont  raeines  d  équations  dont 
chacune  peut  s'cxpi-imer  par  un  nombre  fini  de  si<jfnes  d'un  onseiuble  dénombrable 
et  possèiie  un  iioiiil)re  fini  ou  infini  dénoml)rable  de  racines,  coiistiluenl  un  en- 
semble dénombrable.  En  particulier,  si  l'on  prend  toutes  les  équations  de  premier 
degré  à  coefficients  entiers,  on  bien  celles  diiii  degré  (pielcontpie  à  coefficients 
entiers,  on  a  les  lliéorèmes  de  (Ianiou.  à  savoir  tpie  l'cnsenible  des  nombl^os 
rationnels  el  celui  des  nombres  algi'britjnes  sont  dénoml)rables.  l]t  alors  il  s'en- 
suivra qtic  les  racines  de  toutes  les  équations  tlont  les  coefficients  sont  des 
nombres  algébri([ucs,  foi'nu^nl  eux  aussi  un  ensemble  dénombrable.  On  ivtrouve 
ainsi  imniédiatement  un  ri''snllat  ipii,  au  reste,  peut  s'obtenir  également  en  mon- 
trant (pn-  ces  raciiu's  sont  de  nou\eau  tous  les  nombres  algébriipu^s  et  eux  seuls. 
^Voy.  lîoui'.i..  Tliciirif  </cs  fumlions.) 
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et  pour  les  nombres  ([ui  sont  racines  crcnscinhlcs  dénonihral^les 
d't'<[u;>ùons  dans  le  numéro  précédent. 

18.  Afin  de  construire  un  système  de  numération  (|ui  j)uisse 
servir,  avec  un  certain  avantage,  pour  indi([ner  tous  les  nojnhics 
réels  au  m(i\en  de  s\nil)(dt>s  dillei'ents  pour  eliaeun  d Cux.  ([ul 
soient  lormés  par  îles  signes  (.liversement  coml)in('s,  il  est  néces- 
saire que  ces  signes  loi-ment  un  ensemble  de  puissance  plus 
petite  ([ue  ci'lK'  du  continu  tles  nond)res  réels;  car  autrement  les 
signes  îi  introduire  seraient  aussi  nombreux  ([ueles  nombres  réels, 
et  nous  sei'ions  obligés  d'introibiire  autant  de  signes  diderenls 
et  indécomposables  ([uil  \  a  ib'  nombres  ;i  représenter,  sans  avoir 
ainsi  un  vciitable  svslème  cb'  unnu'-i  atiou.  Les  ensembles  finis 
et  ceux  qui  sont  mliuis  mais  ilénombrai^les  sont  les  seuls,  parmi 
les  ensembles  tjui  ont  la  puissance  plus  petite  (pu*  celle  du  con- 
tinu, ([ue  nous  connaissons  :  el  ils  sont  insullisanls.  Dans  l'etal 
actuel  de  la  science,  on  peut  donc  conclure  (pi  11  esl  impossil^le 
d'indi([uer  tous  les  nombres  réels  par  un  svstème  de  niinK-ration 
dans  lequel  on  emploie  un  ensemble  /////  de  signes  pour  ibaque 
nombre. 

Peut-être  aurait-on  un  systfMue  de  nunn'Mation  (pianil  on  aurait 
découvert  l'existence  d'ensembles  inlinis  d'une  puissance  plus 
petite  (pie  celle  du  eoii II  11  11,  el  plus  gi  a iide  (pie  celle  (b>s  ensembles 
dénombrables  ;  mais  uk^miic  si  cet  ensem])le  existait  ce  qui  n'est 
pas  encore  (leci(I('')  il  serait  piatiquemenl  inellicace,  (\u- ses  signes 

en  inlinit(''    (lui  ix-uvent  être   aussi  comme  on   l'a  dit,  des   si(Tnes 
.11  j-> 

<b'  positions,  etc.)  ne  p(Uiiiaient  pas  être  tous  écrits  :  en 
outre  <m  ne  pourrait  pas  iii(li(pier  un  moNcii  pour  les  ol)tenir 
I  un  (le  I  auli-e  de  manii-re  ii  parvenir  au  nombre  (pie  l'on  veut, 
car  celle  (leiiiieic  propriété  es!  une  coiisiMpieiice  du  principe 
d'induclioii  ,  ([Ul  est  cai  actenst upie  des  eiiseiiibles  dénom- 
brables ('). 

i().  I,  impossibilité  de  la  represen ta I ion  des  nombres  réels  (pie 
nous  a\(iiis  (lemoiil  ree  esl  due  a  ce  lail,  (Mie  les  signes  (iiie  l'on 
veut  écrire  pour  iii(li(pier  clnKpie  nombre  doixcnt  èlre  un  nombre 

fini,   afin    (pion    les    puisse    écrire   ci»nipleleme|il  .    Va\    eille\;inl     une 
(';   \()y.  lîi  riA/./.l.   Êiiniliiniriiti   />ri     mut  lf,,iiit    :;rricra/r  ,/,i  ^^iiifi/)!,   ciii..    xii. 
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telle  restriction,  c'est-à-dire  en  convenant  que  l'on  puisse  idéa- 
lement écrire  une  infinité  de  signes  pourvu  qu'ils  forment  un 
ensemble  dénombrable  afin  que  Ton  puisse  en  écrire  autant  qu'on 
veut  de  manière  h  parvenir  à  l'un  d'entre  eux  déterminé  et  quel- 
conque, alors  la  possibilité  d'écrire  tous  les  nombres  est  facile 
à  démontrer. 

Observons,  par  exemple,  que  cliaque  nombre  irratioimil 
(et  aussi  rationnel)  est  la  limite  supérieure  '/')  d  une  classe 
ap  a.,,...  a,,...,  de  nombres  rationnels,  ou  bien  est  la  limite 
[Uni.)  commune  de  deux  classes  convergentes  y.^,  a,,...  a„,,..  et 
a'j,  Cf.'.,,...  a'„,...  composées  de  nombres  rationnels,  cbacun  des- 
quels s'écrit  avec  un  nombre  fini  de  signes  choisis  dans  un 
ensemble  dénombrable  :  alors  l'expression 

/'  (a,,  a.,  .  .  .  a„,   ..  .) 
et  cette  autre 

^  Sj,  x„   .  .  .  a„,  .  .  . 
Iim 

'  X;',  7..,',  .  .  .a,,'. .    .    . 

emploient  toutes  les  deux  précisément  une  infinité  de  signes 
choisis  dans  l'ensemble  qui  (si  |i  est  la  base  du  système  de 
numération)  est  (orme  par  les  ^j-|-  3  signes  : 

0,  I,  2,...  (^ — i),  /  'signe  de  traction),  l'  ou  lim,  (  )  ou  } 
et  par  les  positions,  en  nombre  infini,  dans  lesquelles  on  peut 
écrire  un  chiffre,  comme  on  a  déjà  dit. 

De  même,  comme  un  nombre  quelconque  peut  être  développé  en 
une  fraction  continue  (limitée  ou  illimitée''  du  tvpe 

"■s+ 


ou  a^,  a^,  rtj,. . .  sont  des  nombres  entieis,  on  a  un  autre  moven  pour 
indiquer  tous  les  nombres  réels,  avec  une  inlinifc  de  signes, 
choisis  dans  des  ensembles  infinis  dénombrables. 

20.  En  chercliantune  généralisation  dans  le  sens  qu'on  a  déjà 
indi([ué  au  n"  i5  pour  les  uoml)res  entiers  qui  sont  la  somme 
(I  autres  noM)l)res,  nous  pouvons  voir  lai-ilcnienl  cpie  h>s  nombres 
peuvent  tous  être  éciits  comme  des  somines  diiii  nomI)i'e  fini  »)U 
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infini  de  nombres,  elioisis  parmi  ceux  cl  un  enseinhle  infini  tlt-nom- 
brable  V. 

Nous  citons  comme  exemple  le  cas  oîi  lenseinhle  V  est  loinic 
par  neuf  chifTres  i,  signes  d'unités,  //tv//  chiflVes  seni])lal>l<'s. 
signes  de  dizaines,  //«'///' signes  de  centaines...  par /?c///" signes  île 
dixièmes,  neuf  de  centièmes...  et  par  le  zéro.  Avec  eux  tout 
nombre  peut  être  lu  et  t'crit  sous  la  lorme  d Un  nombre  déci- 
mal, fini  ou  non. 

Kn    ijénéral.     si     dans    un    ensemble     dénombrable    de    noni- 

o 

bres,  r,  on  choisit  un  ensemble  fini  ou  infini  alors^nécessai- 
remrnt  dtiioinbiable  f],  de  tels  nombres,  et  si  l'on  appelle  •'  cet 
enseml)le.  on  peut  additionner  les  nomjjres  de  •'.  s  ils  sont  en 
nond)re  fini,  ou,  s  ils  forment  un  ensemble  infini,  on  peut  consi- 
dérer la  limite  supérieure  des  sommes  (qui  sont  une  infinité)  que 
Ton  a  en  additionnant  les  nombres  de  chacun  des  ensembles 
possibles  finis  des  nombres  de  y.  Dans  les  deux  cas  indiquons 
par  /i-  respectivement  la  somme  ou  la  limite  supérieure.  Alors 
on  |)i'ut  eniplover  les  noml>res  de  *'  pour  i-epi'ésenter  le  nombre 
n  ..  :  et  Ion  peut  choisii'  la  série  F  de  sorte  que,  en  prenant  tous 
les  «Misembles  possibles,  -',  finis  ou  infinis,  formés  avec  des 
nombif's  de  V,  et  en  calculant  pour  chacun  d'eux  le  nombre 
correspondant  //  on  jKiivient  ainsi  ii  représenter  tout  nombre 
réel. 

Si  la  séi'ie  I'  est  fornn'-e  pai'  des  nombi'es  (pu  ont  tous  It-ui' 
moven  d  i-eiilnre,  par  exiMuple  par  des  nombres  rationnels,  on  a 
ainsi  un  moven  tlCcrire  tous  les  nombres  r(''els  avec  iiih'  iiiliiiiti' 
de    sifrnes  choisis  dans  un  ensemble  dénombrable. 

o 

On  ne  p(Uit  jiasntilisrr  (hms  ce  but  une  st-rie  V  (picleoiKjiii' d»- 
nombres  rationnels;  car  il  i-sl  nécessaire  (')  <[ue  la  série  soit 
divergent*',  «pie  la  limite  inleiifiire  de  ses  termes  soit  zéro,  et  «[ue 
pour  cha«pie  nombre  ti  la  somme  des  ternies  de  la  série  qui 
sont  <i<i,  soit   --   (I .  l  n   exemple  est  fourni  jyar  la  S('m  ie 


I,  2,  I .  — .  — ,  ...  —  , 


(')    HiTTAZZI,  h'iiuilaiin-iili.    etc.,   ciil).    \. 

[*)  Hkttazzi,  .Suite  série  a  termiiii  pnsilivi  le  eiii  pnrli  riipprcsenlniio  un  «-0111111110 
[Atli  i/t'{(a  R.  Accatlemia  délia  Scicnzc  <lt   Tvn'/io.  .\iiiio  iS',)7-98,  J  (ii. 


278  R.    DETTAZZI 

OU  par  cette  autre  : 

..,  10",  ...  10",  10"-',  ...  io"~',  ...  10,  ...  10,  I.  ...  I.  —  ....  ,  — — .  ... . 

10  10      100  100 

I  I 

■■■    10"  '  ■■■    10"  '  ■■* 

qui  peuvent  servir  toutes  les  Jeux  à  représenter  tous  les  nombres 

réels  ('). 

21.  La  représentation  des  nombres  avec  une  inlinité  de  sif^nes 
ne  résout  cpi'idéalement  le  problème  ayant  pour  objet  d'assigner 
un  symbole  ii  chaque  nombre  ;  car  on  ne  peut  pas  écrire  en  réa- 
lité une  infinité  de  signes  isolés.  En  voulant  utiliser  ces  svm])oles 
dans  la  pratique,  il  faut  écrire  seulement  quelques-uns  de  leurs 
signes  en  nombre  fini,  c'est-à-dire 'qu'il  Tant  écrire  les  nombres 
avec  une  ap/jro.r/niaUo/i,  qui,  cependant,  peut  être  poussée  aussi 
loin  que  l'on  veut,  car  les  signes  qui  composent  le  svml)ole  d'un 
nombre  sont  pris  dans  un  ensemble  infini  dénoinbrahle,  et  que 
par  conséquent  on  peut  en  écrire  un  noml)re  sullisanf  pour  arriver 
au  nombre  que  nous  voulons. 

Ainsi,  en  se  servant  de  rapproximation,  les  signes  nécessaires 
pour  écrire  les  noml)res  sont,  poui' elia([ue  n»)mbr(\  un  ensemble 
fini,  pris  dans  un  ensemble  dénombrable,  cardiaque  nombre  peut 
être  écrit  avec  approximation  par  le  moven  d'un  ensemble  fini 
de  nombres  rationnels. 

22.  Pour  les  nombres  à  /t  dimensions,  on  peut  se  passer  de 
considérations  spéciales,  parce  qu'ils  sont  écrits  ([uand  on  a  écrit 
les  nombres  qui  indiquent  leurs  composants,  avec  des  signes 
(-}-,  ou   la  virgule,  où  semblables    ([ui  séparent  ces  composants. 

Pour  les  nombres  à  deux  ou  trois  dimensions  on  a  aussi  la  rcqjré- 
sentation  orilinaire,  avec  les  points  du  plan  ou  de  lespaet'.  pai- 
les  coordonnt'es  carthésiennes. 

llodolplie  Bi-TT.vz/.i     Turin]. 

(')  lîin'TAZZi.   Sulli'  soric,  (>lc..  Ji  1 1 . 
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Toutes  les  cliHiciiltés  soulevées  par  les  discussions  entre  les 
lùielicliens  et  les  Mêlagéonièlres  me  paraissent  résolues  par  le 
reniai(|ual)le  ouvrage  île  A.-W.  Russel  dont  je  reproduis  iei  une 
partie  des  conclusions. 

«  La  géométrie  projective.  (jui  n"a  aucune  référence  à  la  gran- 
deur, est  nécessairement  viaie  de  toute  ibrme  d'extériorité.  Les 
trois  axiomes  homogénéité,  dimensions  et  ligne  droite,  ont  tous 
été  déduits  du  ctmcept  d'une  iorme  d  extériorité  et  ont  tous  été 
déclarés  a  priori,  attendu  qu'une  telle  Iorme  est  nécessaire  it 
l'expérience.  Dans  la  géométrie  métri([ue,  au  contraire,  nous 
avons  trouvé  un  élément  empirique,  ([uinait  de  lalternativc  entre 
les  espaces  euclidiens  et  non-euclidiens.  11  subsistait  encore  trois 
axiomes  ti  priori  communs  à  ces  espaces  et  qui  sont  les  conditions 
nécessaires  de  la  possibilité  de  la  mesure  ;  ce  sont  :  l'axiome  de 
la  libre  mobilité,  l'axiome  suivant  lequel  l'espace  a  un  nombre 
fini  de  dimensions,  et  l'axiome  de  la  distance.  A  part  l'idée  nou- 
velle du  mouvciiu'nl ,  ceux-ci  nous  ont  paru  é([uivaleuts  aux  trois 
axiomes  piojeclils  cl,  pai-  suite,  nécessairement  vrais  de  toute 
Iorme  d  extériorité.  .Mais  les  autres  axiomes  d  lùiclide  laxiomc 
des  trois  dimensions,  l'axiome  suiAanI  ItMpiel  ileu\  lignes  ilroites 
ne  peuvent  jamais  enicrmer  un  espace,  et  l'axiome  des  parallèles) 
ont  été  regardc's  comme  des  lois  empii'iques  (jiii  dérivent  (b- 
létude  et  de  la  nu-suie  de  nuire  espace  aclui'l.  cl  (|Ui  ne  sont 
vrais,  en  ce  (|ul  conceruc  les  deux  deiiiiers.  (|iie  dans  les  limites 
des  erreurs  d  obseivatiou.  >• 

Je  me  propose  (b*  montrer,  dans  ce  (pu  snil.  (pie  1  a\i(»mc  tles 
parallèles  est  inutile  à  la  consli  iicl loii  {.\t'  la  (iconieirie  eucli- 
dienne. 

Pour  cela,  je  suppose  (•(iiniii  loiil  ce  (pii  conceiiie  le  point  et  la 
ligne  droite. 

La  (  "it''(»meliie  euclidienne  a  poui'  biil    la  mesure   des   ligure». 
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L'élément  de  la  niesuio  est  la  distance  entre  deux  points 
A  et  B  par  la  ligne  droite  délinie  par  ces  deux  points.  Or,  la 
mesure  est  l'application  du  nombre  au  continu.  Une  grandeur 
mesurable  est  nécessairement  divisible  a  l'infini  et  il  faut  consi- 
dérer comme  égales  les  parties  de  cette  division.  Si  donc  je 
compare  deux  droites  AB,  A'B'  ;  si  A'B'  n'est  pas  un  multiple 
exact  de  AB,  ces  orandeurs  doivent  néanmoins  être  considérées 
comme  avant  une  conimuiie  mesure.  On   peut,  en  efï'et,  écrire 

[M+i)  ,a>  A'B'>  Mfji 

M  étant  un  ntonbre  entier.   Les   grandeurs  qui  comprennent  A'B 

sont  dans  le  rapport  ,,',  —  qui  tend  vers  l'unité   ([uand  <j.  décroît 

indéfiniment  et  ce  rapport  est  égal  h  i  quand  |jl  est  infiniment 
petit.  Le  rapport  de  grandeur  de  A'B'  à  AB  est  donc  une  quan- 
tité parfaitement  déterminée  À  s'il  est  certain  que,  quel  (jue  soit 
l'ordre  de  la  sommation  des  éléments  <j.,  cette  limite  est  la 
même.  Or,  cela  résulte  précisément  de  ce  que  nous  venons 
d'établir.  Car,  d'une  part,  si  Ton  prend  iM  -f-  i  i  |j.  ou  M  <x  comme 
mesure  de  A'B'  on  commet,  dans  chaque  cas,  une  erreur  infé- 
rieure à  |j.  puis  que  la  difïerence  (M-|-i);jl — jMu=|j.  et,  de 
l'autre,  cette  différence  tend  vers  o  quand  u.  décroît  indéfiniment. 

On  peut  considérer  ce  résultat  comme  une  conséquence  immé- 
diate de  l'axiome  de  la  libre  mobilité  ou  de  congruence,  comme 
dit  Russel  ;  puisque,  quel  que  soit  l'ordre  dans  lequel  on  groupe 
les  éléments  a  par  des  superpositions  successives,  si  on  les 
épuise  tous,  on  abontirn  toujours  aux  mêmes  sommes  (M-j-Ou. 
et  M  ;j.. 

Ce  pr»)cédé  n Csl,  d  ailleurs,  pas  nouveau  et  est  emplove  tout 
au  long  de  la  (léomelrie  euclidienne  pour  mesurer  les  lignes,  les 
surfaces  planes  et  les  volumes  et  on  ne  conçoit  aucun  inoven 
d'opérer  autrement  :  c'est  le  proct'ib''  fondamental  de  l'analyse 
infinitésimale.  On  ne  conçoit  donc  pas  la  r<''pugnauce  que 
paraissent  avoir  eu  les  géomètres  des  deux  derniers  siècles  à 
ra|)j)li({uer  dès  le  dt'bnt  de  la  Céomi-trie  puisqu'ils  l'emploient 
couramment  dans  la  suite  et  ([u'I'luclide  lui-mèmt>  l'applicpiait 
sous  la  forme  du  jxincipe  des  limites  aux  mêmes  mesures. 

(^eci  posé,  jenti'*^  directement  dans  mon   sujet. 


SiH   LE   nos  l  ULM  l  M   DES    l' A  H  .t  L  LE  LE  S  .iSi 

Di'finUion.  —  J  iippclle  tiiungles  semblables  eeiix  (jui  ont  les 
eôtes  proportionnels. 

Li'innie.  —  jetant  donné  un  triangle  AlU!  si  IDn  imagine  trois 
longueurs  aAB,  aAC,ÀBC  i /.  étant  une  dimension  ([ueleonque 
chacune  de  ces  longueurs  est  plus  petite  ([ue  la  somme  des  deux 
autres  et,  ])ar  conséquent,  elles  remplissent  les  conditions  néces- 
saires et  suflisantes  pour  former  un  triangle  tel  que  A'B  ('.'  ;  ce 
triangle  est,  d'ailleurs,  unique. 

C^e  lemme  est  démontré  si  je  pi'ouve  ([u'une  ligne  droite  Ali 
étant  donnée,  on  peut  touj(»urs  construire  une  ligne  droite  AB 
telle  ([ne  A'B  =^  aAB,   /.  étant  (|ueleon([ue. 

()i\  jai  démontré'  ci-dessus  ([ue  tleux  lignes  AB,  A'B  étant 
ilonnées  il  existe  entre  elles  un  rapport  de  grandeur  déteiininé. 
il  ne  me  reste  ([u  ii  montrei-  comment  cette  détermination  j)eut 
se  (aire.  Le  procédé  est  exactement  le  même  (jue  ct-lni  (jue  j  ai 
ad(»pté  pour  une  premièie  démonstration  ;  cCsl-à-dire  ([lie  je 
suj)erposerai  les  droites  AB  el  A  B  le  jtoint  A  se  C(Milondanl 
avec  le  j)oint  A.  Puis  |e  di\ise  AI)  en  //[)arlu'S  égales  entre  elles 
■JL  et  il  [)aiiirdu  |>oiiit  B  je  jxdte  ces  divisions  j.  autant  de  lois 
([ue  [jossible  :  une  dernière  divisittii  s  arrêtera  en  deçà  du  point 
B'  il  une  distance  [)lus  |)etile  ([ue  v.  el  si  je  porte  eiiciue  a  la  suite 
une  dernière  longueur  u  elle  de|)asseia  le  [toiiit  B  d  une  longueur 
plus  petite  ([u  (•lle-nièin(>   ;  on  aura  donc  iiicore 

^.\I-i-  I)  ;x>AB   >  .M;jL 

et  si  X  est    le    nombre  de  divisions  tie  .\B   tel   ([ue   AB=-N'/   le 

,         ,    .    -  .  M  ^  ,  M 

rajq)ort  clierclie    A  sera   coinj)ris    entre       ..       et  -  —  et    en    taisant 

croître  indéliiiimenl  N  et  M  ou  décroîtic  indélinimenl  •/,  (»n 
aura  ce  ra|)[)ort  avec  le  degré  d  ap|)ro.\iinati(Mis  ([ne  Ion  voudra. 
Je  crois  iiièine  ([ue  celt»'  dernière  jtrenve  n  est  [)as  necessairi- 
et  ipi'il  sullit  de  savoir,  ce  ([ui  resuite  de  ce  ([ui  |)receile  ([ue  le 
ia|i|)oit  clierclii-  est  bien  déterminé.  I,e  conuiH'iil  de  celle  tb'ler- 
niination  [)eut  [)aiaitre  inutile  jiour  èlre  c-eilaiii  de  levactilude 
du    lemine,    il   sullit  qiiellesoil  jiossihlc. 

1  iiKoiii:Mii  I.  —  Deux  triangles  semblable',  mil  les  angles  égaux 
oj>|ioses  aux  c»"»tes  j)ro|)ort ion iiels. 
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Soient  ABC,  A'B'C  les  deux  lihinoles  ;iviinl  les  côtés  dans  le 
même  rapport  ),. 

Je  trace  le  triangle  ABC  et  je  prends,  sur  le  prolongement  de 
AB,  AB'  =  A'B'  =  ).AB. 

De  même  AC'  =  A'C'  =  }.  AC  et  je  joins  B'C 

D'après  le  lemme  on  aura  nécessairement  B'C  =  ).  BC. 

Donc  le  triangle  ABC  est  égal  au  triangle  A'B'C,  si  l'on  admet 
comme  démontré  que  deux  triangles  qui  ont  les  trois  côtés  égaux. 

C 

A. 


B"A  bA 

.^r": 

A 

A 

b 

r' 

Fig.    1. 


lù 


chacun  h  chacun,    sont  superposables.   Or,  cette    démonstration 
se  (ait  sans  le  secours  du  postulatum  d'Euclide. 

Opérons,  maintenant,  sur  les  sommets  B  et  C  comme  nous 
avons  opéré  sur  le  sommet  A,  nous  aurons  la  figure  ci-çontre, 
qui  nous  donne  deux  nouveaux  triangles  CB"C"  et  BB'"C'"  qui 
seront  égaux  au  triangle  ABC  et,  par  suite,  au  triangle  A'BC 
(non  figuré).  Donc,  les  angles  marcpiés  de  la  même  façon  sont 
égaux.  C.  Q.  F.  D. 

TnÉoni-ME  II.  —  lléciprocjucment,  lors([ue  deux  tiiangles  ont 
les  angles  égaux  deux  à  deux,  ils  sont  seml^lables. 

Faisons,  en  efiet  coïncider  en  A  deux  sommets  homologues  de 

(-(eux  triangles  équiangles  ainsi  (|ue  les  côl<''s  comprenant   l'angle 

commun. 

Soient  ABC,  ABC  les  positions  des  deux  triangles. 

Ali' 
Prenons   AC'  =  ÀAC;   />   étant  le   i"»pp<>i't -tï)"  •     D'après     le 

lemme,  on   aura    BC';^/.  BC   et,  d'après  le  théorème    1,    angle 

AC'B' =  angle  ACB    et  par    cons(>quenl  =:  AC  H  .  .Ion  conclus 
([ue  C  '  coïncide  avec  C. 


sr/i  /.!■:  posrri.AiiM  ni:s  i'a ii.iL/.kLEs 


•i83 


Supposons,  en  etlet,  ([lie  la  eoïiieidenee  nuit  pas  Hou.  J^ortoiis 
la  longueur  (!  B  sur  la  dii-eetion  C  B',  h  partii-  de  C  ;  on  obtient 
ainsi  un  point  B".  Joignons  AB  :  il  résultera  iln  théoiènie  I  (lue 
AB'^=  AB'.  Ce  qui  est  impossible,  puisque  les  oblitjues  AB ',  AB' 
s'écartent  inéjralenient  ilu  pied  de  la  perpendiculaire  Ail  abaissée 
de  A  sui- B  (]'.  [>"hvpothi>se  inverse  de  C"B' <  CB  est  impossible 
pour  la  même  raison  tlonc  B     coïncide  avec  B  .  C^  <  K  1*\  1). 

DiMiNiTiON. —  Lois(rue  lieux,  droites  (ont  des  ano-les  éçraux  avec 
uuf  troisième,   elles  sont  dites  parallèles. 

A  /A 


8 


•--  ---  -    c 


8 

TiiÉoitii.Mi:  111. —  Toute  droite  rencontiant  celle-ci  lait  éualc- 
ment  des  aui^les  e^^aux  avec  les  parallèles,  ainsi  délinies. 

Soit  ce  la  droite  primitive,  CY,  (]'/  les  parallèles. 

Menons  par  un  [)oinl  A  de  (',(/'  une  droite  AB  qui  coupe  CY 
en  B  et  C  Z  en  B  .  On  peut,  si  l'on  veut  joindre  A  ;i  un  point  B 
de  (yZ  pour  être  sur  ([ue  cette  droite  rencontrera  CZ.! 

Je  dis  <[ue  les  anj^les  en  C  étant  égaux,  ceux  en  B  le  seront 
aussi. 

I'!n  eilet,  A  étant  le  rapport  de  A'C  il  AC^  prenons  AB= /,  AB. 
Il   resuite  de  ce  <[ui  pr<''cède  que  les  deux  triangles  ABC  AB  C 

sont  semblables  cl  ([ue  l'angle  BCA  =  angle  B  C^  A  ce  ipii  ne  peut 
avoir  lien,   par  li\  potlii-se,  (|ue  si  B'   coïncide  avec  B.  Alors,   en 

vertu  dutlieorème  I  l'an'de  ABC  =  l'angle  ABC  ;  C.  (  ►.  1'.  1). 

Corollaire  1.  —  Lorsque  deux  dioites  sont  parallèles,  une  per- 
pendiculaire il  I  une,  1  est  nécessairement  ;i  l'autre  ;  on  bien  :  une 
droite  perpendiculaire  it  une  droite  (quelconque  C^  du  plan  est 
nécessairement  perpendiculaire  ii  une  droite  (pielconque  CZ  cpii 
lui  est  parallèle. 


wiCKEi{siii:nii:i{ 


En  efl'et,  par  définition,  il  existe  nne  droite  CC^  Taisant  des 
angles  égaux  avec  les  droites  GX,  C'Y.  Soit  /Z  perpendicidaire 
en  A  il  ex  ;  le  corollaire  1  est  démontré  s'il  est  prouvé  que  ZZ' 

rencontre  C'Y.  Pour  cela,  je  joins 
A  au  point  A'  de  C  Y.  D'après 
le  théorème  111,  les  angles  que 
lait  celte  droite  avec  les  paral- 
lèles ex.  C  Y  sont  égaux:    et  si 

Ton   prend   sur  C  C!  un  point  C, 

1  C.C  CA    ,  .        ,, 

tel  que  ^^  =  -pry  '("    point    C, 

se  trouvera  nécessairement  sur 
le  prolongement  de  A'A.  Si  ce 
prolongement  est  dans  l'angle 
droit  Z'AC,  ZZ'  rencontre  néces- 
sairement C  Y  entre  C  et  A.  S'il 
est  dans  l'angle  supplémentaire 
ZZ'  rencontre  nécessairement  C'C 


en    un   point    B  ;    et    si   I  on    prend   C  II    tel  ([ue 


CH 


C'B 


,  le 


CA  CB 

point  H'  est  Tinterseclion  de  ZZ  avec  (^Y.  Le  corollaire  est  donc 

démontré. 

Corolloire  \\.  —  Deux  parallèles  ne  peuvent  se  rencontrera 
distance  finie  dans  le  plan. 

Car.  pour  que  cela  fût  possible,  il  faudrait  que  d  un  point  du 
plan  on  put  abaisser  deux  perpendiculaires  sur  une  droit*' donnée. 

Corollaire  III. —  Par  un  point  (>'  pris  dans  un  plan,  on  peut 
men<M'   une   parallèle  et  une  seule   à  une    di'oite  quelconcjue   C^ 


passant  par  ce  point. 


Ti 


V.   — 


le: 


l.a    s(»inine   des 

an  nies    dun     trianole    est     éoale     à 

o  on 

deux  droites.  Prolongeons  le  côté 
BC  du  triangle  ABC  et  par  le  point  B 
menons  une  paiallèle  ;i  BA.  D'après 
1«'  théorème  1 1 1    on  a  : 

\BC    et    aussi    aiiiib'    \C.\  =  opposé  ;i 


l'angle  BAC.  C.  ().  V .  I). 
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Nous  nous  sommes  appuyé,  dans  cette  démonstration,  sur  cette 
proposition  évidente,  d'après  ce  qui  précède,  que  par  un  point 
on  peut  toujours  mener  une  parallèle  et  une  seule  à  une  droite 
donnée. 

Notre  tâche  est  ainsi  terminée  et  nous  pensons  avoir  démontré 
(juon  peut  construire  toute  la  Géométrie  euclidienne  sans  le 
postulatum  et,  cela,  en  nous  appuyant  uniquement  sur  le  prin- 
cipe d'homogénéité  et  celui  de  continuité  sans  lesquels  il  n"v  a 
ni  grandeur  ni  espace  d'aucune  espèce  possible,  ni  aucune 
science,    par  conséquent.  Nos  prémisses  sont  donc  irréfutables. 

Nous  en  avons  déduit  la  possibilité  de  rapporter  une  grandeur 
linéaire  à  une  grandeur  quelconque  et  ce  principe  est  tel  que, 
sans  lui,  il  n'y  a  certainement  pas  de  Géométrie  euclidienne  et, 
comme  nous  lavons  dit,  il  est  constamment  invoqué,  directement 
ou  indirectement,  tout  le  long  de  cette  science.  On  ne  peut  donc 
s'en  passer,  sans  taire  un  cercle  vicieux  inconscient.  C'est  pour- 
quoi, il  faut  le  placer  au  début  de  cette  science  et  alors  tout  s'en 
déduit  facilement.  C'est,  du  moins,  ce  que  je  pense  avoir 
démontré. 

K.  ^\  iCKEnsuEi.Miiu  (Paris). 


NOUVELLES    FORMCLES 

POUR  LES  FONC/nOXS  TlllGONOMÉTIUQUES 

DES    ANGLi:S   D'UX    QUADRILATÈRE 


On  peut  (Muist  ruiif  lii's  simplement,  au  moyen  du  cercle 
d'Apollonius,  un  quadrilatère  dont  on  connaît  les  quatre  côtés  a, 
h,  c,  (l,   et  la  somme  des  deux  angles  opposés. 

Une  autre  solution  graphitjue  de  ce  problème,  un  peu  moins 
simple  il  est  vrai,  mais  très  élégante,  repose  sur  l'emploi 
d'angles  auxiliaires  tires  de  l'écjuation 

a-  -\-  h-  —  lab  cos  (7  —  0 j  =  c'  +  c/-  —  arf/  cos  (7  -(-  0) , 
Enseignement  nialli.  i<j 
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OÙ 

UT  zr  a  -j-  y  et  2O  =:  y  —  a. 

Quant  au  calcul  trigonomctrique  du  quadrilatère,  d'après  les 
mêmes  données,  on  se  bornait,  jusqu'à  présent,  h  déterminer 
l'aire  V,  et  cela  par  deux  méthodes  se  basant,  la  première  sur  les 
deux  équations 

'lah  sin  x  -|-  icd  sin  •'  =z  4V 

lab  cos  a  —  icd  cos  y  z::  «-  -|-  ^'  —  c-  —  d^, 

la  deuxième,  sur  le  produit  et  l'angle  s  des  diagonales 

2 Y  =:  ef.  sia  s. 

Pour  déterminer  l'un  des  angles,  |j,  par  exemple,  on  a 
l'équation 

h-  -[-  c-  —  2ic  cos  ,j  ^  a-  -)-  d-  —  lad  cos  0, 

d'où  l'on  a,  en  substituant  à  0  la  valeur  36o  —  27  —  |j  et  en  décom- 
posant cos  [l'y  -f-  ,j;, 

/^--j-c- —  o-  —  d-  :=z  1  [bc  —  ad  cos  27)  cos  ^  -|-  2flc?  sin  2t  sin  [î. 

De  là  on  tirera  tg3  : 
soit  en  calculant  sin 3  et  cos 3  et  en  formant  le  rapport  -^^ — ^^-^^/^'j, 
ce  qui  donne 

4rt</  sin  2(7  hc  (b-  -\-  c-  —  a-  —  d-)  zb  8  {bc  —  ad  cos  27^  V 


tsrS 


2  (bc  —  ad  cos  27]  [b-  -{-c-  —  a-  —  d-)  qz  Sad  sin  27  Y      ' 


soit  en  divisant  toute  l'équation  par  cos,3  et  en  résolvant  l'équa- 
tion du  second  degré  en  tg^  que  l'on  obtient  ainsi  ;  le  résultai 
est  d'une  forme  diderente 

zi«(7sin27  j  bc  —  ad  cos  27  \  zh ,\\  {b- -\- c-  —  a- — d-) 

tg  B  ^ ; z r~^ 71 ; ■  ■ 

\^b-  -\-  c-  —  a-  —  «-)-  —  4"'«"  siu-  2  7 

En  égalant  ces  deux  valeurs,  on  forme  une  proportion  d'où 
l'on  peut  déduire  de  nouvelles  expressions  de  tgj3.  On  trouverait 
facilement,  comme  on  le  verra  plus  loin,  une  formule  présentant 
une  certaine  analogie  avec  la  précédente;  c'est  la  relation, 

16Y-  —  .\a-d-  sin-  27 

tg  p  =::  ! ; j 

4Y  {b^  +  c-  —  a-  —  d-) —  4<ï^  sin  21  l  bc  —  ad  cos  au  j 
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qui  nous  montre  bien  que  le  prol)lènie  n'a  qu'une  solution,  mal- 
crré  les  doubles  sianes  des  deux  premières  formules  :  en  fait,  les 
signes  supérieurs  seuls  sont  corrects  (les  autres  correspondraient 
au  cas  où  jO-|-o  =  2c-). 

Ces  formules  de  la  tangente  de  langle  d'un  quadrilatère  ne 
sont  pas,  comme  on  le  voit,  dune  simplicité  remarquable;  aussi 
ai-je  cherché  si  Ion  ne  pourrait  trouver,  pour  les  ionctions  du 
demi-angle,  des  expressions  plus  simples.  Je  suis  arrivé,  au 
moins  pour  la  tangente  du  demi-angle,   à  des   formules  doubles 


Fiff.  I. 


très  simples  ([ui,  non  seulement,  offrent  une  grande  analogie 
avec  les  formules  du  ([iiadrihitère  inscrit,  mais  encore  permet- 
tent de  déduire  immédiatement  quatre  nouvelles  formules  de 
l'aire  du  quadrilatère.  C  est  également  en  me  basant  sur  elles 
que  j'ai  trouvé  la  troisième  forme  de  tg|5  ([ue  je  viens  d'indiquer. 
A  la  fin  de  ce  travail,  je  montrerai  leur  application  ii  deux 
exemples  élémentaires. 

Le  procédé  cjue  j'emploie  pour  trouve;*  les  formules  du  demi- 
angle  a  cet  avantage  qu'il  nous  sullit  d'envisager  le  cas  spécial 
oii  a7=  180,  pour  avoir  une  conslruclion  du  quadrilatère  inscrit 
d'après  ses  quatre  côtés,  construction  que  je  crois  nouvelle. 

Soit  la  figure  i,  dans  laquelle  les  triangles  ABC  et  CDA,  for- 
més par  la  diagonale  A(^,  dans  le  quadrilatère  AliCD,  ont  été, 
comme  on  le  volt,  séparés  et  amenés  par  une  rotation  autour  de  A 
dans  une  position  telle  que  les  côtés  AB  et  Al)  st>  Ironvent  en 
ligne  droite,  (k'ia  a  pour  but  de  mettre  en  évidence  le  demi- 
angle  — ,   dont  le  sommet  est  iii  A. 

Désignons  les  côtés  consécutifs  tlu  ([uatli  ilatèrc  ABC!)  ou  pour 
préciser  AB,  BC,  CD  et  DA,  par  a,  b,  c,  d;  nous  avons  iinmédia- 
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tcment    par  la  considération    des  triangles    rectangles   C'DP   et 
CBQ 

C'P^csiny  et  CQ^z^sina, 

d'où 

»»»»,         />  slii  a -1- c  sin  ■' 

MM'=: 1 '-  ;  I 

2 

toujours  dans  les  mêmes  triangles,  on  a 

DP  z=  c  cos  Y  el  BQ  zr  h  cos  a, 

d'où 

__  a  -\-  d  —  h  cos  a  —  c  cos  y 

Mais  les  points  AMC'P  forment  un  quadrilatère  inscrit,  les  angles 
ACM  et  APM  sont  égaux,  et  le  triangle  rectangle  MPM',  nous 
donne 


b  sin  a  -|-  c  sin  y 


~    2  a  -\-  d  —  b  cos  a  —  c  cos  y 

De  la  similitude  des  triangles  CC'R  et  MAM,  on  déduit 

MM'  :  C'R  r=  M'A  :  CR  ; 

d  —  a -\- b  cos  OL  —  c  cos  y 

2 

mais 

CR  =:   b  sin  a  —  c  sin  y,  C'R  rr  o  -)-  r?  —  b  cos  a  —  c  cos  y, 

d'où  remplaçant  dans  la  proportion  et  comparant  à  111 

5  />  sin  a -j- c  siny  d — « -|- /;  cos  a  —  c  cos  y 


III 


(i  -\-  d  —  /;  cos  7.  —  c  cos  y  b  sin  a  —  c  sin  y 


IV 


On  obtient  aussi  cette  équation  lY,  en  appliquant  le  théorème 
de  Pythagore  aux  triangles  GAQ  et  CAP  et  en  égalant  les 
valeurs  des  hypoténuses  ('). 

On  peut  déduire  de  l'équation  IV  plusieurs  nouvelles  expres- 


^')  Le  second  qnolii'nt  de  hi  formule  IV  peut,  comme  le  premier,  être  obtenu 
directement.  11  suHit  de  f;iire  subir  aux  triangles  ABC  el  CDA  une  rotation  autour 
de  A  de  manière  que  AU  et  AD  prennent  la  même  direction. 
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sion  pour  tg  —  ;  il  sullit  île  imilliplier  les  deux  ternies  tle  chaque 

quotient  par  une  quantité  quelcon([ue,  et  de  former  le  rapport 
de  la  somme  (ou  de  la  dillérence)  des  nouveaux  numérateujs  et 
de  la  somme  (ou  de  la  dilTérence)  des  nouveaux  dénominateurs. 
C'est  ainsi  que  Ion  obtient,  par  exemple,  la  formule 

0  1  \  fie  sin  -•  -|-  hd  sin  a  —  hc  siu  (a  -f-  y)  ! 

ta- m ! ! ■ , 

°    2  (rt -f-rf^--|-^--|-c-4- 2/>ccos  (a-(- v) — 2  (rt  +  rf)  (^cosa-)-f  cos  y) 

f[ui  nous  donne,  en  la  comparant  au  premier  nombre  de  l'équa- 
tion \\ ,  la  lorniule 

j^^_j__  4V4-2/<csin(a  +  y) .  Yj 

"^     2  ^11  -j-  dy-  —  b-  —  c-  —  ibc  cos  (  a+  y) 

On  arriverait  directement  à  cette  formule  en  multipliant  dans 
Téquation  IV,  les  deux  termes  du  quotient  de  gauche  par  l'ex- 
pression [a -\- d -\- bcof.7. -\- ccos^^)  et  deux  du  quotient  de  droite, 
par  le  dénominateur  de  celui-ci  et  en  soustrayant  ensuite  les  deux 
numérateurs  et  les  deux  dénominateurs  Tun  de  l'autre. 

On   obtient   pour   tg  —  une    deuxième   expression    analogue  à 

cette  dernière  si  l'on  multiplie  les  deux  termes  du  premier  quo- 
tient par  le  numérateur  de  celui-ci  :  /vsina  -|-  csinv,  les  deux 
termes  du  deuxième  par  l'expression  [a  —  d  —  ccosv -h  /^cosa), 
et  qu'on  ajoute  Tun  à  l'autre  les  deux  nouveaux  numérateurs, 
dune  part,  les  deux  nouveaux  dénominateurs  de  l'autre  : 

0  h- A- c- — ibc  vos  {% -[-•{)  —  [a — d]-  ,,, 

(rr    ;^  1 ^ 1 IL i VI* 

^     2  '\\' — 2/>c  ^sin  (a  +  Y) 

En  égalant  V^  et  ^  I5  on  a  la  formule  suivante  ([ui  donne  l'aire 
du  (quadrilatère 

I GV-  —  i/y-'c-  sin-  11  =r  j  («  -|-  d)-  —  b-  —  c-  —  ibc  cos  25  j }/»-  -\-  c- 

—  ibc  cos  27 — [a — d]-l,  Vlli 

L'analorrie  de  ces  formub-s  \ ',  W.  \  11  avec  celles  du  (luadrila- 
tëre  inscrit  est  évidente,  en  posant  a -f- y  =  181»",  on  passe  sans 
autre  transformation  des  unes  aux  autres. 
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On  peut  écrire  directement  des   formules  identiques  pour  les 

1       •         1        1^        7        ^■ 
autres  demi-angles  —  ,    -^  ,  — ^ 

fl                           4Y+2<7<f  sinfa  +  v) 
tgr  ^J —  :^:  — Y  a 

2  (/^-f-cj-  —  rt-  —  d-  —  '2«f/cûs  (a -J-y) 

S  «-  +  (/-  —  2a(icos  (a  4-y)  —  (/;  —  c]- 

tQ  -iL-  ^: 1 ^ ! — '- ; i —  YI» 

2  4^  — 2ad  s'in  [oL -^  ^)  "" 

a                        4^'  —  2crf  sin  (a  +  v)        ■  ,, 

ts — ■ V  „ 

2  [a-\-bf — c-  —  d-  —  2ff/ cos(a-J- y) 

a  c--\-d'-  —  icd  cos  [ai -\--f) — {a  —  h)- 

tg  =  -^rr-. r^r— ; ; V  I« 

Y  4V  —  lah  sin  (a  +  y) 

"    2  (c-|- (/)-  —  «^  —  /!<- — 2a6  cos  (a -j- y) 

Y  a-A-h-  —  2rt/>cos(a+v) — [c — d)- 

tff  — ^  r= ■ !^ ! — — ^^ —  .  \Iv 

2  îi\  -\--iab  s\\i[%-\--0 

a.  {'  'f 

De  ces  formules  donnant  tg  — ,  tg— ,   tg-^-,  on  déduit,  pour 
l'aire  du  quadrilatère,  les  trois  suivantes  : 

i6Y-  —  ^c-d-  sin-  ii  z=.  j  [a  -\-  b)'-  —  c-  —  d-  —  icd  cos  21  j 
j  c^  -\-  d-  —  2cd  cos  2<7 —  (o  —  b)'-  j 

i6Y^  —  4«"^"sin- 2J  r=  j  {b-\-c)-  —  a-  —  d- — 2«f/ cos  2S  j 
j  rt-  -\-  d-  —  2ad  cos  i-j —  (7;  —  c)-  I 

16Y-  —  4'''"/'"  sin^  27  :=  j  (c-|-c?)- — rt-  —  b-  —  2a b  cos  11  j 
j  a--\-b'-  —  2rt/>cos2T — (c — dy-  j. 


On    pourrait,    d'ailleurs,   obtenir  Taire   du   ({uadrilatère  en  se 
servant  de  la  relation 

,,-1.4.,,  j_ 

ig  '■  +  ''  = 'i i-, 

^2  a  Y   ' 

I  _  tg  —  tg  — - 

mais  ce  procédé  n'est  recommandablc  (jue  lorscju'il  s'agit  du  qua- 
drilatère inscrit. 

Si  l'on  substitue  les  valeurs  V  et  VI  dans  la  relation  connue 

2 

tg  9  = 

o  o 

col  g-'; i^   ■—- 
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on  obtient  les  troisièmes  lormulcs  de  la  tangente  de  l'ancfle  du 
quadrilatère  que  j'ai  mentionnées  au  début.  Je  rappellerai  en 
même  temps  les  formules  suivantes  que  j'emploierai  ultérieure- 
ment 


O      ,  'h 

ta-  _: L  la-   —J 

°       -1      ^     --  2 

COtg   — : (-  tg  -   ' 


Slll 

1 

cos 

0 

+ 

-i/ 

0 

î 

•h 

•1 

cos 

0 

+ 

'b 

Les  formules  V  et  VI  peuvent  se  mettre  sous  une  forme  symé- 
trique facile  à  retenir. 

Menons  du  point  M  (fig.  i)  des  droites  MB',  MD',  égales  et 
parallèles  aux  côtés  BC  et  CD  du  quadrilatère,  nous  formons 
ainsi  un  triangle  MB  D',  dont  l'aire  V  est  donnée  par  la  formule 

4V'  =  ibc  sin  (a-]--'). 

et  la  base  B'D'  par  Vexjiression  h--\-c--\-  oJ)ccos['3.-\-  y)  ;  ce  qui 
permet  d'écrire  la  formule  V^  sous  la  forme 

De  môme,  les  formule  V.,  V.  V.,  prendront  une  forme  ana- 
logue. 

Quant  aux  formules  VI,  il  suffirait,  poui'  les  mettre  sous  la 
foiine  correspondante,  de  faire  tourner  le  triangle  (l'AD  autour 
de  A,  de  soite  cjue  AD  ait  le  même  sens  (jue  :\.B  et  de  procéder 
de  la  même  façon. 

En  cborchant  les  formub^s  V,  ^'i,  VII,  nous  avons  sui)pos('  que 
le  quadrilatc-re  était  convexe  ;  cependant  ces  formules  conservent 
leur  valeur  pour  le  cas  du  quadrilatère  concave,  pourvu  que  l'on 
prenne  garde  au  sens  dans  lequel  sont  formés  les  angles,  soit 
par  exemple  un   ([uailrilalère  en    croix  ABCD.  où    nous  «b'-signe- 
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rons  par  0,  l'angle  CAB,  par  0,  l'angle  CAD,  par  0'  l'angle  DAB, 
nous  avons  évidemment  la  relation 


Rabattons  le  triangle  CDA  autour  de  la  diagonale  CA,  et  fai- 
sons-le tourner  ensuite  autour  du  point  A,  de  façon  à  l'amener 
dans  la  position  indiquée  à  la  figure  i  ;  l'angle  ;  formé  en  E  est 
écral  (comme  on  le  voit  facilement  en  considérant  les  triangles 
CAE  et  C'AE)  à  la  moitié  de  0' 


0,  —  0., 


Mais  d'autre  part 


in  S|  —  sin  ù.^  h  sin  a  —  c  sin  y 


î^  -\-  0.,     sin  ô^  -|-  sin  ù.-^  h   sin  a  -|-  c  sin  y 


d'où  l'on  déduit,  en  se  reportant  à  l'équation  IV, 

0'  i  sin  a — r  sin  y  à — a -\- h  cos  %  —  ccosy       ,,. 

to-E^rto- =z  ■ ' =: — ■ : -■     IX 

°  '         °    2  a  -\-  d  —  h  cos  a  —  c  cos  y  b  sin  y.-\-c  sin  y 

La  première  des  deux  valeurs  de  tgç  peut  se  déduire  directe- 
ment du  triangle  C'CR.  Si  l'on  remarque  que  dans  le  quadrila- 
tère en  croix,  les  angles  a  et  y  sont  décrits  en  sens  inverse,  on 
peut  dire  que  l'équation  IX  est  identique  à  l'équation  W  ,  ce  qui 
montre  bien  que  les  deux  formules  de  la  tangente  du  demi-angle 
V  et  yi,  de  môme  que  les  formules  de  l'aire  qu'on  en  a  déduites 
sont  valables  pour  tous  les  quadrilatères,  pourvu  que  Ton  tienne 
compte  du  sens  de  description  des  angles. 

Quant  à  la  construction  du  quadrilatère  inscrit,  dont  j'ai 
déjà  parlé,  elle  s'appuie  sur  la  détermination  du  point  M. 

Dans  le  cas  du  quadrilatère  inscrit,  les  côtés  BC  et  DC  sont 
parallèles  (fig.  1)  et  la  ligne  M/«  est  leur  moyenne  arithmétique. 
Le  point  ]M  doit,  d'ailleurs,  se  trouver  sur  le  demi-cercle  cons- 
truit sur  AE.   On  connaît  alors  les  valeurs  de  I\I/«  et  AE 

Mm   =   ,  AE  =  — — î^ (  h  > 

■2  h  zr:  c 
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Dans  le   cas  d'un  quadrilatère  quelconque,  ces  mêmes  lignes 
deviendraient 

4.M»r  ziz  h--\-  f-Ifl  -ihc  cos  (a-(-  v), 
ac  siny  -f-  bd  sin  a  —  hc  sin  (ot  +y) 


l'if?-  •^■ 


Les  signes  supérieurs  correspondant  à  la  position  des  triangles 
de  la  figure  i,  les  signes  inférieurs  à  celle  qu On  obtient  par 
une  rotation  en  sens  inverse. 

On  verra  un  emploi  analogue  de  la  tangente  du  demi-angle  du 
quadrilatère,  dans  les  deux  problèmes  suivants  qui,  malgré  leur 
simplicité  ne  manquent  pas  d'un 
certain  intérêt. 

i)  Etant  donnés,  dans  un  ([uadri- 
latère,  les  côtés  et  la  somme  de 
deux  angles  opposés,  déterminer  un 
(quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle 
et  avant  les  mêmes  ang-les  et  le  ** 
même  périmètre. 

2)  Avec  les  mêmes  données,  cal- 
culer les  deux  quadrilatères  inscrits 
que  forment  les  deux  bissectrices 
extérieures   et  intérieures   des   angles   clu   quadrilatère  primitif. 

Soit  la  figure  2;  soit  ABCD  le  quadrilatère  construit  d'après 
les  données  indiquées.  Menons  les  bissectrices  des  angles  exté- 
rieurs, le  quadrilatère  circonscrit  au  premier  que  nous  lormons 
ainsi  est  un  quadrilatère  inscrit;  il  est  alors  facile  de  démontrer 
que  tout  quadrilatère  dont  les  sommets  sont  sur  le  quadrilatère 
extérieur,  et  les  côtés  parallèles  îi  ceux  du  quadrilatère  intérieur, 
a  le  même  périmètre  que  ce  dernier.  En  elFet,  il  suHit  de  pro- 
jeter les  plus  petits  côtés  de  chaque  quadrilatère  AB(!I)  el 
A'B'C'D',  sur  les  côtés  de  l'autre,  (jui  b'ui'  sont  par;illeles,  el  Ton 
reconnaît  la  justesse  do  la  proposition. 

On  pourrait  d'ailleurs  étendre  ce  ihéorènjc  aux  quadril;ili'i'es 
dont  les  sommets  sont  sur  les  prolongements  des  côtés  du  (jiia- 
drilatère  extérieur  à  condition  d'afVccler  les  côtés  d'un  signe  et 
de  considérer  seulement  la  somme  algc'biitpie  de  ces  côtés. 

Du  point  d'intersection  des  diagonales  du  quadrilatère  M.NPQ, 
abaissons  des  perpeiulienl:iii(^s  sur  les  côtes  de  celui-ci  :  les  pieils 
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de  ces  perpendiculaires  A'B'C'D'  forment  un  quadrilatère  circons- 
crit, dont  les  côtés  sont  parallèles  à  ceux  du  quadrilatère  donné 
ABCD. 

i)  Le  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle,  car  les  perpen- 
diculaires amenées  sont  les  bissectrices  des  angles  A  B'C'D'  ;  en 
efFetSA'NB'etSA'MD'  sont  quadrilatères  inscrits;  donc  <;SA'B'  = 
<^)  SNB'  et  <)  SA'D'  =  <]  SMD',  mais 

<)  SNB'  =  <)  QNP  =  <)  QMP  =  SMD', 

d'où 

O  SA'B'  =  <  SA'D'. 

2)  Les  côtés  sont  parallèles  à  ceux  du  quadrilatère  donné,  car 
les  diagonales  du  quadrilatère  inscrit  MNPQ  bissectent  les  angles 
formés  par  les  côtés  prolongés  de  ABCD  ;  il  suit  de  là  que  les 
perpendiculaires  élevées,  en  B  et  C,  par  exemple,  sur  les  côtés 
NP  et  PQ  doivent  se  couper  en  un  point  s  de  PM  ;  les  triangles 
BCs  etB'C'S  sont  donc  en  perspective  et  comme  Cs  est  parallèle  à 
es  et  B.s  parallèle  à  B'S,  BC  est  également  parallèle  à  B'C. 

Le  quadrilatère  circonscrit  A'B'C'D'  présente,  en  vertu  de  la 
propriété  démontrée  plus  haut,  le  même  périmètre  que  le  quadri- 
latère ABCD;  nous  venons  de  voir  qu'il  a  les  mêmes  angles;  il 
répond   donc  aux  conditions  du  premier  problème. 

On  trouve  alors  les  formules  suivantes  où  a\  h\  c' ,  d!  désignent 
les  côtés  A'B',  B'C,  CD',  D'A',  et  s  leur  demi-somme, 

oolg 1- cotg  


cotg  •  -j-  cotg  -î \-  cotg—! f-COtg 


cotg  -'—  -f-  cott 


//  =  s 


a         8        y        0 
cotg  ■ 1-  cotg  — — |-  cotg—* — |-  cotg 


y 

cotg  — 1-  cotg 


a        8 
cotg 1-  cotg  — 1-  cotg  — 1-  COtt 


cotg  ■ 1-  colg 

d'  =  s 'j —^ 

cotg |-cotg-i 1  cotg— i (-cotg- 


roHMif.rs  rouR  les  fosctioss  THiGosoMF.rniqiES         igï 
L'alrc  du  {|ii;idi'ilat('rc  ABC  D'  sera  donnée    ''  par  : 


3  —  so  — 


cotg 1-  cotg  — ^ 1-  cotg \-  cotg 


Le  premier  problème  se  trouvant  ainsi  complètement  résolu,  il 
suffira  pour  le  deuxième  de  faire  les  remarques  suivantes  : 

On  peut  déterminer  directement  les  côtés  du  quadrilatèi-e 
inscrit  extérieur  au  moyen  des  bissectrices  des  angles  du  qua- 
drilatère circonscrit,  ceux  du  quadrilatère  inscrit  intérieur  au 
movcn  des  bissectrices  du  quadrilatère  primitif  ABCD,  Pour  ces 
derniers,  on  calculera  les  longueurs  interceptées  par  les  diago- 
nales  PM  et  XQ  ;   ou  soustraira  donc,  par  exemple, 

A/w  =  SA— 77-  de  \n  =  SA' — r  ,  et  l'on  aura 

(i  \  s  "il'  —  'l'd 

mn  =:  SA'  f  — ^  —  — 


i-olg |-cotg-î — |-colg-^ — |-colg—  )  «'(/' siu 


L'aire  des  deux  quadrilatères  inscrits  s'obtient  également  d  une 
façon  très  simple;  on  fera  la  somme  des  triangles  formés  exté- 
rieurement, pour  le  premier  (intérieurement  pour  le  second]  et 
on  ajoutera  à  cette  première  somme  (ou  l'on  retranchera  de  la 
seconde)  l'aire  du  quadrilatère  ABCD. 

FiiANz   Redl  (Viehofen,  Auliiche). 

Traduit  do  l'allemand   par  H.  Duaiine  (Genève). 


i')  On  (li)liciit  une  dcnxiiVnic  expression  pour  l'aire  en  partant  de  la  foriniiic  : 

/ ', •      ^  ~\~  '' 

3  ^=.  \  a! b' c' d' sln \ 


c'est  la  suivante 
3  r= 


sin — !— i-sui'^         sin 


[vuX^j^—  +colg  J--^cotg  -!^+colg— )      ^""^ 


sin  -^—  SMi  —  sin  — 


Fn  roiiip.-irant  <-i's  drnx   i-xjiressions  de  l'aire,   on  nri'ivc  l'i  iiin,'  relalinn   Irijfono- 
nn'lri<|ue  liirn   connui'. 


CHRONIQUE 


Oscar  Schlomilch. 

M.  0.  Schloiuilch  est  décédé  le  7  février  dernier  à  làge  de  soixante- 
di\-huit  ans.  Après  avoir  fréquenlé  les  universités  de  léna,  Berlin  et 
Vienne,  il  débuta  dans  l'enseignement  supérieur  en  i8/i4  en  qualité 
de  privat-docent  à  l'université  de  léna.  Cinq  ans  plus  tard,  il  fut  nommé 
professeur  de  Mathématiques  et  de  Mécanique  à  l'Ecole  polytechnique 
de  Dresde.  En  1874  il  fut  attach-é  au  ministèi-e  de  l'Instruction  publique 
de  Saxe  et  se  consacra  presque  entièrement  à  l'organisation  des  écoles 
dites  «  réaies  ».  Il  prit  sa  retraite  en  i88j. 

Oscar  Schlomilch  était  à  la  fois  un  savant  et  un  professeur  de  grand 
mérite.  Il  prit  une  part  importante  au  mouvement  mathématique  pen- 
dant la  seconde  moitié  du  xix"^  siècle.  On  lui  doit  une  série  de  traités, 
qui,  depuis  près  de  cinquante  ans,  jouissent  d'un  succès  bien  légitime. 
Déjà  en  18','),  à  une  époque  oii  l'Allemagne  devait  encore  avoir  recoui's 
aux  traductions  d'ouvrages  étrangers,  Schlomilch  publia  son  Handbucli 
der  algebraisclicn  Analysis.  Citons  encore  ses  Grii/idz/'/gc  der  Gconicti-ic, 
son  Handbucli  des  Matlienialik,  son  Conipcndiu/n  der  liulicrcn  Analysis 
et  son  recueil  d'Exercices  intitulé  Uebungsbach  zii/n  Studiuin  der  liuliercn 
Analysis.  Dans  tous  ces  ouvrages  l'auteur  a  fait  preuve  de  rares  qualili's 
pédagogiques. 

Mais  il  est  encore  une  publication  à  laquelle  se  rattache  intimement  le 
nom  de  Schlomilch  et  qui  tnit  une  grande  influence  sur  le  développement 
des  JMathémaliques  en  Allemagne,  nous  voulons  parler  de  la  revue 
Zeitsclirift  fiir  Mathematik  und  Physik  qu'il  fonda  en  i8jG  et  qu'il  dirigea 
pendant  quarante  ans.  Depuis  sa  création,  cette  revue  n'a  cessé  de 
rendre  de  grands  services  aux  sciences  mathématiques,  et  s'est  consa- 
crée tout  particulièrement  aux  malhématiiiues  applicpiées.. 

La  correspondance  de  G.  Bellavitis. 

Notre  excellent  confrère,  M.  le  professeur  C.  Alasia,  dii'ccteuv  du 
recueil  Le  Maleinatichc  pure  cd  applicate,  se  propose  de  réunir  et  de 
publier  la  correspondance  scientifique  de  son  illustre  compatriote  Giusto 
Bellavitis.  Pour  mener  à  bien  ce  projet,  auquel  ap[)lauiliront  tous  les 
mathémaliciciis,  il  a   l)csoin  du   concours  des  correspondants  de  Bella- 
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vitis  ou  de  leurs  familles,  car  un  grand  noud)re  de  ces  mathéniaticiens 
sont  aujoui'd  Inii  décédés.  Le  lils  du  célèbre  inventeur  des  équipoUences, 
M.  Ernest  Bellavitis,  qui  est  lui-même  professeur  à  ll'niversité  de 
Padoue,  a  bien  voulu  communi(iuer  à  M.  Alasiaune  liste  des  principaux 
correspondants  de  son  père.  Parmi  eux,  on  peut  citer  : 

MM.  lîeltrami.  Bojicompagni,  Brioschi,  Casorati,  Crelle,  Genocchi, 
lloiiel,  Terquem,  (h'emona,  l'Crgola,  Matlecci,  Rubini,  \olpicelli,  Che- 
lini,  Cantoni,  Menadaglia,  Palmieri,  Tortolini,  Batlaglini.  Kavero,  etc. 

M.  Alasia  serait  profondément  reconnaissant  aux  personnes  qui  pour- 
raient lui  confier  des  originaux  ou  des  copies  des  pièces  de  correspon- 
dance de  Bellavitis  avec  les  malliéniatiiiens  dont  les  noms  précèdent  (ou 
avec  d  autres,  et  \  Iinscignenicnt  Mathcinaùque  se  fait  avec  empressement 
l'interprète  de  son  désir.  Ayant  eu  le  bonheur  de  recevoir  jadis  person- 
nellement de  G.  Bellavitis  un  certain  nombre  de  lettres,  je  les  mettrai 
en  outre  bien  volontiers  à  la  disposition  de  notre  confrère,  car  je  les  ai 
précieusement  conservées. 

Rappelons  (pu^  l'adresse  de  ce  dernier  est  :  Professeur  Cr.  Alasia, 
Oristano,  Sardaigne  1  Italie). 

G.  A.  L. 

Prix  proposés  par  l'Académie  royale  de  Madrid 

L'académie  royale  des  sciences  exactes,  physi({ues  et  naturelles,  met 
au  concours,  pour  le  Prix  de  Mathématiques  de  1902,  le  sujet  sui- 
vant : 

Les  niatlicmaticicns  espagnols  du  XJ'I"  siècle.  Notice  biographique  des 
principaux  d  entre  eux  ;  expose  critique  détaillé  de  leurs  a'U\-res,  impri- 
mées ou  non. 

Les  mémoires  devront  être  écrits  en  espagnol  ou  en  latin;  ils  seront 
re(;us  au  secrétariat  de  l'Académie  jusqu'au 'ii  décembre  i<joi. 

Les  récompenses  offertes  sont  de  trois  classes  :  prix  proprement  dit 
(i  joo  pesetas  et  une  médaille  dorj,  accessit  et  mention  honorable. 

Pour  plus  de  détails  s'adresser  au  Secrétariat  de  1  Académie. 

École  Polytechnique  de  Paris. 

^L  Collignon,  examiiialcur  des  élèves  pour  la  .Mécanicpie,  a  été  ces 
temps  derniei-s,  mis  à  la  rcli-ailc  par  limite  dàge,  el  remplacé  par 
^L  K.  Cauvai.lo,  examinateur  d  admission. 

Pour  la  même  cause,  M.  le  colontl  .Mauidieim.  jtroffsst  m-  de  Géomé- 
ti'i»;  descriptive  el  de  Stéréotomie  ayant  été,  lui  aussi,  mis  a  la  retraite, 
M.  Haa(;,  répétiteur  du  même  cours,  a  été  appelé  à  lui  suciéder. 

Pour  le  concours  d'admission,  de  h)oi,  les  compositions  écrites  ont 
été  faites  les  ■j^t),  io,  U  mai  et  i"""  juin.  Les  examens  oraux  ont  com- 
mencé le  i  I  juin. 
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Le  nombre  des  examinateurs  du  premier  degré  a  été  réduit  de  quatre 
à  trois. 

Quant  au  nombre  des  candidats,  il  est  de  i  000  à  i  100  comme  l'an- 
née dernière. 


Etats-Unis. 

Décès.  —  Johx-Thomas  Duffield  qui.  depuis  plus  de  quarante  ans, 
professa  les  mathématiques  à  l'Université  de  Princeton,  vient  de  mourir 
à  1  àgre  de  soixante-dix-huit  ans. 

o 

On  annonce  également  la  mort  de  ^I.  J.-M.  Puce,  professeur  de 
mathématiques  à  l'Académie  Navale  d'Annapolis  depuis  1870.  M.  Rice 
était  âgé  de  soixante-huit  ans. 

Xominations.  —  M.  G. -A.  Miller,  répétiteur  à  l'Université  de  Cor- 
nell,  vient  d'être  nommé  professeur  adjoint  à  l'Université  de  Leland 
Stanford,  jr.  On  sait  que  M.  Miller  a  remporté,  il  y  a  quelques  mois,  le 
prix  offert  par  l'Académie  royale  de  Cracovie  au  sujet  d'une  question 
de  la  théorie  des  groupes. 

M.  D.-E.  Smith,  qui  s  est  fait  connaître  tout  récemment  à  nos  lecteurs 
par  son  exposé  de  1'  «  Enseignement  mathématique  aux  Etats-Unis  » 
a  été  appelé  à  la  chaire  de  mathématiques  de  la  section  pédagogique 
[Teacliers  Collège)  de  l'Université  de  Columbia.  Il  occupait  le  poste  de 
directeur  de  l'Ecole  normale  de  Brockfort  (Etat  de  N.-Y.). 

American  Matlicmatical  Society.  —  A  l'ordre  du  jour  de  la  réunion 
annuelle  qui  doit  avoir  lieu  au  mois  d'août  prochain,  ligure  une  série  de 
conférences  de  M.  le  professeur  O.  Bolz.v  sur  le  Calcul  des  \-arialions 
et  les  (lécoui'erles  de  ll'eierstrass. 


Une  thèse  de  doctorat  :  M.  Bûhl. 

Le  14  juin  dernier,  à  la  Sorbonne,  M.  A.  Biihl  a  soutenu  devant 
M>L  Darboux,  doyen  de  la  Faculté  des  sciences,  P.  Appell  et  H.  Poin- 
caré,  une  thèse  de  doctorat  sur  les  équations  différentielles  simultanées, 
et  la  forme  aux  dérivées  partielles  adjointe. 

Une  seconde  thèse,  donnée  d'office  par  la  Faculté  avait  pour  objet  la 
théorie  de  Delaunai/,  sur  le  tnoui'emcnt  de  la  Lune. 

La  possession  profonde  du  sujet  dont  parlait  le  candidat,  sa  lucidité, 
ses  vues  ingénieuses  et  sa  puissance  d'invention  ont  vivement 
impressionné  l'assistance.  Mais  on  était  })lus  étonné  encore  en  appre- 
nant qu  il  s  agissait  d  un  jeune  homme  de  vingt-trois  ans,  n'ayant  reçu 
primitivement   qu  une    inslruclii)n  primaire.    Alleinl  par  une  infirmité 
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iTuoUe  qui  lo  côndaiiinail  au  repos  absolu  (aujourd  hui  encore  il  ne 
nianlie  qu  en  saidant  de  béquilles),  M.  Bùhl,  encore  enfant,  sentit  sou- 
dainement s'éveiller  en  lui  le  goût  des  mathématiques.  Isolé,  sans  pro- 
fesseur, par  des  lectures  faites  au  hasard,  il  s'assimila  seul  en  peu 
d'années  le  bagage  mathématique  que  la  plupart  des  jeunes  gens  n'ac- 
quièrent qu  au  bout  de  longues  études. 

L'année  dernière,  il  obtenait  les  cerlillcats  nécessaires  pour  le  gi-ade 
de  licencié,  et  notamment  celui  de  Mécanique  céleste,  que  bien  peu  de 
candidats  osent  affronter.  Cette  année,  la  soutenance  brillante  de  sa 
thèse  lui  a  valu  du  président  M.  Darboux  des  éloges  et  des  encourage- 
ments bien  mérités,  décernés  au  nom  de  la  Faculté,  et  auxquels  l'audi- 
toire s'est  associé  par  des  applaudissements  unanimes. 

Il  s'agit  là  d'un  cas  exceptionnel  et  tout  à  fait  extraordinaire.  Les 
louanges  dont  ce  jeune  savant  est  l'objet  ne  risquent  pas  de  le  gâter  et 
de  le  griser,  car  sa  modestie  de  caractère  est  égale  à  sa  valeur  d'inven- 
tion, et  à  la  sincérité  de  sa  passion  pour  la  recherche  des  vérités 
mathématiques.  La  science  française  est  en  droit  d  attendre  de  lui  de 
beaux  travaux,  qu'il  ne  mantpiera  pas  de  produire.  De  son  côté,  elle  se 
doit  à  elle-même  de  le  placer  dans  une  situation  qui  lui  permette  de 
donner  essor  à  ses  étonnantes  aptitudes  scientifiques,  sans  en  être 
détourné  par  les  difficultés  et  les  obstacles  de  la  lutte  pour  l'existence. 


COllRESPONDArsCE 


Golfe  Juan,   5  juin   1901. 

Aux  intéressantes  indications  bibliographiques  de  M.  lirocard 
(IIP  Année,  n"  '^,  p.  iii-i-iY)  relatives  à  la  Trigonométrie  sphérique, 
je  prendrai  la  liberté  d'ajouter  les  suivantes  : 

Klein  —  Vorlcsiing  ueber  die  Iiypergeomctrisclie  Fimction.  Cours 
lithographie,  Teubner  ;  II,  2,  Uebersicht  iïber  die  splidrische  Trigono- 
métrie p.  285  à  352. 

L'on  y  trouvera  un  grand  nombre  de  précieuses  indications  et  ren- 
vois aux  travaux  de  Gauss,  Mollweide,  Mœbius  et  des  auteurs  modernes 
sur  ces  sujets.  Il  faut  citer  parmi  ces  derniers  :  Study  —  Sp/iâ'risc/ie 
Trigonométrie  ;  orlhogonale  Siihstitntionen  iind  elliptisclie  F'unctionen. 
(Abh.  der  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.,  Bd.  XX,  iSy'i,  et  Ilirzel,  Leipzig)  ;  et 
Some  researc/ies  in  Spherical  Trigonomelry.  (Volume  edited  by  the 
International  Mathematical  Congress  of  Chicago  189'j.  Xew  York,  Mac. 
Millan  et  C°  (1896)  ;  p.  382  à  \)\. 

Il  convient  d'ajouter  que  ces  travaux  n'ont  qu'un  rapport  éloigné  avec 
la  mnémotechnie  proprement  dite.  Il  y  est  surtout  question  de  la 
Trigonométrie  sphérique  au  point  de  vue  algélirique  et  transcendant 
moderne. 

L.  Laucel. 


Questions  et  remarques  diverses. 

4.  —  Dans  l'enseignement  de  la  Géométrie  descriptive,  en  France,  on 
n'emploie  d  habitude  maintenant  que  la  direction  dune  ligne  de  terre, 
sans  en  lixer  la  position.  Quels  sont  les  pays  où  cette  manière  d'opérer 
est  adoptée  ■'  Quels  sont,  au  contraire,  ceux  où  1  on  a  conservé  l'em- 
ploi des  plans  de  projection  lixes? 
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W.  AnKLNs.  —  Mathematische  Unterhaltungen  und  Spiele.  Vn  vd. 

in-8'-'  do  .jiS  p.  ;  prix  ;   M.  8  ;  Tcubncr,  Leipzig,   1901. 

Tandis  ([ue  la  lilU'-iMture  française  possède  un  nombre  considéraijle  d'ou- 
vrages sur  ce  (ju  on  ajjpelle  «  récréalions  mallu'-nialiiiues  »,  il  nexistail  rien 
de  ce  genre  en  langue  allemande  justju  à  la  publication  de  ce  volume;  aussi 
dans  les  pays  de  langue  allemande  les  amateurs  de  ce  genre  de  récréations 
étaient-ils  forcés  d'avoir  recours  aux  auteurs  français.  Pourtant  ces  jeux  et 
délectations  prési-ntent  un  charme  particulier  pour  tout  mathématicien.  Ce 
charme  consiste  en  ce  que  la  solution  de  ces  problèmes  demande  un  mode  de 
penser  et  de  conclure  analogue  à  celui  des  malhémati(]ues,  tout  en  n  exigeant 
que  des  connaissances  élémentaires.  L'auteur  de  ce  livre  a  réussi  à  faire 
ressortir  d'une  manière  lumineuse  ce  caractère  spécial  des  problèmes  en 
question.  Après  avoir  exposé  la  méthode  à  suivre  pour  transformer  les  pro- 
blèmes donnés  en  formules  mathématiques,  il  nous  indique  le  mode  de 
reconnaître  les  combinaisons  impossibles,  afin  de  pouvoir  les  rejeter  dès 
l'abord,  travail  tiui  correspond  en  quelque  sorte  à  l'élimination  des  inconnues 
d'un  système  d  l'-quations.  Le  problème  très  connu  de  Bacliet,  à  savoir  : 
<■  8  litres  <le  vin  doivent  èlre  r<''partis  en  deu.x  quantités  l'-gales  en  faisant 
usage  de  3  vases  contenant  8,  5  et  3  litres  »,  nous  fournil  à  ce  sujet  un 
exemple  classique  et  très  intéressant  par  sa  simplicité  même.  C'est  à  juste 
litre  que  l'auteur  nous  donne  une  traduction  verbale  de  1  ancienne  solutiou 
par  Bachet.  Ayant  trouvé  une  première  solution,  on  n'a  pas  pour  cela  épuisé 
le  |jroblèuie  en  <|uestion  :  il  s'agit  de  savoir  s  il  en  existe  d'autres,  ce  ([ui 
présente  toujours  de  sérieuses  difficidlés.  l\n  dernier  lieu  il  faut  examiner  si 
le  problème  primitif  est  susceptible  d'extension,  et  le  |)lus  souvent  cet  exa- 
men lionne  des  résultats  intéressants. 

Ce  livre  est  un  modeste  volume  <lo  ioo  pages,  éci-il  dinii'  manière  claire, 
pri'cise  et  intelligible.  Il  nous  jjrésenlc  un  aperçu  complet  de  toute  celte 
matière.  Par  la  seule  disposition  de  sou  Iraxail,  1  auteur  fait  preuve  d(< 
méthode.  Le  troisième  chapitre,  par  exemple,  renlerme  tous  les  jeux  dont  la 
solution  se  fait  [)ar  ce  raisoiniemeut  (|ue  tr)us  les  nombres  sont  exprimables 
en  puissances  de  deux.  L<'  chapitre  v  :  /'(irffiii'llicnin^'en,  se  résont  |jar  un(> 
méthode  spiriluellc,  trouvaille  »Ie  l'auteur-.  Les  cliapitr(>s  vu  à  xi  renfei-menl 
les  /{rellspiclc,  c'est-à-dire  les  jeux  (|ui  se  jouent  sur  r<'chi(|uier  et  d  autres 
jeux  semblables.  C'est  ici  (pie  nous  voyons  la  did'érence  entre  la  nature  du 
jeu  et  le  procédé  de  la  science.  Uès  que  le  jeu  est  susceptible  d'un  examen 
exact,  il  cesse  d'èti'e  un  jeu.  C'est  chose  bien  connue  aux  joueurs  <I  «'•i-hecs . 
Alors    (jue    l'analyse    ihi'orique    dénioutre    (jue     l'ouverture    d  un    jeu,    pai- 
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exemple,  le  gambil  du  cavalier,  doit  nécessairement  entraîner  la  victoire  de 
l'adversaire,  le  premier  joueur  évitera  cette  ouverture,  par  conséquent  elle 
est  annulée.  Le  fait  même  que  le  jeu  des  échecs  se  soustraira  à  tout  jamais 
à  l'analyse  mathématique  complète,  constitue  son  charme  essentiel.  Pour  les 
autres  jeux  de  cette  catégorie,  on  peut  constater  ceci  :  il  n'a  que  les  plus 
simples,  qu'on  puisse  assez  bien  calculer  pour  prévoir  avec  une  sûreté  abso- 
lue la  victoire  de  l'un  ou  de  l'autre  des  partenaires.  Il  va  de  soi  que  ces 
jeux-ci  ne  font  plaisir  qu'aux  enfants.  Toutefois  il  est  intéressant  de  voir  à 
quel  point  on  a  réussi  à  scruter  les  plus  compliqués  de  ces  jeux  par  des 
mélliodes  plus  ou  moins  mathématiques.  Or,  nous  éprouvons  une  vive 
satisfaction  de  constater  le  mérite  de  l'ouvrage  en  question  sous  ce  rapport. 
En  fait  dexemple,  nous  citons  encore  le  problème  de  la  marche  du  cava- 
lier, comme  étant  celui  que  l'auteur  a  traité  à  fond  et  de  la  façon  la  plus 
détaillée.  Les  chapitres  xii  et  xiii  traitent  les  carrés  magiques.  Les  chapitres 
de  1  analysis  situs  et  des  jeux  de  Hamilton  dépassent  la  limite  du  jeu,  en  ce 
qu  ils  sont  d'un  intérêt  plutôt  scientifique.  L'auteur  consacre  un  chapitre 
entier  au  jeu  du  domino,  en  citant  à  plusieurs  reprises,  les  «  récréations  <> 
de  Lucas.  Le  chapitre  intitulé  Zeit  iind  Kalender  est  d'une  lecture  agréable, 
bien  qu  il  s  occupe  de  choses  qui  n'entrent  plus  dans  le  cadre  des  jeux.  De 
nombreuses  citations  parsemées  dans  le  texte,  et,  de  plus,  un  index  chrono- 
logique détaillé  facilitent  l'étude  de  l'histoire  de  ces  problèmes.  Ce  qui  est 
fort  intéressant  à  apprendre,  c'est  que  les  mathématiciens  les  plus  célèbres. 
Eulcr.  Gauss.  Monge  et  d'autres,  se  sont  occupés  do  celte  matière. 

H.   Gantkr  (Aarau). 

C.  Al.vsi.v.  —  Geometria  e  Trigonometria  délia  sfera.  Un  volume  in-12, 
de  viii-208  p.  ;  Collection  Ilocpli:  prix  :  L.   i.5o  :  Hoopli,  Milan,  1900. 

La  première  partie  de  ce  manuel  sert  de  préparation  à  la  Trigonométrie 
sphérique  :  elle  contient  les  principaux  théorèmes  relatifs  à  la  sphère.  L  au- 
teur suppose  connues  les  formules  de  I  aire  et  du  volume  de  la  sphère  ;  il 
les  applique  aux  calculs  de  l'aire  et  du  volume  d  une  portion  sphérique. 

La  partie  la  plus  importante  de  cet  ouvrage  est  consacrée  îi  la  Trigonomé- 
trie sphérique.  Elle  contient  beaucoup  de  développements  que  l'on  ue  trouve 
pas  en  général  dans  les  ouvrages  élémentaires.  ^L  Alasia  part  des  triangles 
sphériques  quelconques,  puis  il  examine,  oonime  cas  parliculier,  les  triangles 
sphériqucs  rectangles.  Nous  croyons  qu'à  sa  démonstration  de  la  formule 
des  sinus  il  faut  préférer  celle  qui  est  basée  sur  la  considération  directe  de 
la  ligure.  Ces  formules  une  fois  établies,  l'auteur  reprend  1  étude  des  triangles 
et  montre  comment,  en  partant  des  triangles  rectangles,  on  peut  résoudre 
les  triangles  quelconques  par  décomposition  en  triangles  rectangles.  Puis 
viennent  une  série  de  formules  déduites  des  formules  fondamentales. 

Au  poiut  de  vue  de  renseignement, cette  parlie  est  beaucoup  trop  dévelop- 
pée ;  il  serait  préférable  dinsisler  davantage  sur  les  applications  pi-atiquos. 
Ce  livre  n'en  conliont  que  doux  :  détermination,  à  laitlc  de  leui"s  coordon- 
nées, do  deux  points  situés  sur  la  sphère  terrestre,  et,  réduction  d'un  angle 
à  l'horizon,  La  Géographie  mathématique  olfro  pourtant  un  nombre  assez 
grand  de  problèmes  qui  s  adaptent  très  bien  à  renseignement  élémentaire. 

Les  divers  chapitres,  pris  isob'-ment,  sont  iirésentés  avec  beaucoup  do 
clarté,  et,  sous  ce  rapport,  1  ouvrage  de    M.   Alasia  peut   être    recommandé 
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aux  otiulianls.  l*ar  coulre,  si  on  1  exaniine  a»  point  de  vue  de  lOrdro  niéllio- 
ditjue  des  lualières,  tel  qn  on  esl  en  droit  de  1  exii^er  dans  un  manuel  élémen- 
taire, on  ne  peut  s  empêcher  de  critinuer  le  pian  t^énéral  de  l'ouvrasse. 
Quant  aux  figures  fçéométri(|ues  intercalées  dans  le  texte,  leur  exécution 
laisse  souvent  à  désirer. 

J.   Plnculka   (Coire). 


1)'  Km.  Biuclh.  —  Loupe  binoculaire  simple  et  lunette   stéréosco- 
piques  ;  in-8",  Jy  p.,  7  lig.  :  prix,   i  Ir.  :  Paris,  Scliieiciiei-,  lyoo. 

i/a[)préciation  exacte  du  relief  est  due  à  la  dillerence  des  deux  images 
rétiniennes  qu'un  objet  examiné  proiluit  dans  notre  organe  visuel. 

On  n'obtient,  en  ellel,  au  stéréoscope,  lillusion  du  relief  iju  à  la  condition 
de  se  servir  de  deux  images  répondant  à  deux  vues  dillérentes  d'un  mémo 
objet. 

<^)ue  l'on  imagine  les  tleux  dessins  sléréoscopiques  superposés  de  telle 
façon  que  les  images  d  un  objet  situé  à  l'inlini  soient  superposées,  et  1  ou 
constatera  que  les  images  sléréoscopiques  seront  séparées  l'une  de  l'autre, 
par  une  dislance  d'autant  plus  grande_  que  l'objet  est  plus  rapproché  de 
l'observateur.  C'est  celle  dislance  qui  a  été  désignée  par  Helmholtz  sous  le 
nom  de  parallaxe  stéréoscupique. 

Soit  la  distance  des  deux  yeux  :  2  a,  la  dislance  séparant  le  dessin  sléréos- 
copiquc  de  l'observateui-  :  /.;,  la  distance  séparant  lobjet  d  un  plan  vertical 
tracé  par  les  yeux  de  lol-servateur  :  ;•,  on  trouve  jjour  pai  allaxe  stéréos- 
copitjue  :  t',   d  après  llelmholl/,  la  formule  ci-dessous  : 

la  h 


La  parallaxe  stéréoscopique  augmente  donc  en  proportion  directe  de  la 
dislance  des  deux  yeux  et  en  proportion  inverse  de  la  distance  de  l'objet 
examini'-. 

Knelffl,  un  élargisse  m  cul  \  irtiiel  de  lécarlement  pujiilhiiri'  de  lobservaleiir. 
tel  qu  il  est  produit  par  le  lelt'-stéréoscope  de  llelnilioltz  dans  les  longues- 
vues  stéré'osi-opiques  de  llelmlioltz  (1868),  de  Cari  Zeiss,  de  Daubresse,  de 
(iiter/  et  «le  Ross,  dans  les  loupes  composées  et  le  microscope  stc-réosco- 
|)ique  de  f'/.apsky,  donne  la  faculté  d'apprécier  avec  une  Hnesse  particulière 
les  ri-liefs.  Au  contraire  une  diminution  virtuelle  tie  1  écarlement  pupillaire 
de  l'observateur,  comme  dans  liconoscope  de  Javal.  détermine  une  diminu- 
tion de  l'impression  de  relief.  Les  objets  paraissent  alors  plats  comme  une 
peinture. 

Tels  sont  les  fiùts. 

Or,  le  docteur  l]m.  Berger  est  parvenu  à  résoudre  le  problème  de  la 
construction  d'une  loupe  simple  et  d  une  lunette  st<''réoscopi(|ues.  L'inven- 
teur incline  des  lentilles  décentrées  convexes  ou  concaves  de  manière  à  les 
écarter  de  l'œil  du  coté  temporal.  11  obtient,  ainsi,  un  ellèt  prismatique  très 
considérable  assurant  une  très  faible  convei"^'euc<'  des  lignes  visuelles  el  une 
pertt'  aussi  faible  que  possible  de  la  luiuière  par  réllexion.  Cette  disposition 
donne  un  astigmatisme  =  i ,  i  j  du  foyer  des  lentilles;  mais  ce  détaiit  est  de 
sens  inverse  à  celui  de  lasligiualisme  le  |ilus  fiéquenl. 
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Encore  est-il  que  s  il  reste  prépondérant,  il  est  possible  de  le  corriger  <ii 
inclinant  les  verres  de  l'instrument  de  haut  en  bas  et  d  avant  en  arrière. 

Les  images  rétiniennes  sont  très  différentes  et  donnent  un  efl'et  de  relief 
comme  les  jumelles  stéréoscopiques  à  objectifs  très  écartés.  Avec  un  peu 
d'exercice,  on  arrive  à  voir  distinctement  avec  la  loupe  stéréoscopique,  le 
relief  d  une  impression,  la  superposition  des  traits  dans  les  tirages  en  plu- 
sieurs couleurs.  Bref,  on  peut  se  rendre  compte  de  différences  de  niveau 
variant  de  un  cinquantième  à  un  centième  de  millimètre.  (Observations  et 
évaluations  de  M.  Guillaume.)  La  lunette  stéréoscopique  est  destinée  à 
remplacer  la  lunette  servant  pour  la  vision  rapprochée  usitée  communément 
aujourd  lui;. 

Dans  sa  brochure,  le  docteur  Em.  Berger  relate  les  très  intéressantes 
observations  faites  sur  le  sujet  par  les  savants  les  plus  autorisés  et  les 
remarquables  résultats  auxquels  ils  déclarent  être  parvenus. 

On  trouve  dans  cette  lecture,  une  preuve  de  plus  de  1  importance  de 
l'application  des  sciences  mathématiques  au  développement  pratique  de 
sciences  d'un  ordre  distinct,  mais  afférent. 

D""  CoLLi.NEAL  (Paris). 

O.  DzioBEK.  —  Lehrbuch  der  analytischen  Géométrie.  1.  Theil  :  Aua- 
Ivtische  Geonietfie  der  Ebene.  i  vol.  in-8",  i5o  pages.  Prix  :  Mk.  s\,^o: 
H. -T.  HoFF.MANN,  Berlin,  1900. 

L'auteur,  qui  est  professeur  de  matliémaliques  à  ll^cole  technique  de 
Berlin,  a  fait  du  manuel  en  question  un  livre  destiné  aux  élèves  des  écoles 
techniques  supérieures  et  aux  ingénieurs,  c'est-à-dire  à  ceux  qui  cherchent 
dans  la  Géométrie  analyliquo  les  soliiliuns  de  pi'oblènies  d'un  caractère  pra- 
tique. 

M.  Dziobek  veut,  et  cela  à  juste  raison,  c(ue  ses  lecteurs,  qui  sont  avanl 
tout  des  techniciens,  se  fassent  une  idée  très  large  de  la  Géométrie  analy- 
tique. Il  montre  les  relations  intimes  qui  existent  entre  cette  Géométrie  et  la 
Géométrie  syulhélique.  Le  premier  et  le  dernier  chapitre  de  l'ouvrage  éta- 
blissent d'une  manière  élégante  et  simple  ladinité  (|ui  existe  entre  ces  deux 
branches  de  la  Géométrie  générale. 

Avant  d'aborder  la  représentation  par  coordonnées  1  auteur  Iraite  l'étude 
du  rapport  anharmonique,  l'homographie  et  1  involution.  Après  cela  vient  la 
Géométrie  analytique  proprement  dite.  Les  généralités  étant  établies,  il  pari 
de  la  représentation  des  équations  par  des  courbes,  et  inversement;  de  là, 
la  droite,  et  enfin  les  courbes  du  2*^  degré,  eu  commençant  par  le  cercle. 

Chaque  courbe  est  considérée  comme  un  lieu  géométrique;  son  équation  se 
déduit  de  sa  définition,  et  ses  propriétés  principales  sont  traitées  pour  cha- 
cune d'elles  séparément.  L'étude  des  courbes  se  termine  par  la  discussion 
de  1  é([uation  générale  au  moyen  de  deux  transformations  «  au  centre  »  et 
«  aux  axes  ».  Les  cas  spéciaux  sont  pris  à  la  suite. 

Ici  peut-être,  bien  que  la  marche  suivie  soit  très  lépaniiue,  il  nous  semble 
que  commencer  l'étude  des  coniques  par  l'équation  généi'alo,  en  déduire 
ensuite  leurs  équations  et  leurs  propriétés  parallèles  eût  été  préférable:  «>t 
cela  d'autant  plus  que  les  étudiants  des  facultés  techniques  allemandes  ont 
fré([uenté  le  gymnase  réal  où  ils  ont  suivi  un  cours  de  (iéométrie  aual\  tiipie 
élémentaire,  dans  lequel  les  coni<|ues  sont  ti-aitées  d'après  la  mélhode 
adoptée  ici  par  M.  Dziobek. 
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Le  dernier  cliapilre  esl  très  oriu^iual  el  1res  iulérossanl.  11  conslilue  une 
bonne  conclusion  dun  traité  de  Géométrie  analytique.  On  y  trouve  le  ihéo- 
rènio  de  Pascal  cl  celui  de  Brianchon,  leur  application  à  la  construction  des 
coniques,  ainsi  que  c|uelc[ues  noies  très  intéressantes  sur  les  coordonnées 
trilinéaires,  sur  la  théorie  des  polaires  el  sur  les  Iransforuiations  iréonié- 
Iriques.  Ces  différents  points,  traités  simplement,  sonl  précisément  ceux  qui 
peuvent  donner  au  lecteur  une  idée  sufllsamment  lars^e  de  la  Gi'ométrie. 

Nous  ajouterons  c|ue  chaque  chapitre  se  termine  par  une  série  d  exercices 
ti'ès  bien  combinés  et  dont  les  solutions  en  sont  douné-es  à  la  lin  de  1  ou- 
vrage. 

L.  Ckkliek  (Bienne). 

Encyklopaedie  der  Mathematischen  Wissenschaften  mil  i:ins«liliiss 

ihrer  An\veu(Uiii>c<'n  :   I.    1,    lasc.  G  J).   "/ii   à   99-?    :    B.-(i.    l'eiilmiT,  l.eipzisr, 
1901 . 

Ce  fascicule  comprend  les  sections  D  (calcul  des  probabilités  et  méthode 
dfs  moindres  carrés',  E  (calcul  des  différences^  et  V  (calcul  nuinérique). 
En  voici  le  sommaire  : 

U.  —  I.  Wahi'scheinlichkeitsrechuuniç  (E.  Czlbek,  Vienne).  —  1.  Ausglei- 
chungsrechnung  (J.  B.vuschi.nguu,  Berlin).  —  3.  Interpolation  (B.vuscui.ncer, 
Berlin  .  —  \,  a.  Anwenilungen  der  Wahrcheinlichkeitsreclinung  auf  die 
Slatistik  (L.  von  Boktkiewicz,  Berlin);  j.b.  Leiiensveisicherungs-Malhemalik 
((i.  BouLMAN.N,  (iolliugen). 

E.  Diireri'uzeurechiiuug    1).  Si;i.i\v\NoFr.  Saiut-Petersburg). 

F.  Numerisclies  Rechnen  (K.  Meumke,  Stuttgart). 

Le  dernier  fascicule  du  dernier  volume  paraîtra  sous  peu. 

Kk.  Engki..  —  Sophus  Lie;  Ausfiiluliclies  V'erzeichnis  seiner  Schriften.  Mit 
einem  Bildiii>  S.  Lie  s  in  Heliograviir.  Une  broch.  granil  in-8"  de  4^  P-  '. 
pi-ix  :   .M.   2  ;   B.-(i.    Teiibuei-.  Leipzig,   1900. 

Cet  opuscule  est  appelé  à  rendre  de  grands  services  à  tous  ceux  qui  s'oc- 
cupent de  recherches  dans  lesquelles  interviennent  les  mi-lhodes  si  fécondes 
que  1  on  doit  à  Lie.  Il  contient  une  liste  délailléc  des  iiirinoires  qui  forment 
l'tJL'nvre  considérable  du  savant  géomètre  norvégien. 

Cette  liste  esl  précédée  d'une  courte  notice  hiogriipltitfiie  tirée  de  la  bio- 
graphie que  publia  ^L  li!ngel  dans  le  tome  VI!  1  des  Jaliresh.  der  Deittsciten 
MiitlieiiiiitiAer  Vereinigiing.  On  y  trouve  des  détails  très  intéressants  quant 
aux  débuts  de  Lie  dans  sa  carrière  scientifique.  Contrairement  à  ce  qui  s'est 
[inssé  pour  d'autres  grands  matli(-niaticiens,  Soplius  Lie  ne  s'adonna  que  fort 
tard  aux  sciences  malliématiques.  Ce  fut  en  1868,  alors  Agé  de  vingt  six  ans, 
<juc  Lie  s'intéressa  spécialement  à  la  science  sur  laquelle  il  a  exercé  dans  la 
suite  une  influence  si  considérable.  La  première  inspiration  lui  vint,  pai-ait-il, 
de  la  lecture  des  travaux  tle  Po.ngelkt  el  de  Pn;c:Ki:it. 

Les  publications  de  Lie  sonl  au  nombre  de  180  ;  elles  s fleiident  sur  nue 
période  de  trente  ans,  la  |»remière  remontant  à  lanné-e  iStW).  M.  l-^ngel  les  a 
classées  dans  l'ordre  clironologique.  Il  ne  s'est  pas  boiMn-  à  reproduire  sim- 
plement le  litre  ilii  mémoire,  le  litre  seul  n  iiidi([uaut  pas  toujours  d  une 
façon  assez  pré-cise  la  question  spi'i-iale  di'vi-loppcc  par  1  auteur  et  la  m«''lhodc 
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omployéc.  Il  a  ou  soin  d  accompagner  chaque  titre   de  quelques  indications 
pouvant  servir  de  guide  au  lecteur. 

H.   F. 


E.  EsTANAvr.  —  Sur  une  série  simple  servant  à  définir  le  nombre  -, 
rapport  de  la  circonférence  au   diamètre;  i   br.   in-8',    i6  p.   l'aris, 

Croville-Morant,   igoi. 

Dans  celte  étude,  l'auteur  ne  se  propose  nullement  le  calcul  numérique 
de  t:  ;  il  se  borne  à  indiquer  en  quelques  mots  d  historique  les  travaux  des 
principaux  géomètres  qui  se  sont  occupés  de  la  question.  Il  signale  une 
série  simple  nouvelle  à  laquelle  il  arrive  par  deux  métliodes  différentes. 
Cette  série  est  très  rapidement  convergente  ;  six  termes  suflisent  pour  avoir 
•îr  avec  l'approximation  usuelle  3,i4i59.  Dans  un  tableau  contenant  quinze 
séries  simples,  l'auteur  a  calculé  les  valeurs  approchées  de  ces  suites  en 
prenant  6  ternies.  Ce  tableau  permet  de  se  rendre  compte  que  l'écart  donné 
par  les  valeurs  de  ces  diverses  séries  avec  3, 14139  est  de  beaucoup  plus 
considérable  que  s'il  s'agit  de  la  série  qu'il  fait  connaître,  lorsqu  il  prend 
le  même  nombre  de  termes  dans  chacune  d'elles.  Il  signale  aussi  quelques 
identités  numériques  intéressantes  et  le  rôle  qu'elles  peuvent  jouer  pour 
augmenter  la  convergence  d'une  série  donnée. 

JN'ous  recommandons  tout  spécialement  au  lecteur  l'étude  do  la  première 
méthode  de  M.  Estanave,  curieuse  et  suggestive  à  plus  d'un  titre,  et  qui 
montre  combien  souvent,  eu  mathématiques,  une  voie  indirecte,  habilement 
suivie,  permet  d'arriver  au  but. 

C.   A.   L. 


Ernest  Lf.bon.  —  Traité  de  Géométrie  descriptive  et  Géométrie  cotée. 
i*^""  volume,  grand  in-8^,  vi-28op.,  avec  286  épreuves  dans  le  texte  :  Dela- 
lain  Frères,  Paris.  1901.  —  5  fr. 

Le  Premier  Volitiiu'  du  Traité  de  Géométrie  descriptive  et  Géométrie 
cotée  de  M.  E.  Lebon  contient  les  solutions  présentées  dans  un  ordre  très 
logique,  de  toutes  les  questions  relatives  à  la  droite,  au  plan,  aux  polyèdres, 
à  la  circonférence  et  à  l'hélice,  lorsque  ces  ligures  sont  déterminées  par 
leurs  projections  sur  deux  plans  rectangulaires  ou  par  une  projection  liori- 
zonlale  cotée.  Une  solution  s  appuie  le  plus  souvent  sur  celle  des  trois 
méthodes  générales  qui  conduisent  aux  constructions  les  plus  simples  : 
cependant  les  problèmes  fondamoulaux  sont  traités  par  plusieurs  méthodes 
pour  que,  dans  leur  application,  on  puisse  prendre  la  solution  le  mieux  en 
rapport  avec  les  données. 

Dès  la  première  édition  de  ce  Livre,  en  1880,  l'Auteur  s'est  avec  raison 
servi  des  solutions  élégantes  qui  permettent  de  se  passer  des  traces  des 
plans  déterminés  par  des  droites  qui  se  coupent  :  dans  la  seconde,  en  1888, 
il  ;i  présenté  en  outre  des  solutions  avec  un  seul  plan  horizontal  de  projec- 
tion ot  des  plans  verticaux  auxiliaires  ;  tians  cette  troisième  édition,  il  intro- 
duit de  plus  une  méthode  ([iii  n'a  guère  encore  été  employée,  si  elle  l'a  été, 
dans  les  ouvrages  classii|ues  français,  celle  des  épures  sans  ligne    de  terre. 

On  sait  ipie,  dans  ses  Premiers  éléments  de  Géométrie  descriptive  (188a), 
.M.  A.  Maniihcim  a  proposé  de  tracer  toutes  les  épures  sans  ligne  de  terre, 
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pour  mieux  placer  ceux  qui  éludiiMit  la  Gôomélrio  descriptive  daus  les  con- 
ditions qu'imposent  les  arts  s^rapliiques.  Nous  sommes  heureux  de  voir  que 
ce  nouveau  procédé,  qui  est  employé  à  l'Etranger  dej)uis  plusieurs  années 
déjà  et  dont  se  servent  plusieurs  professeurs  en  France,  vient  d  être  exposé 
et  api)liqué  daus  un  important  Ouvrage  d'enseignement,  bien  connu  et  suivi 
dans  l)on  nombre  d  établissements  préparant  au  Baccalauréat  et  aux  grandes 
Ecoles.  Grâce  à  M.  E.  Lebon,  on  pourra  donc  complètement  connaître  cl 
mieux  apprécier  les  avantages  résultant  de  l'emploi  de  divers  plans  rectan- 
gulaires de  position  indéterminée  :  parmi  ces  avantages,  citons  d  ab<ird  la 
suppression  des  traces  des  droites  et  des  plans,  dont  l'emploi  alourdissait 
souvent  les  solutions  des  questions  et  introduisait  dans  les  épures  des  élc- 
racnts  inutiles,  ensuite  les  dillicultés  et  les  obscurités  dans  l'épure,  amenées 
par  la  nécessité  de  ponctuer  les  parties  des  ligures  non  silui'es  dans  l'angle 
antérieur  supérieur. 

Citons  encore  un  autre  perfectionnement  apporté  aux  deux  premières 
éditions.  Sous  le  litre  à  présent  généralement  admis  de  Géomélrie  cotée, 
au  lieu  de  Plans  cotés.  M.  E.  Lebon  donne  les  solutions  de  toutes  les  ques- 
tions sur  la  droite,  les  plans  et  les  polyèdres,  et,  pour  les  surfaces  courbes, 
un  nombre  d'exemples  suflisant  pour  que,  connaissant  les  propriétés  de 
ces  surfaces,  on  puisse  aisément  tracer  les  épures  de  Gé-ométrie  cotée  pro- 
posées à  présent  au  Concours  d'Admission  à  l'Ecole  Militaire  de  Saint- 
Cyr. 

Je  veux  aussi  appeler  l'attention  sur  les  problèmes  gradués  à  résoudre. 
Ces  exercices  sont  classés  dans  Tordre  même  du  développement  des  matières 
de  l'ouvrage,  de  sorte  que  l'on  peut,  après  avoir  étudié  une  suite  de  ques- 
tions tliéoriques,  les  appliquer  et  par  suite  les  mieux  comprendre  et  retenir. 
Les  uns  sont  des  consé([ucnces  des  principes  du  Cours  ou  des  problèmes 
de  géométrie  dans  l'espace  à  résoudre  graphiquement  :  les  autres  sont  numé- 
riques et  analogues  à  ceux  qui  forment  les  sujets  d  épures  des  Concours 
d'admission  aux  grand"s  Ecoles.  A  la  suite  de  ces  problèmes,  les  étudiants 
trouveront  avec  plaisir  les  énoncés  des  questions  de  Géométrie  descriptive 
proposées  à  lexamcn  écrit  du  Baccalauréat  et  les  sujets  dépures  des  Con- 
cours d'admission  à  l'Ecole  Navale  et  à  TEcoIe  Militaire  de  Sainl-Cyr, 
depuis  une  di/aine  d'années. 

Les  mérites  scientilitpies  de  cet  Ouvrage  sont  rehaussés  par  une  exécu- 
tion typograj)hique  remarquable,  par  des  épures  bien  gravées  et  taciles  à 
suivre  en  lisant  les  explications,  grâce  à  leur  n-pdilion.  par  une  exposition 
très  claire  en  \\n  style  toujours  très  soigné. 

Nous  souhaitons  une  continuation  «le  succès  à  cet  excellent  Ouvrage,  qui 
est  évidenimcut  le  fruit  de  la  longue  expérience  acijuise  par  l'auteur  en 
professant  dans  les  lycées  de  Paris  i-l  dans  les  (^ours  et  supplé-anccs  (|ii  il  a 
faits  en  divers  endroits,  les  matières  iju'il  y  traite. 

1^.    Li  moim:  (Paris\ 
D-"  P.-J.  .MoBus.  —  Ueber  die  Anlage  zur  Mathcmatik    in  vol.  iii-8' 

de  viii   et    Vil   pages,   avec    "»i    portraits   de   inatli<inali<iins  cclèlircs  :  prix  : 
M.  7;  Joh.-Ambr.  Barth,  Leipzig,   lyoo. 

Ce  vidiime  traite  de  ce  <pie  mjus  apjx-Ions  vnlgaininrnl  en  Irancais  la  hossc 
des  niathéinatiqnes,    tant    an    proprr   (|n  au    li^un-.   L  antfur  r-t    nn  ntnrolo- 
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gisle  foil  connu,  en  (It-liors  niènic  de  sa  spécialité,  par  des  études  de  psv- 
chopalhologie  sur  Rousseau,  Gtellic,  Sciiopenlianer.  Le  liasard,  celle  fois,  l'a 
amené  à  un  rapi>roclicmenl  iualteudu  onlre  le  don  des  sciences  cxacles  el  la 
piu'énologie.  Frappé  de  la  configuralion  parliculière  de  l'arcade  orbitaire  de 
1  œil  gauche  sur  le  portrail  de  son  grand-père,  le  nialhéinalicien  F. -A.  Mo- 
bius,  il  conslala  avec  surprise,  à  la  Icclure  des  œuvres  de  Gall,  que  c'est 
précisément  1  endroit  où  ce  dernier  localisait  le  «  sens  des  nombres  ». 
L'examen  ullérieiir  de  plus  do  3oo  bustes  et  portraits  de  matliémaliciens 
célèbres,  sans  parler  des  vivants  qu'il  a  pu  examiner  de  près,  lui  montra  que 
(iall  avait  vu  juste.  La  bosse  [l'orgniie  nidlhémaliqite,  dit  M.  Mobius)  siège 
à  langlc  du  front,  surtout  à  gauche,  d'où  une  asymétrie  plus  ou  moins  mar- 
quée de  la  face.  C'est  une  proéminence  qui  provient  à  la  fois  d  une  hyper- 
plasie  des  parties  molles  —  allongement  et  épaississement  du  sourcil,  gon- 
flement de  la  peau  et  du  tissu  sous-cutané  formant  comme  un  sac  (|ui  entoure 
le  coin  de  l'arcade  orbitaire  et  parfois  refoule  en  bas  la  moitié  externe  de  la 
paupière  supérieure  —  et  d'un  développement  inusité  de  l'angle  de  1  os  fron- 
tal au  profit  de  la  cavité  crânienne.  ^L  Mobius  en  infère  que  le  centre  céré- 
bral des  facultés  malliénialiques  est  sans  doute  localisé  dans  la  région  cor- 
respondante ilu  ccrvi'au,  à  savoir  la  partie  antérieure  de  la  troisième 
circonvolution  lioulalc  gauche,  dont  1  extrémité  postérieure  renferme  déjà, 
comme  on  sait,  le  centre  de  Broca  ou  du  langage  articulé. 

Non  seulement  la  bosse  aurait  ainsi  une  réalité  visible  et  tangible,  mais 
(abstraction  faite  d'exceptions  toujours  possibles)  son  volume  serait  propor- 
tionnel aux  aptitudes  de  1  individu.  Atteignant  son  maximum  chez  les  mathé- 
maticiens de  génie,  plus  marquée  chez  les  professeurs  universitaires  que 
chez  les  maîtres  élémentaires,  elle  brille  par  son  absence  dans  le  sexe  faible 
(sauf  chez  les  rares  femmes  mathématiciennes,  qui  sont  d'ailleurs  des  ano- 
malies, produits  de  dégénérescence).  Le  type  classique  du  visage  féminin  est 
en  effet  sous  ce  rapport,  par  lefracement  du  sourcil  et  de  1  angle  frontal, 
l'antipode  de  la  figure  des  grands  mathématiciens.  Entre  ces  deux  extrêmes, 
une  série  graduée  d'intermédiaires  correspond  exactement  à  tous  les  degrés 
du  talent  mathématique.  C'est  au  point  que  si,  dans  un  congrès  scientifique, 
vous  passez  de  la  section  mathématique  à  la  section  de  médecine  par  exemple, 
vous  croirez  presque,  en  comparant  I  aspect  général  des  tètes,  avoir  affaire 
à  une  autre  race  d  hommes  ! 

Quoi  qu'il  en  suit  <le  ces  observations  cranioscopii[ues.  sur  lesquelles  nous 
laissons  au  lecteur  et  à  l'avenir  le  soin  de  se  prononcer,  nous  leur  préférons 
les  remarques  psychologi([ucs  que  M.  Mobius  nous  fournit  sur  la  bosse  (au 
figuré,  maintenant)  en  les  tirant  de  diverses  statistiques  et  biographies  de 
mathématiciens.  Nous  n'en  relevons  que  quelques-unes  à  titre  d  exemples. 

I.,e  talent  mathématique  est  inné.  L'étude  le  développe,  mais  ne  le  crée  pas. 
Tout  le  monde,  à  force  de  travail,  peut  faire  un  médecin  ou  un  juriste  con- 
venable, mais  on  ne  devient  pas  plus  géomètre  ou  analyste  que  peintre  ou 
poète  si  l'on  n'en  a  pas  reçu  le  don  avec  la  vie.  Or  ce  don  est  plutôt  rare  : 
M.  M(d)ius  ne  trouve  à  Leipzig  que  8^  mathématiciens  ^y  compris  les  physi- 
ciens, les  calculateurs  de  compagnies  d'assurance,  etc.),  soit  i  sur  i  ooo 
habitants,  cl  dans  la  r>iogr(ij>liio  unheiseUe  allemande,  les  notabilités  de 
celte  brandie  n'occupent  cjuc  le  2,3  p.  loo  des  articles.  Il  en  résulte  que  la 
mathématique  est  décidément  à  la  portée  de  trop  peu  de  gens  pour  qu'on  en 
puisse  faire  la  base  de  renseignement  supérieur  général. 
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Dans  la  majorilû  des  cas,  le  gonio  ruallu'-malique  siii'gil  coiiinio  un  plu-no- 
niènc  isolô  —  une  sorte  de  varialion  sponlancc  —  sans  ascendance  ni  des- 
cendance, bien  que  son  apparition  dans  une  t'aniille  semble  favorisée  par  la 
disposition  arlislie/iie  gt'nérale  de  celle-ci.  Lorsqu  il  y  a  hérédité,  la  bosse 
vient  toujours  du  coté  du  père,  jamais  de  la  mère.  M.'Mobius  a  récolté 
21  j  exemples  do  père  et  Hls  maliiémaliciens  ;  dans  17  familles,  le  don  s'est 
conlinui'  durant  trois  générations,  et  l'on  connaît  5  cas  d'atavisme  (saut  du 
grand-père  à  son  pelit-lils  sans  manifestation  chez  le  père). 

11  n  y  a  aucune  proportionnalité  entre  1  aptitude  malliémalique  et  l'intelli- 
gence en  général,  celle-ci  pouvant  être  très  brillante  en  labsence  complèti' 
de  la  première,  et  réciproquement  (ou  à  peu  près).  Sans  doute  le  malliéma- 
ticien,  pour  que  ses  dons  ne  restent  pas  stériles,  doit  posséder  de  la 
mémoire,  du  jugement,  une  grande  persévérance  au  travail,  la  passion  et  le 
feu  sacré  jiour  sa  science,  etc.  :  mais  sa  bosse  spéciale  n'implique,  ni  n'exclut, 
aucune  aptitude  ou  facilité  mar([uée  dans  d'autres  domaines.  11  semble  cepen- 
dant y  avoir  cei'taines  combinaisons  de  talents  préférées  :  les  matliématiciens 
ont  été  beaucoup  plus  souvent  adonnés  en  même  temps  à  la  musique  >.\n  à  la 
peinluro  ou  la  sculpture,  à  la  théologie  ou  la  philologie  qu  à  la  médecine  ou 
à  la  poésie,  et  aucun  n  est  arrivé  au  premier  rang  sans  être  doué  d  esprit 
phiK)sophique. 

Coranu''  tous  les  «  intellectuels  »,  les  mathématiciens  sont  généralement 
des  ner\-eiix,  mais  les  maladies  mentales  pi'opremeul  dites  sont  certainement 
plus  rares  chez  eux  que  chez  le  coiummi  des  mortels,  et  ils  jouissent  d'une 
belle  longéviti'.  I.a  uïoyenne  de  3oo  mathématiciens  j)ris  au  hasard  dans  le 
Dictionnaire  de  l*oggendorf  est  de  6), 6  ans  ;  et,  chose  remarquable,  elle 
s'élève  à  72  ans  pour  les  100  plus  éminents  d'entre  eux,  ce  qui  tend  à  mon- 
trer que  le  gt'-ui»;  mathématique  est  une  (leur  qui  s  épanouit  de  prt'-férence 
sur  le  terrain  d'une  solide  constitution  physit|ue. 

i/oiivrage  de  M.  Miibius,  d'une  lecture  fort  agrc-abh-,  riMifcrmi-  encore 
beaucoup  de  renseignements  inti-ressants,  entre  autres  sur  les  calculateurs 
prodiges  et  les  femmes  mathématiciennes,  sans  comptei'  les  chapitres  consa- 
ci'és  à  (iall  et  à  ses  doctrines,  (|iii  ioi-nienl  la  moili>''  du  \olume.  mais  dont 
nous  n'avons  pas  à  |>arler  ici. 

Tu     l''i.ofKNOV  ((ienève). 

Ose.  Si:ni.6.\iii.<:ii.  —  Uebungsbuch  zum  Studium  der  hblieren  Analy- 

Sis.  Zweiler  Theil  :  .Vnfgalien  ans  der  Inlc^iiilr-echiiung.  \  ieiMe  .Vullage 
bcarbeitet  von  l'rofessor  I)""  H.  Hk.nki:.  lu  vol.  in-8"  de  vm-'i^S  p.  :  piix  : 
M.  9:  l».-fi.   'l'eulinei-,    I.eip/.ig,    1900. 

Il  serait  su|)i'rllii  de  t.iirc  I  «'-loge  de  ce  Ilmiril  tl  l'.rcrrin's  qui.  ilrpuis  uni- 
trentaine  d  année.  j<iuit  ti  une  faveur  bien  légitime  auprès  de  tous  ceux  qui 
enseignent  le  (Calcul  dilIV-reuliel  et  intégral.  C!e  succès  doit  être  attribué  à  la 
fois  au  soin  méthodique  avec  lecpiel  les  exi-rcices  ont  «'•li'  groujn-s  rt  à  l.i 
riciicsse  et  à  la  variété  des  problèmes  qui  y  sont  ri'solus. 

Le  second  volume,  dont  la  (|ualrième  édition  vient  île  paraître,  est  consa- 
cré aux  Exercices  de  calcul  inlr^'ral.  Cette  nouvelle  édition  a  été  revue  par 
M.  le  professeur  llenke:  elh'  contient  de  nombreuses  a<ldilions,  entre  antres 
un  chaj)ilre  nouveau  dans  lequel  le  problème  dr  I  intigration  est  ap|)liqii<- 
au  calcul  des  moments  statiqu(^s  et  des  momenis  d  im  itic.  envisagés  au  point 
lie  vue  [)urement  gi-omé-ti-ique. 
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Voici  les  titres  des  dix  cliapitrcs  que  contient  ce  volume  :  I,  intégration 
<le  fonctions  à  une  variable  ;  fonctions  rationnelles,  irrationnelles,  exponen- 
tielles, logarithmiques,  trigonométriqucs,  etc.  — II,  quadrature  des  courbes 
plane,  rectification  des  courbes  planes  et  gauches.  —  III,  cubature  et  qua- 
drature des  surfaces.  -^  IV,  moments  statiques  et  moments  d'inertie.  — 
V,  intégrales  définies  ;  lisage  des  séries.  —  VI,  les  intégrales  doubles  et 
leurs  applications  géométriques.  —  VII,  intégrales  triples.  —  VIII,  valeur 
moyenne  d  une  fonction  :  valeur  approchée.  —  IX,  c'-quations  différentielles 
du  premier  ordre  :  applications  géométriques.  — X.  ('cjuations  différentielles 
du  second  ordre. 

Chaque  chapitre  débute  par  un  court  aperçu  théorique  dans  lequel  l'au- 
teur passe  en  revue  les  formules  auxquelles  il  a  recours.  Les  applications 
sont  empruntées,  en  grande  partie,  au  domaine  de  la  Géométrie.  Il  a  été  tenu 
compte,  en  outre,  du  rôle  important  que  joue  lemploi  des  séries  dans  les 
mathématiques  appliquées  à  la  .Mécanique,  à  la  Physique  et  à  rAstronomie. 
Xous  signalons  à  ce  titre  le  chapitre  v,  qui  renferme  une  série  d  exercices 
destinés  à  faire  ressortir  l'utilité  des  séries  dans  la  déleruiinatiou  de  la 
valeur  approchée  d'une  intégrale  définie. 

II.    F. 

IIkrm.  WiF.NEn.  —  Die  Einteilung  der  ebenen  Kurven  und  Kegel  drit- 
ter  Ordnung  in   13   Gattungen.  Une   brochure  in-8^  de  3  i  p.  :   Martin 

Schilling,   Halle,   19,, i. 

On  sait  qn  il  existe  diverses  classilications  des  cubiques  planes  et  que  la 
plus  simple  est  celle  qui,  d'après  Mobius,  est  basée  sur  l'étude  des  surfaces 
coniques  du  troisième  ordre.  On  obtient  ainsi  cinti  ou,  si  Ion  fait  encore 
intervenir  des  distinclions  spéciales,  sept  espèces  de  courbes  du  troisième 
ordre. 

Dans  le  présent  mémoire,  M.  \Viener  examine  une  nouvelle  classification. 
Après  avoir  passé  en  revue  celles  que  Ion  doit  à  Ni:\vto.\,  Euler,  Plucker, 
C.\YLEY  et  MôBius,  il  montre  que  la  considération  des  surfaces  coniques  du 
troisième  ordre  conduit  à  treize  espèces  de  courbes.  L'auteur  se  borne  à 
l'emploi  de  méthodes  purement  géométriques  basées  sur  les  propriétés  de 
la  représentation  coUinéaii'e  d'une  courbe. 

Afin  de  faciliter  l'exposé  de  cette  classification,  M.  \\'iener  a  fait  exécuter 
une  série  de  modèles  (')  en  fils  représentant  les  surfaces  coniques  du  troi- 
sième ordre. 

H.   F. 


(ij  II.  WiENEU.    Sieben   FadeiimotleUe  der  Ke^^el  iliiKcr  Ordnung:  a).  Kegcl  voni 
Geschlechte  null  :  b).  Kcgel  vom  Geschlechte  oins.  Martin  Schilling.  Halle. 
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Ki'vi'iei',  —  P.  Ai'1'i:li.  :  Charles  lleriiiile.  —  M.  Iîkm.i.olin"  ;  Joseph  Ber- 
trand :  son  enseiii^iieuieul  au  CoUéi^e  de  l'ranee.  —  L.  I.f.counu  :  Les  régu- 
lateurs en  1900.  —  D.  HiLBKRT  :  Problènu^s  malhénialiques. —  C.  Tondim  dk 
QuARKNGUi  :  La  réforme  du  calendrier  (îrégorien  et  Julien. 

Avril.  —  L.  Ansi'acu  :  Les  discussions  récentes  sur  la  théorie  des  machines 
à  vapeur.  —  P.  Tannery  :  Galilée  et  les  principes  de  la  Dynamique.  — 
G.  Kœnics  :  La  Philosophie  des  sciences,  dajjrès  M.  de  Freycinel. 

^L(i.  —  L.  Pi:rrii:r  :  Pascal,  créateur  du  calcul  dos  probabilités  rt  pré- 
curseur du  calcul  intégral. 

Zeitschr.  f.  math.  u.  Naturw.  Unterricht,  herausgegeben  von  J.  C.  V. 

lioU'niann:    ri'-'  anniW^,   i9'>i.  B.-C.    TenlMier,  Leipzig. 

N"  '2.  —  G.  ScuuLEX  :  Das  Sehwinimen.  leilweise  von  einein  neuen  Sland- 
puukl  aus  bearljeilel  ;  —  Osk.  IIi  iiuma.n.n  :  Zui'  An(l(')suug  kubischer  (ih-i- 
cluingen. 

N"  J.  —  ^^  .  IliiVMAXx  :  die  Logarilhmen  ncgativcr  Zahleu  uml  ihr  Anl- 
Ireteu  i)ei  der  .Vnllosung  Iranscentlenter  (ïleichungeu. 

Zeitschr.  f.  d.  Realschulwesen,  herausgegeben  uud  retligirl  von  V.\n. 
C/.fUKR,  Ali.  Becutkl,  und  Mor.  Gl()Si;r,  uG''  année,  u'"*  .}  et  .j,  lyoï.  Ali. 
lloliler.  Vienne. 

Zeitschrift  fur  Mathematik  und  Physik,  liegnuidei  iS")G  dnrcli  O.S.m.o- 

.Mii.iii,  Iridier  heiausgegeiien  von  O.  .Scui.o.Mii.cii  (18  36- 1896)  und  ]\L  (Ia.ntor 
^i8")9-i90o).  Oi'gan  lur  angewaudle  Mathematik,  iierausgegeben  von 
R.  MiJi.MKi:  el  ('..  llu.Noi;.  lomc  iG.  tasc.  i  cl  2;  B.  Ci.  reui)ner,  Leipzig, 
1901. 

Nous  altii'(Mis  lallenlion  ih's  malhé-maliciens  sur  la  (l'anstormaliou  (|ue 
vit-nl  de  subir  celle  importante  i"evue.  Ils  apprendront  avec  regret  le  dé-part 
de  ^L  Cantor  qui  a  dirigé  celte  publication  peudanl  (juarante-deux  aus, 
d'abord  avec  O.  Sculomilcii,  puis  avec  .M.  .Miiimki:.  M.  Canlor  a  pi»ur  suc- 
cesseur ^L  Ru.NGi;,  professeur  à  lEcole   technique  supé-rieure  (hi  Hanovre. 

A  partir  de  celle  année  la  revue  sera  ccjnsacrée  unirjitentcnt  iww  malhé-ma- 
tiques  appliqui-es.  La  lAche  est  belle  et  les  directeurs  ne  mari(|ueront  pas 
de  trouver  de  nombreux  encoui'agenu'iits,  aussi  bifu  du  côté-  des  malhé-ma- 
liciens (jue  du  coté  des  jjhysieiens  cl  des  ingénieurs;  ils  se  sont  d  ailleurs 
assurés    la  collaboration  de  plusieurs  savauls   distingués,    appai-lenanl  aux 
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diverses  branches  des  sciences  appliquâmes.  Ce  sont  M. M.  von  Bach.  fï.  Halck, 
R.  Hei.mkkt,  ¥.  Kli:i.\.  C.  von  Dii«  Lixdk.  H.  A.  I.ork.m/.  H.  Miii.LKK- 
Breslau,  II.    Skei.iger,  el  H.   ^^'l■lll;H. 

Avec  la  rrlraile  de  M.  Canlor  la  nailii'  liist<iri(iuc  (ju  il  dii-ii^oail  avec 
lant  de  (■(iiiip('l('iic('.  a  v\v  supprimi-e.  Celle  mcsufc  s'e\plit[ue  par  le  fait 
qu'il  evisU'  niaiiilenaiil  une  revue  {Bihliollii'ca  inrilhemalica)  spt-cialenienl 
consacrée    à  l'Hisloire  des  niatliémaliques. 

Sommaire  des  fascicules  i  ri  a.  —  Cï.  Hki.m  :  Ose.  Scliloiniieh.  — 
R.  Mku.mxe,  C.  Ru.nge  :  Kiinllit^e  Ziele  ûi^'V  Zcilsrliritl.  —  A.  Sommeki-eld  : 
Tlieoretisclies  iibcr  die  Beuguntij  der  Roiilijeiislialilcn.  —  A.  Kili.ermaxn  : 
Brennpunkle  der  Linsen;  Beslimmung  der  Konslanlcn  dci- Liiisen.  —  M.  Dis- 
TELi  :  Ueber  Rollkurvcn  und  Rollfliichen.  —  F.  Wittexbauer  :  Ueber  den 
Stoss  freier  Fliissii^kcilsslrahlen.  —  P.  Somoff  :  Ueber  einit^e  Anwenduniçen 
der  Kineuialik  veriiuderlicher-  S\stcnie  aul  Geleng'uiechanisnien.  —  R.  Proell  : 
Xeue  Logarilhuiische  Reclienlaiel.  —  C.  Ru.ngi:  :  Uebi-r  empirische  Kunk- 
tionen  und  die  Inlerpolation  zwischen  ;i(|nidislanlen  Ordinalen.  — 
R.  Mehmke  :  lune  Schatlenkonstruclion.  —  R.  .Mehuike  :  Zur  Konstruklion 
der  Schnilte  von  HiilHliichen  mil  ejjeneu  uder  ki'umnieu  Kliiehen.  —  C.  RoiiR- 
BACH  :  Ein  neues  Perspoklivlineal.  —  S.  Finsterwalder  :  Zur  I^Tisunt!;  der 
Aufgabe  i  (Ueber  das  Xolz  élues  Kugclljalldus).  —  KleiniMc  .Milleilungen. 
Bûcherschau. 

J.  d'Az.  Alburquerque.  —  Trigonometria  Plana  de  contormidade  rom  o 
programma  oflicial  do  eiisino  secuudarii)  c  com  i5i  excrcicios.  Ln  vol. 
iu-8'^  de  lOi  p.:  Porlo.   Impreusa  Poriugueza.    1901. 

G.  BiGouRDAN.  —   Le  système  métrique  des  poids   et  mesures;   son 

élablisseuieul,  sa  propagalicm  graduelle:  liisloirc  des  opc'i'alioiis  qui  ont 
servi  à  déterminer  le  mètre  et  le  kilogramme.  Un  vol.  p.  in-8"  de  JjS  p., 
avec  planches  et  portraits;  prix   :   fr.  10:  Paris,  Gauthier- ^'ilIars,  1901. 

E.M.  BoREL.  —  Leçons  sur  les  séries  divergentes;    i   vol.  gr.  iu-8',  m- 

i83  p.:  pr.   \  t'r.  5o  ;  Pai-is,  (Jaulliier-Aillai-s.   1901. 

R.  Ortl-  Carhom.   —   Esercizi    di  Geometria  elementare;  !  vol.  iu-iS. 

viii-i"op.;  Pr.  L.,    i;    l-ivourne,    I\.  (inisli,   kjoi. 

II.  C.  E.  Martus.  —  Mathematische  Aufgaben  zum  (iel)rauche  iu  den 
oberslen  Klassen  hoherer  Leluauslalleu.  l)r-ilter  Teil  :  Aufgaben:  vierler 
Theil  :  Krgchiiisse  der  Aufgabvn  des  III  Telles:  1  vol.  in-8",  pi-ix  :  .Mk,  j  : 
Dresde  et  J^eipzig,  C.  A.  Koch,  1901. 

B.    A.    NV.    lUssEi.i..  —  Essai  sur  les  fondements  de  la  Géométrie. 

(rad.  par  A.  Cadexat,  i-evu  el  auuolé  pai'  1  auteur  cl  L.  Codtlrat  :  i  v(.d. 
gr.   iu-8",  s.-i.-j\  p.:  pr.  9  francs;  Paris,  Gaulhier-Villai's,  1901. 
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LES    LEÇONS   1)  J  NIIIOI)  LCTION 

ET   LES  LEÇONS   DE   IIEVISION 
DANS    Li:  NSE  IG.NK.ME.XT   SECONDAIRE    SUPÉRIEUR 


On  lepi'oche  souvent  à  renseignement  secondaire  de  manquer 
de  nrolondcui'  et  d'accorder  trop  d'importance  aux  questions  de 
détail  aux  dcjHMis  des  connaissances  générales.  Les  élèves  acquiè- 
rent, ou  pluhU  al)sorbent  souvent  à  grand'pcine,  une  foule  de 
notions  Iragmenlaires,  mais  ils  ignorent  presque  totalement  les 
idées  directrices  auxquelles  ces  notions  viennent  se  rattacher. 
Aussi,  f[ue  reste-t-il  chez  la  plupart  d'entre  eux  à  leur  sortie  des 
établissements  secondaires?  Des  connaissances  très  vagues,  et  le 
souvenir  précis  d'avoir  beaucoup  travaillé. —  On  constate  ce  lait 
actuellcmenl  sur  la  majorité  des  élèves  qui  entrentdans  les  écoles 
supéiiciii'cs,  aussi  bien  (|ue  sur  ceux  qui  limitonl  leurs  études  au 
baccalauréat. 

Si  cette  observation  s'applique  à  la  lois  ;i  l'ensemble  des 
branches  d'étude,  les  déficits  constatés  varient  avec  les  branches 
et  avec  les  établissements.  Les  causes  sont  d'ordres  très  divers  ; 
elles  sont  dues  bien  plus  à  l'organisation  de  l'enseignement  et 
à  la  mt-thodo  employée  par  le  maître,  qu  ii  la  dillicullé  ([uv 
peuvent  présenter  les  matières  enseigiH-es. 

Dès  les  classes  élémentaires,  maities  et  (''lèvt>s  sont  victimes 
de  l'organisalion  des  ('-tudes  et  du  système  des  examens,  avec 
celte  dillerence  toutefois,  (pie  seuls  les  élèves  sont  des  victimes 
inconscientes,  du  moins  dans  une  certaine  mesure.  Le  maître 
s'efl'orce  d'accomplir  dans  les  moindres  détails  le  ]>rogramme  qui 
lui  est  imposé,  tandis  ([ue  les  élèves  prennent  df  IxMuir  Iicure 
Ihabitude  de  travailler  sans  réfléchir,  sans  clierclier  :i  dégager 
les  idées  générales.   Leur  but  unicpie  est  de  réussir  les  examens. 

Ces  défauts  sont  beaucoup  moins  sensibles  dans  les  elablisse- 
KnscigniMin'iil  nmlli.  ui 
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ments  qui  laissent  au  professeur  la  liberté  nécessaire  pour  don- 
ner à  son  enseignement  une  forme  personnelle.  Mais,  dans  beau- 
coup d'institutions,  cette  liberté  est  restreinte  par  l'existence  des 
programmes  détaillés,  lorsque  ceux-ci  sont  imposés  au  maître. 
Il  est  certain  que  ces  programmes,  accompagnés  souvent  d'indi- 
cations relatives  à  la  métliode  à  suivre,  ne  sont  gui-re  des  témoi- 
gnages de  confiance  délivrés  aux  professeurs.  Au  surplus,  ils 
offrent  le  grave  inconvénient  d'enlever  à  ces  derniers  la  possibilité 
de  faire  preuve  d'initiative  et  de  contribuer  aux  progrés  de  l'en 
seignement  en  tirant  profit  de  l'expérience  qu'ils  ont  acquise. 

Quels  que  soient  les  programmes  et  les  manuels  imposés  par 
l'autorité  scolaire,  le  maître  ne  doit  jamais  oublier  que  toutes  les 
branches  de  l'enseignement  secondaire  doivent  contribuer  à 
développer  chez  les  élèves  la  faculté  d'attention  et  leur  donner 
l'habitude  de  travailler  d'une  façon  rationnelle.  11  doit  s'efl'orcer 
de  mettre  en  évidence  les  idées  fondamentales  et  de  montrer  les 
formes  diverses  sous  lesquelles  elles  ont  été  appliquées.  A  cet 
effet,  quelques  remarques  faites  pendant  le  cours  sont  déjà  d'une 
grande  utilité.  Mais  il  est  indispensable  qu'en  outre,  le  maître 
consacre  de  temps  en  temps  une  leçon  ii  l'étude  de  questions 
générales  embrassant  à  la  fois  plusieurs  chapitres,  étude  dans 
laquelle  il  peut  aborder,  soit  le  côté  philosophique  du  sujet,  soit 
le  développement  historique. 

C'est  sur  ces  leçons  générales^  comprenant  à  la  fois  les  leçons 
d' introduction  et  les  leçons  de  révision,  que  nous  désirons  attirer 
l'attention  des  professeurs  de  l'enseignement  secondaire.  Dans 
l'enseignement  mathématique  surtout,  il  y  a  un  travail  d'initia- 
tion à  la  branche  que  l'on  aborde,  puis,  après  un  ensemble  de  cha- 
pitres, ou  il  la  fin  du  cours,  un  travail  de  coordination  dans  lequel 
la  personnalité  du  maître  joue  un  rôle  capital.  Dans  son  ouvrage 
«  La  mathéinali(jue  ;  philosophie;  enseignement  »,  M.  Laisant  a 
déjà  fait  ressortir  l'importance  de  ces  leçons  (v.  spécialement 
p.  1QO-194),  mais  on  ne  saurait  assez  insister  sur  leur  utilité  au 
point  de  vue  pédagogique;  aussi  reprendrai-je  cette  question 
pour  la  développer  sur  certains  points. 

Les  leçons  d'introduction  sont  d'un  usage  assez  répandu,  aussi 
bien  dans  l'enseignement  secondaire  que  dans  l'enseignement 
supérieur,  et  il   faut  espérer  qu'elles   tendront  à  se  répandre  de 
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plus  en  pins.  Elles  permettent  au  professeur  d'esquisser  à  grands 
traits  les  questions  qu'il  va  développer,  en  inditjuant  les  notions 
qui  servent  de  point  «.le  départ,  les  propriétés  iondaniontales  et 
les  aj)plicati()ns  auxquelles  elles  conduisent.  Leur  but  est  déveil- 
1er  chez  les  élèves  l'intérêt  pour  les  théories  qu'ils  vont  aborder. 
Ce  but  ne  pourra  toutelois  être  atteint  que  si  le  maître  est  bien 
renseigné  sur  le  niveau  des  connaissances  de  ses  élèves.  C'est 
dans  les  notions  qui  leur  sont  familières  qu'il  doit  chercher  les 
points  de  contact  des  théories  qu'il  va  exposer.  Il  suffira  scnivent 
de  partir  de  quel([ues  problèmes  simples,  mais  choisis  de  façon 
à  mettre  en  évidence  les  lacunes  ([u'il  reste  à  combler.  11  va  sans 
dire  que  ces  leçons  doivent  revêtir  un  caractère  de  grande  sim- 
plicité. 

Les  leçons  de  rei'ision  se  font  assez  généralement  dans  l'ensei- 
gnement secondaire;  mais  ce  sont  presque  toujours  des  revisions 
dans  le  sens  étroit  du  mot  :  répétition  pure  et  simple  des  règles 
ou  des  théorèmes,  travail  mécanique  fait  uniquement  en  vue 
des  examens.  Pour  que  les  leçons  de  i-evision  soienl  d' une  utilité 
réelle,  il  faut  qu'elles  apportent  des  considérations  noui>elles,  il 
faut  qu'elles  présentent  le  caractère  d'une  leçon  i^^énérale.  La 
préparation  aux  examens,  puiscjuc  examens  il  y  a,  n'en  sera  ([ue 
meilleure,  et  le  but  ([ue  poursuit  l'enseignement  secondaire  n'en 
sera  que  mieux  atteint. 

Dans  ces  leçons  générales,  on  se  bornera  à  l'étude  des  notions 
fondamentales  et  de  leurs  conséquences  immédiates.  On  attirera 
l'attention  des  élèves  sur  les  formes,  souvent  très  diverses  en 
apparence,  sous  les([uelles  une  même  propriété  a  été  utilisée;  on 
fera  ressortir  les  liens  (jui  existent  entre  les  divers  chapitres 
ainsi  que  les  points  de  contact  qui  rattachent  la  théorie  étudiée  à 
d'autres  branches  de  la  science.  Il  y  aura  lieu,  en  outre,  de 
passer  en  revue  les  applications  les  plus  importantes  et  d'in- 
sister sur  les  méthodes  de  résolutÙMi  aux<[uelles  on  peut  avoir 
recours. 

Ce  travail  de  revision  ne  doit  jias  être  renvoyé  aux  ibi  iiièrcs 
leçons.  Des  revisions  partielles  peuvent  avoir  lieu  dij;!  jniidaiil 
l'année,  après  un  ensemble  de  chapitres.  Pour  beaucoup  d  tlrves, 
elles  seront  chaque  fois  une  source  d'encouragiMueiit  ;  aux  éb-ves 
avancés,  elles  permettront  souvent  d'entrevoir  des  horizons  non- 
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veaux,  et  nous  dirons,  avecM.  J.  Tiinnery  ('),  qu'a  une  remarque, 
faite  en  passant,  peut  être  comme  une  fenêtre  ouverte  sur  l'in- 
fini de  la  science  ». 

Ce  sont  ces  considérations  générales,  faites  à  l'occasion  d'une 
revision,  qui  donnent  à  l'enseignement  secondaire  supérieur  la 
profondeur  qu'on  est  en  droit  de  lui  demander.  Elles  forment,  en 
quelque  sorte,  le  couronnement  des  études  secondaires.  A  cette 
période  de  leurs  études,  il  est  de  toute  nécessité  que  les  élèves 
soient. rendus  attentifs  aux  idées  générales  qui  leur  serviront  de 
guide  dans  les  études  ultérieures.  C'est  h  ce  moment-là  qu'on 
peut  développer  chez  eux  la  faculté  d'abstraire  et  de  généraliser 
et  leur  donner  les  habitudes  du  travail  rationnel.  Nous  ajoute- 
rons toutefois  que,  dans  ces  aperçus,  qui,  dans  les  classes  élé- 
mentaires, doivent  se  borner  à  des  indications  très  sommaires,  le 
maître  doit  agir  avec  beaucoup  de  prudence  et  éviter,  dans  tous 
les  cas,  de  faire  étalage  d'érudition. 

A  côté  de  ces  considérations  d'un  caractère  philosophique, 
les  leçons  générales  doivent  contenir  quelques  indications  quant 
au  développement  hislorirjue  de  la  branche  étudiée.  L'étude  de 
chaque  branche  devrait  se  déterminer  par  un  court  aperçu  his- 
torique présenté  sous  la  forme  d'une  simple  causerie  et  limité 
aux  faits  les  plus  importants.  Les  questions  historiques  intéres- 
sent toujours  vivement  les  élèves;  ils  tiennent  à  savoir  quels 
étaient  les  moyens  de  calcul  dont  se  servaient  les  anciens,  à 
quelle  époque  remonte  l'usage  des  fractions  décimales,  comment 
les  rapports  trigonométriques  se  sont  introduits  dans  les  cal- 
culs, etc.,  etc.  Le  développement  considérable  qu'ont  pris  depuis 
une  vingtaine  d'années  les  recherches  sur  l'Histoire  des  niathé- 
nuitiques,  a  donné  lieu  à  de  nombreuses  publications  (-)  ;  il  existe 
aujourd'hui  une  série  de  manuels  d'Ai'ithméticjue,  d'Algèbre,  de 
Géométrie   et  de   l'rigonomélric  contenant   un  chapitre,  ou  sim- 


(')  L' Fn.iel gncment  malhcmatiquc,    i'"  année,  p.   337-338. 

(*)  M.  Cantor,  Vorlesungen  iiber  Gescinchte  der  Mathfinadk.  9."  l'-dition,  1900  ; 
A.  von  BuAUNMiliiL,  Fo/7fs;/7^o•(•7^  iiber  (/ic  Gcschivlite  dcr  l'rii^onomctru',  1900;  Zev- 
TiiEN,  Ge.xcliichtc  dvr  Matlicniatik  In  Altcrlhiim  iiiid  Mittclaller  ;  .1.  Boyer,  Histoire 
des  Mathémtiliqties,  1900;  Uali,,  Ilistori/  of  Mot/ieniaiics,  Londres  1893;  CajOKI, 
llislori/  of  Matlicntatics,  New-York,  1898.  — Haj)j)elons  aussi  qu'il  existe  une  revue 
spécialement  tH)nsacrée  à  l'Histoire  des  mathématiques  :  Dibliotheca  Matliematica, 
dirigée  par  G.  Enestrom. 
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plenient  (jiiekjucs  notes,  sur  rilistoive  des  inalhônu»ti([ues.  Il  est 
donc  facile  au  maître  de  compléter  ses  connaissances  dans  ce 
domaine  afin  d'en  tirer  parti  dans  son  enseignement. 

A  l'appui  de  ce  qui  précède,  nous  devons  signaler  une  heu- 
reuse tentative  faite  par  M.  J.  ILvdamard  dans  ses  Leçons  de  Géo- 
niéfrie  clcnientaire.  I/ouvrage  se  termine  par  une  Note  dans 
hupu'lle  1  auteur  présente,  sous  une  lonno  très  simple,  les  pre- 
miers principes  de  la  méthode  mathématique.  Cette  Note  a  déji» 
été  signalée  dans  cette  Rei'/te  (i'*^  année,  p.  33;^\  par  M.  Tan- 
NKnv  dans  un  intéressant  article  S/tr  la  mèlliode  en  (léon/étrie, 
diaprés  il/.  Hadaniard.  Destinée  à  la  fois  aux  maîtres  et  aux  élèves, 
elle  est  appelée  h  exercer  une  excellente  influence  sur  renseigne- 
ment. Nous  la  recommandons  h  tous  ceux  qui  estiment  avec  nous 
que  l'enseifruemcnt  de  la  (léoniétrie  élémentaire  doit  cimtrihuor 
à  développer  chez  les  élèves  les  facultés  d'attention  et  de  raison- 
nement et  leur  donner  cette  vigilance  de  l'esprit  qui  leur  est 
indispensable  dans  les  études  supérieures. 

Dans  un  prochain  article,  nous  appliquerons  les  considérations 
que  nous  venons  de  développer  à  un  exemple  appartenant  au 
domaine  de  l'Algèbre. 

il.   Fi;uH. 


QUELOUKS   IDEES   ANCn:>.'NES    ET    .NOUVELLES 


L'KiNSEKiNKMEN'r  DU  SVS'IEME  METRIQUE 


Dans  «  Essais  sur  l'enseignement  en  général  et  celui  des 
mathémati([ues  en  particulier  »,  Lacroix  dit  ce  ([ui  suit  :  «  La 
«  géométrie  est  j»t'ut-él  re,  de  toutes  les  parties  des  malhcma- 
«  tiques,  celle  que  l'on  doit  apprendre  la  première  ;  elle  me 
«  parait  très  propre  à  intéresser  les  enfants,  pourvu  fju'on  la 
«  leur  présente  principalement  par  rapport  h  ses  applications, 
«    soit    sur  le    papii-i-,  soif  sur  li-    ti  iralii.  Les  o[)»'rall(»iis  de  tracé 
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«  et  de  mesurage  ne  manqueront  pas  de  les  occuper  agréablc- 
((    ment,  et  les  conduiront  ensuite,  comme   par  la  main,  au  rai- 

«   sonnement Enfin    la  géométrie   suppose  peu   ou    presque 

«  point  de  connaissances  en  arithmétique,  et  ofFre  d'ailleurs  les 
«  moyens  de  rendre  palpables  les  opérations  de  cette  science  : 
«  cela  est  trop  évident  pour  ceux  qui  sont  capables  d'atten- 
«   tion.  » 

Il  V  a  longtemps  que  les  lignes  ci-dessus  ont  été  tracées,  et 
l'inexpérience  complète  en  matière  de  système  métrique  de  gens 
d'une  bonne  instruction  théorique,  dont  parle  M.  Brocard  dans 
la  dernière  livraison  de  l  Enseignement  matJièniatique,  prouve 
qu  elles  n'ont  rien  perdu  de  leur  actualité.  Comment  pourrait-on 
comprendre  le  système  métrique  si  on  n'a  pas  l'idée  claire  de  la 
mesure  des  parallélogrammes  et  parallélépipèdes  rectangles  ;  et 
cette  idée  peut  être  acquise  pour  ainsi  dire  par  l'expérience. 
Mais  pour  cela  il  faudrait  que  maîtres  et  élèves  aient  entre  les 
mains  le  matériel  nécessaire. 

Il  faudrait  donc  que  chaque  école,  de  quelque  degré  qu'elle 
soit,  possède  la  collection  de  toutes  les  mesures  légales  effectives, 
non  pas  pour  être  conservées  comme  dans  un  musée,  ni  pour 
être  montrées  une  fois  dans  l'année  aux  élèves,  mais  pour  leur 
être  mises  souvent  entre  les  mains,  afin  de  faire  des  mesurages 
et  des  pesages,  ainsi  que  les  calculs  y  relatifs.  A  tout  cela,  il  fau- 
drait encore  joindre  des  promenades  scolaires  sur  les  routes 
nationales  pour  profiter  du  matériel  scolaire  mis  là  par  l'admi- 
nistration des  ponts  et  chaussées,  à  savoir  les  bornes  kilomé- 
triques et  hectométriques,  et  les  arbres  plantés  à  lo  mètres  les 
uns  des  autres.  Combien  il  est  facile  là  de  donner  à  des  élèves 
l'idée  exacte  d'un  are  en  disant  que  c'est  la  surface  d'un  carré 
ayant  cette  même  distance  pour  côté  ;  celle  d'un  hectare  en 
disant  que  c'est  celle  d'un  carré  ayant  pour  dimensions  la  dis- 
tance de  deux  bornes  hectométriques.  Au  moyen  de  jalons  portés 
ou  même  de  personnes  posées  plus  ou  moins  loin,  on  ferait 
estimer  des  dislances  à  vue,  et  on  vérifierait  au  movon  dos  l)ornes 
et  des  arbres  de  la  route.  On  ferait  estimer  la  hauteur  d'un  arbre 
et  on  vérifierait  l'eslimation  au  moyen  de  la  mesure  de  son 
ombre  et  de  celle  d'un  mètre.  L'idée  de  proportion  est  si  natu- 
relle   à    l'homme   qu'il    est    inutile    d'attendre    qu'on    ait    fait    la 
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théorie  des  proportions  :  au  contraire,  ces  exercices  préalables 
feront  que  la  théorie  sera  mieux  comprise,  une  lois  qu'on  Ten- 
seisnera. 

Généralement  quand,  dans  une  école  primaire,  on  demande  h 
un  élève  :  «  Pourriez-vous  m'expliqlier  pourquoi  un  décamètre 
carré  c'est  cent  mètres  carrés,  un  décamètre  cube,  mille  mètres 
cubes  ?  »  les  uns  diront  (ju'ils  ne  peuvent  pas  l'expliquer,  et 
ce  sont  ceux-là  (jui  répondent  le  mieux,  car  les  autres  diront  : 
«  Parce  que,  ([uaïul  les  li<^iies  augmentent  de  dix  en  dix,  les  sur- 
faces auofnientent  de  cent  en  cent  et  les  volumes  de  mille  en 
mille.  »  En  d  autres  termes  :  «  Cur  opium  facit  dorniire  ?  »  — 
«  Quia  vii'tutem  habet  dormitivam  1   » 

On  sail  l)ien  que  l'on  ne  peut  pas  exif^er  déniants  aux(piels 
on  apprend  pour  la  première  lois  le  système  métrique  de 
prendre  la  craie  et  de  dessiner  au  tableau  noir  la  ligure  d'un 
cube  t[u"ils  partageraient  après  en  mille  autres  cubes;  mais  avec 
le  matériel  approprié  on  pourrait  leur  laire  cette  explication 
d'une  façon  assez  simple  pour  parvenir  à  la  leur  faire  faire  ii 
leur  tour.  (!e  matériel  consisterait  en  dix  dés  d'un  centimètre 
d'arête  ;  en  neuf  réglettes  formées  par  la  réunion  de  dix  de  ces 
dés  ;  en  neuf  plateaux  formés  par  la  réunion  de  dix  de  ces 
réglettes,  (a's  vingt-huit  pièces  suffiraient  pour  construire  un 
décimètre  cube,  en  faisant  le  raisonnement  nécessaire. 

Pour  donner  une  idée  de  la  série  des  poids  efFectils,  on  pourrait 
encore  avoir  un  décimètre  cube  décomposé  d'une  autre  laçon  en 
somme  de  centimètres  cubes.  D'abord  au  lieu  ch^  dix  dés  on  en 
aurait  seulement  tiois,  puis  deux  réglettes  l'une  île  deux,  l'autre 
de  ciu([  dés.  Au  lieu  des  neuf  réglettes  de  dix  dés,  on  n'en  aurait 
([ue  deux;  puis  deux  autres  formées  l'une  de  deux,  l'autre  île  cincj 
de  ces  réglettes  simples  juxtaposées.  Au  lieu  de  neuf  plateaux 
de  dix  réglettes  on  n'en  aurait  (jue  deux,  puis  deux  autres 
formés  l'un  par  la  superposition  de  deux,  l'autre  par  la  snperpct- 
sition  de  cin([  de  ces  plateaux  simples. 

I/enlant  (jni  s'exercerait  avec  ces  treize  pièces  à  construire 
lies  nombres  inférieurs  ii  mille  le  centimètre  cube  étant  pris 
pour  unite^  apprendrait  par  la  même  occasion  ii  trouver  rapide- 
ment les  jtoids  dont  il  faut  se  servir  pour  jjeser  un  certain 
nombre   de   iframmes.   Si   les  dés  étaient  laits  en   um?  matière  de 
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densité  i,  ces  pièces  pourraient  même  servir  de  poids;  dans 
tous  les  cas,  elles  donnent  à  l'enfant  1  idée  exacte  du  volume  d'eau 
qui  pèserait  tel  nombre  de  grammes  qu'on  voudrait. 

Avec  tout  le  matériel  dont  il  est  parlé  ci-dessus  il  faudrait 
encore  avoir  des  cahiers  dont  les  pages  seraient  ([uadrillées  en 
centimètres  carrés  et  même  par  des  lignes  plus  fines  en  quarts 
de  centimètres  carrés,  et  en  faire  l'usage  convenal)le. 

On  s'est  quelquefois  arrêté  contre  l'habitude  qu'on  avait  de 
faire  faire  aux  enfants  des  calculs  avec  de  très  grands  nombres, 
quand  ces  enfants  n  ont  pas  encore  lidée  de  la  centaine  par 
exemple. 

Nous  avons  vu  plus  haut  le  moyen  de  leur  donner  très  nette- 
ment à  la  vue  l'idée  de  n'importe  quel  nombre  inférieur  à  mille. 

Si  il  la  vue  nous  joignons  Timagination,  bien  entendu  au 
moment  psychologique  (pas  trop  tôt  !)  nous  pourrons  leur  donner 
l'idée  de  nombres  bien  plus  grands  ;  ainsi  mettant  tlevant  les 
yeux  de  l'enfant  une  chaîne  d'arpenteur  et  un  des  petits  cubes, 
on  pourra  lui  dire  ;^en  la  déplovant  bien  entendu  dans  sa  lon- 
gueur) : 

Tu  vois  cette  chaîne,  elle  est  de  dix  mètres  et  comme  un 
mètre  est  cent  fois  aussi  long  que  ce  dé,  cette  chaîne  l'est  mille 
fois.  Maintenant  suppose  une  salle  aussi  longue,  aussi  large, 
aussi  haute  que  cette  chaîne  est  longue,  pour  en  couvrir  le  plan- 
cher il  faut  un  million  de  ces  petits  dés  ;  pour  la  remplir  il  en 
faudrait  un  milliard. 

On  pourrait,  en  montrant  aux  entants  un  stère  de  l)(»is  empilé, 
leur  expliquer  et  faire  calculer  que  la  ([uantité  de  centimètres 
cubes,  c'est-à-dire  le  million  de  dés  qu'il  faudrait  pour  paver  un 
are,  il  les  faudrait  aussi  pour  remplir  tout  l'espace  occupé  par  le 
stère.  Mais  ici  il  y  aurait  lieu  de  taire  faire  aux  entants  la  dis- 
tinction pratique  qui  existe  entre  le  mètre  cube  et  le  stère,  le 
stère  comprenant  des  vides  que  le  mètre  cube  ne  comporte  pas. 
Un  stère  contient  donc  toujours  moins  de  bois  qu'un  mètre  cube, 
et  d'autant  moins  que  le  bois  a  des  formes  plus  irrégulières.  Les 
coefficients  (Venipildge  sont  les  facteurs  par  les([uel  on  multiplie 
un  nombre  donné  de  mètres  cubes  pour  les  convertir  en  stères, 
et  récipr<)C[uement.  Dès  qu On  ch>nne  aux  entants  un  i\\o\  tech- 
nique, il  inqiorte  de  leur  en  expliquer  le  sens  exact  ;  or,  pour  le 
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mètre  cube  et  le  stère  je  crois  qu'il  n'y  a  guère  trarilhméticjue 
oii  Ion  ait  songé  à  leur  expliquer  la  didérence  qu'il  y  a  entre  ces 
lieux  expressions  qui  semblent  synonymes,  clillêrence  familière 
aux  marchands  de  bois  et  aux  forestiers. 

L'idée  d'employer  des  cubes  pour  l'enseignement  de  1  aiilli- 
mélique  n'est  pas  nouvelle.  Dans  son  livre  :  Maf/ic/iuitifjiics  c/ 
Matlièinaticieiis^  M.  llebière  dit  ([ur  les  jelons  Burdut  sont  des 
cubes  en  bois,  noirs  et  blancs  ;  des  règles  formées  de  dix  de 
ces  cubes  :  des  plateaux  formés  de  dix  de  ces  règles.  Mais  il  ne 
parle  pas  de  la  dimension  de  ces  cubes,  et  je  trouve  (juil  serait 
essentiel  de  donner  pour  dimensions  le  centimètre  et  le  déci- 
mètre, pour  exercer  le  coup  d'œil  et  apprendre  à  estimer  les 
volumes.  11  ne  dit  pas  non  plus  qui  est  ce  Bai-dot,  ni  où  on  peut 
se  procurer  ces  jetons. 

Bardot  n'est  dans  tous  les  cas  pas  l'inventeur  du  système. 
Celui-ci  est  décrit  dans  «  LelirbucJi  des  Denkrccliiiens  »,  de  lleer 
(Zurich,  chez  Frcd.  Schulthess,  i84i)  et  dans  VEnaeigneinenl 
èlénienlaire  de  la  iinniêration  du  nouveau  sijslènie  de  poids  et 
mesures...  à  laide  du  compteur  décimal,  par  Linder,  avocat, 
secrétaire  du  comité  de  l'instruction  primaire  de  la  ciiconscrip- 
lioii  de  Saverne  (Saverne,  inq).  Awcng.  1^40;.  Ils  n'ont  pi'ul- 
èlre  pas  été  les  premiers  non  plus  ([ui  en  aient  parlé. 

Il  V  a  certaines  éludes  qui  sont  bien  laciiiléi's  par  1  emploi  île 
tableaux  svintpt  iques  ;  et  celle  du  svstènie  mélii([ue  est  (Ui 
nombre  ;  mais  il  faut  avouer  ([ue  les  tableaux  (ju'on  en  a  hiils  sont 
généralement  assez  mal  conçus.  Ainsi  on  met  sur  une  même  ligne 
toutes  les  unités  principales  ;  sur  une  même  ligne  tous  les  déca, 
et  ainsi  de  suite,  sans  avoir  égard  ii  la  filièrt*  ([ui  Irs  lait  (b'rivei' 
les  unes  des  autres  :  car  tout  le  monde  avouera  ([uc  le  giamme 
n'a  aucun  rappoit  direct  ni  avec  le  mètre  ni  avec  le  stère.  Celte 
dlsp(»sili(»ii  rend  visibles  à  1  d'il  lui  des  vérités  ([ii  (Ui  {oiniiieiKliiiil 
aussi  bien  sans  lable;iu,  puis([u'elles  peuvent  être  rendues  pai'  les 
identités  suivantes  : 

I  «  \  Il  10  II  III  II 

...  Ole. 


1  o  />  1 00  «  I  00  II 


.\i>   vaul-il   p;is   mieux    mettre    le   gi;iiiiine    (l;iii>   I;i   ((ildiiiie   (|ui 
conlieiil  le  ceiitimelre    el    le  ceiiliiiielre  cube.    |>uir.(|ue  c  est    p:ir 
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Divisions 
centésimales 
et  décimales 
du  quadrant 
et  delà  distance 
du  pôle 
à    l'Equateur 


Longueurs 
correspond'"^ 


Quadrant 


Distance 

du   POLE 

à  l'Equateur 


Dix  mille 
kilom. 


Grade 

Dixième 

Centième 

Mille 
kilom. 

CENT 
kilom . 

Millième 


MYIUA- 
Mètre 


CARRES  ayant  pour  côtés  les  longueurs  ci-dessus  et 
servant  de  bases  aux  volumes  ci-dessous  : 


Cent  millions 
de  M.  q. 


Million  d'Ares 


CUBES  ayant  pour   dimensions  les  longueurs,  pour  bases 
les  volumes  ci-dessus  : 


Milliasse* 
de  M.  c. 


Milliasse 

de 
kilolitres. 


POIDS  des  capacités  ci-dessus  d'eau  distillée  au  maximum 
de  densité. 


*  Défimtio.n-.  —Milliasse  =  mille  milliards. 

C'est  ce  que  les  Français  appellent  Irillion  et  les  alleniaiuls  bil- 
lion. 

C  est  pour  éviter  toute  erreur  qu'on  introduit  ici  ce  mot  nouveau 
en  le  définissant. 


Milliasse 

<\c    \c\y\wc?. . 


Mi.nlte 


DiX-MILLIÈ.ME 


kilo- 
Mètre 


Million 
de    M.   q. 


(Myriare) 


Milliard 
de  M.  c. 


Milliasse 

de 

litres. 


Milliard 
de  tonnes. 


VALEURS 

des  Poids  ci-dessus 
de  monnaies. 
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Seconde 

Tierce 

Ql.\rte 

Cent-millième 

Millionième 

Di.x-millio- 
NiÈ.Mi: 

Cent-.millio- 

MÈME 

MlLLI.\RDIÈME 

DlX-.MILLIAR- 
DIÈ.ME 

HEcro- 

Mètki: 

DÉCA- 
MÈTRE 

MKTRE 

DÉCI- 
MÈTRE 

CENTI- 
MÈTRE 

MILLI- 

M  être 

Dix  mille 
M.  quarrés . 

Cent 
M.  quarrôs . 

MÈTRE 

nv.\iîuÉ 

Centième 
de  M.  q. 

Dix  millième 
de  M.  q. 

Millionième 
de  M.  q. 

HECTARE 

ARE 

CENTIARE 

dix  millième 
d'are. 

millionième 
d'are. 

cent  millio- 
nième d'are. 

Million 
•  le    M.    c. 

Décam.  cube 
Mille  M.  c. 

MÈTRE 

CUBE 
STÈRE 

Millième 
de    M.    c. 

-Millionième 
de  M.  c. 

Milliardième 
de  M.  c. 

Milliard 

de 

litres. 

Million 

de 
litres. 

Mille  Litues 

ou 
10  Hectolitres 

LITRE 

MILLI- 
LITRE 

Millionième 
tle  litre. 

Million 
de  tonnes. 

Mille 
tonnes. 

TONNE 

KILO- 
C.KAMME 

GRAMME 

Milli- 
gramme 

de  liillon. 

Dix  millions. 

Dix  mille 
francs 

Dix  francs . 

I  centime. 

d'Argent. 

d<iix  cents 
millions. 

Deux  cent 
mille  francs 

Deux  cents 
francs. 

2  décimes. 

dOr. 
1 

3  milliards 
100  millions. 

3  millions 

cent 

mille   francs 

3  mille 
cent  francs. 

(  >  fr.   10  c.) 
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rintermédiairc  de  ce  dernier  que  le  gramme  dérive  du  mètre. 
Ne  vaut-il  pas  mieux  mettre  Tare  dans  la  même  colonne  que  le 
décamètre  et  mettre  le  centiare  dans  celle  du  jnètre,  puisque 
le  centiare  est  un  mètre  carré  et  l'are  un  décamètre  carré  ? 

On  obtiendrait  ainsi  un  tableau  dans  le  genre  de  celui  qui  pré- 
cède et  qu'il  faudrait  faire  étudier  aux  élèves  par  de  fréquentes 
reproductions  de  mémoire,  soit  sur  papier,  soit  sur  le  tableau  noir. 

On  trouvera  peut-être  qu'il  y  a  dans  ce  tableau  des  choses 
inutiles  ;  mais  chaque  maître  ou  chaque  iiuteur  d'arithmétique 
est  libre  d'en  prendre  ce  qu'il  jugera  utile  h  ses  élèves  et  d'en 
laisser  le  reste.  De  plus,  ce  tableau  n'a  pas  seulement  pour  but 
de  donner  une  idée  de  la  dépendance  réciproque  des  mesures 
du  système  décimal,  y  compris  la  division  centésimale  du  quart 
du  méridien  terrestre  ;  il  a  encore  celui  de  donner  aux  élèves  une 
idée  pour  ainsi  dire  matérielle  des  très  grands  et  très  petits 
nombres. 

N'est-il  pas  intéressant,  par  exemple,  de  voir  sur  ce  tableau 
que  la  seconde  centésimale  est  l'angle  que  font  entre  eux  deux 
peupliers  voisins  plantés  sur  une  route  ? 

Quant  aux  anciens  tableaux  synoptiques,  je  crois  qu'ils  avaient 
moins  pour  but  de  faciliter  l'étude  du  système  métrique,  que 
celui  d'en  faire  voir  la  beauté  et  la  symétrie,  et,  ce  but-là,  cha- 
cun dira  qu'ils  l'ont  parfaitement  atteint. 

Ch.  Beudellé  (Rioz,  Haute-Saône). 


SUR   UNE  VARIATION  ELEMENTAIRE 


Je  m'attendais  à  une  vive  discussion  au  sujet  de  la  question 
soulevée  par  M.  Brocard  dans  V Enscii^nenienl  Mat1iémati(juc 
(t.  III,  n**  I,  p.  59-60)  à  propos  de  l'ulililé  de  l'étude  de  la  varia- 
tion de  la  fonction 
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OU.  cumino  nous  préférons  récrire, 

OÙ 

(3)  N  =  ff.r-  +  ibx  +  c,  D  ^  A.r^  -f  aB.r  4-  C. 

Bien  (|ue  chez  nous,  en  Annleterie,  cette  lonclion  n';iit  pas 
encore  été  l'objet  d'une  considération  spéciale  de  nature  ii  lui 
faire  prendre  ])lace  dans  nos  programmes  mathématiques,  il  v  a 
des  svmplômes  d'un  commencement.  l'Ile  présente  notamment 
un  oiand  avantage  au  sujet  de  l'intérêt  aloél)ri(jue  et  de  la  variété 
des  applications  au  Calcul  intégral.  C'est  la  première  introduc- 
tion à  la  substitution  du  second  ordre.  Elle  est  utile  aussi  comme 
exercice  ii  l'emploi  du  papier  quadrillé  si  fortement  recommandé 
j)ar  le  professeur  Perrv  dans  ses  Lec/ui-cs  on  Praclival MalJieina- 
tirs. 

C  est  donc  avec  beaucoup  de  surprlsi^  c[ue  nous  avons  lu  la 
proposition  de  M.  Brocard  déclarant  que  l'élude  de  cette  lonctlon 
devrait  être  abandonnée,  ou,  tout  au  moins,  l'cléguée  au  second 
plan  dans  un  cours  de  matiiématiqnes  élémentaires, 

Linterêt  algébrique  résulte  de  la  discussion  de  l'éfjuation  du 
second  degré  contenue  dans  une  autre,  obtenue  lorsque  x  est 
déterminé  en  fonction  de  y  par  la  solution  de  l'équation 

(4)  (Av  —  a)  X-  -\-  2  I  By  —  h)  x  -(-  Cv  —  c  =r  o, 

SOUS  la   forme 

_    —  By  +  A  +  V^lBr  —  hf  —  (Ar  —  n)  (C:r  —  c) 


(5) 


A^-  —  a 


Maintenant     les    valeuis     limites   de    //    sont   déterminées    par 
ré(pialn>n  du  second  degré. 

(6)  (Bj  —  hy-  —  (Av  —  a)  (Cv  —  r)  =  o 

ou 


(7) 

et  alors 


Av  — rt  By  —  h 


By—h  Cy  —  c 

—  Bv-4-/;   _         Cv— rf 
Ay—a'-   —By  +  b 
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OU 

,  .  ax  -\-  h     hx  -\-  c    . 

^'^'  ^  ~~    kx  -f  B    "~    B.C+C    ' 

de  sorte  que 

(lo)  {ax  +  h)  {Qx  +  C)  —  (Ax  +  B)  {hx  -\-c)  =  o, 

(il)  («B  —  Ai)  x2  +  (aC  —  Ac)  x  +  hC  —  Bc  =  o. 

Voici  le  premier  exemple  en  Algèbre  d'une  substitution  bili- 
néaire  comme  dans  (9)  changeant  l'équation  du  second  degré  (6) 
en  l'équation  du  second  degré  (i  i). 

Les  racines  de  (6)  et  de  (11)  sont  imaginaires  seulement  lorsque 
les  racines  de  (3) 

(12)  N  =  o  et  D  r=  o 

sont  entrelacées,  ainsi  qu'on  le  voit  graphiquement  par   le  tracé 
de  la  courbe  (2)  sur  papier  quadrillé. 

Dans  tous  les  autres  cas,  les  racines  de  (6)  et  de  (11)  sont 
réelles  ;  et,  en  les  désignant  par  //^,  ij.,^  et  x^,  x.y  [y^,  étant  le 
maximum  et  ^/.,  le  minimum  de  y)  on  a 

,     ,  ,.  _    ( A.>-i  —  (i)  X-  +  2  (Bjt  —  h)  X  4-  Cvi  —  c 

expression  dont  le  numérateur  est  un  carré  en  vertu  de   ^6);  de 
sorte  que 

(M)  ,,_,=  iAr,-«)(.^-.r.)' 


D 

et,  de  la  même  manière 

(i5)  j  _ r,  =    (a-Ay,)(.r— r;^  _ 

Donc 

(16)  N-r,D  =  [a  - Aj,)  {x~x.^\ 

(17)  -  N+J.D=  (Ajj  -a)  {x-x,y^  ; 

de  sorte  que 

(18)  N=p(.r-.r,)24_<7(.ï_^^)2 

(19)  T)  =  ?[x-x,r-  +  Qix-x.^-^; 
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OU 

!'ir\\ 

ïi — ïi 

Q-    "-'^^•-' 

{10] 

V  — 

(31) 

p=)\^\ 

q  =  v,Q. 

De: 

lîi 

^ax-\-b=p[x  —  x\)  +  <7  >•  —  .r.^ , 

'  /^r  +  c  = — p.r  1  ;.r  —  x^)  —  qx^  [x  —  .r.,1  ; 

^^  ^  ''Bj:  +  C  =  — Pxi  (x  — Xi)  — Q.ri(a;  — j-j)  ; 

et  une  variété  d'autres  relations  pouvant  être  obtenues,  à  titre 
d'exercices,  en  Algèbre  élémentaire. 

Si  le  professeur  désire  préparer  des  exemples  numériques 
conduisant  à  des  résultats  rationnels  simples,  il  a  seulement  à 
former  les  expressions  pour  X  et  D  en  assignant  des  valeurs 
entières  simples  à  a\,  x,.  p,  q^  P,  Q. 

Ainsi,  par  exemple,  pour 

Xy  =  I ,  X.y  r=  2 .  p  :=  I ,  </  =  2 ,  P  nr  2 ,  Q  =:  3 

on  a 

N         3x-  —  I  o  j"  4"  9 


v24j 


5x- —  i6a.-(-  i4 


J'ai  déjà  fait  ressortir,  dans  le  compte  rendu  du  Traité  dWna- 
lijse  de  M.  Appell  [CEns.  inalh.,  i""*^  année,  p.  66-79.),  l'utilité  de 
la  substitution  (i)  ou  (2)  pour  la  réduction  de  l'intégrale 

/"         Hj-fK dx 

^"^  J  kx'  +  i^x^C     yJaxi-{-ibx  +  c  ' 

l'intégrale  se  sépare  tout  de  suite  en  deux  intégrales  simples  de 
la  lorme 

(26)  I —  -  :=  —  cos— iV/-^-,    ousin— iV/^— , 

J  ^j.  [_r^— j)  V    Jl  V    r, 

et 


(•-«7) 


J  v^rtr-r.)  V  y^  V  -y^ 


La  première  a  un  caractère  circulaire,  la  seconde  un  caractère 
hyperbolique  ou  logarithmique. 
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Voici  ];i  première  introduction  de  l'idée  d'intégrale  hypcrellip- 
tique 

dx , 


/-Hr  +  K 


et  de  ses  deux  variables,  ou  deux  intégrales  indépendantes  de 
première  espèce  dans  le  cas  spécial  où  la  forme  sextique  X  se 
compose  d'un  facteur  quadratique  simple  X  et  d'un  facteur  qua- 
dratique répété  D". 

Comme  illustration  numérique  établie  conformément  à  la 
méthode  exposée  ci-dessus,  nous  pourrons  prendre  l'intégrale 

r       H.r  +  K  dx 

^ ■'^  j  5.r-  —  I (3.r  4- 4    v' :i.r^— io,f+9  ' 

La  même  substitution  (a)  a  été  employée  dans  le  récent  fasci- 
cule I  (t.  IV,  §  6io,  1901)  des  Fonctions  elliptiques  de  !MM.  Tan- 
nery  et  Molk  ;  elle  est  aussi  donnée  (chap.  11)  dans  mes  Applica- 
tions des  fonctions  elliptiques  comme  utile  pour  la  réduction  de 
l'intégrale  elliptique 

(3o)  j--^.      X  =  XD. 

OÙ  la  quartique  X  se  décompose  en  deux  facteurs  {juadratiques 
X  et  D,  spécialement  lorsque  l'une  des  quadratiques,  ou  toutes 
les  deux  ne  se  résolvent  pas  en  facteurs  linéaires  réels. 

L'intégrale  transformée  est,  dans  la  forme  de  Weierstrass, 


(3  = 


I  r dy^ ^ 


et  une   clarté  considérable    est    ainsi   jetée  sur  la  transformation 
quadi'atique  des  fonctions  elliptiques  de  Landen. 

Comme  exenqile  numérique  nous   pouvons  encore  utiliser  (24) 
et  réduire  l'intégrale  elliptique 


(32- 


f 


-f-  9)  [bx-  —  i6x  -|-  I  i) 

M.  Barbarin  a  déjà  répondu  au  défi  (Xq  M.  Brocard  dans  l  Ensei- 
gnement Mathématique  (i5  mai  1901).  Le  changement  de  variable 
<[u'il  cite,  dans  la  méthode  dllermite,  n'est  pas  nécessaire  dans  le 
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système  donnô  plus  liaul.  où  los  ([u;ulrati([iies  X  et  D  sont  laissées 
liitaetes  ;  mais  les  valeurs  criticjues  .i\  et  x.,  de  la  variable  .r  sont 
employées  et  donnent  les  valeurs  limites  du  quotient  X/D. 

J'espère   que  d'autres   correspondants    viendront    s'associer   à 
cette  discussion  pour  donner  leurs  vues  sur  cet  intéressant  sujet. 

A.  G.  GnKKNHii.i.    ^^ool\vichl. 


SUR  QUELQUES  DESIGNA  IIONS 

RELATIVKS   AUX   SKRIRS 


La  publication  île  ï f./ici/(lo/>aJie  dcr  inathcDUiiisclicn  ]Vis!^en~ 
schaften  de  MM.  II.  Burkbardt  et  Fr.  Meyer  rend  oi)portune, 
croyons-nous,  une  revision  des  termes  relatifs  à  la  convergence 
des  séries.  Les  mêmes  mots  sont  employés,  en  eflet,  dans  des 
sens  différents,  par  divers  géomètres,  ce  qui  peut  être  l'origine 
de  graves  méprises  pour  les  lecteurs  non  avertis. 

Dans  ce  qui  suit,  nous  indi([uons  les  désignalions  qui  nous 
semblent  les  meilleures,  et  nous  justilions  brièvement  nos  prélé- 
rences.  Pour  abrégcM-,  nous  nous  bormins  aux  séries  réelles. 

I.  Séries   cu/n'er<jcn(es    et    séries  non   converiienles.    —    Si    la 

somme 

s„  =  i/,  4-  K^  +  . . .  +  ii„ 

des  n  premiers  termes  d'une  série  tend  vers  une  limite  finie  S, 
lorsf[ue  n  croit  indéfiniment,  la  série  est  dite  eonver^ente.  Klle 
est  dite  diveri^enle,  si  S„  croit  en  valeur  absoliii'  au  delà  i\c  tonte 
limite,  en  gardant  à  la  lin  toujours  le  même  signe.  Dans  tous  les 
autres  cas,  la  série  est  dite  indéterminée. 
Dans  le  premier  cas,  on  écrit 

S  r=  H,  +  M.  H-  ...-{-  «,i  +  •  •  • 

et    l'on    emploie    sonv.-nl  la    mOine    nolalioii    poui-    (lisin^ner,  en 
Enscigneiiiciil  iiiiilli.  ^^ 
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abrégé,  lu  série  //,,  ii.,,    ...,  «„,  etc.,    même    si   liin   S„  =  ce  ,  ou 
—  oc  ,  ou  si  S„  n'a  pas  de  limite. 

Exemple.  Pour  .r  inférieur  :i  l'unité  en  valeur  absolue,  la  série 
suivante,  o'v\  p  est  un  nombre  pair, 

I  +  .r  +  .  .  .  +  x"-'  +  x"  -  .x"+^  +  x'"  -  x'""'  +  x^'^'  -  0^''^'  +  .  . . 


est  convergente  et  a  pour  somme 

■  xv     ,      „       I  —  X     _     [i  -\- X -\-  .  .  .  -\- a-'—i'; -  ( i  +  •»''')  +  •k'' 


^    '  T y       '  I  —  .r-/'  I  -|-  .t  -(-  X-  -|-  .  .  .  -|-  x-i' 


Pour  .r  négatif,  égal  ou  inférieur  h  —  i ,  la  série  est  dii>er- 
gente  ;  pour  x  positif,  égal  ou  supérieur  à  i,  elle  est  indéler- 
minèe.  En  particulier  pour  .r  = —  i,  x  = -j-  '  '  ^''^  série  prend 
les  formes  suivantes  : 

A  =  (i  — i  +  i  — I  +  ...+I  — I)  +  I  +  I^-I  +  I  +  •••• 
B=(I+I+I+I+        +  1  +  i)  +  i  —  i  +  i  — !  +  ••• 

Dans  tous  les  cas  d'ailleurs,  la  fonction  F  [x]  est  la  génératrice 
de  la  série,  quand  on  divise  l'un  par  l'autre,  le  polynôme  du 
numérateur,  par  celui  du  dénominateur,  tous  deux  étant  sup- 
posés ordonnés  par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  x. 

La  classification  des  séries  en  séries  coJH>ergcntes,  dh'ergentes 
ou  indéterminées  semble  due  à  !..  Olivier  [Re/narfjues  sur  les 
séries  infinies  et  leur  convergence  dans  le  tome  II  (1827),  p.  3i-44 
du  JounxAL  DE  Cuelle).  On  la  trouve  dans  le  Traité  élémentaire 
des  séries  (1860,  p.  2)  de  Catalan  et  dans  ses  autres  ouvrages, 
dans  notre  Résumé  d'Anali/se  (18--,  p.  28),  dans  les  Cours 
d'Algèbre  de  M.  G.  de  Longchamps  (2*'  édition,  1889;  p.  loo) 
de  M,  Niewenglowski  (2''  édition,  1891  ;  t.  I,  p.  265}  et  de  M.  E. 
Ccsaro  (1894;  p.  116),  etc. 

C'est  aussi  cette  classification  qui  a  été  adoptée  par  M,  Prings- 
heim  dans  l'Encyclopédie  inatliémati([ue  allemande  [i.  1,  1899, 
p.  77-78},  avec  la  terminologie  suivante  : 

Convergent  rz:  koti'.ergent. 

divergent       ^  cigcntlicli  divergent  (divergent  dans  le  sens  propre  du  mol) 
indéterminé  ^  iineigentlich  divergent  (improprement  divergent),  ou  iinhc- 
stininit. 
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Les  ailleurs  anciens  et  beaucoup  de  modernes,  par  exemple, 
Bertrand  \^Ali;c/jre,  3"  édition,  i863,  t.  II,  p.  2)  et  M.  Jordan 
[Coiirs  (rA/i<ilt/s(\  2°  édition,  t.  I,  1893,  p.  2-3)  ne  divisent  les 
séries  qu  en  deux  classes,  les  séries  com'eri:^enles  et  les  séries 
divergentes,  celles-ci  comprenant  toutes  les  séries  non  conver- 
i^enles,  c'est-à-dire,  aussi  bien  les  séries  où  S„  a  pour  limite  -j-  oc 
ou  —  oc  ,  que  celles  où  S„  n'a  pas  de  limite. 

Quand  on  emploie  cette  terminologie,  les  séries  A  et  B  sont 
dites  lune  et  Tautre,  dicersj^enles,  ce  qui  paraît  un  peu  étrange 
pour  la  seconde,  où  S„  prend  indéfiniment  les  valeurs  />>  -|-  i  et  /;, 
quand  n  surpasse  p. 

Laquelle  des  deux  classifications  est  la  meilleure?  Selon  nous, 
c'est  la  première,  celle  qui  considère  trois  classes  de  séries  ; 
d'abord,  parce  qu'il  semble  contraire  h  l'étymologie  du  mot 
dweri^ent  de  l'appliquer  à  une  série  analogue  à  B,  où  S„  oscille 
sans  vraiment  diverger  ;  ensuite,  parce  que  les  commençants  ne 
sont  que  trop  portés  à  oublier  ce  fait  :  dans  une  série,  S„,  pour  n 
croissant  indélininient,  peut  se  comporter  de  trois  manières  dis- 
tinctes, avoir  une  limite  finie,  avoir  une  limite  infinie,  ou  n'avoir 
pas  de  limite.  Pour  prouver  qu'une  série  comme  celle-ci 

I      ■>  f      I    •  •  • 

1  i  i 

est  convergente,  il  ne  suffit  donc  pas  de  prouver  que  S„  est  tou- 
jours compris  entre  o  et  i,  comme  on  le  croit  trop  souvent, 
lorsque  l'on  d(''bule  dans  l'étude  des  séries. 

2.  Séries  psciido-co/n'eri^entes.  La  fraction  rationnelle  F  (.r), 
pour  .r' <  I.  est  la  somme  de  la  série 

dont  elle  est  la  génératrice.  On  peut  en  dire  autant,  en  un  cer- 
tain sens,  pour  .r  = —  i,  puis([ue  F  (.r)  et  la  série  sont  infinies 
pour  cette  valeur. 

Pour  toutes  les  autres  valeurs  de  r,  F(.j)  est  représentée  approxi- 
mativement par  les  /;  premiers  termes  de  la  série,  avec  une  erreur 
égale  à 

I  —  .r  I 


-4-.r-f  ...+.r;" 


'=  (■  -^) 
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Pour  .1  croissant  indéfiniment  en  valeur  al)solue,  Terreur  tend 
vers  zéro,  de  sorte  que  y  =  F  {x),  //  =  i  -)-■''  "l~  ■••  H"  ^'^'~  ' 
représentent  des  courbes  asymptotiques. 

Legendre  [Exercices  de  calcul  infc^ra/,  t.  I,  1811,  p.  294)^ 
après  avoir  étudié  la  célèbre  série  de  Stirling.  dont  log. 
I,  2,  3...  .V  est  la  génératrice,  appelle  sè/-ie  detni-convcri^ente^ 
une  série  qui,  comme  la  précédente  et  comme  celle  de  Slirling, 
converge  de  plus  en  plus  vers  sa  génératrice,  pourvu  que  Ion  ne 
dépasse  pas  un  terme  d'un  certain  rang.  Stieltjes  a  donné  aux 
mêmes  séries  le  nom  de  séries  semi-convergentes ^  M.  Poincaré 
celui  de  séries  astjmptotiques  (').  Ces  désignations  ont  passé  en 
allemand  :  halbconvergent,  asijmptolisch  (M.  Prixgsheim,  dans 
V Encyclopédie,  I,  p.  io4). 

Nous  croyons  préférable  d'appeler  ces  séries,  séries  pseinlo- 
coin'ergentes,  pour  les  raisons  suivantes:  i*'  Le  terme  semi-conçer- 
geiit,  comme  nous  le  dirons  plus  bas,  est  maintenant  emplové 
dans  un  autre  sens.  2°  Les  séries  asi/nip(otifjiies  ne  forment 
qu'une  section  des  séries  pseudo-convergentes  •  ce  sont  les  séries 
non  convergentes  où  la  dilVérence  entre  la  oénératrice  el  sa 
valeur  approchée  tend  vers  zéro  pour  .<•  croissant  indéfiniment. 
Or  il  y  a  des  séries  où  cette  dilïerence  tend  vers  une  limite  finie. 
Ainsi,  pour  x'  <.  i,  p  pair. 


f[x) 


2  +  .r  -4-  .  .  .  +  .r'     *  —  .X 


l'-i       ^.i>         ^l'+i 


1  —  .r'' 
^  2  +.r  +  .r^  +   .  .  .   +  .»-''^'  +  .»•'■  +  .r-''  +  .  .  . , 


mais  pour  .r^  >  i,  la  série  n'est  plus  convergente  et  ne  représente 
plus  sa  génératrice  fix).  Mais  on  a,  approximativement, 

/•(.r)  =  i+.r+..    +.r''-^ 

avec  une  erreur  ahsolue  par  excès  égale  a  ,  (i  nanti  le  qui  a 

pour    limite   l'unité,  quand   x  croît  indéfiniment.    L  enour  rela- 


xv  (.r- 
{xi>  — 
dire,  a  an  contraire  zéro  pour  limite,  quand  x  croît  iiuliMiniment. 


iive  '■ — -T-  commise  en  calculant  /(.r!,  comme  on  vient  de  le 

{xi' —  l)^  I   \    . 


(')  Voir  Boni  I..   Leçons   sur  /es   scrics  (ftferi;rt>/t's.   Pjiris,  (laiilliior-N'ilhir:;,   içjoi 
Inlroduclioii  et  cli.    i.  M.  Borol  lu-  parle  pas  de  Log-emJre. 
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Il  V  a  iIdiu'  lieu  do  (lisliii<j;iier  parmi  les  séries  pseudo-conver- 
i^cntcs  celles  qui  sont  fisi//)ipluli(jncs  de  celles  qui  ne  le  sont 
pas. 

3.  Scrics  (iJ)soli(mcnt  convergentes  ou  non.  En  Allemagne,  on 
appelle  /in/>C(h'ni;(  />onvt'/s:e/i(  (inconditionnellement  convergente) 
une  série  convergente,  comme 

i  -1  o 

(jui  reste  convergenl(\  quand  on  lend  tous  les  termes  positifs, 
Ocdingt  konvergenl  [condillonnellement  convergente),  celle  qui 
devient  divergente  dans  le  même  cas  ;  par  exemple, 

■2  j  4 

Les  désignalions  allemandes  sont  bien  choisies  et  expres- 
sives ;  mais  on   ne   peut  évidemment  les    employer  en  français  : 

condilionticUcinenl  et  incondition?icUcjncnl  sont  des  termes  trop 
lonffs. 

o 

Les  désignations  de  M.  Jordan  [Cours  d\inalijse,  2"  édition, 
p.  2~5)  nous  semblent  devoir  être  adoptées  ;  la  première  série, 
considérée  plushaut,  sera  d'ilc  :^/Jsolunlent  convergcnlt\\A  seconde, 
semi-convenscnte. 

Ce  dernier  terme  a  été  emplové  dans  un  autre  sens  par  Stielt- 
jes,  comme  iu)us  l'avons  ilit  plushaut,  mais  il  semble  plus  naturel 
de  l'appliquer  comme  ici  à  des  séries  com'ergenles,  par  exemple, 

a    I 1 — -, — \-   etc.,    qu  a   des   séries  non  convergentes, 

comme  celles  dont  il  est  question  au  numéro  2.  Il  est  vrai  que 
si'iui-coin'eriicnt  n'est  pas  un  terme  aussi  précis  (jue  1  expi'ession 
allemande  hedimil  konver^ient,  mais  il  l'est  sulHsamment  et  n'est 
pas  trop  long. 

4.  Séries  éffi/iconvcrgcnfcs  ou  non.  Lnc  série 

S  =:  Mj  +  //_,  -|-  .  .  .  -f  H„  4- 

dont  les  termes  sont  fonctions  d'une  ou  d(>  plusieurs  variables, 
est  uniformènient  vonvergcnlf    en  allemand  j,'/t'/(7////<'/.v,s/^' /io/«'e/- 
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gent),  si,  pour  toutes  les  valeurs  considérées  des  variables,  la 
différence 

S  —  ("i  +  «2  +   •  •  •  +  l'n) 

est  en  valeur  absolue  inférieure  à  une  quantité  donnée  d'avance, 
pour  une  valeur  de  n  convenablement  choisie  et  pour  toutes  les 
valeurs  plus  grandes  (Joudax,  Cours  (Vanalyse^  I,  p.  iii  i,  Piuxgs- 
HEiM,  Encjjclopèdie,  II,  p.  34)- 

Depuis  longtemps,  Gilbert  a  proposé  pour  remplacer  cette 
expression  bien  longue  :  série  uniformémenl  conver;^enle^  la  sui- 
vante qui  est  courte  et  tout  à  fait  équivalente  :  série  é(juicoin>er- 
gente  ;  elle  a  l'avantage  de  pouvoir  être  employée  en  allemand  et 
dans  les  autres  langues  savantes,  pour  ainsi  dire,  sans  aucun 
changement. 

5.  Résumé.  Voici  en  somme  les  sept  termes  dont  nous  recom- 
mandons l'emploi  dans  la  théorie  des  séries  : 

Français .  Allemand. 

Convergent    Konvergent 

Divergent Divergent 

Indéterminé Unbestinimt 

Pseudo-convergent Pseudol<onvergent 

Absolument  convergent Unbedingt  konvergent 

Semi-convergent Bedingt  konvergent 

Équiconvergent Aequikonvcrgent. 

Un  seul  est  nouveau  :  pseudo-eonçergent,  et  il  n'exclut  nulle- 
ment le  terme  asijmptodque  de  jNI.  Poincaré.  HaU>co?n>ergent, 
en  allemand,  dans  le  sens  de  Stietjes,  devrait  être  abandonné, 
parce  que  le  terme  français  semi-coiH>ergent  ne  lui  correspond 
plus. 

P.  Maxsiox  (Gand). 


NOTE  SUR  LE  DEVELOPPEMENT 

V 1"  I  o  .\  .\  I-: 
V/Â  +  M 
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/" 


P 

EN    FRACTIONS    CONTINT' ES 


Posons  : 

A  —  X-  =:  «('«j, 

A  étant  entier  inférieur  à  b  et  le  plus  grand  carré  parlait  contenu 
dans  A,  n^  et  /Wi  étant  entiers,  positifs  et  compris  tous  deux  entre 
b  -\-  \)  et  [b  —  \)  ;  puis  développons  en  fractions  continues,  les 
irrationnelles  : 

ï !—    —y 

et 

On  peut  poser  : 

,-±±1     ,    \^-''    _/.      ,    v/Â-(fc-r.)    _   ,     _     1     . 

on  avait  ^  >  i,  il  en  résulte  //,  ^  i  et  .r^  >  i,  et  ces  trois  valeurs 
sont  évidemment  positives. 

Le  reste  de  la  piemière  division,   r^  donne  : 

h  -f-  A  —  //,/,  =r  r,, 

et  l'on  a  /•,  <  //,   et  /•,  >  b,  car  si  /?,  >  /;,  on  a  /,=   i  et  r\  <  b.  Ou 
développe  ensuite  .r^  de  la  même  manii-re  : 

»,  (y/Â  +  /;  — r,)_  yX  4- />—/•,   _  y/Â  — (/;  — r.,) 
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Il  est  facile  de  voir  que  l'on  a  eu  : 

A —  '\\>  —  ;'j)'- ir:  «^    j    m^ — /r,  («^Aj  — 2).)    !    :=.n^il^ 

le  facteur  n.^  étant  positif,  cVun  autre  côté  .r,  >  i  entraîne  /^j^  i  ; 
/\  <^  b  ;  et  a\  >  i,  les  valeurs  étant  évidemment  toutes  positives. 
En  continuant,  on  obtient  : 


'3 


■xh 

—  ''.) 

'•:î 

";; 

1h 

—  '•.! 

-- 

'"i 

«., 


X,,  !ip  n,, 

les  (acteurs /î,  sont  liés  parla  relation  : 
(2)  A  —  [h  —  '>-])-  =  np-i.rip. 

Tour  établir  la  généralité  de  ces  formules,  rappelons  cjue  l'on 
avait  :  /y  >  I  ;  k^  ^  i  ;  .r,  >  i  ;  r,  <  /?i  ;  '"i  <  ^  toutes  ces  valeurs 
étant  certainement  positives;  on  avait  encore  A. —  (Z»  —  j-^^^=:n^.n^. 
Si  nous  admettons  que  ces  relations  subsistent  pour  les  éléments 
d  indices  p —  i,  elles  subsistent  encore  pour  les  éléments  d'in- 
dices y;,  et  elles  sont  par  conséquent  générales. 

En  efiet,  si  nous  admettons  que  l'on  ait  : 

A  —  (6  —  '>-i)-  =  «,,-j.  rip 
avec 

«y,_i  {)Ositii', 


et 


nous  aurons 


Xp-i  >  I 


"r 

"1 

„ 

+ 

V^Â- 

^   _ 

X, 

+ 

I 

X,, 

et  les  valeurs  positives  : 

iip  <  ih  :  /,,  ^  I  ;  jr,,  >  I  et  /•,,  <  h . 
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Va\  outre,  nous  pourrons  écM-ire  : 

['{]  A  —  [h  —  ;•;,)-  zz  iip  \  «,,_!  —  /■;,  -1  (r^,_i  —  />)    \    =  M,,  .  ",,-i 

avec 

l^iisque  les  conditions  admises  étaient  vraies  pour  les  termes 
(riiuliccs  i)  et  2),  elles  sont  générales,  et  la  formule  (3)  donne 
le  terme  général  du  développement;  nous  pourrons  énoncer  en 
outre  les  remar([ues  suivantes  : 

a)  :  Les  quotients  complets  .r,,  Xî...^x^,  sont  positifs  et  >  i . 

i)  :  Les  quotients  incomplets  /ù,  /12...,  ^p--,  sont  entiers  et 
positifs. 

c)  :  Les  diviseurs  tu,  n^....,  n^...,  sont  entiers,  positils  et  <  2/». 

d)  :  Les  restes  sont  tous  <  b. 

e)  :  Les  restes  sont  plus  petits  que  le  diviseur  correspondant 
et  que  le  diviseur  suivant  ;  c'est-à-dire  : 


et 


'>  <  np 


car  on  peut   écriie  : 

A  —  (h  —  ;•,,)-  =  »,,+!.  «,.  =  ^>^nl^  +  /•,,  [ih  —  r,,) 


et 


ii_Z^  +,,.x,  +  .!>_^ 


Donc 

Il  en  résulte  donc  que  l'on  a  : 

C'est  une  fraction  continue   illimitt-e.    On    obtient  un   résultat 
analogue  en  développant  ij'. 


II 

Les  quotients  incomplets  sont  liés  entre   eux  par   une  périodi- 
cité qui  découle  des  deux  théorèmes  suivants  : 
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Théorème  I.  Si  dans  le  développement  de  y,  on  rencontre  deux 
diviseurs  n^.n.^+i,  tels  (jue 

11,,  z=   II,, 

/?>.  _  i.«v.  étant  un  produit  précédemment  obtenu,  tous  les  diviseurs 
qui  suivent  /«  .^  +  i  sont  la  répétition  dans  l'ordre  inverse  des  divi- 
seurs qui  précèdent  /?,,_  \- 

La  même  loi  régit  les  quotients  incomplets. 

On  déduit  : 


r\-i  —  r^. 


puis  d' 

après 

( 

^) 

Ceci 

donne 

: 

2 /y  —  r>._i 

nx-i 

ih  —  /'ji 

n-^  +  \ 

Donc 

et 

—  A>,_i  reste  /-A-a  (Voy.  remarque  e) 
A-,i+i  reste  r^+i  (Voy.  remarque  e). 


A-._x  =  k 


f^+i 


»V+i  =  n.-2. 

En  appliquant  le  même  raisonnement  aux    termes   qui   précè- 
dent, soit  : 

2/;  —  /"/i— 1 


II;. 


=  h\  reste  i-\ 
=z  k^  reste  r^-\ 


puis  en  continuant  dans  les  deux   directions,   on  arrive   évidem- 
ment aux  tableaux  de  récurrence  suivaiits  : 


(6) 


ni-t  1   =  «|i-  1 

/•),+l  —  ^li-l 

'•"/.^l  ^ 

l'x-2 

ni   =  11.^ 

h  =  /'ix 

'•a    = 

7-a-l 

«).-i   =  "|i+i 

^>.-l  =  ^'li+1 

'•>.-l  = 

/•,i 

«>,_2    =    //p,-H2 

r>,-2  = 

'V^i 

C.  ,|.  f   d. 


DÉVFLOPrEMEyr  DE    CERTAISES   Ilifi.H70y.\ELLES  343 

1.  CouoLLAïuE,  —  Si  l'on  a  une  fois  dcii.r  (iii'isenrs  cofisccnfifs 

/(/  sifiUL'lrie  s'établit  à  partir  de  ces  ternies. 
On  pout  ;il()rs  poser  : 

1  h  —  f,, 


'h' 
"il*  —  'V 


^  /•/,  reste  r^,_i  (Voy.  e). 
''-  —  />+i  reste  r,,+,  (Voy.  e) 


D'où   : 
et 

Cette  dernière  égalité  donne  : 

et 

n,,  =  H,,+i. 

On  retombe  alors  dans  le  théorème  I,   et   la    symétrie  est  éta- 
blie.  C.  q.   f.  d. 

H.    Couor.i.AiRE.  —  Si  l'on  a  : 

cette  relation  entraine  la  symétrie  des  ternies. 
Dans  ce  cas,  la  lormule  (3)  donne  : 

il  en  résulte  : 

'V-i  =  r,, 

puis  : 

ih  —  r,,_, 
=  A;,_i  reste  /•,,_», 

il>  —  r,,  , 

—  ki,+i  reste  /y^.,. 


Les  quotients  et  les  restes  sont  égaux,  et  l'on  en  tire  : 
«,,„î.  w,,_i  =  «,,+1.  ii,,+i, 
dation  qui  nous  ramène  ii  un  cas  paiticuticr  du  théorème  I, 

C.  (I.  r.  d. 


344  />.    CRELIF.R 

Théorème  II.  — Si  dans  le  développement  de  y,  on  trouve  un 
produit  n.^  n.^  +  i,  tel  que  Ion  ait  : 

71 L  ^=-  m. 

ou  n,  n,  .^  [  est  un  produit  précédemment  obtenu,  les  valeurs  n.^et 
n.^+[  ,  font  partie  d'une  période  qui  est  la  répétition  de  celle  à 
laquelle  appartiennent  les  diviseurs  n,,et  «x -+- 1,  et  cette  période 
commence  avec  le  premier  diviseur. 

Les  quotients  incomplets  suivent  la  même  loi. 

Ces  valeurs  donnent  d'abord  : 

desquels  on  déduit  comme  précédemment 

L,  =  h. 
puis 

'"/.-i  =  r,x-i 
OU 

et 

'V+i  =  '■>+i- 

En  continuant  comme  au  théorème  I,  on  arrive  à  établir  des 
tableaux  de  récurrence  qui  remontent  évidemment  jusqu'aux 
premiers  termes  emplovés  : 


h  =  A-. 


j  h,-\-i.  —  A.,.4.1 


On  lorme  de  la  même  manière  des  tableaux  analogues  avec  les 

o 

diviseurs  n  et  les  restes  r. 

c.  q.  r.  d. 

T       ■  ■  TTT  r  7  V^Â  +  ),  ,  V/Â  +  A       j,j      . 

1  HiiORKMi:  IJl. — Les  valeurs  ?/  =  ■ —  et  ir'^ ■ — ,  déduites 

de  A  —  y-  =/?,.  m^  et  toutes  deu.r  >  i  do/me/it  des  /'radions  con- 
tinues périodiques  si/nples. 
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En  ellct,  supposons  formé  1«^  tal)leau  dos  restes  A —  /.■,  décom- 
posés en  produits  de  deux  ("acteurs  <  a  h,  de  toutes  les  manières 
possibles.  Le  calcul  des  ternies  conduit  d'un  produit  à  un  autre 
daprès  la  lormnle  '  < \  et  comme  ils  sont  en  nonilne  limité,  on 
retrouvera  une  lois  un  diviseur  n,  égal  à  un  autre  /i.^  <-léià 
obtenu,  sans  avoir  de  produit  nouveau  permettant  de  continuer 
le  développement. 

On  devra  donc  recourir  aux  produits 

«.,.  «.x+i  (a) 

ou 

":-  ":.-!•  (3) 

Le  produit  ^y.],  d'après  le  théorème  11,  donne  une  répétition 
portant  sur  tous  les  termes  depuis  le  premier.  Si  la  rencontre  a 
lieu  pour  la  première  l'ois,  il  faut  donc  que  les  termes  n^  ou 
n,_  soient  égaux  au  premier.  On  obtient  dans  ce  cas,  une  Iraction 
continue  périodique  simple,  car  d'après  le  même  théorème,  le 
{p  -f-  1/  terme  de  la  :>"  réduite  est  égal  au  (/->  +  i)''  de  la  1  "■", 
et  au  i''  de  la  2",  si  p  est  le  nombre  des  termes  de  la  période, 
c'est  donc  la  3"  période  qui  commence  et  ainsi  de  suite. 

Le  produit  (3)  entraînerait,  daprès  le  théorème  I.  une  svmt'-- 
trie  qui  suppose  une  répétition  de  termes  antérieure. 

Si  le  terme  ou  le  développement  est  arrêté  pour  la  première 
fois  n'est  pas  égal  au  premier,  on  ne  peut  continuer  le  dévelop- 
pement, dapiès  le  thé'orème  II,  qu'en  prenant  le  ili-rnier  prtuluit 
comme  pioduit  nouveau,  ce  (pii  suppose  : 

Le  corollaiie  II  montre  ([ue  la  suite  des  tei'mes  est  svmétriipic 
avec  première  partie. 

Au  cas  où  l'on  aurait  eu  : 

//;.     —     «;^_,  (0) 

le    (b'vclojtpement    continue  d'a[)rès   le    corollaire    I    en    formant 
également  une  svmctrie. 

Dans  ces  deux  dernières  alternatives,  la  suite  des  termes  est 
encore  arrêtée  comme  précédemment,  mais  on  l'ctombe  dans  l'une 
des  alternatives  (--    ou    0  ,  cai'  un  protluil   de   la  forme  (a    entrai- 
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nerait  quand  même  une  symétrie  d'après  le  théorème  I.  Soit  A 
le  i""^  terme  et  A'  le  i"  ;  on  a  eu  A'  pour  le  (À  —  i)"  puis  A  pour 
le  Â%  si  à  partir  du  (/;)"  terme  on  retrouve  A  pour  le  (j)  -\-  i)", 
puis  A'  pour  le  [p -\-  2)'',  c'est  qu'il  y  a  symétrie  entre  le  />"  et 
le  p^  (Théorème  I). 

Il  résulte  de  ceci,  que  la  fonction  continue  est  périodique 
simple,  sans  symétrie  ou  avec  une  symétrie  double. 

La  symétrie  peut  se  représenter  schématiquement  comme  suit  : 

X  r~J2'termeJ  ^-.'^  ( p^terme)       "??     5'*^    '  ^T"  Y 

A"^  '*A"  \  a"** 

\T,'  ; 

.  -  J -P^S'od^^ j^   , z' fierwde. 


Le  point  S  sera  le  premier  sommet  de  la  symétrie  résultant 
de  (y)  ou  (0),  et  T  sera  le  sommet  formé  au  second  arrêt  du  déve- 
loppement. 

Théorème  W .  —  Les  quotients  incomplets  de  y'  sont  formés 
par  ceux  de  y,  puis  clans  l'ordre  im'erse. 

Soit  p  le  nombre  des  quotients  incomplets  ;  les  éléments  de 
la  2"  période  donnent  : 

et  de  même  pour  les  valeurs  n  et  /•  (Théorème   II).  • 
On  a  : 

j,,_i  _  k,,  H _  kj,  -[-  — -, 

mais,  à  cause  de  la  périodicité, 

Donc 

y/Â  +  h  -  /y       v^lf  >. 

Xp  =.y— ~  — ■ — 

"/.  1  Ih 

et 

h  —  Vp  =  X. 
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II  en  résulte 


et 


•^V-i= =  '^■i    +— • 

Cette   propriété    des  derniers   éléments  nous    donne  donc  les 
quotients  incomplets  de  y'  d'après  ceux  de  y  et  Ton  a  : 

(8)  V  =  ^1  +  4-    ,      ' 


(9)  r'  =  /„+-^— 


+  T-_L    ' 

C.  q.  f.  d. 

On  peut  obseivei'  ([iic  le  dernier  (juotienl  /.j,  marqué  A.,  au 
schéma  d'une  symétrie  se  retrouve  en  Ê^'[  et  que  c'est  en  ce  point 
que  commencerait  la  2*^  fraction,  la  première  commençant  en  A, 
sur  l'axe  x  y  ('). 


III 

Du    développement  des  irrationnelles  précédentes,  on  déduit 
celui  des  valeurs  : 

-  —   V^Â  — / 

"  ~       "^i 
et 

,  _   v^Â  —  ). 


(')  Voir  Coiiijites  icntliis,  a»  4,  I.  CX.WIH.   L.  Ciclior. 
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ni  ei  niy  étant  liées  parles  mêmes  relations  qne  précédemment. 
On  a  : 

Z   <    1 

et 

z'  <l 

ou 

_   y/X  —  l  I  I  I 


(lO) 


v/a  — ; 

et  de  même 


v/a  —  ).       y' 


y 

Les  irratioliJielles  z  et  z'  suivent  la  même  loi  que  y  et  y' . 

IV 
Considérons  maintenant  des  irrationnelles  telles  que 

(i2        t^~  - — -^;    t,=  ^ — =!— ;    t-i—- —  ;    t.=- 

OÙ  A  —  X"-  =  /?i.  m\,  mais  un  des  facteurs, /?i  par  exemple,  donne  : 

v'Â +  /<«,. 
Il  en  résulte 

On  a  alors  : 

/j  <  I ,  /,  >  I ,  A,  <  I ,  ^j  >  I  . 

L'étude  de  ces  valeurs    donne  : 

et 

I 

D'au  Ire  part 

Mais  .ri  =  )L — I!— ! ^  ,  car  il  est  facile  de  développer  léqualion 
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A  —  (7»  —  /•- '  =  ///i.  /;/,,  en  procédant  conuno  dans  (4).  Kn  onlre 

.r,  >   I,  et  rirralionnclle  V_ — l!l_! est  de  la  forme  //  on  //',  car 

_     '"2 
/;ii  et  /;/,  sont  inlérienrs  y  A  -\-  b  —  /•. 
Le  développement  de  /,  entraîne 

'"1  •'"1 

Ici  encore,  il  est  facile  de  voir  qne  rirrationnelle  Xi  est  de  la 
forme  //  on  y' .  D  où  il  snit  qne  : 

Les  irrdtionnclU's  l^,  /,,  t^  /.,  se  développent  en  fraclions  con- 
tinues périodiques  mixtes,  plus  petites  ou  plus  grandes  que  V unité. 
La  partie  irrégulière  ne  comprend  qu'un  seul  quotient  incom- 
plet. 

On  peut  remarquer  que,  pour  deux  irrationnelles  comme 

_  v/Â+  X 
et 

'"1 

toutes  deux  supérieures    à  l'unité,  les    parties  périodiques    sont 
identiques  dès   que  l'on  a  2),  divisi])le  par  /Ui. 


V 

Nous  avons  vu  des  irrationnelles  dépendant  de  )>"<  A.  On  peut 
aussi  en  conslruiie  avec  "/.'  >  A. 
Posons  : 

/-  —  A  =:  w,  iiii. 

lien  résulte  des  valeurs  comme  : 

lzt\/X 

li)  V,  = î 

'  'h, 

et 

'"1 
Enâcigncniont  iiialli.  aï 
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Ces  irrationnelles  peuvent  être  plus  grandes  ou  plus  petites 
que  l'unité  suivant  que  les  valeurs  iii  et  m^  sont  comprises  entre 
),  _|-  v/A  et  )>  — y/A  ,  ou  en  dehors  de  ces  valeurs.  Les  valeurs 
inférieures  à  l'unité  se^ramènent  évidemment  à  Tinverse  des 
valeurs  supérieures. 

Etudions  une  de  ces  dernières,  soit  :  Y,  >  i  et 

'  -     'h 

On  a  : 

Le  reste  /■  peut  être  évidemment  plus  grand  que  b. 
On  a  encore  : 

(/■,  —  h)  —  v'a  ■         ,    ('•.,  +  //  —  v'a        I 


car 

(n  —  hy-  —  A  =1  n^.  n, 

et 

(i/i)  (a-  —  /')-  —  A  =  nu.  7?/,+i. 

La  première  formule  et  la  généralisation  s'établissent   comme 
pour  la  formule  (4). 

Le  terme  général  prend  la  forme  : 

{r,—  h)—V^ 
.r/,  = 


Tk+l 


(/•,4.,  +  />)  +  v/Â 
"A+2 

('■/,+  .  -  I')  -  V' Â 


11   est   à  remarquer  ([ue    les  valeurs  {i\  —  b],  {i\  +  i -j- b)  et 
^/•^  ^2  —  b)  vont  en  diminuant.  Fax  efTet  : 

l'ii+i  r=  /•/.  —  '^1'  —  pk+i-  "A  +  i. 
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Donc 
En  outre, 


et 


a+i  +  />  =  ('V.  —  l>)  —  /J/,+1.  «/.+:. 

l'k+2=-   '•/.+  !    +    i-l»   pk-\-i-    Hli+2 

ru+î  —  l>  =  [rk+i  +  h)  — pu+i.  H/,+2 

On  arrivera  donc  une  lois  ii  une  valeur 
M  +  V  X 


C.  ([.  ï.  d. 


.rx 


">.+i 


,  telle  que  M  <  h. 


Cette  valeur  donnera  : 


^/.+i 


_  y/A +  (/^ -/•■>.+.; 


">.+2 


une  irrationnelle  de  la  lorine  //  ou  //'  qui  se  développe  en  traction 
continue  péiio(.li([ue  simple,  car  n-,  +  j  <  2  //, 


et 


'7+1  <  h 


.»•>  +  !    >    I. 


r.e  radical  y  A  dans  .t>.  ne  saurait  être  négalit',  car  il  entraîne- 
rait une  irrationnelle  négative,  ce  qui  est  impossible,  et  le  rai- 
sonnement subsiste  pour 

_  X-y/Â  _ 
'  -       'n 

11  en  résulte  la  loi  suivante   : 

Les  irrationnelles  de  lu  forme  \\  =  ^' ~^      ou  W  =   — ^  "^  se 

développant  en  frac/ions  continues  périodi/jues  mixtes;  la  partie 
irrèguliiirc  a  un  nombre  indéterminé  mais  limité  de  auotie/its 
incomplets. 


M 


Ces  théories  appliquées  aux  racines  des  é(piations  du  i>/  degré 
nous  conduisent  ii  une   forme   nouvelle    plus    complète    du  théo- 


rème de  I^affrantre. 
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Prenons  les  équations  ii  coefficients  entiers 

«.r-  zii  hx  —  c  1=  o 

et 

axy  zt  lix  -)-  c  =:  o. 

Les  racines  de  la  i"'  sont  : 


On  a  A  =  /v^  —  4    '''  ^"  j    ^"  faisant  A  =  i,  2  «  =  /;/  ;    2  c  =  /?, 
on  écrit  : 


et 


v/a  +  / 


V^A  +  À       „  Jx~l 

X.   ziz a-o    =r 

m  m 

On  voit  donc  que,  si  les  deux  racines  d'une  équation  sont 
toutes  deux  en  valeur  absolue  plus  grandes  ou  plus  petites  que 
l'unité,  ces  irrationnelles  sont  de  la  forme  i.  Elles  seront  de  la 
forme  1/  ou  -,  si  une  des  racines  est  en  valeur  absolue  plus 
grande  que  i,  tandis  que  l'autre  est  plus  petite. 

Les  racines  de  la  seconde  équation  sont  : 


et 


X    ;=  -— 

■2a 

Avec  la  substitution,  on  trouve 


),  +  V'A  „   ,     ).  —  V' A 


Les  racines  sont  toutes  de  la  forme  V. 
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Théoukmk.  —  Toute  è(iualion  du  dcuxicnie  dci^rè  à  coefficients 
entiers^  dont  les  racines  sont  réelles  et  irrationnelles  donne  pour 
ces  racines  deux  fractions  continues  périodiques. 

Elles  sont  périodiques  mixtes,  de  même  signe.,  avec  partie  irré- 
i^ulière  indéterminée,  mais  limitée    quand  c  est  positif. 

Files  sont  périodiques  /fiixtes,  de  signes  contraires,  avec  un  seul 
quotient  incomplet  à  la  partie  irrégulière  quand  c  est  négatif  et 
quand  les  valeurs  absolues  des  racines  sont  toutes  deux  plus 
grandes    que   i,  ou  plus   petites  que  i. 

Elles  sont  périodiques  simples  et  de  signes  contraires  quand  c 
est  négatif  et  quand  la  valeur  absolue  d'une  des  racines  est  supé- 
rieure à  l'unité  alors  que  la  valeur  absolue  de  Vautre  est  infé- 
rieure à  r unité. 

Dans  ce  cas,  la  période  de  l'une  est  formée  des  quotients  incom- 
plets de  Vautre ])ris  dans  l'ordre  renversé. 


VII 

Ces  iiiationncllcs  pcrmcllcnl  de  donner  également  une  nou- 
velle démonstration  du  développement  de  Legendre  pour  les 
raeines  carrées  des  nombres  entiers. 

Soit  à  développer  \    A  :  Nous  poserons  : 

A  —  l>-  ^  «j.i. 
h-  étant  le  plus  carré  parlait. 

Les  iriationnelles  y. — it—  et  ?- — i— i  seront  de    la   forme   //   et 
I  n 

//'  et  nous  aurons  : 

y/Â  +  A  _  y/X  +  h        ,   ,         I 

(a)   -^ :=  111  +    =:  -i"  4-  — = . 


La  périoile  corresponilanl  ii  la  i '^'   irrationnelle  s'écrira 

y  =: =  [it),  l>i,  !>,,  . . .  l>,,-i.  Il,,  ;  il).  . . .] . 

Celle  coirespcMiilaiil  à  la  p.",  s'écrira  par  laison  de  synu-liie 
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Mais  il  est  à  remarquer,  que  le  premier  terme  de  xj'  est  le 
deuxième  de  ?/,  (a),  et  ainsi  de  suite  ;  on  aura  donc,  h  cause  de  la 
symétrie  connue  de  ces  irrationnelles 

r  —  \l\  -\-h  —  [2h,  h„  h.,,  ...,  h.,,  h,  ;  2/>,  . . .  ] 
et 

V'I  =  [Ik  h,,  h,,   ...,  h,,  />,.  2/.  ;  h^.  h,,  ...], 

développement  donné  par  Legendre  (*). 

Remarque.  —  Le  second  sommet  de  la  symétrie  dans  ce  déve- 
loppement ne  peut  être  formé  de  deux  quotients  incomplets 
égaux  qu'au  cas  où  A  est  décomposable  en  une  somme  de  deux 
carrés  parfaits  différents  et  plus  grands  que  i. 


VIII 

Si  y;  est  le  noml^re  des  ([uotients  incomplets  de  la  période  de  1/ 

P 
et  —^  la  partie  réduite  de  ladite  fraction  continue,  on  a  : 

et 


l'/'-O-'  +  Q/'-i 

Les  valeurs  ?/  et  — — r  ,  sont  les  racines  de  l'équation  : 

y 

n  /-  —  11'/^  —  w  r=  o, 

OU  de  léquation 

Q/>  //  +  (Q/'-<  -  Pr)  z  -  Q,.  =  o . 

La  proportionnalité  des  coefficients  donne  : 

n\)  =  (),, 
-  i  >,  B  =  Q,,_,  =  -  P,. 
iiiU  =  P,,_,. 


(')   Lkgendue.  Théorie  des  iionilires. 
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En  leiuint   compte  de  la  relation  bien  connue  : 

on  peut  loi  inei  réfjuation 

Q,,  _,^  +  u).  B  Q,,_,  -  (A  -  À2)  B"  q=  I  =  o, 
qui,  résolue  en  Q/^/',  donne  : 
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où  l'on  a 


Q,,_j  =  -XB  +  v  AB^rhi 


B  = 


O, 


On  aurait  trouvé  de   même 


P,,=  kV,-\-  V  AU-it  I. 

Comme  ces  valeurs  doivent  être  des  nombres  entiers,  on  en 
déduit  (jue  la  (juanlifé  sous  le  ladical  est  un  carré  parlait  ;  ce 
qui  donne  lieu  au  théorème   suivant  de  la  théorie  des  nombres. 

Tiil'iouicME.  —  E  1(1  lit  donné  un  nombre  A  non  carre  purfail  il 
existe  un  ou  j)lusieurs  no/nùres  entiers  B,  tels  que  l'on  u 
A.  B- zh  I  carré  parfait . 

Il  faut  remar<pier  (|u"au    nondne  A    correspondent  un  nombre 

limité  d'irrationnelles    ij,  et    par   conséquent   aussi    un    nombre 

limité  de  valeurs  B. 

L.  C.iiELiEn  (Bienne). 


S  tu    LA    DK.MO-NSTRATION 

DU  THKOIIKMK   DE  TAYLOll 


I.  —  >I.  Il;ii/id;ikis  Athènes^  a  doiini-  dans  cette  revue  (H, 
p.  447)  ""  article  très  intéressant  sur  une  démonstration  simpli- 
fiée de  la  formule  de  Tai/lor.  Cependant  trois  inconvénients 
m'inspirent  des  scrupules  : 
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1°  L'iuloption  arbitraire  des  fondions  : 

a  [x  -\-  oj)  —  "^  [x)  —  w  ;?'  [x)  —  r  —7 ,  (a) 

et 

(0  tO"  (1)''  ■  0J''+1  ir\ 

c,(x4-,o)-a(aO-^<T'(x)--iV^V)------^^''-'(-^-)  -r-T7Tr=    (^) 

î>°  La  supposition  attaquable  que  F,  en  réalité,  fonction  de  n' 
et  .r,  soit,  dans  la  dilTérentiation,  une  quantité  constante; 

3°  L'inA-raisemblance  de  pouvoir  trouver  la  l'onction  ;  3^  avant 
de  connaître  la  formule  de  Taylor  elle-même. 

II.  —  J'essaierai  donc  de  démontrer,  sans  hypothèses  arbi- 
traires, que  le  théorème  de  Tavlor  résulte  presque  immédia- 
tement du  théorème  de  Rolle. 

Supposons  (ce  qu'il  faut  admettre  dans  ce  théorème),  que  non 
seulement  f{.v),  mais  aussi  /'(r),  /  (•') /'"(•^■)  soient  conti- 
nues. 

On  aura  donc  : 

f[x-^h)=f{x)  +lif[x^  0,l>)  ; 

mais,  en  outre,  j 

r  {x  +  O^A)  =  f  (x)  +  0,/.  f"  (x  +  0,  0,  h) 

/'("'(•^  +  0„0„_,...0,/O=/-('O(.r)-fO„...O,/-(''+i/(.r  +  O„+,.O„...0j/O 

et  pour  chaque  0,  : 

o  <  0,  <  I . 

Or,  bien  que  plusieurs  0,,  0,....  0,,+^  puissent  répondre  ii  chaque 
équation,  chaque  expression  se  compose  de  deux  parties,  c'est- 
à-dire  d'une  partie,  susceptible  d'une  seule  interprétation,  et 
d'une  autre  susceptible  de  plusieurs  interprétations.  Celle-ci 
disparaît  continuellement  et  ne  reste  qu'à  la  dernière  expres- 
sion : 

/•(,,+!)  l^x  +  0,,+i  0„  .  .  .  0,  h). 
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m.   —  Je  imillijilio    d"al)or(l   les  équations     i)  (la  ?.'\  y,   \'^...) 
par  h,  0  //',  0,  0,-  //% elc,  et  j'obtiens,  en  les  atUliliiuuiant  : 

f[x  +  h)  =  /■(.»•)  4-  ///■■  (.r)  +  Oj/i^  /•"  ix)  +  0,0i^/,3  /•'"  (x)  +  . .  . 

.  .  .  +  0„_,0-',._.  .  .  .  Ûj"-'  /,"  /•(")  (.r)  +  *  {■!) 

OÙ 

*  =  0„0-'„_i  .  .  .  0,"  //"+'  /•.»+i)  (.r  -f  0//).    o<  0<  I . 

De  plus,  en  supposant  h  variable,  on  aura  les  déiivalions  suc- 
cessives de  (a)  : 

f  [x  +  h)  =  f  ix)  +  -x  0,  h  r  (x)  +  3  0, 0/^  h^  r  (-0  +  . .  .  +  D,  * 
f"  [x  +  h)=  1 .2  0,  /"  (.r)  +  2.3.0,0j-/i  r  [x)  +  .  .  .  +  Df  * 

/•(.!+')  {x  +  h)  —  D^;'+i;  «!>  =  0„  0-„_i  .  .  .  Oj"   I  //  +  1  1  /■"+i    ,»■  +  0//) 

+  ("-\i.\  h.  0  /•"+-  {.r + 0/0  + . . .  +  (;;:]:;)  /."+■  o  /•-"+''  (.»•  +  o//)l . 

Donnons  it  //  dans   toutes  ces  équations  la  valeur  A  =  o,  nous 
aurons  : 

Oi  =  ir-        0,o;-  r=  ^;  0,.  0^„_.   . . .  0,"  =  -=Lr^ 

donc  : 

/  (x  +  //)  =  /-(x)  Jr^  r{x)-\-~  f"  (.r)  +  .  .  .  +  ^  /'"•  ,.) 


Il . 


-|--J^/-^"+')  ^.r  +  OA)         (3) 

Ainsi  toutes  les  expressions  (i),  dont  nous  avons  parlé  ci-des- 
sus (II)  deviennent  inleiprétables  d'une  sctt/c  manière  ;i  rexce[)- 
tion  du  dernier  ternie  de  '^3),  qui  s'annule,  ccnnnie  on  le  sait,  dans 
tous  les  cas  où  cette  formule  peut  avoir  lieu. 

RirnARD    Sii'i'AiTS(  iiiTscn     \  ienuf,   Autriche). 


REMARQUES   DIDACTIQUES   GÉNÉRALES 

A   PROPOS  DU  LIEU  DES  POINTS  M 

DONT    LE    RAPPORT    DES   DISTANCES   A   DEUX   POLNTS    ITXES   B   ET   C 

EST   DONNÉ 


Ce  lieu  se  trouve  étiil)li  dans  les  traités  de  Géométrie  les  plus 
élémenlaires  et  son  importance  justifie  la  place  qui  lui  est  tou- 
jours réservée.  Il  n'en  est  que  plus  choquant  et  surtout  plus 
dangereux  pour  l'éducation  de  l'esprit  des  élèves  de  voir  qu'il 
est  toujours  aussi  énoncé  et  démontré  sans  précision,  ce  qui  per- 
met d'ailleurs  à  toutes  les  démonstrations  données  d  être  incom- 
plètes sans  que  cela  saute  aux  yeux. 

Quelques  mots  d'explication  sont  nécessaires  pour  justifier 
cette  critique. 

Tant  que  Ion  a  fait  de  la  Géométrie,  exactement  comme  l'enten- 
dait Euclide,  la  démonstration  du  lieu  en  question  était  irrépro- 
chable, mais  dès  que  Ion  eut  établi  le  principe  des  signes  sur 
une  droite,  c'est-à-dire  que  si  D  et  D'  sont  deux  points  de  cette 
droite,  l'on  a  DD'  =  —  D'D,  l'incorrection  de  la  démonstration 
séculaire  eut  dû  frapper  les  géomètres.  En  effet,  par  exemple, 
examinons  ce  qui  est  dit  sur  ce  lieu  dans  l'excellent  Traité  de 
Géométrie  de  MM.  Rouché  et  de  Comberousse,  l'ouvrage  qui 
depuis  quarante  ans  a  fait  l'éducation  de  presque  tous  les  géo- 
mi'lres  français  ;  on  y  lit  (j"  édition,  p.    I2j)  : 


TU  i;0  UKME 


«   Le   lieu  ^èoi)U'lri(jue    des   poi/its  don(    les  distances    à  deux 
«  points  fixes  sont  dans  un  rapport  donné,  est  une  circonférence. 

((  Soient  B  et  C  les  deux  points  lixes,  —  le  rapport  donné  et  M  un 
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«  point  quelconque   du  lieu,    c'est-à-ilire  un    point    tel   qu\>n  ail 


MB 
MC 


—  .    Il    existe    d'abord    sur    la    droite    indéfinie    BC   deux 


«  points  du  lieu,  c'est-ii-dire  deux  points  D  et  1)  (|ui  satisfont  aux 
«  relations 


1)13 
TkT 


1)B 
D'C 


etc.  » 


Non  cela  n'est  pas  exact  ;  ce  qu'il  y  a  c'est  un  point  1)  entre  B  et  C 
(si  nous  supposons  —  positif)   tel  que  rrr.  = et   un  point  U 

nors    du  seo nient  BL  tel  (ine  -—-,  =  —.    loute  la   démonstration 

continue  dans  le  même  esprit. 

Je  n'incrimine  pas  les  auteurs,  ils  diraient  avec  justesse  que 
jus([u';i  celte  proposition  dans  leur  ouvrage,  ils  avaient  lait  de  la 
Géométrie  comme  Euclidc  et  ne  s'occupaient  pas  du  sens  des 
grandeurs  (')  et  ([u'ils  avaient  mis  la  proposition  à  la  place  ({uc 
lui  assignent  les  programmes  d'études.  Je  n'aurais  rien  ii  répon- 
dre, mais  il  n'en  est  que  plus  indispensable  de  faiie  reinarcpier 
([lie  la  science  a  marché  et  (pie  ces  programmes,  base  de  toute 
notre  éducation  scienli(i(|ue,  doivent  sous  peine  d'incohéience 
ètie  modifiés  dans  le  sens  de  l'esprit  nouveau  pour  ne  nécessiter 
jamais  de  l'etour  inutile  sur  des  points  censés  étaldis. 

Ainsi  je  suppose  ([ue  cette  démonstration  soit  conservée  telle 
([uelle  ;  elle  entre  dans  les  notions  acquises  de  l'élève  (pii  a  cru 
iieUcnicnl  comprendre.  Plus  lard  il  s'apercevra  qu'il  n'a  pas  bien 
compris  parce  qu'un  tour  de  prestidigitation,  pour  ainsi  dire,  lui 
a  simplement  caché  les  choses. 

S'il  ne  s  en  aperçoit  point  de  lui-même,  il  faudra  que  le  maître 
recommence  la  démonsliation  avec  rigueur  celle  lois  (sans  cela 
l'élève  garderait  des  idées  inconq)lèles)  et  c'est  une  singulière 
méthode  didacli(jue.  d'établir  d'abord  un  théorème  d  une  façon 
lidie  ([ne  les  notions  ac([uises  jiar  l'édi-vi'  iu>  lui  permettent  pas 
de  voir  son   inexactitude,  puis  de    lui    montrer   deux   mois    a[)rès 


(')  Cepondjiiit  l;i  ctiosc  ii'ol  (pi  a   iiioilii'  vraie,  car  s'il   n  en  a   puiiil    l'Ii-  (|n<'>sli(iii 
dans    la     parlio   en    ^ros    cararliTrs   coiisariiT    :iii    (lt''vcli)|)|)riiicnl    slricl    drs    pi'ri- 

^ra  iiiiiics  (irfii-i<>ls,     dans  l'Appoiidico  du  livre  11.  1: linn    de     ^eris     l'sl  «'(instain- 

nifiit  iiiti'odiiili-  l'xplirili'iin'iit. 
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qu'on  avait  trompé  sa  candeur.  Outre  le  ti'ouble  d'esprit  et  la 
perte  du  temps  qu'imposent  ces  retours,  le  procédé  est  de  nature 
à  ébranler  la  confiance  de  l'élève  dans  les  démonstrations  qu'on 
lui  donne  après  cela,  car  il  peut  se  demander  si  quelque  chose 
qu'il  ignore  ne  viendra  pas  encore  infirmer  ce  qu'il  croit  enfin 
démontré  rigoureusement. 

Le  défaut  inhérent  à  cette  démonstration,  de  ne  pouvoir  être 
adoptée  logiquement  que  si  l'idée  de  sens  ne  faisait  point  partie 
de  la  Géométrie,  pouvait  donc  apparaître  dès  que  le  princine  des 

signes  sur  une  droite  a  été  admis,  puisque  — —  ==:— ^  est,  en  Ves- 

pèce,  une  égalité  contradictoire  ;  la  démonstration  est  restée 
cependant,  parce  C|ue  toutes  les  conséquences  logiques  d'un  prin- 
cipe nouveau  ne  se  développent  jamais  rajîidement  et  que,  au 
lieu  d'exposer  la  Géométrie  dans  ses  éléments  en  y  introduisant 
les  modifications  nécessaires,  on  a  continué  les  anciens  errements. 
Il  en  est  résulté  que  les  questions  sont  traitées  tantôt  sans  le 
principe  des  signes,  tantôt  en  l'introduisant  dans  celles  où  il  est 
impossible  de  faire  autrement.  Pour  ceux  qui  bornent  leurs  études 
à  l'enseignement  classique  sans  les  poursuivre  dans  la  vie  et  sans 
jamais  les  appliquer,  BC  est  égal  h  —  BC  et  représente  la  dis- 
tance des  deux  points  comme  on  l'entend  vulgairement  en  parlant 
de  la  distance  d'un  arbre  à  un  autre  arbre.  J'accorde  que,  dans 
ce  cas,  la  chose  n'a  pas  grand  inconvénient  puisque  ces  notions 
restent  inutiles,  mais  cependant,  il  est  évident  qu'il  vaudrait 
mieux  qu'elles  lussent  données  d'une  façon  correcte  et  ce  ne 
serait,  en  s'y  prenant  îi  l'origine,  ni  long  ni  diiru'ih\  car  laddi- 
tion  à  faire  est  de  Tordre  de  diflicultés  qu'il  v  a  à  faire  com- 
prendre que  d'aller  de  Paris  à  Lyon  ou  d'aller  de  Lyon  à  Paris 
même  par  la  même  route,  sont  des  choses  essentiellement  dif- 
férentes. Les  géomètres  eux  ne  se  trompent  plus  sur  ce  point 
maintenant,  c'est  clair,  mais  il  est  curieux  de  voir  combien 
l'esprit  est  long  h  généraliser  les  nouveautés  les  plus  simples 
lorsqu'elles  poussent  sur  le  chemin  des  idées  reçues,  transmises 
didacti([uement  de  générations  en  générations  et  qu  elles  tendent 
a  les  modifier;  ainsi  aujourd'luii,  ([uoique  pour  toute  la  Géomé- 
trie plane,  la  généralisation  de  hi  ri'gle  des  signes  soit  établie 
au  moins  depuis   quelque   trente  ans,  (punqu'elle  ait  une  impor- 
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t;inc('  priniorilialf,  rion  n'ost  changé  li  rexposition  des  premiers 
principes  (ruelle  perfectionnera  cependant  iatalenient  d'une  façon 
profonde  quand  elle  y  sera  à  sa  place  ;  la  plupart  des  maîtres 
élémentaires  semblent  riguorer  sauf  pour  les  (|ueslions  où  elle 
s'impose,  car  ils  continuent  à  traiter  les  autres  comme  si  elle 
n'existait  pas.  Il  a  fallu  longtemps  pour  que,  une  fois  mis  en 
lumière,  le  principe  des  signes  sur  une  droite  devienne  d'un  usage 
courani  parmi  les  géoinèlrcs,  il  a  lallu  longtemps  encore  pour 
généraliser  cette  idée  de  sens  dans  la  Géométrie  ;  Cliasles  par 
exemple  qui  a  tant  usé  du  principe  des  signes  sar  une  droite, 
non  seulement  ne  l'a  pas  aperçue  ailleurs,  mais  il  déclarait  même 
(Préface  de  la  Gèoinèlrie  supérieure,  p.  ix)  que  le  principe  des 
signes  n'était  point  applicable  aux  théorèmes  de  Géométrie  se 
rapportant  ii  des  grandeurs  comptées  sur  des  droites  différentes  ; 
aussi  il  a  compliqué  par  la  discussion  de  tous  les  cas  possibles 
de  position  un  grand  nombre  de  questions  dont  bi  démonstration 
devait  être  générale  (Voir  Laguerre,  X.  A.,  1870,  p.  1^5  et  suiv.). 
Laguerre  —  si  simple  que  la  chose  soit  en  elle-même  —  est  le 
premier,  je  crois,  qui  ait  énoncé  /oco  citalo  que  «  lorscju'un 
«  théorème  relatif  à  des  segments  et  à  des  angles  situés  d'une 
«  façon  quelconque  dans  un  plan  est  corwenablcnient  et  coDiplèle- 
«  ment  énoncé,  il  doit  toujours  comporter  la  règle  des  signes  ». 
Du  reste,  ii  chaque  instant  on  est  amené  à  des  propositions  dont 
l'énoncé  ne  peut  avoir  de  précision  qu'avec  la  règle  des  signes, 
et  les  inconséquences  piovenant  de  la  première  éducalit)n  niathé- 
maticjuc  (jui  a  formé  le  ijagage  des  connaissances  dont  on  dis- 
pose, rendent  un  examen  nécessaire,  obligent  ii  des  conventions 
de  signes  sjjéciales  \\  chacpie  cas,  pour  s  en  renilre  coniplc  au 
lieu  de  voir  la  chose  rcssortic  ininicdialement  du  calcul,  aussi 
èi'i<le/n/ne/il  qu'elle  ressort  quand  le  résultat  est  de  porter  sur 
une  ligne  ii  partir  d'un  point  O  de  cette  ligne,  une  longueui-  ()\ 
donnée  par  OX"  =  «",  d  étant  une  longueui' connue,  .le  ne  jiciix 
mieux  mi'  faire  comprendre  qu'en  citant,  an  hasard,  le  dernier 
exempli-  (h-  celte  nature  (jiii  s'est  présenté  ii  moi,  il  y  a  (juehjiies 
jouis.  .1  appelle  /.  le  second  point  du  cercle  circonscrit  a  un 
triangle  AHG  sitin*  sur  la  ligne  ([ui  joint  le  barvceirli'c  au  point 
de  Tar-rv,  ABC/  les  sommets  du  triangle  podaire  de  )..  c  est-ii- 
tliie  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  /.  sur-  les  côtés 
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du  triangle;  on  démontre  facilement  coniuie  il  suit  que  x,  ij,  z 
désignant  les  coordonnées  normales  de  A  et  R„,  R;,,  R^  les  rayons 
des  cercles  circonscrits  aux  trianoles  ABC,  BC'A',  CAD',  on  a  : 

En  elFet  on  trouve  que  les   coordonnées  normales  de  ).  sont  : 
a  h  c 


b-  —  c-    '    c-  —  a-    '    a-  —  b- 
on  calcule  A/>"  et  l'on  trouve 

^'=~z—T, -V-n ,,    ,   ,        Ba   =  etc. 

l(c-  —  a-)[h-  —  a')a'    ' 

d  OÙ  l'on  déduit 


(/>-  —  c-)-  (c^  —  «^)-  [a'  —  h'-f 

D'ailleurs  par  une  propriété  générale  du  triangle  podaire  d'un 
point  A  on  a  : 

A"/,"  sin- A  B},'  sin-B  CÀ' siii- C 


B'C'-  C'A'-  A'B'' 

d'où,  en  divisant  membre  à  membre, 

X'  sin- A  \-  sin-  B  :-  sin-C 


B'C'  C'A'-  A'B' 


mais  comme  dans  le  trianolc  AB'C  on  a 


B'C 

=.  2Rrt  elc. 


sin  A 

il  vient  : 

x-R„-  =  r'-B/,-  ^  -""Bo-,   c.  q.  t.  d. 

Il  est  clair  (pic  l'on  ne  peut  en  déduire  .rR„  ^=  //R,,  =  cR,,  que 
si  les  signes  de  R„,  R,,,  R^  sont  aussi  bien  délinis  que  ceux  de 
X,  y,  z. 

On  peut  objecter  qu'une  autre  démonstration  géométri([ue  où 
les  carrés  d'aucune  ligne  n'entreraient  en  cause,  permettrait 
d'établir  rigoureusement  le  théorème.  Ce  n'est  d'abord  pas  exact 
car  le   résultat  final  ne  peut  avoir  la    généralité    et  la    précision 
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qu'il  coniporle  ([uo  si  les  signes  des  R„,  R,„  R^,  sont  définis, 
ensuite  cela  n'indrnierait  eu  rien  les  conclusions  i«  tirer  de  Tin- 
détermination  dos  signes  que  l'on  trouve  en  suivant  la  marche  qui 
s'est  présentée  à  moi.  Il  est  donc  nécessaire  que  laGéomélrie  soit 
exposée  dès  les  éléments  de  façon  à  ce  que  toute  ligne  tracée 
ait  son  signe  déterminé  par  des  conventions  générales  toujours 
présentes  à  l'espiit  du  géomètre,  qui  soient  pour  lui  devenues 
comme  intuitives  parce  ([u'elles  se  trouvaient  ;i  la  base  de  toute 
sa  connaissance  géométrique  depuis  l'origine.  Cela  rendrait 
inutile  la  discussion  des  signes  des  résultats,  quelquefois  déli- 
cate. 

Je  crois  dailleurs,  sans  pouvoir  la  donner,  qu'il  y  a  une  règle 
générale,  en  Géométrie  plane,  qui  lie,  par  rapport  aux  signes  ii 
adopter  pour  eux,  tous  les  éléments  d'une  question  géométrique 
(pielconque.  La  découverte  de  ce  princi[)e  serait  d'une  utilité 
primordiale  en  évitant  les  conventions  qu'on  est  obligé  de  recher- 
chei-  ])()ur  chatpie  cas  particulier. 

Pour  me  faire  mieux  comprendre  je  citerai  encore  un  exemple. 
Soit  ABDC  un  quadrilatère  inscrit  convexe,  les  lettres  se 
suivant  dans  cet  ordre  sur  la  circonférence;  les  diaironales  BC 
et  AD  sont  désignées  par  </  et  .r  et  les  côtés  AB,  BD,  1)(],  CA  par 
c,  y,  z,  A  rcspeelivement  ;  les  deux  tliéort-mes  principaux  sur  le 
quadrilatère  inscriptible  s'écriront  ainsi 

(IX  z=   hy  -\-  cz    cl  =r 


cv  4-  /> 


et  pas  plus  sous  cette  lornie  ([ue  sous  la  lorme  des  énoncés 
classi([ues  (ju'elle  traduit,  on  ne  voit  inunédialemenl  comment 
le  principe  des  signes  s'y  appli<[ue. 

l*ar  une  courte  recherche  on  voit  (jnils  pounont  s'énoncer 
ainsi.  cS'/.l,  />,  D,  C  sont  fjnatrc  poi/ils  d'un  cercle  ((piel  ([iie  suit 
l'ordre  de  succession  des  points  sur  le  cercle^  on  a 

DA.lu;  4-DlJ.CA  +  U(:.ABzr  o 

et 

ne      .      C.V      ,     AH      .      BC.CA.AB 


^  + 


UA      '      \)li      '      I)C      '      DA.DB.DC:     ~      ' 
Mais  il  hiut  laiie  la  convention  <[ue  les  côtés  du   triangle  ABC 
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ont  un  signe,  le  sens  BC,  GA,  AB  donnant  par  exemple  le  signe 
positif  et  que  DA,  DB,  DC  ont  le  même  signe  que  les  coordon- 
nées normales  du  point  D,  ABC  étant  le  triangle  de  référence. 

Le  résultat  est  donc  obtenu,  mais  j'ignore  quelle  est  la  loi 
qui  doit  faire  choisir  les  conventions  (jui  le  donnent. 

On  pourrait  ohjrcler  (jue  les  formes  sous  les([uelles  je  A'iens 
d'énoncer  ces  théorèmes  sont  didactiqucment  à  rejeter,  parce 
qu'elles  se  retiennent  moins,  parlent  moins  à  l'esprit  pour  ainsi 
dire.  La  chose  est  exacte  avec  le  système  pédagogique  adopté, 
mais  c'est  ce  système  que  je  critique  et  elle  ne  le  serait  plus  si, 
dès  les  premiers  mots  de  Géométrie,  la  notion  du  signe  était  insé- 
parable, en  fait,  de  la  considération  des  grandeurs  dans  les  figures. 

Pour  ce  qui  est  de  l'espace,  on  sait  maintenant  aussi  déter- 
miner le  signe  des  volumes,  mais  on  peut  dire,  en  dehors  de 
cela,  que  Ion  ne  sait  point,  en  général,  y  appliquer  la  règle  des 
signes  ;  il  se  pourrait  même  qu'elle  ne  s'y  appliquât  pas  sans 
modifications.  Il  me  semble  presque  certain  cependant  qu'il  y  a 
pour  les  faits  de  l'espace  une  loi  plus  générale  à  découvrir  dont  le 
principe  des  signes  serait  un  cas  particulier. 

Pour  revenir  ii  la  question  de  Géométrie  élémentaire  qui  a  été 
le  prétexte  de  ces  observations,  je  dirai  que  pour  rendre  la 
démonstration  classique  moins  choquante,  il  suffirait  bien  de 
spécifier  qu'on  ne  parle  que  des  longueurs  absolues  des  lignes, 
mais  ce  ne  serait  point  de  bonne  pédagogie,  en  effet  on  n'a 
parlé  jusque-là  que  des  longueurs  absolues  des  lignes  et  à  moins 
de  développements  c[ui  ne  seraient  que  l'établissement  du  principe 
des  signes,  l'élève  comprendrait  mal  ce  que  cette  restriction  veut 
dire.  Le  défaut  n'existerait  pas  si  le  principe  des  signes  avaif 
accompagné,  ;i  l'origine,  la  définition  de  la  longueur  d'un  seg- 
ment. 

Si  je  suppose  les  choses  faites  ainsi,  voici  l'énoncé  et  Vesfjnisse 
d'une  démonstration  qui  me  semblent  sans  reproche.  Le  lieu 
i^èoinètrirjuc  des  poiiils  M  dont  les  distances  à  deux  points  donnés  B 
et  C  sont  dans  le  rapport  des  den.v  loni^ueurs  ni  et  n  données, 
est  une  circonférence. 

Il  y  a  deux  cas  à  examiner  :  i°  les  longueurs  m  et  n  ont  le 
môme  signe  ;  "j."  elles  ont  des  signes  contraires. 

i*""  cas.  Ou   peut  considérer  m  et  /?  comme   toutes  deux  posi- 
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tivos.  Si  l'on  suppose  que  M  soit  un  point  du  lieu,  que  Ton  mène 
la  bisseetrice  intérieure  MI)  et  la  bisseetriee  extérieure  MD'  du 
triangle  BCIM.  (|ue  le  sens  BCIM  soit  le  sens  positif,  on  a 


CM  CD  CM  PC 

MB    ~     DB        ^        MB    ~    Dis   ' 

Par  suite  si  l'on  détermine    entre   B  et    (1  le  point  D  tel   ([ue 

CD         m         .    ,,         ,    .  1     11/'  1  •       iM       1  D'C         m 

■rrr^  =  —  et  a  1  extérieur  tle  lil.  le  iiomt  I)   tel  (lue  rr— -:= — ,  tout 

DB  //  ^  ^         D\B  II 

point  M  sera  sur  la  eireonlérence  décrite  sur  DD'  comme  dia- 
mètre. 

On  déniontreiait  avec  la  même  précision  que  tout  point  de 
cette  circonférence  est  un  point  du  lieu. 

La  démonstration  du  deuxième  cas  n'ofTre  pas  plus  de  diffi- 
culté, car  on  a  : 

CD    ,    .       .,.,          m  CM 

(iu-gaii()  =::  _ 


BD  '                   «  BM 
et 

CD'  .    ,       ._          m  CM 

D'B  '     -        '          n  13  _M 


E.  Lkmoine  (Paris) 


SUR  QUELQUES  CONSTRUCTIONS  NOUVELLES 
DE  LA  PARABOLE 


Si  nous  employons  les  théorèmes  de  la  Géométrie  projective, 
([ui  résultent  de  la  théorie  des  polaires  recijiroques  de  Poncelel, 
et  si  nous  prenons  en  considération  les  lhe()rèmes  connus  de 
Steiner,  Reye,  etc.,  nous  j)ouirons  constniin-  une  parahoh' 
d'une  manière  très  simple  en  nous  aidant  d'un  cercle  fixe.  Les 
constructions  de  cette  nature  nous  permettent  de  tenii-  com|)fe 
des  rapports  absolument  m(''lii([ucs,  et  de  les  subordonner  aux 
propriétés  projectives. 

Enscitfncincnt  mnlh.  2.j 


366 


G.  MAJCEX 


I.  Soient  donnés  deux  faisceaux  de  droites  A  et  O,  où  les 
droites  correspondantes  sont  rectangulaires.  Les  centres  des 
faisceaux  sont  les  points  extrêmes  du  diamètre  d'un  cercle  k, 
qui  passe  par  tous  les  points  d'intersection  des  couples  corres- 
pondants. Si  nous  coupons  l'un  des  faisceaux  0  par  une  droite 
quelconque  r,  et  si  nous  élevons  aux  points  d'intersection  de  /• 
avec  0  des  perpendiculaires,  les  points  de  rencontre  de  celles- 
ci  avec  les  droites  correspon- 
dantes du  faisceau  A,  seront 
les  points  d'une  parabole. 

Pour  construire  un  point 
quelconque  X  de  cette  para- 
bole (fig.  i),  on  mène  par  O 
une  droite  quelconcjue  OX", 
rencontrant  le  cercle  k  en  X" 
et  la  droite  /•  en  ç'.  La  droite 
AX'-  et  la  perpendiculaire 
;'X  élevée  au  point  i'  sur  r 
se  coupent  en  un  point  X  de 
la  parabole.  Cette  courbe 
passe  par  le  point  A  et  par 
les  points  de  rencontre  de  la  droite  /•  et  du  cercle  k. 

J'ai  déjà  établi  cette  construction  (')  très  rigoureusement ;.  et 
je  ne  veux  donner  ici,  qu'une  indication  simple,  pour  démontrer 
que  la  courbe  résultante  est  du  deuxième  degré,  et  qu'elle  n"a 
qu'un  point  à  l'infini.  Le  faisceau  A  sera  projectif  au  faisceau 
des  perpendiculaires  correspondantes  sur  /■.  Le  lieu  des  points 
de  rencontre  pour  les  droites  correspondantes  doit  alors  être  du 
deuxième  degré.  Tirons  en  outre  la  droite  par  0  parallèlement 
à  la  droite  /•,  et  cherchons  la  droite  correspondante  du  faisceau 
A,  alors  le  point  \^  obtenu  de  la  manière  précédente  sera  à  l'in- 
fini  en  dlreclion,  étant  perpeiidloulalre  sur  la  droite  ;•.  En 
employant  ce  ihéorème  auxiliaire,  nous  allons  démontrer  quel- 
ques conslrucllons  de  la  parabole. 

Si  deux  points  quelconques  A  et  B  (fig.  i)  et  l'axe  a  de  la 
parabole   sont  donnés,    on    prendra     une   droite  quelconque    /•, 


(')  Journal  jwur  les  écoles  nioi/ennes  croates  :  Nastiiviii  vjosnik.  1\,  a. 
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étant  perpendiculaire  sur  a,  on  projettera  le  point  B  sur  cette 
droite  /•  en  |3',  puis  on  élèvera  au  point  ^'  une  perpendiculaire 
sur  la  ilroile  de  jonction  AB,  et  Ton  cherchera  sur  [i'O  un  point  0 
avant  à  Taxe  a,  la  même  distance  que  le  point  A.  Le  cercle  /i, 
décrit  sur  AO  comme  diamètre,  sera  le  cercle  correspondant  à 
la  droite  /•,  et  on  trouvera  tous  les  autres  points  de  la  parabole, 
eu  s'aldant  du  cercle  k  et  de  la  droite  /•  de  la  même  manière 
qu'auparavant. 

Pour   une    certaine    droite    /•  il    résultera  un   certain  cercle  /: 
et  vice  versa. 


2.  Etant  donné?  un  point  B,  le  sommet  A  et  l'axe  a  de  la 
parabole,  on  trouvera  aisément  les  autres  points  de  cette  courbe, 
si  l'on  choisit  le  cercle  /i,  pour  lequel  jj  ,^ 
la  droite  /•  passe  par  son   centre  M         j 

(fig.  2). 

Nous  élevons  une  perpendiculaire 

au  point  A  sur  a,  et  projetons  le 
point  donné  B  sur  cette  perpendicu- 
laire en  Q.  Fraisons  AQ  =  QH,  du 
point  H  abaissons  une  perpendicu- 
laire sur  AB,  en  rencontrant  Taxe  ti 
en  0.  Sur  AO  comme  diamètre  dé- 
crivons   un    cercle   /i.    La    droite    /•, 

tracée  par  le  centre  M  de  ce  cercle  sera  correspondante  pour  le 
même.  Les  droites  RO,  /•  et  QB  se  couperont  en  un  même 
point  V,  <•!  la  construction  des  autres  points  X  se  continuera 
comme  aupaiavant. 

11  laut  <'ncoie  remar<jnei-  que  le  i-ereic  /  louche  toujours  la 
piiiabolc  en  (juatri;  points,  dont  deux  sont  nunis  en  dernier  cas 
en  A.  et  li's  deux  autres  sont  les  points  d  intersection  de  l;i 
droite  /•  avec  le  cercle  k. 


Fi 


■'S- 


3.  Si  le  sommet  A,  un  point  quelconque  V  ci  l'axf;  </  de  la 
parabole  sont  donnés,  on  pourra  construire  la  courbe  ii  laide 
d'une  droite  /•,  étant  perpendiculaire  sui-  <i  au  point  A.  D'une 
manière  précédente  on  trouvera  le  point  O  sur  a,  et  aussi  par 
consé(|Uent  le  cercle  Â-  correspondant    (i<r.   '.W 
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En  ce  cas,  tous  les  quatre  points  communs  au  cercle  et  à  la 
parabole  seront  réunis  au  sommet  A.  Le  cercle  sera  donc  un 
cercle  osculateur  de  la  parabole  en  leur  sommet. 

Il  est  connu  que  l'abscisse  du  centre  M  d'un  cercle  oscula- 
teur pour  le  sommet  A  est  égale  à  la  moitié  (— )  du  demi-para- 
mètre de  la  paral)ole.  Etant  alors  donnes  un  point  V  quelcon- 
que, le  sommet  A  et  l'axe  a  de  la 
parabole,  on  trouve  le  lover  F, 
en  cherchant  le  point  O  comme 
dans  l'article  2;  on  partagera  la  dis- 
tance AO  en  quatre  parties  égales 
et  le  point  extrême  (F)  de  la  pre- 
mière de  celles-ci  sera  le  loyer 
cherché. 

On  remarque  aisément,  que  le 
cercle  k  a  pour  rayon  une  lon- 
gueur MA,  étant  égale  à  la  moitié 
de  la  longueur  du  rayon  du  cercle 
k,  pour  lequel  la  droite  /•  passe  par 
son  centre  O.  Il  est  aussi  évident  qu'on  obtiendra  de  même 
manière  le  foyer  F,  si  un  autre  cercle  avec  la  droite  correspon- 
dante est  employé  pour  la  construction  de  la  parabole.  Si  la  para- 
bole a  au  sommet  A,  avec  un  cercle  A-,  un  contact  simple  (n'ayant 
que  la  tangente  commune  en  A),  les  deux  autres  points  de  ren- 
contre des  courbes  seront  imaginaires,  et  la  droite  correspon- 
dante /•  d'un  tel  cercle  touchera  l'axe  de  la  paral)ole  à  l'exlc- 
rieur  du  demi-rayon  A  a. 

De  la  manière,  telle  que  nous  venons  de  le  remarquer,  on  pi'iit 
construire  la  sécante  idéale  commune  de  la  parabole  et  d'un 
cercle,  avant  en  A  la  même  tangente. 


4.  Si  Ton  veut  construire  une  tangente  a  la  parabole  en  un 
point  ([uelc()iu[iie  V  (fig.  3),  on  tirera  ui\e  droite  MT  par  le 
centre  xM  parallèlement  a  la  droite  OV"  hupielle  est  menée  néces- 
sairement pour  construire  le  point  V  de  la  courbe)  ;  le  point  T 
d'inlerseclion  des  droites  MT  et  /•  est  un  point  de  la  langenlc  / 
en  V  il  la  paral)ole. 
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Nous  savons  ^[1111110  conique  et  un  de  ses  cercles  osculateurs 
sont  dans  une  hoinologie,  ayant  le  point  de  contact  A  comme 
centre  et  la  tangente  /  en  ce  point  comme  axe  d'homologie. 
Dans  la  figure  3,  les  points  V  et  V  sont  correspondants  (homo- 
locfues),  étant  sur  la  même  droite  AY.  Les  tant^entes  en  ces 
points  V  et  V  se  couperont  alors  sur  l'axe  d'homologic  en  T. 
Puisque  la  droite  /■  est  une  tangente  au  cercle  k,  la  droite  AV 
sera  la  polaire  du  point  T  par  rapport  au  cercle  k.  La  droite  MT 
sera  une  parallèle  à  la  droite  OV,  car  ]MT  est  perpendiculaire 
sur  AV,  et  les  droites  A^    et  OV  sont  rectangulaires. 

Puisque  le  point  V  est  situé  sur  la  polaire  du  point  T,  ce 
point  se  trouvera  nécessairement  sur  la  polaire  ^'  du  point  Y, 
pai'  rapport  au  même  cercle  k. 

L'enveloppe  de  toutes  les  tangentes  c  ainsi  obtenues  sera  une 
ellipse,  avant  le  lover  F  de  la  parabole  comme  centre,  et  la  lon- 
gueur A  M  comme  petit  axe. 

Le  cercle  k  sera  aussi  un  cercle  osculateur  pour  Tellipsc.  La 
parabole  sera  donc  une  parabole  osculalrice  pour  l'ellipse  au 
sommet  A. 

(On  voit  donc  aisément  que  cette  ellipse  est  d'une  telle  forme, 
que  le  centre  d'oscuhition  pour  le  sommet  A  coïncide  avec  le 
sommet  ^L) 

5.  On  peut  (b'-montrer,  ([ue  la  parabole  et  le  cercle  k  sont 
dans  une  liomologie  involutive  ('),  si  la  droite  /•  passe  par  le 
centre  M  du  cercle  k.  Nous  avons  déjà  démontré  de  (juellc 
maniiTC  on  construit  un  tel  cercle  k  et  la  droite  /•,  si  un  point 
([uelconque  X  do  la  parabole,  l'axe  a  et  le  sommet  A  sont 
donnés. 

Nous  tircions  la  droite  AY  fig.  4)>  coupant  le  cercle  k  en  Y', 
et  la  droite  /'  en  Y„.  La  droite  de  jonction  OV  rencontre  /•  en  Y" 
ainsi  YV"  sera  une  parallèle  à  l'axe  de  la  courbe.  On  mène  la 
tangente  /  en  A  au  cercle  /,  i-l  la  droite  OY"  jusqu'au  point 
d'int<Msccli()n  :>.  avec  /.  j)iiis  \\  ius(|u  au  jioint  j,  la  dislancc  \/\ 
sera  t'gale   ii   i\>..    Les  points   i,  4,   ?-  et  ^^^  ,  clant  sui'  /  ii  rinlini. 


(')    .Sur   les   courbes    involutives,    voir   :     Revc,    Gcvnnhir    ,l,r    Lm^r,     i«   rrlil., 
2»  part.,  p.  721-74 . 
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sont  quatre  points  harmoniques.  Si  Ton  projette  ces  quatre  points 
de  y  sur  AV,  on  obtiendra  quatre  points  correspondants  A,  V, 
V  et  Vg,  qui  seront  aussi  harmoniques.  Les  projections  ortho- 
gonales de  ces  points  sur  /■  donnent  M,  V",  Vj,  V^  =— i,  et  les 
projections  de  ceux-ci  sur  a  de  V  font  aussi  M,  \  *,  H,  A^ —  i. 
Parce  qu'un  de  ces  points  Vj'  est  h  l'infini,  on  aura  toujours 
IIA  =  AM.  La  distance  HA  étant  constante  et  égale  au  rayon  du 

cercle  /i",  le  point  II  sera  fixe 
pour  tous  les  points  de  la  para- 
bole cherchée. 

Un  point  quelconque  de  la 
courbe  pourra  donc  se  cons- 
truire de  la  manière  simple 
suivante  : 

Une  droite  quelconque  AV, 
menée  par  A,  coupe  le  cercle  k 
jr- a.  en  V.  Du  point  A  '  on  abaisse 
une  perpendiculaire  sur  la 
droite  /•,  la  coupant  en  Vj.  Fai- 
sons AH  = —  AM,  joignons 
les  points  H  et  \ ^  par  une 
droite  (|ui  coupera  A^  en  V; 
ce  point  sera  un  point  de  la  parabole. 

En  général,  chaque  point  V  de  la  courbe  sera  le  qua- 
trième point  harmonique  pour  trois  points  A,  Y'  et  V,,,  où  A,  V 
et  Vq,  V  sont  conjugués.  Quand  les  points  A„  et  V  coïncident  en 
D  sur  /•,  le  quatrième  point  harmonique  A  viendra  aussi  en  D, 
c'est-à-dire  la  parabole  passe  par  les  points  de  rencontre  de 
la  droite  /•  avec  le  cercle  k  D  et  E  (voir  l'art.  2). 

La  courbe,  obtenue  de  cette  manière  comme  correspondant  à 
un  cercle  dans  une  homologie  invohitive,  ne  peut  «"'tre  qu Une 
parabole,  car  seulement  sur  la  droite  \a  (menée  par  A)  le  qua- 
trième point  harmonique  pour  A,  INI  et  0  sera  à  rinfini,  et  la 
courbe  ne  possède  qu'un  point  à  l'inlini. 

6.  Nous  expliquerons  une  autre  construction  de  la  parabole, 
en  nous  aidant  de  nouveau  du  cercle  k  et  de  la  droite  /■,  tirée  par 
le  centre  M  (fig.   5). 
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Traçons  du  point  A  nnr  tlroile  ([uelconque  A\  ,  coupant  /en  \  y, 

et  k  eu  V. 

Si  Ton  mène  A  O,  puis  V^V,  parallèlement  \\  l'axe  </,  la  droite 

de   jonction   des   pt)inls\',  et  M   (en  V.,  se    coupent  V'O  et  V^VJ 

sera  une  droite  rencontrant  A^  en  Y,  c'est-à-dire  en  un  point  de 

la  parabole.  On  [)i()uvcra  cette  construction  par  le  mode  suivant. 
Nous  avons  déjà  vu,  ([ue  les  })oints  M,  V^,  V,  et  Y"  sont  quatre 

|)oinls   harnioni([nes.    Les  projections    (parallèles)   de  ces  points 

sur  la  droite  Y  '()  (ou  OY')  sont  aussi 

(juatre    points    harmoniques  0,  Y.„ 

^",  Y'.  Projetons  ces  quatre  points 

ilu   point  \   sur  Taxe  a,  et  nous  au- 
rons quatre  points  harmoniques.  Un 

de  ceux-ci  coïncidera  avccO,  l'autre 

avec  A  (parce  que  Y'  se  trouve  sur 

AY).  Le  troisième  (V^')  sera  ;i  l'in- 
fini, car  Y  Y'  est  parallèle  à  l'axe  a, 

alors  le  quatrième    M  partagera  la 

distance  AO  en  deux  parties  égales. 

La  droite   de  jonction  YV.^  passera 

ilonc  par  le  centre  M  du  cercle  /•,   et  la  construction  précédente 

est  déjà  prouvée. 

Le  ([uadrilatère  complet  MY(,  Y'Y,  a  deux  côtés  opposés,  MV^et 
V„Y',  qui  se  coupent  en  ^  ,  et  deux  autres  YA'  et  Y^M  se  ren- 
contrant en  Y  '.  Les  côtés  MY'  et  Y^Y„  couperont  donc  la  droite 
YY"  en  deux  [joints  U  et  Y'^'.  L'un  Y^"  de  ceux-ci  sera  ii  linfini 
(parce  ([uc  la  droite  YY"  est  parallèle  à  Y,Y J  ;  il  suit  de  là,  que 
le  côté  MV  et  la  droite  YV"  se  rencontrent  en  un  point  V ,  qui  est 
le  niilirii  de  la  longueur  W" . 

On  pi'ut  donc  simplifier  la  consti  iictioii  prcci'iitMiii'  de  la 
manière  suivante  : 

On  mènera  par  i)  une  dmilc  (piflcoïKjue.  cdupant  le  ceicle  /r 
en  Y',  et  la  droite  /-en  Y".  On  joindra  M  an  point  Y',  on  éli'vera 
en  Y  '  une  perpendiculaire  sur  /•,  et  l'on  lera  Y  'U  =  UV.  Le 
point  ti(»uvé  Y  appartient  à  la  parabole.  On  ]H()nve  aisément 
(ju'on  a  toujours  UV";=  UY'  et  L  \  '  =  UY. 
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EXTENSION 
AUX  COURBES  GAUCHES  ET  AUX  SURFACES 

DES  XOTIO>;S  «  TANGENTE  »,  «   SOUS-TANGENTE  »  ETC. 


1.  Il  est  curieux  que,  à  ce  que  je  sache,  dans  aucun  livre  ne 
se  trouve  cette  extension,  qui  cependant  est  très  facile  et  peut 
introduire  différents  problèmes  sur  les  courbes  gauches  et  les 
surfaces.  Nous  nous  proposons  de  signaler  ici  brièvement  ces 
grandeurs,  autant  cartésiennes  que  polaires.  Ces  dernières  sont 
en  vérité  assez  compliquées  (surtout  en  coordonnées  polaires), 
mais  les  premières  sont  très  courtes  et  très  faciles. 

2.  On  appelle,  comme  on  sait,  soiis-ta/igente,  sons-normale, 
tangente  et  normale  cartésiennes  d'une  courbe  plane,  les  grandeurs 
PT,  PK,  MT,  MK  qui  ont  respectivement  pour  expressions  en 
coordonnées  cartésiennes  (axes  orthogonaux)  : 


ou,  en  introduisant  les  cosinus  a  et  j  de  la  tangente  : 

P     y     y 


y  —-y- 


(ces  grandeurs  se  rapportent  à  l'axe  des  .r)  ;  celles  rapportées  à 
l'axe  des  y  se  trouveront  par  la  permutation  des  x  et  y  (a,  ^). 

3.  On  appelle  de  même  sous-tangente^  sous-jiornuile,  tangente 
et  normale  polaires  dune  courbe  plane  les  grandeurs  OT,  ON, 
M T,  MN  ayant  pour  «expressions  en  coordonnées  polaires  : 

^'f.i.v^^^ïf)V.^^^(iy- 
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I.   Grandeurs  cartésiennes 

A.  Extension  aux  courbes  gauches. 

4.  On  nppellera  clans  une  courbe  gauche  (ou,  plus  générale- 
ment, dans  une  courbe  dans  l'espace),  sous-tangente  de  la 
courbe  en  un  point  M  le  segment  TP  compris  entre  le  pied  P 
de  la  coordonnée  r  et  le  point  T  oîi  la  tangente  en  M  à  la  courbe 
coupe  le  plan  des  yx  (ou  des  yz  ou  des  zx).  La  tangente  sera  le 
segment  MT,  entre  T  et  le  point  de  contact  M.  Cela  posé,  on 
aura,  du  triangle  rectangle  MPT, 

(i)  11'=::  lang  l-Ml   =1  z  ■ :=: , 

OU,  si  Ton  remplace  les  cosinus  de  la  tangente  par  leurs  valeurs, 


(«') 

TP==y/ 

m-i'ïï- 

On  aur;i 

1  de  mrnie 

{-) 

MT=  z 

I                       z 

cosTMl'          Y 

on  bien 

-=V-+(^)+(7r)- 

L'on   peut   aussi  trouver  les   égalités  (i')   et  (lî'i  directement,  à 
1  aide  des  coordonnées  des  points 

P(,r,.r,  o)     01     t(\=x 


(x=.-^=,  v=,-ir.=,    z  =  „) 


on    voit   ainsi    ([ue   Cexpression  de    la   sous-tangente   restera  la 

même  en  coordonnées  ohlûjues,  comme  pour  les  courbes  planes. 
Les  sous- tangentes  et  tangentes  par  rapport  aux  plans  des  //-  et 
zx  seront  évidemment 

a  [i 

MT'=:-:1,  M"l"=^. 

a.  '  i 
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5.  On  appellera  sous-normale  /)/i/ici/jale  en  M  le  segment  NP 
compris  entre  le  point  P  et  le  point  d'intersection  N  de  la  nor- 
male principale  avec  le  plan  des  .^7/.  La  normale  principale  sera 
le  segment  INIX. 

On  aura  donc,  du  triangle  rectangle  MPX, 

(3)  NP=ctang?sMP  =  ,-   ^     ^     '     =  z    ^  '   J^   '     • 

ou  bien,  en  remplaçant  ;,   r,,  'Ç  par  leurs  valeurs, 

(3')  NP^c^'"'"  +  ^""i 

(s  étant    la   variable    indépendante  et  les   accents   désignant   les 
dérivées  par  rapport  à  s). 
On  a  de  même 


4)  MN 


cosNMP 
ou  bien 


(4')  MN  : 


V/.r"^  +  r"^  +  -"^ 


On  peut  aussi  déduire  les  formules  (3')  et  (4')  directement  des 

coordonnées  des  points  P  (.r,  ?/,  o)  et  N  l.v r^ ',  // ttt'^oj. 

Les  grandeurs  XP,  MN  se   rapportent  au  plan  des  .vy,  celles 
rapportées  aux  plans  des  ?/-  et  zx  seront  respectivement  : 

I    N'P'  =  x       '  ^      ,       N"P"  =  j  »"  ^   ^  ' 


M'X'  =  ^,        M"rs"  = 


6.  Enfin,  si  l'on  appelle  sous-binorinale  le  segment  BP,  entre 
le  point  P  et  Tintersection  B  de  la  binormale  avec  le  plan  des  xy 
et  binormale  le  serment  MB,  on  aura  de  même 


(5)  BP^.tangBMPr^.^^-'"    ^z"^''-^^ 

*  V  V 

ou  bien 

(5')  BP  =  .  v/(v'3"-r"^r+(^-^'V)\ 

x'y"  —  x"y 

_  .  v/(.r"-  +  y"-  +  z")-^  —  (.rV"  -  xyf  ^ 
xy  —  x"y' 
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et 

ou  bien 


^    '  .r'v    —  X  Y 


(6") 


x'y'—xy 


On  pourra,  comme  auparavant,  trouver  aussi  directement  les 
tormules   (5'j   et  (6'},  des  coordonnées   des  points  P  (.'",//,  o)    et 

/  rV  — rV  c'.r"  -  c'.r' ■      \ 

Y  X  y  — xy  ^  xy  — .rr  / 

Les  grandeurs  correspondantes  B'P',  MB'  et  B  P  ,  ^I  B  ',  par 
rapport  aux  plans  des  ijz  et  z.v  seront  évldi-nniient 


B'P'  — 

.rVa^  +  v^ 

M'B'  -    '' 

/. 

A 

B"P"  — 

y\''-  4-  A- 

M"B"-Z, 

B.  Extension  a/i.v  surfaces  \z=f  '^x,y   ,. 

j.  On  appellera  sous-nornudc  il'une  surface  en  un  point  M  le 
segment  NP  compris  entre  le  pied  P  de  la  coordonnée  c  sur  le 
plan  des  xij  et  Tintersection  X  de  la  normale  ii  la  suriace  avec  le 
phui  des  xij.  \a\  noi-nuile  sera  le  segment  correspondant  MX  tiu 
point  de  contact  M  ;i  \.  L'on  pourrait  considérer  par  rapport  aux 
deux  tangentes  aux  lignes  de  courbure  de  la  surface  (ou  aux  tan- 
gentes aux  lignes  asvmptoli<[ues  des  surfaces  à  cour])ures  oppo- 
sées), des  quantités  analogues  ([uc  Ton  noinnicrail  sdits-fa/is^cn/cs 
et  tani!;entcs  ;  mais  leur  expression  analvlii[ue  étant  très  compli- 
(piée,  nous  l'omettons,  en  nous  bornant  seulement  ii  la  sons- 
no  i  nia  le  cl   la  normale. 

Du  triangle  rectangle  MPX,  on  a 

(7)  NP  rr  z  tauK  NM P  =  :  \/ p-  +  7* ■ 

et 
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Les  grandeurs  correspondantes  par  rapport  aux  plans  des  yz 
et  Z:V  seront  (permutation  circulaire  des  — y;,  — «,   i"). 


II.    Graxdelus   polaires 

8.  Courbes  i^aiicltes.  —  Si  Ton  mène  par  le  pôle  0  un  plan  V 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur,  on  appellera  sous-tangente 
polaire  le  segment  TO,  entre  le  pôle  0  et  l'intersection  T  de  la 
tangente  h  la  courbe  avec  le  plan  (P),  et  tangente  polaire  le  seg- 
ment MT  ;  de  même  si  la  normale  principale  et  la  binormale  de 
la  courbe  coupant  le  plan  (P)  aux  points  N  et  B,  NO  et  MN 
seront  respectivement  la  sous-Jiormale  principale  et  la  normale 
principale  polaires  BO  et  jNIB,  la  sous-hinorniale  et  la  binor- 
male polaires. 

9.  L'angle  10  (OMT)  du  rayon  vecteur  avec  la  tangente  sera 

xdx  -\-  rdy  -\-  zdz  do 


pc/s  ds 

d'où 

sjds'^  —  do^  0  \fdb''  4-  sin-bd'b' 

tansj  (o  =: r '■ —  ^ ■ —  ; 

dp  dp 

on  aura  donc  dabord  : 

/    \  'rr\  V'^S"  dp-  p  pds  , 

9)  rO=:p -j '-—,  MTzz: '■ =-4—.  lo 

dp  cos  co  dp 

10.  L'angle  cp  (OMN)  de  la  normale  principale  avec  le  rayon  vec- 
teur sera 

(.r.r"+rr"+"")R  .  \/ p- —V.^  .-L'^xx"))- 

cos  o  rr-^^ ~-^ ■ ,  tans  o  =        ' 


R.2  [xx") 

(R,    rayon  de   courbure  ;  .r",  y",  z"  dérivées   secondes    par  rap- 
port à  la  variable  indépendante  s). 

Cette  expression  ne  se  transforme  pas  Cacileinent  on  coordon- 
nées polaires  'à  cause  de  R)  ;  il  vaut  donc  mieux  conserver  l'ox- 
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pression    curtèsicnne    de    la    sous-normale   principale    cl    de    la 
normale  principale  polaires,  qui  seront 

(no  =  „.....  =  v/^y^^iè^-..  <") 

I  I    \)i:  munie,  on  aura 

cos  /  (=  cos  0MB)  =  ^'^  '^■''^  ^  '^'' 

ll.S^TfjV— j"-')] 

expression  ([ui,  de  même,  ne  se  tianslormc  pas  élégamment  en 
coordonnées  polaires.  On  aura  donc  les  expressions  carlésienncs 

des  soiis-hinornialc  cl  hi/ior/nale  polaires  : 

MB=_i_=^i-î:!l-i^^S_.  (14) 

eus/.       y:\x{f'^'-y'z'}] 

12.  Quant  aux  problèmes  <[ue  Ton  peut  se  proposer  sur  les 
grandeurs  précédentes,  il  v  aura  en  général  de  très  dilliciles  à 
résoudre,  mais  en  combinant  adroitement  les  différentes  gran- 
deurs par  rapport  aux  diflérenls  plans  coordonnés,  on  pourra  en 
trouver  aussi  de  très  lacilcs  (pii  pouiraient  trouver  place  dans  les 
livres  d'enseignement. 

.\.-J.   IIaiviiiakis  (Athènes). 
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Ferdinand  Caspary. 

M.  F.  Caspary  est  décédé  à  Berlin,  le  i  j  juillet,  à  l'âge  de  quarante- 
sept  ans.  La  science  perd  en  lui  un  de  ses  apôtres  les  plus  enthou- 
siastes, un  de  ses  représentants  les  plus  éminents. 

Ferdinand  Caspary  naquit  le  'M)  décembre  i853,  à  Unruhstadt.  Api"ès 
avoir  achevé  ses  études  secondaires  au  lycée  de  Gloyau,  il  entra  à 
l'Université  de  Berlin  oîi,  de  iS^i-iS^'i,  il  suivit  les  cours  de  Aronhold, 
Kronecker,  Kummer  et  Weierstrass.  En  i8yj,  il  publia  son  premier 
travail  portant  le  titre  :  Die  Kriiinmungsnnttelpunkts/hïc/ie  des  cllipti- 
sclien  Paraboloids  »  qui  lui  fit  obtenir  un  prix  de  l'Université  berlinoise, 
nommé  Sc/ninarp?-cis,  et  un  peu  plus  tard,  le  titre  de  docteur. 

Après  avoir  subi  l'examen  d'aptitude  au  professorat  (pro  fac.  doc.)  à 
l'occasion  duquel  il  étonna  son  juge  Schellbach  par  ses  profonds  aper- 
çus, il  devint  maître  {ordentlicher  Lehrer)  au  collège  Humboldt  de 
Berlin,  où  il  resta  jusqu'en  ibSij.  En  1894  il  entra  à  l'établissement  de 
Siemens  et  Ilalske  en  qualité  de  mathématicien,  et  au  moment  de  sa 
mort,  il  était  directeur  du  Bureau  des  brevets  dudit  établissement  à 
Charlottenburg.  Pendant  l'époque  i88j-i8f)  j  il  eut  le  bonheur  d'entrer 
en  des  relations  intimes  avec  l'illustre  Charles  Hermite,  qui  devint  pour 
lui  un  ami  paternel. 

Les  découvertes  qu'on  lui  doit,  publiées  pour  la  plupart  dans  des 
journaux  français,  appartiennent  à  la  théorie  des  surfaces  et  des  cour- 
bes gauches,  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  à  la  théorie  des 
fonctions  thêta  de  deux  et  de  plusieurs  arguments.  Il  a  exposé,  il  est 
vrai,  beaucoup  de  ses  résultats  dans  une  forme  purement  analytique, 
.mais  la  source  doit  être  cherchée  dans  les  méthodes  grassnianniennes. 
Ferdinand  Caspary  a  été,  en  Allemagne,  un  des  premiers  qui  aient 
clairement  reconnu  le  génie  du  célèbre  géomètre  de  Stettin,  et  il  a 
vivement  contrii)ué  à  en  propager  les  méthodes.  Je  me  contente  de 
signaler  ici  les  principaux  mémoires  de  Caspary  : 

1°  Zur  Théorie  der  ïhetafunctionen  mit  zwei  Argumenton,  Crcllc,  \. 
t.  XCIV,   1881  ; 

•i"  Ueber  die  Er/.eugung  algtbraischer  Raumcurvon  durch  verander- 
liche  Figuren.  Crelle,  l.  C,  i885; 

'i°  Sur  les  cubiques  gauches.  Bull,  de  Darboux  (2),  t.  XI,  1887  ; 
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4°  Sur  une  niélhode  générale  de  la  Géoniélrie  qui  forme  le  lien  entre 
la  Géométrie  synthétique  et  la  Géométrie  analytique.  Bull,  de  Darbou.v 
(•2),  t.  XIII,   i.S.S.,; 

5°  Sur  les  relations  (jui  licnl  les  éiénicnls  dun  système  orthogonal 
aux  fonctions  thêta  et  sigma  d  un  seul  argument  et  aux  fonctions  ellip- 
tiques et  sur  une  théorie  élémentaire  de  ces  transcendantes,  déduite 
debdites  relations.  Journal  de  Liouville  (4),  ^'I,  i8yo  ; 

G"  Nouvelles  manières  d'exprimer,  au  moyen  des  fonctions  hyperel- 
liptiques  de  première  espèce,  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface 
du  quatrième  degré  décrite  par  les  sommets  des  cônes  du  second  ordre 
qui  passent  par  six  points  donnés.  Bull,  de  Darboux  (2),  t.  X^  ,    1891  ; 

7°  Sur  une  nouvelle  manière  délablir  les  relations  algébriques  qui 
ont  lieu  entre  les  fonctions  hyperellipliques  de  première  espèce.  Ann. 
de  l'Ëc.  Norin.  (3),  t.  X,  189  5  . 

Il  y  a  encore  beaucoup  de  résultats  importants  relatifs  à  la  théorie 
des  surfaces  et  des  courbes  gauches  ainsi  quà  la  Cinématique,  que 
Caspary  n'a  uialheureusement  pas  trouvé  le  loisir  de  puldier. 

E.  Jahnke  (Berlin). 

Association    allemande    pour    l'avancement    de    l'enseignement  ; 
compte  rendu  de  la  dixième  réunion  annuelle. 

L'Association  allenjande  pour  l'avancement  de  l'enseignement  des 
sciences  mathématiques  et  naturelles  (  Vtvc/«  zur  Fordcrung  des  Unter- 
richtes  in  der  Matliematik  und  dcn  Natunvissenschnfteu)  s'est  réunie  à 
Giessen,  dans  le  Grand-Duché  de  Messe,  du  -27  au  3()  mai  dernier.  Les 
séances  ont  lieu  dans  les  locaux  du  Gymnase,  sous  la  présidence  de 
M.  PiKTZKEn.  Le  discours  d'ouverture  était  consacré  à  la  mémoire  de 
Schwalbe,  l'un  des  meudires  fondateurs  de  l'Association,  décédé  le 
3i  mars  dernier. 

Dans  la  preuiière  séance  M.  Poskk  (Berlin),  direilcur  du  journal 
pour  l'Enseignement  des  sciences  physiques  et  chimiques,  fait  une 
conférence  sur  des  fjuestions  fondanienlales  de  l'enseignement  de  la 
Physique:  M.  SciioNKMAXX  (Soesl;  présente  son  nouveau  loiseur  de.s 
distances  qu'il  désigne  sous  le  ncun  de  Spiegelslab  (])àlon  à  miroir)  ; 
M.  Pascii,  professeur  à  l'Université  de  Giessen,  communique  une  note 
sur  la  résolution  de  ré(|uation  cubique  ;  enlin  M.  XoACK  (Giessen) 
entretient  ses  collègues  sur  les  exercices  praliiiues  de  Physique  faits 
par  les  élèves  eux-mêmes. 

La  deuxième  séance  est  cnlièreiiH-nt  consacrée  à  la  Géomélric  des- 
criptive. .M.  Air,.  SciiMiOT  (Wiesbaden)  fait  une  communication  sur  la 
détermination  des  lignes  d'égale  teinte  d'après  le  procédé  de  Boden- 
berg  [Méthode  der  Isophotcnkegelspunii).  I-'lle  est  suivie  d'une  discus- 
sion générale  sur  l'enseignement  de  la  Géométi"ie  descriptive  au 
Gymnase.  Celle  discussion  fait  d'ailb-urs  suite  à  celle  cpii  a    eu  lieu  sur 
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le  môme  objet  l'an  dernier  à  Haiiihourg.  Elle  se  termine  par  les  réso- 
lutions suivantes  votées  par  l'assemlilée  : 

1°  Dans  toutes  les  écoles  on  doit  enseigner  l'art  de  dessiner  correc- 
tement les  figures  dont  se  sert  l'enseignement  mathématique,  en  parti- 
culier celui  de  la  stéréométrie. 

•2°  Il  faut  donner  aux  élèves  des  gymnases  l'occasion  de  s'initier  aux 
éléments  de  la  Géométrie  descriptive  en  ajoutant  ces  éléments  au 
pi'ogramme  de  la  stéréométrie  de  la  classe  la  plus  élevée. 

3°  Quant  au  «  gymnase  réal  »  et  à  «  l'Ecole  réale  supérieure  »,  un 
enseignement  spécial  de  la  Géométrie  descriptive  par  un  mathémati- 
cien est  indispensable  ;  il  faut  accorder  à  cet  enseignement  deux  heures 
par  semaine.  A  l'avenir,  l'enseignement  du  dessin  à  main  levée  sera 
facultatif. 

4**  L'enseignement  du  dessin  linéaire  propédeutique  aux  classes 
tertia  et  secunda  B  des  écoles  réaies  ne  sera  pas  diminué  par  le  nouvel 
ordre, 

5°  Les  comptes  rendus  et  les  avis  publiés  dans  l'organe  de  l'Asso- 
ciation [Unteri'ic/itsbldtte/')  seront  communiqués  au  Ministère  de  l'Ins- 
truction publique  h  titre  de  document  pour  l'élaboration  des  plans 
d'études. 

A  l'occasion  de  cette  session,  consacrée  principalement  à  la  Géomé- 
trie descriptive,  il  avait  été  organisé  une  exposition  très  intéressante 
de  modèles  et  de  dessins  se  rattachant  à  cet  enseignement  et  livrés  par 
les  professeurs  des  gymnases  et  écoles  réaies. 

L'assemblée  a  renouvelé  son  couiité  directeur.  JMM.  IIamdorff, 
Pkesleb  et  ScHOTTEN,  sortant  de  charge,  ont  été  réélus;  M.  Schwalbe, 
décédé,  a  été  remplacé  par  M.  Hansen,  professeur  de  Botanique  à 
l'Université  de  Giessen. 

La  prochaine  réunion  aura  lieu  à  Diisseldorf  en  190-2. 


Nécrologie . 

On  nous  annonce  la  mort  de  deux  illustres  savants,  P.-J.  Tait, 
l'éminent  professeur  d'Edimbourg,  et  le  mathématicien  français  E.  de 
Jonqxjiî<:res,  qui,  tous  deux,  dans  des  domaines  différents,  ont  largement 
contribué  aux  progrès  des  sciences  mathématicpies  pendant  la  seconde 
moitié  du  xix^'  siècle. 

Nous  espérons  pouvoir  publier,  dans  l'un  de  nos  prochains  numéros, 
une  notice  documentée  sur  ces  deux  regrettés  savants. 


COllRESPONDAACE 


Bruxolles,  le  il  juin   lyoï. 
Monsieur, 

.lai  riionneur  de  vous  adresser  deux  exemplaires  d'une  brochure  que 
je  viens  de  faire  paraître  sur  renseignement  de  l'Analyse  infinitésimale. 

Bien  que  ce  travail  ait  été  suscité  par  des  questions  personnelles  et 
qu'il  se  rapporte  directement  aux  institutions  belges,  son  objet  essen- 
tiel est  un  problème  pédagogique  d'intérêt  général  qui  peut  se  réduire 
à  la  proposition  que  voici  : 

«  Kn  admettant  qu'on  définisse  la  différentielle  d'après  Cauchy,  il 
convient  d'enseigner  d'abord  le  calcul  des  dérivées  avec  ses  applica- 
tions classiques  à  l'algèbre  et  à  la  géométrie  ;  puis  le  calcul  intégral  ; 
enfin,  le  calcul  des  différentielles,   » 

Depuis  bientôt  deux  ans,  cet  ordre  est  suivi  à  l'I'-cole  militaire  de 
Bruxelles  (section  de  l'artillerie  et  du  génie)  et  les  résultats  obtenus 
par  les  élèves  à  leurs  examens,  devant  un  jury  étranger  au  corps  pro- 
fessoral de  l'établissement,  ont  accusé  un  progrès  sensible.  L'expérience 
se  poursuit  et  permettra  d  établir  des  comparaisons  probantes.  Mais, 
pour  ma  part,  je  n'ai  pas  le  moindre  doute  sur  le  succès  d'une  entre- 
prise; fpii  m'a  toujours  paru  conseillée  par  les  raisons  les  plus  fortes. 
La  Trance  a  d  ailleurs  montré  le  chemin,  puisque,  dans  ce  grand  pays 
des  sciences,  on  étudie  les  dérivées  des  fonctions  en  Algèbre,  avan' 
d  aborder  le  Calcul  différentiel. 

Ma  l)rochure  parle  assez  longuement  de  la  différentielle  totale  d'une 
(onction  à  plusieurs  variables  indépendantes  ;  à  première  vue,  la  défi- 
nition de  (Cauchy  semi)le  ne  pas  s'appliquer  à  cette  espèce  de  différen- 
tielle, celle-ci  ne  paraissant  pas  résulter  d'une  dérivée.  Je  crois  avoir 
expliqué  cette  anomalie  et  montré  qu'elle  ne  peut  exister  réellement 
que  si  l'on  conçoit  la  variable  indépendante  de  deux  manières  diffé- 
rentes, réservant  la  manière  la  plus  générale  au  calcul  des  dérivées  et 
la  moins  générale  au  calcul  des  différentielles. 

Veuille/,  airréer.  Monsieur,  l'assurance  de  ma  considération  la  plus 
distinguée.  ('.  Li:.man. 

Non;  m-:  r.\  I'iKD.Vction.  —  'l\>nt  en  nrcncillant  tri-s  \-ulonliiTs  lu 
lettre  du  colonel  Léman,  nous  tenons  à   faire  les  plus  e.rjtresses  réser\es 

l'IiiscigtH'iniMi  I   iniilli.  aï 
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sur  le  fond  même  de  la  question.  Du  reste  les  avis  des  matliématiciens  et 
des  professeurs  sont  partagés,  et  Z'Exseignemext  matuÉmatiquk  ne  man- 
quera pas,  il  l'occasion,  d^ enregistrer  les  opinions  et  les  arguments 
opposés,  sur  ce  point  d'une  extrême  importance  pédagogique. 

Note  de  la  Rédaction. 


Santiago  (Chili).    18  mai  H)0i. 

Messieurs, 

Je  prends  la  liberté  de  répondre  à  quelcpies  questions  de  M.  Brocard, 
insérées  dans  les  numéros  i  (p.  60)  et  1  (p.  lutj-i'io)  de  l'année  cou- 
rante. 

I.  —  Pour  ce  qui  est  de  la  variation  de  la  fonction 

a±^  -\-  bx  -\-  c 
■^         a'x-  -\-  Ij'x  -\-  c' 

je  me  suis  posé  la  même  question  que  M.  Brocard,  en  examinant,  il  v  a 
une  dizaine  d  iinnées,  les  Xociones  de  Aljebra  elemental d  Ahe\  Izquierdo, 
alors  en  usage  dans  les  établissements  secondaires  du  Chili.  Je  ne 
vois  pas  non  plus  l'utilité  que  peut  présenter  ce  problème,  aussi  ne 
lai-je  pas  introduit  dans  le  programme  d'Algèbre.  En  Allemagne,  dont 
je  suis  originaire  et  où  j'ai  fait  mes  études,  je  n'ai  pas  eu  l'occasion  de 
voir  ce  problème  et  je  ne  crois  pas  qu'il  y  soit  examiné  au  Gymnase 
oM  à  l'Université, 

2.  —  A  cette  même  époque  on  trouvait  ici,  dans  les  manuels  d'Arit- 
metica  et  d'Alj'ebra,  l'ancienne  notation  des  proportions  A  :  B  :  :  C  :  D, 
qui,  selon  Cantor,  Vorles,  ch.  lxxi,  a  été  introduite  (i63i)  par 
Oughtred  (ce  dernier  écrit  même  A.B  :  :  CD).  Il  m"a  coûté  beaucoup 
de  peine  pour  faire  remplacer  les  quatre  points  par  le  signe  =.  Aujour- 
d'hui encore  on  voit  les  élèves  de  quelques  écoles  privées  faire  usage  de 
ce  symbole  inutile,  qui  a  le  grave  inconvénientde  leur  faire  croire  qu'une 
proportion  et  un  égalité  entre  deux  rapports  sont  choses  différentes. 

3.  —  Quant  à  la  question  «  L'enseignement  de  l'Asti'onomie  est-il 
complètement  libre?  »  M.  le  professeur  R.  Wolf  (Zurich)  dit  dans  son 
Ilandbucli  der  Astronomie  (n"  261,  Anmerk.  m,  zweiter  Halbband)  que 
l'interdiction  d'enseigner  la  théorie  de  Copei'nic  a  été  levée  ofjicicllc- 
ment  en  18:21 . 

Je  saisis  cette  occasion  pour  vous  soumettre  quelques  remarques. 
(voir  plus  bas.  Questions  et  remarques  diverses,  n°^  5  à  »),  liéd.)  que  j'ai 
faites  à  propos  des  manuels  publiés  au  Chili,  remarques  qui,  en  grande 
partie,  peuvent  aussi  s'adresser  aux  ouvrages  publiés  en  langue  fran- 
çaise. 

D'  Auo;.  Tai  r.i.MAciiKn. 
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La  notion  de  surface   unilatère   fermée. 


Golfe  Juan,  août    ii)Oi. 

Dans  rintércssanl  ai'ticl»'  sur  le    regretté  M.   Brunel,   il   est   un 

point  sur  lc([iiel  je  prciuls  la  lil)erlé  dattirer  votre  attention.  C'est  le 
passage  où  il  est  question  de  surlaces  unilatères  fermées.  Ceux  qui  ne 
sont  pas  tout  à  fait  au  courant  des  théories  relatives  à  TAnalysis  silus 
pourraient  croire  que  par  ce  motion  entend  des  surfaces  renfermant 
un  espace  connue  la  surface  de  la  sphère,  par  exemple.  Il  n'en  est  rien. 
Par  surface  fermée  on  entend  toujours  une  surface  (/ui  n'a  pas  de  con- 
tour, de  frontière  ;  et  ce  n'est  que  dans  ce  sens  quil  peut  exister  des 
surfaces  unilatères  fermées.  Une  surface  unilatère  n'a  ni  envers  ni 
endroit,  ni  extérieur  ni  intérieur;  elle  ne  peut  enclore  un  espace  et  ne 
peut  partager  celui-ci  en  deux  parties  telles  que  l'on  ne  puisse  se  rendre 
de  1  une  à  1  autre  sans  traverser  la  surface.  De  plus,  elle  a  nécessaire- 
ment au  moins  une  ligne  double  où  se  croisent  ses  nappes;  elle 
peut  aussi  avoir  d'autres  singularités  comme  des  points  cuspidaux, 
etc., etc.  Au  point  de  vue  de  l'Analysis  situs,  l'on  doitsefigurer  une  ligne 
double  dune  surface  unilatère  fermée,  exactement  comme  l'on  se  figure 
une  ligne  de  passage  (Uebergangslinie)  d  une  surface  de  Riemann.L'on 
peut  alors,  sans  quitter  la  surface,  la  parcourir  toutentière  d  une  manière 
continue  et  revenir  au  point  de  départ  en  ayant  passé  deux  fois  par 
chaque  point  de  la  surface.  M.  Klein,  dans  son  célèbre  cours  sur  la  Géo- 
métrie non  euclidienne,  donne  un  exemple  d'une  surface  unilatère  ler- 
mée  que  peut  réaliser  tout  bicycliste  avec  un  morceau  de  chatwjjre  à  aii- 


l.g.  .. 


et  de  la  dissolution.  Dans  un  tuya\i  de  caoutchouc  AH,  praliipiez  une 
ouverture  C;  faites  passer  H  à  l'intérieur  du  tuyau  et  (Collez  ensemi)le 
les  bords  de  A  et  lî.  Vous  aurez  ainsi  réalisé  une  surface  unilatère  fer- 
mée, mais  il  faut  regarder  le  l)ord  du  Irtui  C  comme  une  ligne  double, 
sinon  la  surface  cesserait  d'être  fermée,  car  clic  aurait  un  contour  qui 
serait  le   boni   du  ti-ou  C.    Toutes  ces  (picslions  ont  éli-  élutidfcs  dans 
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les  mémoires  classiques  de  M.  Dyck  sur  lAnalysis  situs,  Mat/i.  Annalen 
(t.  XXXII  et  XXXVII);  l'on  trouvera  dans  le  tome  XXXII  une  biblio- 
graphie des  plus  complètes  sur  tout  ce  qui  a  trait  à  l'Analysis  situs.  Si 
les  surfaces  unilatères  ont  échappé  si  longtemps  à  l'attention  des  géo- 
mètres, c'est  que  l'esprit  n'en  a  pas  naturellement  l'intuition  et  que,  dès 
l'enfance,  on  est  habitué  à  se  tigurer  les  surfaces  comme  limites  de 
corps  solides.  Les  surfaces  auxquelles  on  a  à  faire  dans  l'usage  ordi- 
naire de  la  vie  sont,  pour  ainsi  dire,  sans  aucune  exception,  de  telles  sur- 
faces et  par  suite  bilatères.  Je  saisis  cette  occasion  pour  attirer  votre 
attention  sur  une  note  de  M.  Stàckel  :  Die  Entdeckung  dcr  einscitigcn 
Flâchcn  {Matli.  Annalen,  t.  LU,  p.  ^(jS).  L'éminent  géomètre  y 
démontre,  avec  preuves  à  l'appui,  que  le  premier  exemple  d'une  sur- 
face unilatère,  le  ruban  replié  bien  connu,  n'est  pas  dû  à  Môbuis,  mais 
à  Listing  qui  en  a  même  donné  le  dessin  dans  son  travail  :  Census 
rauniUclier  Complexe,  publié  en  1862,  c'est-à-dire  trois  ans  avant  le 
mémoire  de  Mobuis  sur  les  Polyèdres,  qui  ne  parut  qu'en  i865. 

Veuillez,  etc.  L.  Laugel. 


A  propos  d'un  article  sur  le  Postulatum  des  Parallèles. 

Bordeaux,  août  i<)Oi. 

L'article  de  M.  "VS^ickersheimer  sur  le  Postulatum  des  Parallèles 
{L' Enseignement  mathématique,  i5  juillet  1901)  appelle  manifestement 
quelques  observations  (^).  Pour  les  comprendre,  qu'on  veuille  bien  se 
reporter  aux  pages  281  et  282  du  numéro  cité.  L'auteur  pose  ce  lemme 
évident  :  ABC  étant  un  triangle,  et  'l  un  rapport  déterminé,  il  existe  un 
triangle  déterminé  et  unique  A'  B'  C'  dont  les  côtés  ont  pour  mesures 
>.  AB,  1  AC,  1  BC.  Ensuite  dans  le  théorème  1,  ayant  pris  sur  AB 
et  AC,  AB'  =  ).  AB  et  AC  =  a  AC,  l'auteur  joint  B'  et  O  et  affirme 
sans  autre  explication  que  d'après  son  lemme  on  aura  nécessaire- 
ment WC  =\BC. 

C'est  une.  conclusion  que  pour  notre  part  nous  nous  refusons  entiè- 
rement à  admettre,  car  le  lemme  n'y  conduit  nullement  ;  sans  cela,  rien 
n'empêcherait  de  l'appliquer  dans  les  mêmes  termes  aux  trièdes  et  aux 
Iriiingles  sphériques,  en  imposant  à  A  une  certaine  limite  supérieure. 
l'allé  ne  devient  acceptable  que  si  l'on  admet  au  préalable  l'existence  des 
parallèles,  c'est-à-dire  à  la  laveur  d  un  cercle  vicieux. 

P.   B.vuu.vnix. 

(')  Une  communication  dans  le  même  sens  nous  a  été  faite  par  M.  C.  C.^ILLRR 
[Genève),  et  nous  nous  empressons  (l'ajouter  que  nous  sommes  eniièrement  d'accord 
ai'cc  nos  correspondants.  L'Enseignkmem'  matué.matiquiî  étant  une  tribune  ouverte 
à  tous  les  mathématiciens,  ainsi  que  nous  i  avons  déclare  à  plusieurs  reprises,  ces 
discussions,  forcement  courtoises,  permettent  de  mettre  en  lumière  les  ccucils  à  éviter 
et  ne  peuvent  que  contribuer  au.r  proi^rès  de  la  science.  L.v  1\i;d.\.ction. 
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Questions  et  remarques  diverses. 

:>.  —  Des  lignes  trigonométriques.  —  Les  auteurs  allemands  désignent 
les  rapports  sinus,  cosinus,  etc.,  sous  le  nom  de  fonctions  de  l'angle,  et 
cette  désignation  me  paraît  seule  acceptable.  En  effet  le  sinus  d'un 
angle  ou  d'un  arc  est  un  nombre  et  non  une  ligne  droite,  ce  qui  est  clair 
pour  tout  maître.  L'expression  de  ligne  peut  donner  lieu,  chez  l'élève, 
à  une  fausse  représentation  des  fonctions  trigonométriques  ;  elle  n'est 
nullement  justifiée  par  l'emploi  de  la  circonféx*ence  de  ra^'on  un  ;  le 
sinus,  par  exemple,  est  simplement  le  nombre  qui  mesui'e  la  perpendi- 
culaire, l'unité  de  mesure  étant  le  rayon. 

Pourquoi  ne  fait-on  pas  usage  de  la  dénomination  de  function  Irigo- 
nométri<pie  '  .' 

6.  —  Dans  l'enseignement  élémentaire  les  fonctions  trigonomé- 
triques doivent  être  définies  d'abord  pour  l'angle  aigu  à  1  aide  du 
triangle  rectangle*.  De  cette  manière  seule  il  est  possible  de  rattacher 
la  Trigonométrie  d'une  façon  logique  à  la  Géométrie  en  ayant  recours  à 
la  similitude  des  triangles  rectangles  ayant  un  angle  aigu  égal.  Ce  n'est 
que  plus  tard  qu  on  fera  l'extension  aux  angles  quelconques  en  faisant 
usage  du  cercle  de  rayon  un;  c'est  à  ce  moment-là  que  l'on  juslillcra  les 
dénominations  adoptées  pour  les  six  fonctions. 

ij.  —  \j  introduction  ù  l'étude  des  logaritliines  ne  doit  pas  être  basée 
sur  la  notion  de  progression,  ainsi  que  cela  se  voit  encore  dans  les 
anciens  manuels.  L'opération  logarithmique  doit  être  présentée  comme 
une  deuxième  inversion  de  la  puissance  ;  elle  doit  faire  suite  à  l'élude 
des  puissances  et  des  racines  ou,  tout  au  moins,  être  délinie  à  ce 
moment-là. 

8.  —  Autrefois  nous  n'avions  pas,  au  Chili,  de  dénomination  spéciale 
pour  l'égalité  (la  congruence)  des  figures  en  Géométrie.  On  euqiloyait 
simplement  le  mot  égalité  (igualdad).  J'ignore  (juelle  est  la  dénomina- 
tion usitée  à  ce  sujet  par  les  auteurs  français.  Pourtant  j'ai  vu  récem- 
niciil,  dans  le  Programme  des  conditions   dddfnission  ii  l  l:cole  d  Archi- 


{')  Nous  avons  di-jà  fait  celle  rciiiarquo  à  l'occasion  d'un  cdniplo  rendu  l)ildio- 
grapliique  {L'Eus,  mnth.,  i"  année,  p.  aai),  Nous  sonnnes  luuioux  ilc  lii  vciir 
reprendre  et  présentée  d'une   façon  plus  explicite  par  M.  'lafflniaclior. 

Certains  auteurs  parlent  même  de  li(,'nes  Irigonumélritiucs  naturelles  .'  (v.  TabU-s 
Dupiiis,  à  5  décim.) 

Si  l'on  craint,  dans  l'exposé  do;-;  premiers  éléments,  de  faire  usage  du  mol  de 
fonction,  il  est  facile  de  se  borner  à  la  dénomination  de  rapport  Irigonomélriquc. 
U.  Fchr. 

(*)  Voir  il  ce  sujet  la  noie  Sur  l enacii^ncnicnl  des  clcmcnts  de  Trij^onoinvlnc, 
lEns.   matlt.,  i"  année,   p.  4'"'-t9-  —  H-  1' • 
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lecture,  le  mot  «  égalité  »  employé  dans  ce  sens.  L'introduction  dans 
la  terminologie  espagnole,  du  mot  congruenle  m"a  coûté  beaucoup 
d'efforts.  (Voir  à  cet  effet  mes  Elcmenlos  de  Matemalicas,  t.  1,  p.  G, 
note  3.) 

9.  —  En  Trigonométrie  spliérique  la  résolution  des  cas  où  l'on  donne 
les  trois  angles  a,  ^,  y  peut   être   effectuée   de  la  manière  suivante  :  si 

l'on  désigne  par  ^  la  demi-somme \ et  si  l'on  pose 

1  /cos  [1  —  y.'-  cos  1' 7  —  ,j;  ces  7 "; 

col  7-  =  \/  -^ ^ —  , 

V  cos  7 

les  côtés  n,  b,  c,  seront  donnés  par  les  expressions 

n  col  7-  h  col  7'  c  cot  r 

cet  =  ; —y  cot  =r  ; r-— ,    COl 


cos  (t  —  a)        2     cos  (j — p)  '       2    cos  (cj  —  y) 

et  l'on  montre  facilement  que  ;•  est  le  rayon  spliérique  de  la  circonfé- 
rence circonscrite. 

De  cette  manière  on  trouve  des  formules  qui  sont  analogues  à  celles 
que  l'on  obtient  lorsqu'on  connaît  les  trois  côtés,  à  savoir 


lang  0^4/  


[s  —  a]  sin  [s  —  h]  sin  ûs  —  c^ 


a              taiiLÇ  0 
et     lans^ =z '■ — ■ — ,  etc., 

S  étant  la  demi-somme  —  ,  et  0   désignant   le  rayon  du  cercle 

inscrit. 

On  peut  obtenir  l'expression  de  cot  —  à  laide  de  tang  —  en  avant 

2  1  ' 

l'ecours  au  triangle  polaire.  Si  1  on  représente  par  a'b'...y'  les  éléments 
du  triangle  polaire,  on  a 

a'  I  /sin  (.s' — ti)  sin  is'  —  h']  sin  is'  —  c') 

tang rr  —. ; -— 1  /  !^ ^ ^ , 

^     2  sin  (s  — «j    y  sms 

pour 

a'                         fi 
=90° ,      s  :=2~o° — <J,     s'  —  «'=290" — (j  —  a),     etc., 


I  /cos 

)s  (j  —  aj   y 


coj t   /     Js  (cr  —  g)  cos  (j  —  ^)  cos  (j  —  y) 


cos  3 


(  •  o  /{ /{ /jsro  y  I)  A  y  c  /■:  58; 

Celle  deniit-re  mélliode  esl  analogue  à  celle  que  Ion  suil  pour  déduire 
le  2*  théorènio  des  eosinus  (ces  x  =  —  cos  ^  cos  y  -+-  sin  ^  sin  y  ces  a) 
du  j)renuei'  (ros  a  =  cos  b  cos  c  -+-  sin  Z»  sin  c  cos  a).  Il  nie  send)le 
Hut'llt'  doit  ôlre  préférée  à  celle  que  Ion  rencontre  ordinairernenl  dans 
les  MiaiuR'ls.  Elle  permet   d  ailleurs   de  reconnaître   racilcuieut  (pie    le 

radical   de   col--  est  positif,  puisque,   dans  1  hypothèse  qu  aucun  des 
éléments  du  triangle  sphérique  n'est  supérieur  à  180°,  on  a 

—  cos  7  =:  sin.s'>  o.      cos  (j  — a    =r  sin  (a' — rt'  >  O,       de... 
En  outre  on  a 

lantî  p'n:  col  /•  et  roi /•' nztang  o  ; 

ces  rayons  étant  inférieurs  à  ()()",  puisque  Ion  a 

—  <9t>">     — <  90"?     COS  [7 — a   ^  sm  (s — o)>.o, 

on  peut  donc  énoncer  le  théorème  : 

Le  rayon  de  la  circonférence  circonscrite  à  un  triangle  sphérique  est 
le  complément  du  rayon  de  la  circonférence  inscrite  dans  son  triangle 
polaire,  et  réciproquement. 

Aug.  Taiei.m.vciieu  (Santiago,  Chili). 


10.  —  A   quelle   époque  lAcadémie  des  sciences  de  Paris   a-t-elle 
introduit  dans  le  règlement  de  ses  comptes  rendus  lartide  suivant  : 

«  Un  memhn-  de  rAcadéiiiie   ne  peut  donner  aux  comptes  rendus 
plus  de  ciiujuanle  pages  par  année  ?  » 

ICst-il  vrai  (pie  cet  article  visait  Cauchv  que  l'on  trouvait  trcq")  pro- 
ductif et  ([ui  n  était  pas  encore  apprécié  .' 

A.  Racot. 
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G.  BiGouRDAN.  —  Le  système  métrique  des  poids  et  mesures;  son  t-ta- 

blissement  et  sa  propagaiion  graduelle,  avec  1  liisloire  des  opérations  qui 
ont  servi  à  déterminer  le  mètre  et  le  kilogramme  ;  i  vol.  pet.  in-8'',  17  lig., 
planches  et  portraits;  prix  :  10  fr.  ;  Paris,  Gauthier-Yillars,  1901. 

Dans  l'inlroduction  de  son  étude  documentée  sur  le  système  métrique, 
l'auteur^  astronome  titulaire  de  lObservaloire  de  Paris,  dit  que  n  le  moment 
est  propice  pour  rappeler  la  fondation  de  ce  système,  qui  a  marqué  sa  date 
parmi  les  créations  les  plus  utiles  à  l'humanité,  et  dont  les  mérites  sont 
universellement  reconnus  «.  —  Avant  lui,  déjà,  en  janvier  1901,  dans  1  >(«- 
niiaire  du  Bureau  des  Longitudes,  le  général  Bassot,  en  une  notice  histo- 
rique d'un  réel  intérêt,  avait  mis  ses  lecteurs  au  courant  des  opérations  qui 
furent  nécessaires  pour  déterminer  les  Ijases  du  nouveau  système,  des 
fatigues  et  des  épreuves  de  toutes  sortes  qu'eurent  à  supporter  les  deux 
savants  qui  s'étaient  mis  à  l'œuvre  :  Delambre  et  Méchain. 

Aujourd'hui,  M.  Bigourdan,  dans  son  travail,  divisé  en  une  trentaine  de 
chajjitres,  fait,  dans  son  ensemble,  l'historique  complet  du  système  métrique. 

Dans  l'antiquité,  le  besoin  de  l'uniformité  des  poids  et  mesures  s'était  déjà 
fait  sentir,  et  tous  les  peuples,  les  Francs  en  particulier,  apportèrent  de 
grands  soins  à  leur  conservation.  Sous  Charlemagne,  cette  uniformité  fut 
établie,  et  la  Féodalité  fut  la  cause  naturelle  de  leur  diversité.  Bien  des 
réformes  furent  tentées  par  Charles  le  Chauve,  Louis  le  Hutin,  et  plusieurs 
de  leurs  successeurs.  On  arrive  cependant  à  la  Bévolution  française  sans 
qu'aucun  résultat  soit  obtenu,  et,  dans  les  Cahiers  des  Etats  Généraux  de 
1789,  des  vœux  uombi-eux  relatifs  à  l'uniformité  des  poids  et  mesures  sont 
consignés. 

Au  chapitre  11,  nous  voyons  Talleyrand  faire  à  l'Assemlîlée  Constituante 
la  proposition  que  l'Angleterre  se  décide  à  concourir  avec  la  France  à  la 
fixation  de  la  base  des  nouvelles  mesures.  L'Académie  des  Sciences,  con- 
sultée, recommande  d'assujettir  les  poids,  mesures  et  monnaies  au  système 
décimal,  et  propose  comme  longueur  la  dix-millionième  partie  du  quart  du 
méridien  terrestre.  L'Assemblée  nationale  adopte  ce  projet  et  décrète  l'en- 
treprise des  opérations  nécessaires.  A  ce  moment,  le  mètre  provisoire  est 
fixe  d'après  les  anciennes  mesures  de  la  terre. 

Cinq  commissions  académiques  sont  chargées  du  nouveau  travail,  qui 
consiste  à  comparer  les  anciennes  mesures  à  la  nouvelle  unité.  Ces  cinq 
commissions  no  lardèrent  pas  à  être  constituées  en  une  seule,  temporaire, 
qui  lit  un  rapport  sur  ses  travaux,  et  donna  un  aperçu  des  dépenses  néces- 
saires. 
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Un  rossonliiiuiil  profond  i[uo  Triour  nourrissait  conlro  Lavoisior  —  el 
l'auteur  eu  parle  louguemeul  —  fut  cause  de  la  suspcusiou  de  la  mesure  de 
la  uiéridionno;  Delambre  et  Méchain  ne  purent  continuer  leurs  travaux 
qu'après  la  loi  du  i8  germinal  an  III,  qui  n'était  autre  qu'un  projet  de 
Prieur  demandant  la  reprise  des  opérations  scicntiliques  et  la  création  dune 
agence  temporaire  chargée  de  la  partie  administrative. 

L'auteur  étudie  ensuite  la  question  de  la  nomenclature  des  nouvelles 
mesures,  décrit  les  règles  destinées  à  la  mesure  des  bases  dans  la  triangu- 
lation, explique  l'influence  de  leur  dilatation,  et  passe  eu  revue  tous  les  Ira- 
vaux  de  comparaison  entre  les  règles  de  Borda  et  les  toises  du  l'érou  et  du 
Nord. 

Xous  arrivons  aux  expériences  de  Lavoisier  et  de  Ilaiig:  il  s  agit  de  déter- 
miner l'unité  de  poids  ;  les  résultats  sont  exprimés  eu  poids  de  marc  de  la 
pile  de  Charlemagnc. 

Vient  ensuite  l'étude  des  opérations  que  nécessite  la  mesure  d'un  méridien. 
La  partie  nord  de  la  méridienne,  comprise  entre  Dunkerque  et  Orléans,  puis 
entre  Orléans  et  Rodez,  est  mesurée  par  Delambre.  Les  travaux,  commencés 
eu  juin  1792,  mettent  en  émoi  les  habitants  de  Montlhéry,  Lagny,  Mont- 
jay,  etc.,  et  c'est  seulement  grâce  au  décret  du  4  septembre  1792  qu'il  n  est 
plus  inquiété.  Les  difficultés  que  ce  savant  rencontre  sur  sa  route  sout 
innombrables  :  partout  où  il  passe,  il  doit  remplir  des  formalités  sans  fin  : 
il  est  dénoncé  par  des  comités  révolutionnaires;  et  c  est  au  bout  de  toutes 
ces  peines  qu'il  est  sommé  de  suspendre  sa  triangulation  par  uue  lettre  du 
Comité  d  instruction  publique,  lui  annonçant  qu  il  est  rayé  de  la  liste  des 
membres  de  la  Commission  temporaire.  Cependant,  il  conduit  ses  travaux 
jusqu'à  Orléans. 

La  partie  de  la  méiidienne  conipiise  entre  Orléans  el  Rodez  ne  put  être 
mesurée  par  Delambre  qu'en  juin  179Î.  Cinq  mois  s  étaient  écoulés  depuis 
son  retour  à  Paris.  Celte  fois,  c  est  comme  astronome  du  Dépôt  général  de 
la  Guerre  qu'il  continua  ses  opérations  :  la  dépréciation  des  assignats  lui 
cause  de  nouveaux  embarras...  lùilin,  en  1796,  la  latitude  de  Dunkerque  est 
déterminée . 

Do  son  côté,  Méchain.  parti  de  Paris  à  la  même  époijue  que  Delambre, 
rencontre  des  difficultés  analogues.  11  est  arrêté  à  Essonnes  el  amené  à  com- 
mencer ses  opérations  en  Espagne.  Un  incident  terril)le,  cpii  mil  ses  jours 
en  danger,  l'immobilise  plusieurs  mois.  Ce  n'est  qu'à  la  fin  de  1793  qu  il 
peut  reprendre  ses  observations  ;  mais  il  ne  peut  rentrer  en  Ki'ance  à  cause 
de  la  guerre.  Il  passe  l'hiver  à  Barcelone  dont  il  détermine  de  nouveau  la 
latitude.  La  mesure  des  triangles  n'est  reprise  qu'en  septeml)re  1795  avec 
de  nouveaux  obstacles.  lùifin.  après  de  nombreux  travaux,  el  un  an  et  demi 
d'inaction  à  Carcassonne,  il  arrive  à  Paris  avec  Delambre  à  la  fin  de  novembre 

1798. 

C'est  avec  une  érudition  tout  à  fait  digne  d  éloges  cpie  I  and  ni-  tiaiU-  ces 
intéressantes  questions. 

Dans  le  chapitre  xvi,  il  aborde  la  sanction  générale  des  opi'ialicuis  avec 
le  conctiurs  des  savants  étraugeis;  les  chapitres  suivants  traitent  de  la  cons- 
truction des  protolypts  définitifs  du  mètre  et  du  kilogramme,  t|ui  avait  été 
choisi  comme  unité  de  poids;  de  la  présentation  des  étalons  au  (^orps  Légis- 
latif et  de  leur  dépôt  aux  Archives;  de  l'adoption  h-gale  des  étalons  défi- 
nitifs ;  enliii.  du  dépôt  cpi  on  fil  des  documents  à   1  Oi)servaloire . 
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Le  chapitre  xx  nous  apprend  l'opposilion  rencontrée  par  le  système  des 
poids  et  mesures  ;  et  l'auteur  insiste  avec  beaucoup  d'intérêt  sur  la  répu- 
gnance du  public,  et  les  essais  qu'on  fil  pour  la  diminuer. 

Puis,  nous  sommes  mis  au  courant  des  atteintes  portées  à  la  pureté  du 
Système  métrique,  à  la  discussion  de  la  loi  du  4  juillet  iSjj,  dont  l'auteur 
iait  ressortir  la  grande  importance. 

Dans  le  chapitre  xxiv  nous  abordons  la  très  intéressante  question  de  la 
propagation  du  système  métrique  à  lélranger,  de  l'an  \'I  à  1869.  Des  tenta- 
tives nombreuses  contribuent  à  propager  le  nouveau  système  en  Suisse,  en 
Hollande:  de  très  bonne  heure,  il  est  introduit  en  Espagne. 

Les  expositions  universelles  ont   une  grande  influence  pour  le   répandre. 

Le  chapitre  xxv,  intitulé  :  La  com/nission  internationale  du  mètre,  sa 
réunion  de  1810;  son  comité  de  recherches  préparatoires,  traite  ces  ques- 
tions avec  une  abondance  de  détails  qui  prouve  la  conscience  apportée  par 
l'auteur  dans  la  recherche  de  tous  ces  documents. 

La  Commission  internationale  du  mètre  tient  ses  séances  en  1872,  prend 
des  résolutions  concex'nant  le  mètre  et  le  kilogramme.  Un  comité  permanent 
est  nommé;  ainsi  que  la  section  française,  de  1872  à  187  j,  il  procède  à  des 
travaux  fort  intéressants. 

Le  i*^""  mars  1876,  vingt  Etats  répondirent  à  une  invitation  du  gouverne- 
ment français  qui  leur  avait  proposé  de  délibérer  sur  les  mesures  qu  il  con- 
viendrait de  prendre  en  commun  pour  donner  à  l'unification  du  système 
métrique,  le  caractère  d'un  acte  international.  Leur  réunion  prit  le  nom  de 
Conférence  diplomatique  du  mètre. 

De  1875  à  1880,  nous  sommes  mis  au  courant  de  la  suite  des  travaux  de  la 
section  française,  de  la  création  d'un  bureau  international  des  poids  et 
mesures,  enfin  de  la  construction  des  étalons  définitifs. 

Les  derniers  chapitres  de  l'intéi-essant  ouvrage  de  M.  Bigourdan  nous 
rapportent  la  sanction  des  opérations,  et  la  distribution  des  prototypes  par 
la  conférence  générale  de  1889,  et  mettent  en  valeur  les  travaux  métrolo- 
giques  qui  furent  exécutés  de  1889  à  1900. 

Enfin  deux  appendices  reproduisent  : 

i"  Le  règlement  donné  par  le  comité  d  Instruction  publique  aux  commis- 
saires particuliers  chargés  des  opérations  scientifiques  ; 

2"  Les  abréviations  internationales  employées  pour  désigner  les  poids  et 
les  mesures  métriques. 

Dans  le  corps  de  l'ouvrage,  imprimé  avec  beaucoup  d  élégance  par  les 
soins  de  la  maison  Gauthier-Yillars,  nous  trouvons  des  planches  très  nettes 
reproduisant  la  chaîne  des  triangles  do  la  méridienne  de  Paris,  entre  Duu- 
ker([ue  et  Rodez,  puis  entre  Rodez  et  Barcelone  ;  une  médaille  comméinorativo 
de  la  Commission  internationale  de  1872  ;  et  enfin  de  nombreux  portraits, 
gravés  avec  un  réel  cachet  artistique,  de  Delambre.  Méchain,  Lavoisier,  etc., 
c[ui  conlril^ucnt  à  faire  de  cet  ouvrage  le  travail  le  plus  complet  et  le  plus 
inléressanl  qui  ait  jamais  été  publié  sur  le  Système  métrique  décimal  des 
poids  et  mesures  et  sur  son  histoire. 

Mauii:   Laisant  (Paris). 
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Encyklopaedie  der  mathematischen  Wissenschaften  mit  Einscliluss 
ihrer  Anwendungen.  t.  n.,,  t'asi-.  i;  !>.-(,;.  Toaljner,  l.cij.zii;,  i(,oi. 

Le  tome  I\  di-  1  ICncyclopédie  est  consacré  à  la  Mécanique  :  il  sera  publié 
sous  la  diroclion  de  M.  F.  Klein  et  comprendra  deux  parties.  La  première 
a  pour  objet  les  principes  de  la  Mécanique  rationnelle  et  la  Mécanique  du 
point  et  des  systèmes  rigides,  tandis  que  la  seconde  traité  de  la  Mécanique 
des  systèmes  déforniahles. 

Seul  le  premier   fascicule  de  la  première   partie  vient   de  paraîti'o.  On  y 
trouve  d  abord  l'exposé  des  moyens  auxiliaires  empruntés  à  l'Analyse  et  à  la 
Gc'ométrie,  puis  les  principes  fondamentaux  de  lllydrodynamique. 
.     En  voici  le  sommaire  : 

(ieonietrisclie  Grundhci^viffe  :  i,  ^'ekloranalysis  ;  2,  Kinemalik  und  Statik 
du  Konlinua  ;  3,  ^^'echsel\virkungen  dcr  Felder  von  Skalaren,  Yektorcn  und 
Tensoren  ^^L  Abkaham,  Gôttingen). 

Ilydrudynamik  :  I,  Physikalische  Grundlegung;  II,  Tlieoretische  Ausfûh- 
rungen  :  i,  Wirbelfreie  Bewegung  :  2,  Bewegung  fester  Korpcr  in  cincr 
inkompressiblen  Flùssigkeit  ;  3,  Wirbelbewegungen;  4.  Der  eigenen  schwere 
unterworfene  fliissige  LUipsoide  :  5,  Wellenbewegungcn  inkompressibier 
Fliissigkeiteii  ;  6,  Ziihe  Fliissigkeilen  (M.  A.-E.-II.  Love,  Oxford;. 


Pkedella-Lonchi  (Lia).  —  Elementi  di  Algebra  ad  uso  délia  1'  classe 
normale  ;  pet.  in-8°,  iv-inj  p.  ;  piix  :  1,.  i.Go  :  Turin,  G.-B.  Paravia, 
1901. 

Le  petit  livre  de  M'"*^  Predclla-Longiii  est  un  manuel  destiné  à  l'enseigne- 
ment qui  ne  contient  que  les  théories  d'Algèbi-e  les  plus  simples.  Mais, 
comme  instrument  d  initiation,  il  nous  semble  très  bien  conçu  et  admira- 
blement ordonné.  On  y  trouve  la  marque  du  soin  et  de  lattention  que  lauteur 
doit  apporter  dans  son  enseignement.  Sept  chapitres  composent  louvrage  ; 
ils  ont  pour  titres  : 

Le  nombre  algébrit[ue  ;  —  Addition  et  soustraction  algébriques  ;  —  Multi- 
plication et  élévation  aux  puissances;  —  Division  algébrique:  —  Equation 
du  i*-'""  degré  à  une  inconnue;  —  Problèmes;  —  Extraction  des  racines. 

De  nombreux  exercices,  bien  choisis,  se  trouvent  à  la  suite  de  chaque 
chapitre,  en  dehors  de  ceux  qui  se  trouvent  traités  dans  le  texte  même. 

En  résumé,  nous  croyons  que  ce  petit  volume  est  aussi  bien  approprié  que 
possible  au  rôle  que  lauteur  lui  destine,  et  le  succès  qu'il  est  appelé  à 
obtenir,  i-t  que  nous  lui  souhaituiis,  sera  entièrement  im-rité. 
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Atti  délia  Reale  Accademia  dei  Lincei;  anno  298,  1901  ;  série  5a:  Rcn- 
diconli  ;  vol.  10;  abonnement  un  vol.,  Italie,  L.,  10;  Rome,  tip.  dell,  R. 
ace.  dei  Lincei. 

Avril.  • —  BoRTOLOTTi  :  Sui  prodolti  infiniti  divergenti. 

Mai.  — Almansi  :  Sopra  la  diformazione  dei  eilindri  sollccitati  laleral- 
mente.  —  Yiterbi  :  Sul  casi  d'cquilibrio  d  un  corpo  elastico  isotropo,  che 
ammetlono  sistenii  isostatici  di  superllcie. 

Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  rédigé  parG.  DARBorx,  E.  Picard 
et  J.  Taxnery;  abonnement  annuel  :  Union  postale,  -iO  fr.  ;  2*-*  série,  t.  XXY, 
1901  ;  Paris,  Gauthier-Yillars. 

Janvier.  —  E.  Picard  :  Sur  les  principes  de  la  Mécanique  et  1  explication 
mécanique  des  phénomènes  naturels.  —  Hada.mard  :  Sur  les  réseaux  de  co- 
niques. —  O.  DE  Alej<car  Silva  :  Sur  l'équation  de  Riccati. 

Février.  —  Hada.mard  :  Sur  les  éléments  linéaires  à  plusieurs  dimensions. 
—  Lelieuvre  :  Sur  la  multiplication  de  l'argument  des  fonctions  elliptiques. 

Mars. —  E.Lindelof  :  Théorème  sur  la  convergence  uniforme  des  séries. 

Avril.  —  H.  MixKOwsKi  :  Quelques  nouveaux  théorèmes  sur  1  approxima- 
tion des  quantités  à  1  aide  de  nombres  rationnels. 

Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  :  t.  CXXXII, 
in-4°  ;  abonnement  annuel,  Union  postale,  34  fr.;  Paris,  Gauthier-Yillars, 
1901. 

IS'"  24  (17  juin).  —  Rabut  :  Equations  et  propriétés  fondamentales  des 
figures  autopolaires  réciproques  dans  le  plan  et  dans  l'espace. — A.  IIlrwitz: 
Sur  les  séries  de  Fourier. —  Messager  :  Sur  l'application  de  la  théorie  de 
l'élasticité  au  calcul  des  pièces  rectangulaires  fléchies. 

N"  25  (24  juin).  —  D.-Th.  Egorov  :  Sur  la  déformation  continue  des  sur- 
faces. —  -  L.-E.  Dickson  :  Théorie  des  groupes  linéaires  dans  un  domaine 
arbitraire  de  rationalité.  —  S.  Zare.mba  :  Sur  1  intégration  de  1  équation 
AW—  fx-\Y  =  o. 

N"  26  (1''  juillet).  —  A.  Si;i.ig.man.n-Lli  :  Interprétation  mécanique  du 
second  principe  de  theimodynamique. 

X*^  27  (8  juillet).  Ue.martres  :  Condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'une  surface   soit  de  révolution. 
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Giornale  di  matematiche  (lîattaglini),  publié  par  A.  Capklh;  vol.  39, 
jyoi  :  aliimiiciiu'iil  aminci.  Union  postale,  L.,  18;  Naples,  B.  Pellerauo. 

Janvier-février.  —  Cni.M  :  SuUe  equazioni  a  dcrivate  parziali  di  2°  ordine. 

—  Capki.i.i  :  SiiH  ordiue  di  prccedenza  fra  le  opcrazioni  fondaincntali  dell' 
aritnietica.  —  E.  Cesako  :  Salle  radici  dell  Hessiana  d'una  cubica  in  rcla- 
zione  con  quelle  délia  cubica  stcssa.  —  Niccoletti  :  Sul  cambiamenlo  dellc 
variabili.  —  Gambioi.i  :  Nota  su  alcune  minime  distanze.  —  Caknera  :  I  sis- 
temi  tripli  oilOi^onali  le  cui  supcrlicie  sono  tutte  a  curvatura  totale  costantc. 

Il  nuovo  CimentO.  organo  délia  Soc.  Italiana  di  Fisica;  série  ^,  t.  1,1901: 
abonnement  annuel,  Union  postale,  L,  20;  Pise,  Inst.  {ihysique  de  1  Uni- 
versité. 

Janvier.  —  De  Pkato  :  Sull  moto  di  rotazionc  di  un  corpo  composto  di 
una  parte  solida  e  di  una  fluida. 

Mars.  —  T.  Boggio  :  Sull  cquilibrio  délie  membrane  clasticho  piane.  — 
O.  M.  CoRBiNO  :  Sullo  gencratrici  a  sincrone.  —  O.  M.  Cokbino  :  Roppre- 
scntazione  stercoinetrica  dci  potcnziali  nei  circuit!  pcrcorsi  da  norrenti  tri- 
fasiche. 

Avril.  —  G.  Bist:oN(:iM  :  Di  una  classificazione  dei  problemi  dinamici. 

Jornal  de  sciencias  mathematicas  e  astronomicas,  publicado  pelo 
1)'  F.  GoMEs  TicixEiKA  ;  vol.  XIV,  1901  ;  Imprensa  tla  Universidade,  coim- 
bra . 

N"  i.  —  O.  d'Ale.ncak  Silva  :  De  Faction  d  une  force  accélératrice  sur  la 
propagation  du  son. —  J.  B.  d'Almeida  Arez  :  Sobre  uma  formula  de  Varing. 

—  V..  iS.  Barîsien  :  rS'ote  sur  certaines  courbes  dérivées  des  épi  et  hypo- 
cycloïdes. 

Journal  de  mathématiques  pures  et  appliquées  (Liouville\  publié  par 
C.  Jordan;  y-  série,  t.  ^  il,  1901  ;  abonnement  annuel,  Uniou  postale, 
35  fr.  ;  Paris,  fjrautllicr-^'illars. 

F'asc.  I. —  P.  Ai'i'ELL  :  Remarcjues  d  ordre  analyticpic  sur  une  nouvelle 
forme  des  équations  de  la  dynamique.  —  I'^d.  ^^\ILLET  :  Sur  de  nouvelles 
analogies  entre  la  théorie  des  groupes  de  substitution  et  celle  des  groupes 
finis  continus  de  transformations  de  Lie.  —  P.  Saurll  :  Sur  un  lliéorèmo  de 
M.  Duliem.  —  C.  Jordan  :  Notice  sur  ^F  Cii.  Ilermitc. 

Le  Matematiche  pure  ed  applicate,  dirigé  par  Cr.  Alasia,  vol.  I.  1901  ; 

AljonncmiMil  annuel.  Union  postale,  L.,  12:  Caslello.  S.  Lapi. 

N"  4- —  F.  GiuDiCE  :  Sulla  trasformazione  dcgli  integrali.  —  J.  J.  Duran 
LoRiGA  :  Snlli  pararaetri  délia  equazione  del  cerciiio  in  coordinalc  baricen- 
triche. —  J.  de  Vkies  :  Una  generazionc  délia  cubica  piana.  —  M.  d'Ocac.ne  : 
Sur  la  détermination  des  plans  tangents  aux  hélicoïdes  gauches.  —  P.  Bar- 
barie :  Sulla  utilità  di  studiare  la  Gcometria  non-euclidea.  —  E.  Leuo.n  : 
Sull'  cipiazione  reciproca  dcl  quarto  grado. 
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Mathesis,  Recueil  matliématique  à  1  usage  des  écoles  spéciales  et  des  éta- 
blissements d  instruction  moyenne,  publié  par  P,  Mansion  et  J.  >'elberg; 
Z'^  série,  t.  I,  1901  ;  abonnement  annuel,  Union  postale,  9  f'r.;  Gand,  ad. 
Hosle  ;  Paris,  Gauthier-Yillars. 

Juillet.  —  E.-N.  Barisie.n  ;  Sur  deux  familles  de  courbes.  —  C.-E.  Wak- 
TEELS  :  Géométrie  de  rellipsoïdo.  —  J.  Xeuberg  :  Sur  les  triangles  ortholo- 
giques. —  SooNS  :   Propriétés  du  triangle. 

Nieuw  Archief  voor  Wiskunde,  utgegeven  door  het  AViskundig  Go- 
nootscliap  te  Anislordam  :  dirigé  par  MM.  J.-C.  Klvyvek,  D.-J.  Kokteweg 
et  P.-H.ScHOLTE,  II  R.,  Deel  Y,  1901,  Delsman  et  rsolthenius,  Amsterdam. 

Fasc.  2. —  AV. -A.  Gravenaar  :  Stevin  Problemata  Geomctrica. —  W.  Kap- 
tevn  :  Sur  la  transformation  d'une  intégrale  définie.  —  W.-A.  Wythoff  :  Een 

geval  van  vloeistotbeweging  zonder  werveling  in  twee  afmetingen. 

PaedagOgisclies  Arclliv.  Monatsheft  fur  Erziehung  und  Unterricht  an 
lloch-Millcl  und  Yolksschulcn,  herausgegcben  von  prof.  E.  Dah.n,  .p- 
Jahrg.;  n"^*  6,  7,  8;  Fr.  Yieweg  und  Sohn,  Braunschweig. 

Periodico  di  Matematica,  per  l'insegnamento  secondario,  dirigé  par 
D.-IJ.  Lazzeki  :  organe  de  l'association  a  Mathesis  »,  16^  année,  série  -i. 
volume  III,  1900;  Pi.  Giusti,  Livourne. 

Fasc.  YI  (mai-juin).  —  Lazzeki  :  Teoria  elementare  del  comples?o  lincarc. 

Sibira:ni  :  Un  notevole   specehio   di    numeri.  —  Andreim    :    Sulla   ricerca 

dci  poligoni  regolari  clic  possono  deconiporsi  in  poligoni  pure  regolari.  — 
BuFFA  :  Principii  di  logica.  —  D  Ovidio  :  Sui  summullipli  délie  grandczzc  di 
1°,  2°  e  3'^  génère. 

Rendiconti  del  Circolo  Matematico  di  Palermo,  t.  XY,  igoi. 

Fasc.  3  et  4.  —  De  Donder  :  Etude  sur  les  invariants  intégraux  (suite  et 
fln).  —  E.  Picard  :  L'œuvre  scientifique  do  Charles  llermile.  —  Bacxera  : 
I  gruppi  fiuiti  reali  di  sostituzioni  lincari  quaternarie. 

Revista  trimestral    de  matematicas,   publiée  par  D.-J.    RiusyCasas: 

i''^'  année;  abonnement  annuel.  Union  postale,  6  fr.;  Saragosse,  1901. 

îs'o  i_  — L.  Clariana  :  Deuiostraciôn  de    la  formula  elipti'ca  de  Legendre. 

H.  Petrixi  :    Nota   sobre    la    transformation    ortogonal    de    una    delcrmi- 

jj^i^le.  —  J.  Rius  Y  Casas  :    Teorîa  formai   île  los  objetos  coniplementarios. 

]\'o  2.  —  L.  Claria.na  :  Miove  procedimento   para   detorminar    la   intégral 

d-Y        ,  f/V  .,  T      AT      A-  >.•  1- 

(]c    X \-  2  n  —7 m-  XY  rr  o.  —  J.-M.    \  ii.lafana  :  JSumcros  L.  r^,r^  . 

dx-  dx 

Revue  de  mathématiques  spéciales,  rédigée  par  E.  IIumbert  et  G.  Pape- 
lier;  II'-'  année,  1900-1901  ;  al^onnomeut  annuel.  Union  postale,  9  fr.  ;  Paris, 
Nony. 
N"  4  (janvier).  —  B.  Cluzkau  :  Sur  les  lieux  des  foyers  tic  certains  réseaux 
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do  coiiiiiiK's  ou  do  quaciriquos.  —  11.  Michel  :  Sur  los  ai)|jlicalious  do  la 
théorie  dos  cnveloppos.  —  J.  1  niurs  :  Luo  dômoustraliou  du  lliooromc  do 
rhexagono  de  Pascal. 
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iS"  6  (mars).  —  M.  Lei.ieuvri:  :  Sur  l'équation  aux  six  rapports  auharuio- 
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SUR  L'ETAT  ACTUEL 


MATHÉAIATIQUES  SUPÉRIEURES  E_N   GRECE 


Comme  toute  la  vie  scientifi([ue  et  littéraire,  les  mathéma- 
tiques ne  comptent,  en  Grèce,  qu'un  âge  dà  peine  soixante-dix 
ans.  Et  encore,  ce  n'est  point  dans  des  conditions  favorables 
qu'elles  ont  vécu  ;  l'Etat  ayant  toujours  été  pauvre  et  les  néces- 
sités matérielles  énormes  (il  fallait,  en  effet,  créer  tout  du  néant), 
les  gouvernements  se  sont  très  peu  occupé  des  mathématlii([ues, 
(jui.  par  conséquent,  n'ont  fait  que  végéter  jusqu'aux  derniers 
temps.  Ce  n'est  que  depuis  la  création  de  l'unique  Université  à 
Athènes  (iS^y)  que  les  mathématiques  supérieures  firent  une 
nouvelle  rentrée  dans  leur  anti([ue  pairie. 

Mais  on  conçoit  sans  peine  que  les  cours  professés  alors  à 
l'Université  n'étaient  pas  d'un  niveau  bien  plus  élevé  que  celui 
d'un  cours  de  mathématiques  spéciales  d'un  lycée  ordinaire  : 
un  peu  de  Géométrie  analytique  et  d'Algèbre,  quelques  leçons  sur 
le  Calcul  dilTérentiel  et  intégral,  deux  mots  de  Mécanique  ration- 
nelle. 11  va  sans  dire  qu'il  y  avait  un  manque  absolu  de  livres,  les 
étudiants  étant  forcés  de  recourir  aux  livres  Irançais,  ([u  ils  ne 
comprenaient  mèuie  pas  bien,  le  Irançais  étant  enseigné  très 
mal  et  très  peu  dans  les  i{i/ninascs. 

Aujourdhui,  heureusement,  nous  sommes  loin  de  ces  temps-là. 
Quoique  très  lentement,  à  cause  du  manque  de  soutien  gouver- 
nemental, les  mathémati({ues  se  sont  cependant  élevées,  et  l'état 
actuel,  quoi([ue,  à  vrai  dire,  point  brilhuil  encore,  fait  cepen- 
dant naître  l'espi-rance  ([lie  bientiU  la  Grèce  comptera,  |);n mi 
les  nations  clvilist''es,  sinon  pour  une  des  premières  au  point  de 
vue    niathemati([ue,   du    moins    ii    un    rang   ([iii    ne    sera    pas    le 
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dernier.  Je  vais  exposer  brièvement,  clans  les  lignes  suivantes, 
ce  que  nous  avons  aujourd'hui  et  ce  que  nous  dci'ons  (et,  je 
crois,  avec  un  peu  de  bonne  volonté,  ce  que  ?ioiis  pouvons) 
acquérir. 

Institutions  oit  Von  enseigne  les  Mat/iéniatifjues  supérieures  : 

i)  Université  d'Athènes  (la  seule  de  l'Eltat;,  —  Il  y  a  quatre  chaires 
de  mathématiques  pures,  une  d'Astronomie.  Mais,  actuellement, 
deux  de  ces  quatre  chaires  mathématiques  restent  vacantes  depuis 
quelques  années,  les  deux  autres  étant  occupées  par  MM.  Jean 
Ilatzidakis  et  Cyparissos  Stéphanos.  L'on  conçoit  que  deux  pro- 
fesseurs seuls,  malgré  tout  le  zèle  possible,  ne  suffisent  pas  h 
enseigner  tout  ce  qui  est  nécessaire  à  l'Université.  C'est  ainsi 
que  plusieurs  branches  de  la  science,  par  exemple  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  n'y  sont  nullement  enseignées  ;  d'autres 
le  sont  incomplètement   (par  exemple  le  Calcul  des  variations). 

La  Géométrie  analvtique  et  l'Algèbre  supérieure  appartiennent 
à  M.  Stéphanos,  l'Analyse  et  la  Mécanique  rationnelle  h  M.  Hat- 
zidakis. 

INLiis,  à  cause  du  manque  de  professeurs,  il  se  produit  encore 
un  autre  inconvénient  ;  c'est  que  les  étudiants  sont  parfois 
forcés  d'attendre  une  ou  même  deux  années  pour  suivre  les  cours 
qu'ils  doivent  suivre,  ne  pouvant  pas  assurément  écouter,  par 
exemple,  un  cours  de  Mécanique  rationnelle,  sans  avoir  d'abord 
suivi  un  cours  d'Analyse,  ^lais,  avec  tous  ces  défauts,  les  cours 
qui  V  sont  maintenant  pi'ofessés  sont  à  peu  près  au  niveau  de 
toute  Université.  On  y  enseigne  assez  laroemcnt  l'Alo-èbre,  la 
Géométrie  analytique,  le  Calcul  difïerenticl,  le  Calcul  intégral 
(avec  lin  peu  de  Calcul  des  variations),  la  Mécanique  rationnelle. 
11  y  a  maintenant  des  livres  grecs,  assez  étendus,  de  Géométrie 
analytique,  de  Calcul  différentiel,  de  Calcul  intégral,  une  «  Intro- 
duction h  l'Algèbre  supérieure  »,  et  les  autres  qui  manquent 
seront  probablement  vite  édités.  11  v  a  deux  séminaires  ii  l'Uni- 
versité, l'un  pour  l'Algèbre  et  la  Géométrie  (M.  Stéphanos  , 
l'autre  pour  l'Analyse  (M.  Ilatzidakis),  où  les  étudiants  s'exercent 
aux  applications  des  théories. 

Ce  qui  est  triste,  c'est  que  ces  jeunes  gens,  ajîrcs  avoir  subi  leur 


ÉTAT  ACTUICL   DES   MATHÉMATIQUES   SLPKniELHTS   E.\   GRÈCE     ."îgg 

examens,  (leviennent  d'ordinaire  des  prolessenrs  anx  r(yinnases, 
oii  ils  oul)llent  habituellement  les  mathématiques  supérlenrcs,  pour 
sOoouper  exclusivement  des  mathématiques  secondaires  qu'ils 
doivent  v  enseigner.  L'existence  d'un  journal  malhémali([ue  grec, 
même  élémentaire,  élèverait  sans  doute  le  niveau  scientifique  de 
tous  ces  professeurs,  mais  i\  la  condition  (|ue  le  gouvernement 
récompensât  matériellement  et  moralement  ceux  (jui  v  pren- 
draient part.  On  a  beau  faire  publier  un  journal,  ([uand  il  n'y 
a  pres([ue  pas  de  lecteurs,  il  faut  toujours  qu'une  récompense 
soit  en  vue,  pour  qu'on  fournisse  plus  de  Iravail  <ju'on  n'est 
lorcé  de  le  faire  ;  cela  est  dans  la  nature  humaine.  Quant  à 
trouver  des  hommes  capables  de  diriger  un  lel  journal,  qui,  sans 
doute,  n'aurait  pas  pour  but  unique,  du  moins  au  commencement, 
de  cultiver  la  science,  mais  plutôt  de  répandre  les  notions 
acquises  et  de  faire  naître  un  goût  pour  la  science,  il  y  en  a  : 
ce  n'est  que  l'appui  du  gouvernement  (jui  manque.  Même 
maintenant,  fjuelques  travaux  mathématiques,  recherches,  etc., 
se  publient  dans  une  ou  deux  Revues  existant  ici,  mais  tout  cela 
n  est  ])as  organisé. 

Avant  cette  lacune,  il  y  aurait  à  combler  celle  des  professeurs. 
Les  deux  chaires  vacantes  devraient  être  remplies,  et  même  une 
au  moins  devrait  être  encore  créée.  11  faudrait  introduire  au  pro- 
gramme des  branches  entières  qui  maintenant  n'y  figurent  pas  : 
les  lonctions  elliptiques,  abélicnnes,  etc.,  la  théorie  générale  des 
fonctions,  la  théorie  des  nombres,  etc.  Après  ces  améliorations, 
et  senlemenl  (iprès  elles,  ITiiiversilé  athénienne  ])()urrall  subir  la 
comparaison  avec  une  Université  des  pays  savants. 

2^  l'.ii  dt'IuMs  de  I  Université,  les  institutions  oîi  Ton  enseigne 
les  mathémalhlf[ues  supérieures  sont:  l'Ecole  Militaire  supérieure, 
1  Ecole  Polytechnique,  l'Idole  Navale.  Dans  la  première,  les 
cours  de  niatln'matifiues  sont  plus  étendus  (jne  dans  les  autres. 
On  y  enseigne  la  'f rlgoiionictric  plane  et  splii'rnjiie,  l'Algèbre 
supérieure,  le  (ialcul  dilferenliel  et  intégral  et  la  Mc'caniquc 
rationnelle.  iJans  les  autres  ('coles,  l'enseignement  mathéma- 
tique est  plus  superliciel,  à  cause  du  maiiqui'  Ar  temps  peut- 
être,  (^'est  surtout  le  niveau  de  ri'.cole  N'avale  (pii  est  le  plus  ])as 
et  qui  devrait  bien  être  un  |»eu   relevé. 
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Revenons  maintenant  à  la  question  générale  du  mouvement 
mathématique  en  Grèce.  Dire  qu'il  est  nul,  ce  serait  peut-être 
un  peu  exagéré,  mais  pas  trop  loin  de  la  vérité.  Une  difficulté 
presque  insurmontable  pour  quiconque  voudrait  sérieusement 
s'occuper  de  la  science,  c'est  la  presque  impossibilité  d'être  au 
courant  du  mouvement  mathématique  international.  La  Biblio- 
thèque nationale,  en  général  pauvre  en  livres,  l'est  surtout  en 
mathématiques  ;  excepté  deux  ou  trois  grands  journaux,  aucun 
de  la  foule  de  ceux  qui  paraissent  dans  toutes  les  langues  du  monde 
ne  parvient  jusqu  ici.  Quant  à  des  livres,  etc.,  on  achète  bien  20, 
3o  volumes  par  an  dans  la  bibliothèque  du  séminaire,  mais([u'est- 
ce  que  cela  peut  faire,  quand,  surtout,  on  n'a  pas  déjà  formé  une 
collection  des  ouvrages  plus  anciens?  11  faudrait  donc,  pour  faire 
avancer  la  science,  d'abord  dépenser  une  somme  considéra ble 
pour  compléter  et  tenir  à  jour,  autant  que  possible,  la  biblio- 
thèque mathématique,  et  ensuite  créer,  dans  le  nouveau  bâti- 
ment magnifique  de  la  Bibliothèque  nationale,  une  salle  de  lec- 
ture réservée  spécialement  aux  mathématiciens  et  aux  phvsiciens. 
On  ne  doit  pas  penser  qu'un  mathématicien,  et  surtout  ici.  pourrait 
suppléer  au  manque  de  livres  en  en  achetant  pour  son  compte. 
Il  est  impossible,  à  moins  d'être  riche  (et  les  riches  ne  sont  pas 
des  mathématiciens,  et  cice  i>ersa),  de  pouvoir  acheter  tous  les 
journaux  et  livres  mathématiques,  même  d'une  seule  branche. 

En  outre,  pour  le  mathématicien  d'ici,  il  y  a  un  défaut  pres- 
que total  de  milieu  scientifique,  pas  ou  presque  pas  de  confrères, 
avec  qui  l'on  pourrait  parler,  discuter,  apprendre  ;  si  l'on  a  fait 
quelque  travail,  il  huit  l'envover  à  un  journal  Ltjanger,  car  l'écrire 
en   grec  ne  sert  presque  à  rien,  à  cause  du  man([ue  de  lecteurs. 

Enfin,  les  étudiants  n'ont  pas  encore  su,  dans  leur  propre  intérêt, 
fonder  une  société  entre  eux,  à  l'instar  des  niut/ienialisc/ie  Vcreine 
de  l'Allemagne,  où  l'on  apprend  en  même  temps  {|ue  la  science, 
il  se  connaître   mutuellement,  et  où  l'émulation  est  fort  stimulée. 

Ce  sont  là,  sans  doute,  de  tristes  vérités,  mais  elles  n'en  sont 
cependant  pas  moins  des  vérités.  Vax  outre,  ce  n'est  ([u'ou  faisant 
bien  le  diagnostic  d'une  maladie,  (|ue  l'on  est  à  même  de  la  gué- 
rir, si  elle  est  guérissable  ;  or,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  elle 
l'est,  bien  heureusement. 

\.-J.  ILVTZIU.VKIS  (.VthiMies). 
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La  lecture  des  plus  lécents  traités  cl  Analyse  iiiatlicinalujuc 
révèle,  chez  leurs  auteurs,  la  préoccupation  bien  légitime  d'ex- 
poser en  toute  rigueur  la  question  qui  va  faire  l'objet  du  présent 
article.  Ahiis  les  méthodes  généralement  adoptées  suscitent  des 
dillicultés  nouvelles  (jui  ne  subsisteraient  pas  si,  pour  établir 
l'existence  d'une  intégrale  double,  on  tenait  compte  des  notions 
antérieurement  acquises  sur  l'intégrale  simple.  C'est  ce  que 
nous  allons  essavcr  de  faire,  après  avoir  toutefois  appelé  l'atten- 
tion sur  le  fait  suivant.  Soit  un  intervalle  dans  lequel  la  fonction 
f[.v)  est  finie  et  continue,  et  soient  a,  b  deux  noml)res  compris 
dans  cet  intervalle.  Soit  aussi 

une  suih"  de  nombres  tels  ([ue  les  deux  premiers  comprennent 
entre  eux  (i,  et  que  les  deux  derniers  comprennent  entre  eux  h. 
Si  les  différences 

tendent  vers  zéro,  alors  que  //  augmente  au  delà  de  toute  limili 
la  somme 

(0      (•»-i  -  =<,V(-:i)  +  (-r,— r.)  f(U)+...+  (.r,.  -  .r,._,)  f[l„)  +  {}-  .r„)  /-(t,.,,) 

où  l'on   suppose  ;,,  ;,,    Çj, ;„,  ^„  +  ,  compris,    respectivement, 

entre  .r,  et  a,  ./.et  .r,,...  [j  et  .r„,  tend  vers  la  même  limite  que 
la  somme  suivante 

déduili-  de  la  pritM-dcnlc  en  v  itiuplacanl  a  par  ^/,  |j  j)ar  h,  ç, 
pai-  un  iiomlirc  ;,  compris  entre  </  cl  ./■,,  ;„  +  ,  par  un  nombre 
^,,^1  conq)Ms  rnl  ic  ./• ,   cl  A. 
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En  effet,    ces    deux   sommes    difFèrent  l'une  de    r;uitie   d'une 
quantité  infiniment  petite,  savoir 

Si  doncTunc  d'elles  a  une  limite,  l'autre  a  la  même  limite.  Or, 
la  somme  (2)  a  une  limite  qui,  par  définition,  est  égale  à 


f  f{x)dx, 


et  la  somme  (i)  a  la  même  limite. 

Cela  posé,  soit  S  un  contour  fermé,   situé  dans  une  région  du 
plan  telle  que  la  Ibnction  f[x,  y)  soit  finie  et  continue  dans  toute 
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cette  région.  Traçons,  dans  cette  région,  une  série  de  parallèles 
à  l'axe  des  y,  et  soient  .îj,  a'^,  x^..^  leurs  abscisses. Traçons  aussi 
une  série  de  parallèles  à  l'axe  des  xj,  et  soient  //j,  y.^,  Hz--  leurs 
ordonnées.  Ces  droites  divisent  le  plan  en  une  série  de  rectan- 
gles, parmi  lesquels  nous  considérerons,  exclusivement  à  tous 
les  autres,  ceux  qui  sont  compris,  en  tout  ou  en  partie,  à  Tinté- 
rieur  du  contour  S.  I/un  deux  a  pour  sommets  les  points  dont 
les  coordonnées  sont 


xuyk,     -ri  +  Lr/,     ^/+i.va  +  i 


■r/.r/.^.! 


A  l'intérieur  de  ce  rectangle  nous  prenons  un   point  dont  les 
coordonnées  sont  ^,/„  r,,..  ;  m>us  calculons  le  produit. 
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et  tous  les  produits  anal(><]^iies  concernant  les  divers  rectangles 
considérés,  puis  nous  luisons  la  somme  de  ces  produits.  Il  s'agit 
de  démontrer  que  cette  somme  tend  vers  une  limite,  ([uand  les 
dillérences  .r,_^i  —  .r,  tendent  vers  zéro,  ainsi  ([iie  les  dilléreuces 
iju+i — ///,.  A  cet  effet,  nous  considérons,  parmi  ces  produits,  tous 
ceux  qui  admettent  le  tacteur  .r,_^j  —  .r,  ;  si  l'on  a,  sur  la  figure 
OA,=.j,,  OB  =  .r,+.,  ces  produits  se  rapportent  aux  rectangles 
partiels  dans  lesquels  se  décompose  le  rectangle  MXPQ,  dont  les 
côtés  pai'allMes  ii  ()//  cou|)('nt  le  contour  S  aux  points  ///.  n,  /;,  y, 
de  telle  sorte  que  les  deux  sommets,  M,  \,  ont  une  même  ordon- 
née, inférieure  ;i  lordonnée  minimum  II,  de  la  figure  ni  n  p  q,  et 
([uc  les  deux  sommets  Q,  1',  ont  une  même  ordonnée,  supérieure 
il  l'ordonnée  maximum  Kj  des  points  de  cette  même  figure.  La 
somme  des  termes  afférents  h  ces  rectanMes  est  égale  îi 

(5)  K.-•^•,)[/■(^o^v)(v.-•^)+/^('^.^M^-.M)(V2-^.0+••• 


en  supposant 


Mais  si  Ton  pose 


AM  —  BX  =  r 

-  p 

AQ  =  BP=:r  ,.. 

•  x^tkf    'kl/  •{    n    'kt)     '      ik^ 


la  continuitt'  de  la  lonction  f  ir,  ?/)  permet  de  suppose!'  les  deux 
dimensions  de  chacun  de  nos  rectangles  assez  petites  pour  que  le 
nombre  e,,.  et  tous  les  nombres  analogues,  aient  des  modules 
inférieurs  :«  un  nombre  donné  ii  l'avance  £.  D'ailleurs  la  somme  (3) 


sera  égale  à 


(4) 


et  le  terme  écrit  sur  la  deuxii-me   lifrne   aura  un  module  intérieur 

o 

;>  celui  de 

Or,    le   contour  S    étant  lermé,  y^^,  —  y,,  a   une    limite   supé- 
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Heure  invariable  A^.  Si  donc  on  fait  la  somme  de  toutes  les  exprès 
sions  analogues  h  (4),  en  donnant  à  /,  successivement,  chacune 
des  valeurs  qui  définissent  un  rectangle  analogue  à  MNPQ,  et  si 
l'on  appelle  x.,  et  .j •,  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  abscisses 
qui  entrent  dans  l'expression  de  cette  somme,  la  somme  des 
termes  analogues  à  celui  qui  nous  occupe  actuellement  sera 
moindre  que 

ou  bien,  moindre  que 

ABe, 

en  désignant  par  B  une  limite  supérieure  de  .r^  —  av,  limite  qu'on 
peut  supposer  invariable.  On  pourra  donc  supposer  cette  der- 
nière somme  inférieure  à  tout  nombre  donné  à  l'avance,  et  Ton 
sera  conduit  a  rechercher  si  la  somme  des  termes  analogues  à 
celui  qui  est  écrit  sur  la  première  ligne  a  une  limite.  Or,  si  l'on 
suppose  i  invariable,  et  si  l'on  fait  varier  les  différences  y^,+i — y^„ 
l/pT2  —  !/}'•>•■•  ^^  telle  sorte  que  chacune  d'elles  tende  vers  zéro, 
les  ordonnées  ?/^^,  l/,,^i  comprendront  sans  cesse  entre  elles  H,  ; 
t/,j  et  y,j+i  comprendront  entre  elles  K,,  et  d'après  la  remarque 
faite  au  début  de  ce  travail,  la  partie  de  l'expression  (4)  écrite 
sur  la  première  ligne  sera  égale  à 


K+i---,)(X/("''-^'/--^  +  ") 


|ji,  désignant  un  nombre  qui,  pour  luie  certaine  valeur  de 
g -{- i  — p,  et  pour  toute  valeur  plus  grande,  est  inférieure  à  un 
nombre  donné  à  l'avance ,  si  petit  qu'il  soit.  Soit  a-  ce  nombre  ; 
la  somme  des  termes  analogues  à  celui  qui  nous  occupe,  étendue 
h  toutes  les  valeurs  de  /depuis  /•  jusque  à  .s' — i,  sera  égale  à 

f  \/H, 

Ici   la   somme    des   ternies    écrits    sur  la  deuxième    ligne  sera 
numériquement  inférieure  à 

Bcr. 
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Oïl  peut  donc,  comme  précédemment,  négliger  cette  somme, 
et  s'occnper  uniquement  de  rechercher  la  limite  vei's  laquelle 
tendra  la  somme  des  termes  écrits  sur  la  première  ligne,  lorsque 
les  din'érences  .r,.^,  —  .r,.,  .r,.^,  —  a\.^^...  tendront  vers  zéro.  Or, 
si  Ton  désigne  par  Y,-  et  Z,-  les  ordonnées  des  points  où  le  con- 
tour S  est  coupée  par  la  parallèle  à  Oy,  dont  l'abscisse  est  a',-,  et 
si  Y,  est  la  plus  petite  de  ces  ordonnées,  les  dillérences  II,  —  Y,, 
K,  —  Z,  tendront  vers  zéro  avec  .r,^.,  —  .r,.  Mais  on  a,  en  général 

Si  donc  on  appelle  M  le  maximum  de  la  valeur  numérique  de 
la  (onction  /  (.r,  ?/\  dans  la  région  du  plan  consiilérée,  le  second 
membre  aura  une  valeur  numérique  moindre  que 

M  Y  —II/)  +M  /K  —  Z^ 
Donc,  les  deux  infiniment  petits 

et 


sont  équivalents,  et  la  recherche  (jue  nous  nous  proposons  revient 
il  chercher  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme 

K+.--0  r'"     /-K-rj^J  +  K  +  a- •»•..  +  .)  /^'"'  /■(•'-,  +  „  J)<V4-... 

+  /       f[^.-uy¥y 

lors(jue  les  diderences  .^•,.^,  —  .r,.,  .i',.^.^  —  j\.^,...  tendent  vers  zéro. 
Mais  si  Ton  appelle  Y  et  /,  les  ordonnées  des  points  du  contour 
dont  i  abscisse  est  //  'Y  étant  la  plus  petite  d'entre  elles),  la  som- 
me ci-dessus  apoui'  limite 


(6) 


/"  ce '-■•.■<■)''■' 
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en  appelant  A  et  B  les  abscisses  minimum  et  maximum  des  points 
du  contour.  Cela  résulte  encore  de  la  remarque  laite  au  début 
de  ce  travail,  puisque  x,.  et  .r,.+  i  comprennent  toujours  entre 
elles  A,  et  que  B  est  toujours  comprise  entre  .t^i  et  .rj. 

La  méthode  que  nous  venons  de  suivre  montre,  non  seulement 
que  la  somme  étudiée  a  une  limite,  mais  que  cette  limite  est  la 
même  quelle  que  soit  la  loi  suivant  la([uelle  on  fait  varier  les 
distances  analogues  à  .r,+i  —  r,  et  h  î//.^,  —  ij,.  qui  interviennent 
dans  notre  démonstration.  En  effet,  l'expression  (6)  conserve 
toujours  la  même  valeur  quelle  que  soit  cette  loi.  De  plus,  nous 
aurions  pu  faire  la  même  démonstration  en  intervertissant  les 
rôles  des  dillerences  .r^^,  —  .r^,  yJ.^.^  —  y^.  Nous  aurions  trouvé 
une  expression  de  la  limite  cherchée,  différente  de  (6)  quant  à  la 
forme,  mais  devant  avoir  même  valeur  numérique  et  même  signe. 
De  là  le  théorème  usuel  sur  la  possibilité  d'intervertir  l'ordre 
des  intégrations  indiquées  dans  la  formule  (6)  sans  changer  le 
résultat.  V.  Jamet  (Marseille). 


INTERPRÉTATION  GEOMETRIQUE 

DES   DÉRIVÉES    PARTIELLES 

DANS   LA  THÉORIE  DES   COURBES   ET   DES   SURFACES   ALGÉBRIQUES 


I .  —  Dans  l'étude  des  coniques  et  des  (juadriques,  on  considère 
constamment  les  dérivées  partielles,  prises  par  rapport  aux  coor- 
données, du  premier  membre  de  l'équation  de  la  courbe  ou  de 
la  surlace;  et  il  en  est  de  même  dans  la  théorie  des  surfaces 
algébriques  en  général. 

Il  semble  dès  lors  intéressant  de  se  demander  quelle  est  la 
signification  géométrique  de  ces  dérivées,  notamment  lors([ue 
l'on  y  remplace  les  coordonnées  courantes  par  celles  dun  point 
de  la  figure.  Cela  peut  être  en  même  temps  utile  pour  certaines 
applications. 


ISTERPRÉTATIOS   GhOMin'RlQlE   D/CS   DHHIVr.r.S    PAHTIIUJ.ES     407 

En  ce  (jiii  coiicorno  les  fioures  du  seeoiul  ordre,  celle  inler- 
piétalion  est  d  une  telle  simplicité  ([uou  peut  sans  exagération 
la  consiilérer  ciunnie  intuitive;  et  cependant  les  nonihnnix  trai- 
tés de  Gj'oniétrie  analvlicjue  que  j'ai  consultés  sont  niuels  sur  ce 
point.  D'autre  part,  les  renseignements,  recueillis  verbalement 
par  moi,  de  plusieurs  professeurs  de  mathématiques  spéciales, 
me  portent  à  croire  que  la  remarque  dont  il  s'agit  est  nouvelle, 
en  dépit  de  son  extrême  simplicité.  Je  dois  ajouter  qu'elle  s'est 
présentée  tout  récemment  à  mon  esprit,  bien  ([ue  depuis  de  fort 
longues  années  je  n'aie  guère  cessé  de  m'occuper  de  Géométrie 
analytique.  C  est  une  preuve  de  plus  que  les  choses  les  plus  sim- 
ples et  les  plus  faciles  ne  s'aperçoivent  pas  toujours  immédiate- 
ment; cela  montre  aussi  ([ue  dans  l'enseignement  de  la  Géomé- 
trie analytique,  —  et  cela  un  peu  partout  —  le  calcul  a  pris  une 
place  peut  être  excessive,  si  bien  que  toute  ratlentlon  se  porte 
sur  le  symbole  et  nous  fait  trop  oublier  l'objet. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  je  me  propose  d'établir  les  remarques 
dont  je  viens  de  parler,  et  d'en  montrer  quehjues  rapides  appli- 
cations. 

2.  — J'examinerai  tl  abord,  pour  plus  de  simplicité,  ce  qui  con- 
cerne les  figures  du  second  ordre;  et  je  considérerai  tout  de  suite 
les  quadriques,  car  les  résultats  obtenus  seront  applicables  immé- 
diatement aux  coniques,  par  analogie,  avec  une  facilité  plus 
grande  encore. 

Soit  donc  l'écpuilion  d'une  quadrique  en  coordonnées  carié- 
siennes 

f[x.y,z)  =  Ax^  4-  Xy  -f  A"c^  -f  .  . .  =  o. 

la  surface  étant  rapportée  l\  des  axes  coordonnés  ([uelconcjues. 
Appelons  .7j,  i/^,  z^,  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  surhice. 
Si  nous  menons  par  ce  j)oinl  des  paialli'b-s  aux  t  rois  axes  coor- 
donnés, les  nouveaux  jjoints  d'inlersecti«»n.  M,.  M,.  M , ,  di'lermi- 
neront  trois  cordes  MjM,  MjM,  M, M,  et  nous  auions 


M,M=    ^'  !_  ,  .M', M  =:  Jii ,  M, "M 

'  A  '  A'  '  A" 

Ces  relations  existent  en  grandeur  et  en  signe. 
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Elles  sont  tellement  évidentes,  il  faut  le  répéter,  qu'on  les  con- 
state plutôt  qu'on  ne  les  démontre.  Le  moyen  le  plus  simple  est 
peut-être  de  remarquer  que  l'équation /^  =  o  représentant  le  plan 
diamétral  conjugué  à  la  direction  de  l'axe  des  x,  la  dislance  du 
point  (o-',  t/,  z,)  à   ce  plan,   comptée  suivant  la   direction  de  cet 

f 
axe,   a  pour  expression      '"    ■>   et  que  la  corde  M^INI  est  double  de 

cette  distance.  De  même  pour  les  deux  autres  cordes. 

Cependant,  et  en  \ue  d'une  généralisation  ultérieure,  nous 
allons  présenter  une  démonstration  proprement  dite  de  la  pro- 
priété dont  il  s'agit.  Si  dans  l'équation  /(.«,  ?/,  ^)  =  o  nous  con- 
sidérons provisoirement  7/  et  z  comme  des  constantes,  nous  pou- 
vons l'écrire 

F(.r)  z=:  A(.r  —  ji\)  [x  — .r.,)  =  o . 

Alors  fl  (.r,  y,  z)  et  F' (.r)  sont  identiques;  et  .r^,  .r^  sont  des 
(onctions  de  1/  et  de  z.  Si  on  donne  a  1/  et  z  des  valeurs  particu- 
lières ?j^.  r^,  les  racines  i'^,  j-^  seront  les  abscisses  des  intersec- 
tions de  la  surlace  et  de  la  droite  y^^ij^,  z  =  z^. 

0.-, 

X    Xy  X   .1   ., 

Dans  cette  identité,  faisons  j;  =  .rj  ;  elle  deviendra 

¥'[x,)—k[x,  —  x.^, 
ou 

ce  qui  démontre  la  propriété,  puisque  .i\  —  .r^  représente  juste- 
ment la  corde  M^M.  Il  est  clair  ([ue  la  même  démonstration 
s'applique  aux  deux  autres  dérivées  partielles. 

3.  —  La  propriété  que  nous  venons  d'indiquer  se  prêle  à  de 
nombreuses  applications.  Nous  nous  bornerons  ici  à  (pielques 
exemples. 

1°  Trouver  sur  une  con'upie  un  point  M  tel  que  les  cordes  MM^, 
INlMj',  menées  par  ce  point  parallèlement  à  deux  directions  don- 
nées, soient  entre  elles  dans  un  rapport  donné  k. 

f  f 


On  doit  avoir  ]M,M  =  Â]M:M,  ou  1^  =  ±  k  Jjl  , 

'  '      '  A  C 
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si  la  conique  est  rappoilco  ;i  deux  axes  parallèles  aux  ilirecfions 
données  et  a  pour  équation  A.r" -f- 2 B.jt/ -f- C //--{-...  =  o. 

Donc,  en  coupant  la  conique  par  les  droites  C/i!±/:A//  =  o,  on 
a  les  solutions.  L'ambiguïté  du  double  signe  disparaîtrait  si  l'on 
s'était  donné  un  sens  des  directions  positives  sur  chacune  des  deux 
directions.    Le   rapport  k  pourrait  être  alors  positif  ou  négatif. 

Plus  généralement,  si  l'on  se  proposait  d  avoir  entre  les  deux 
cordes  M,M  =  //,  M,.M=^(',  considérées  en  tcrandeur  et  en  sio-ue 
une  relation  donnée  a  (//,  v)  =  o,  on    rapporterait    la  conique    \\ 
deux  demi-droites  O.r,  Oij  parallèles  aux  directions  positives  don- 

nées,   et    Ion  aurait  es  r_L_,  _^J:^o.  Les  intersections  de  cette 

courbe,  dont  l'ordre  est  le  même  que  le  degré  de  la  fonction  'j, 
avec  la  conique,  donneiaient  les  points  cherch«''s. 

2"  Sur  une  quadrifiue,  trouver  le  lieu  des  points  INI  tel  (jue  les 
trois  cordes  MjM:=:«,  MjM  =  (',  MÎ'M=H',  aboutissant  à  ce 
point  et  parallèles  à  trois  demi-droites  données,  satisfassent  à  une 
relation  donnée  '^  (//,  (%  iv)  =  o. 

Les  axes  Ox,  Oy,  0;  étant  pris  parallèles  aux  trois  demi-droi- 
tes, on  aura 

L'intersection  de  cette  surlace  avec  la  ([natlii<[ne  donnera  le 
lieu   demandé. 

On  tirera  de  là  tous  les  cas  partie  iili(Ms  que  l On  v<»uilra.  Il  est 
seulement  bon  de  remarquer  que  la  nouvelle  surface  est  d'un 
ordre  éiral  au  det^i'é  de  la  lonclion  'j.  Si  celle-ci  est  linéaire,  pai- 
exemple,  le  lieu  cherché  sera  par  conséquent  une  conique. 

S"  Trouver  s/i/-  nue  iiuadrif^ue  un  point  tel  (juc  les  trois  cordes 
«,  i'.  IV,  définies  ci-dessus,  satisfassent  à  deux  relations  données 
o  {u,  i>,  n')  =  o,  'j{u,  V,  tv)^o. 

D'après  ce  qui  précède,  il  faudra  prendre  les  intersections  des 
deux  surlaces 

^\  \     'A'     '    A"/~     '      '\  A     '     A'     •    A-  /- 

avec  la  quadri([ue.  Si  ni,  n  sont  les  degrés  respectils  des  fonr- 
tions  'i/,  o,  le  nombie  des  solutions  sera  2  m  n. 
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Comme  cas  particulier  très  simple,  soit  à  rechercher  les  points 
pour  lesquels  les  trois  cordes  M^M,  MjM,  M,"M  sont  égales.  Il 
vient  alors 

Tx  _  f,  ^  f. 

A  A'  A''   • 

et  les  deux  points  d'intersection  de  cette  droite  avec  la  quadrique 
sont  les  points  cherchés.  Si  l'on  demandait  que  les  trois  cordes 
lussent  égales  en  longueur  seulement,  il  iaudrait  affecter  de  dou- 
bles signes  les  expressions  précédentes.  Au  lieu  d'une  droite  on 
en  aurait  alors  quatre;  et  au  lieu  de  deux  points  on  en  aurait 
huit. 

4°  Picui  tangent  à  une  quadrique. 

Au  point  M  que  nous  avons  considéré,  le  plan  tangent  est 
parallèle  à  celui  qui  a  pour  équation  X/^-f- Y/yH-Z/j  = /i.  Si 
donc   on   porte  sur  les  cordes    MMj,  MM^,  MjM|'   des    longueurs 

^IT^,  MTj,  Mïj',  proportionnelles  à  —p--,  —jTi  ~~jri   le  plan  T^Ti'TJ' 

sera  parallèle  au  plan  tangent,  ou  ce  qui  revient  au  même,  la 
perpendiculaire  à  T^T,'Ti'  menée  par  M  sera  la  normale  à  la  sur- 
lace.   Il  suffit  pour   cela    de  construire 


A.MM,  '^^  A,,MM;  '       '  AfMMi 

Dans  le  cas  particulier  des  coordonnées  rectangulaires,  si  l'on 
construit  MN^  =  A.MM^, ...  la  diagonale  du  parallélépipède 
formé  sur  ININ^,  MXj,  MX^',  sera  la  normale  en  M  à  la   quadrique. 

4.  —  11  est  (acilc  de  représenter  géométriquement  les  dérivées 
partielles,  alors  ([ue  le  point  U",  ?/,  z)  considéré  n'est  pas  situé 
sur  la  surface^  comme  nous  l'avons  supposé  jusqu'à  présent. 

Reprenant  pour  cela  le  calcul  que  nous  avons  indiqué  ci- 
dessus  (2),  nous  avons  identiquement 

/■(.r.j,.)  =  F(.r)  =  k[x-x,)  [x-x.^ 

/'.(.r,) ,.)  =  Y\x)  =  -^^^   +  -^  =  A(..r  -  x,  - .r,). 

Or,  si  iMM^M^  est   une   corde  parallèle   à   O.r,  passant  par   le 
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point    M    considéré,    et   coupant  la    surlace    en    M^  et    M^,   on  a 
X  —  .rj  =  .Nl^M,  .r  —  .r,  =  M,.M.  Par  conséquent 


M,. M  .  .M. .M  ,    -^—  M,M  +  .M,M  . 

On  aurait  des  relations  analogues  en  coupant  la  surlace  par 
des  droites  parallèles  h  Oy  et  Oc. 

Ceci  nous  donne  incidemment  une  représentation  géométri- 
que de  la  fonction  /',  en  même  temps  que  de  ses  dérivées  par- 
tielles, quand  on  v  remplace  les  cordonnées  .r,  y,  -  par  celles 
dun  point  (juelconque.  Cela  nous  permet,  comme  conséquence, 
dohtenir  les  coefficients  A,  A,  A  '  de  l'équation  (ou  du  moins  des 
quantités  proportionnelles),  quand  on  a  les  trois  cordes  M^M^M, 
M^MjM,  Mj  M^M,  qui  vont  concourir  en  M,  Si  nous  construisons 
en  cflet 

MMi.  MMj=:=tMK^ 

MMi".  M>Io'  =ztÂrK"-, 
on    voit    (jue  A,  A  .  A"   seront  respectivement  proportionnels   à 


itMlv^         zt.MK-    '    =tMK'2 

.,  ,,  .       .  .M,.M  +  M,M  al"^ 

Alois  /,  sera  exiJi'ime  i)ar ■ — ' — ,  ou  i  en  a|)iM.'- 

'  ^  ^  =t.MK-  ±.Mlv-'  ** 


lant  P  le  milieu  de  la  corde  M^M, ;  et  de  même  pour  les  dérivées 
partielles  /,),  f.. 

5.  —  Il  nous  est  également  possible  d'arriver  ii  une  représenta- 
tion géométrique  de  la  déiivée  du  premier  membre  de  l'écpiation 
dune  ([uadriqnc 

f[x.y,zj)  =  \.t-  -f  .  .  .  4-  D/i  =  o 

par  rapport  à  la  variable  tl  homogénéité,  lorsque  ci'lte  é([ualion  a 
été  renilue  homogène. 

A  cet  elïet,  nous  écrirons  ce  premier  membre  D  (/  —  /J  (/  —  f.,\ 
/j,  t,  étant  des  fonctions  de  .r,  y,  z.  D'autre  part,  on  a  aussi 

n.r.y,z,t)  =  l)t^-{-lo,{x.y,z)-\-o,{r.y,z], 

'i^  et  '^j  <'tanl  des  fonctions  homogènes  dont  le  degré  est  maiciué 
par  l'indice. 
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SI  nous  appelons  a,  ^i,  y  ^^^  paramètres  directeurs  de  la  droite 
qui  joint  l'origine  au  point  M,  de  coordonnées  .r,  y ,  z,  et  o  la 
longueur  OM,  il  vient 

f[x,y,z)  =  D  +  G,  cp^(a.rvr)+  p^'o,(a.!3,y). 

Appelons  p^^,  p^  les  longueurs  OM^,  OM^,  en  grandeur  et  en 
signe,  M^,  M,  étant  les  intersections   de  la  surface  par  la  droite 

OM;  et  p  étant  connu,  posons  -~  ^^s;   r  désigne   alors  le    rayon 

vecteur  d'un  point  quelconque  de   OM,   et  p^,  p,  sont  les  valeurs 
particulières  de  /•  qui  correspondent  à  M^  et  M.,. 
L'équation  qui  a  pour  racines  o^,  o.,  est 


OU 


(fin 


c'est-à-dire. 


D  +  —  o,{x,r,z)  -\-  — -  o.,{x.x,z  =  o 


D'7r  +  T-?iK^--^)  +  ?^Kv,^-) 


Ds2  +  sQi(.r,j,c)  +  o,{x,Y,z)  =  o. 


Cette  équation  étant  identique  avec  l'équation  en  /,  il  s'ensuit 

,        ,               .                              0         0              ÔM         OM 
que  les  deux  racines  t.,  t,  sont— ^ — >  — — i  ou  : — -   ■ 

^     ■  Pi         P.-  OMj         OM. 

Le  premier  membre  f{x,  ?/,  z)  de  l'équation  de  la  surface,  qui 
s'obtient  en  faisant  t=  i  dans  l'équation  rendue  homogène,  a  donc 
pour  expression 


OM^  /  \  OM,  /  OMi  .  OM, 

Or,  puisque  f{x^  2/»^?  z)  =  D  [t  —  /J  [t — fj,  on  a  l'identité 

f,'{x,y,z,t)  =  B{2t  —  t^  —  i.;}. 

Cela  nous  donne  pour  l'expression  cherchée  de  f[, 

V  OMj  OM.  /  \  OM^  OM,  / 

En  définitive,  si,  sur  la  droite  OM,  qui  coupe  la  surface  en  M,, 


i.xT/cnr/ŒTATio.y  gfa)Mi:triqui-:  des  dérivées  i'ahtielles     \\\ 
M,  nous  construisons  le  point  II  conjugué    harm(ini(iue   de   O  par 


rapport  à  M,  M,,  ce  ([iii  donne  -=--^-=r  =  -=-  .   l'expression 

géoinétricpie  île  /  ,  sera 

Mil 


■iD 


OH 


Poui'  nn  [)oiiit  phic-e  sur  ht  ([uadriijue.  M,  par  exemple.  1  expres- 
sion  serait  -jl  I)  -==-,  et  {)onr  1  autre  >  D  -"^FÇ  ■  il  ^  ensuit  (jue 
le    ra{)port    îles    valeurs  de   /',    rt^poudant   aux  deux   points  M,.  M^ 

est 

mTh    __    ÔM. 

mTh  ~       6m, 

().  —  Kn  résuinaul  les  résultats  ([ue  nous  venons  d  obtenir, 
a[)pli(piés  à  un  {)oinl  quelconque,  nous  pouvons  énoncer  les 
propositions  suivantes. 

Si.  (hiiis  II'  premier  iiwnihre  de  rét/itation  d'une  r/iutdrif/iie 

fix,y.z]  =  A.r-  +  A'y-  +  .  .  .  +  U  =  .., 

('/  dans   s<i   dé/ii>ée  i'j  (x.   y,   /-)    /ions  remplaçons  les    coordonnes 
X,  y,  z,  par  celles  d'un  point  M  ;  si  d'autre  par(.  M>F|  M,,  est  une 
paraUide  à    ()x   (jui   perce    la    surface  en  M,.    M^.    nous   aurons 
f  (x,   y,  z)  =  A.    MM7.  mm".,  r;    (x,  y,  z)  =  A   (M;M+'M:!M)  ; 
et  de  même,  bien  entendu,  pour  les  dérivées  1,^,  I-. 

Si,  avec  les  mêmes  notations.,  nous  appelons  1*,,  !*.„  les  poi/its 
oii  la  droite  OM  perce  la  (juadrifjue,  nous  aurons 

,      MÂT  .  M>r.        ..,  ,        jJ^^i      ,      ^^A 

'^    -^  OM,  .  OM,  \  OM,  OM,  / 

-.  — ^  l%ssavons  uiaintenaut  ilarriver  a  des  ligurations  analogues 
|)our  les  co!ii(jues  rapportées  à  des  coordonnés  triliueaires,  «»u 
poui-  lis  ipiadricpies  eu  coordonnées  tétraédri<{ues.  Nous  nous 
bornerons  a  ce  dernier  cas,  Tapplication  aux  coui<iues  en  résul- 
tant trune  lacou  évidente,  et  nous  supposerons  (j  l'il  est  lait  usage 
de  coitrdoiMu-es  ba rvcf'iit rnpies. 

Soit  /  (.r,  '/,  r,  /)  =  A  .<-'  -j-  ...  ^^=  ()  l'i-ipialioii  d'unr  (piadritpu- 
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rapportée  au  tétraèdre  ABCD.  Désionons  par  .r,  ij,  z,  t  les  coor- 
données (run  point  quelconque  INl  de  Tespace,  et  considérons 
la  droite  AM  qui  perce  la  quadrique  en  M^  et  M,. 

Proposons-nous  de  chercher  les  coordonnées  de  ces  deux 
points  jNIj,  m.,.  Nous  pouvons  prendre  /y,  -,  /  pour  tiois  coor- 
données de  chacun  d'eux,  et  il  n'y  a  à  déterminer  que  la  coor- 
donnée .V ^  pour  Mj  et  .r,  pour  M,.  Ces  valeurs  x ^,  .v.,  sont  les 
racines  de  l'équation  Ai '-)-...  =  o.  ou  ij,  z,  t  sont  considérées 
comme  données. 

Or,  nous  avons  les  équipoUences 

{•'•  +  v  +  :  +  0  ÂM  =:,vÂB4-c  ÂC  4-<AÏ3, 
(.r,  +  r  +  :  +  /)  ÂM,=  r  ÂB  -f  -■  ÂC  +  <  AD, 
(x, +  >■  +  -  +  /)  ÂÂ^rr:  vAB  4-  ;  AC  +  f  ÂÎ3 . 

Dans  ces  relations,  les  coordonnées,  par  cela  même  ({uelles 
sont  homogènes,  n'interviennent  en  réalité  que  par  leurs  rapports. 
Nous  pouvons  les  rendre  absolues  en  supposant  que  nous  nous 
imposions  la  condition 

Dès  lors,  les  relations  ci-dessus  nous  donnent 

ÂM  =  A^I  (i  —  .V  +  .r/;  =  ÂmI  (i  —  X  +  .r,)  ; 


de  là 


A. M  MM. 


AM^  AM^ 

ÂM  MM, 


AM,  AM, 

Le  premier  niemhre  de   1  écjuation   de    la    (juadrique,    c[ui  peut 

s'écrire 

A(.r-.rJ(.r-.r,)= /■(.»•.>■..,/) 

a  donc  pour  expression  géométrique 

Anvr,  ■  mm",  C) 

AMT  .   AM, 


(')    Dans    ci'tlo    expression    cl    ilans    <|nt-l([nfs-unos    dos    préciMlcnli-s.    nous    cni- 
ploviins    la  letlro  A   (et  aussi  15.    C.  D)   jjiiur   délei  luiiicr,    tantôt    les    sommets    du 


i.\Ti:iii'i{EiMii).\  GÉoM/rrti/ijLE  D/:s  Di:i{ivi:i:s  iwrtielles    .i>3 
De  ridentité  précéilente  nous  tirons 


Colle  dérivée  partielle  f",  peut  encore  s  exprimer  sous  une 
autre  ("orme.  Si  H„  indique  le  conjugué  liarmonique  du  sommet  A 
pai-  rapport  au  sej^nient  M, M,,  nous  avons 

\  AM,  A.M,  /  \  AU,,  / 


U„.M 


et  aussi 


.     M. M,.     .MM,     H„A 

f!  ::z:  ''A ! = -— 

A>r.     ÂÂT,     H„M 


si  H,',    est  le  coujuj^ue  liarmonique  de  M  par  rapport  à  M^M^. 

Nous  résumerons  dans  les  deux  propositions  suivantes  les 
résultats  (jue  nous  venons  d'obtenir. 

Une  <jiindri<iiu'  éuml  ra/jporlci\  en  coordonnées  hari/(e/i(ri<jia's, 
an  tétraèdre  ABCD,  appelons  x,  y,  z,  t  les  coordonnées  d'un  point 
'SI  (le  l'espace,  la  co/id/tio/i  \-\-y-{-z-\-\  ^  i  é(/int  re/nplie:  soient 
Mj,  }>[.,  les  points  de  rencontre  de  K\\  avec  la  surface,  et  1I„,  U„les 
points  conjugués  harmoniques  de  A  et  de  M  par  rapport  à  M,  M^  ; 
soit  enfin  f  :=  o  l'éf/ nation  de  la  rjuadrif/ue. 

I.  —  Si  dans  la  fonction  1,  on  remplace  les  coordonnées  (Du- 
rantes par  celles  du  point  M,  le  résultat  de  cette  substitution 
sera 

^    mm",,    mm, 

A 


A. M,.      AM, 
le  coefficient  A  étant  celui  de  \"  dans  C é(jU(itiou  de  la  surface. 


It-triii-dic  <l<-  ri-li  Ti'iHc,  liinlol  li-s  «(iclfiiifnls  dr  .;*,  (/*,  -',  <"  <liiiis  !<•  |>ri'miiT 
iiii-iiibr<-  ili-  riM|uatii)ii  «It»  lit  (|iiii(ii-i(jiio.  Mais  iiuciinc  t'uiiriisiiin  ii  est  piissilile.  et 
i)  nous  a  paru  au  i-onlraire  que  1  csposiliun  n'aurajl  qu  à  (gagner  l'fi  clarl»'  à  colle 
idiMitit)'  ili"^   niilatii>iis. 
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II.  — Si,  dans  la  fonction  t[  on  effectue  la  même  snhsti talion, 
on  oùliendra 


^  ,    mu     ,     MM,\  .     H„M 

A     -z=r  H-  '-      .       OU        aA 


AMj  AM,/'  ~        H„A     ' 

ou  encore 

MM"i.     mm",    U\A 
AM^.      A  M^     H^I 

Comme  conséquences,  d'ailleurs  évidentes,  nous  constatons  ([ue 
f  [x,  y,  -,  t)  =  G,  si  le  point  M  est  sur  la  surface,  puisque  l'un 
des  segments  MM^,  ?^DI,  est  alors  nul  ;  et  que  /,|  (.r,  y,  -,  t)  ^o, 
si  le  point  M  est  sur  le  plan  polaire  du  sommet  A,  puisque  M 
coïncide  alors  avec  H„. 

Si  M  est  sur  la  surface,  en  M^par  exemple, 

.     ÏÏ^^M  .     mm", 

fJ[x.y,zA)=..A  -^^  =  A 


H„A  AM^ 

Si  M  est  sur  le  plan  polaire  du  sommet  A,  on  a 
MM]  __   M"m", 

et  

.  /  MM,  \  '  ,  /  MM,  \  ' 

De  ces  divers  résultats,  nous  nous  bornerons  à  donner  nne  appli- 
cation très  simple.   D'après  les  expressions   précédentes    on    voit 

MM,      MM,  ,  .  ,    - ,  , 

nue  .  ,  "  sont  les  racines  de  1  ('(luation 

i        AMi      AM^  ^ 

Ali-  —  »/  ,'  +  /■=:  o. 

ce  qui  donne 

mm;  -MÂÛ 


A.M+M.M,  "  AM4-M>r, 

Supposons    en    particulier  cjue    M    soit  le    milieu  de    la  coide. 
Alors  MMj+ MM,  =  o. 

_  ISï         i     _     _    AÂT 
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et 


c  est -a- dut' 


ou 


M.  H., 


LL 

f 


r^{.r,y.z,t)-2f{.r.y,z,t)  =  o. 

Nous  avons  ainsi  l'équation  de  la  quadri([ue,  lieu  tles  milieux 
des  cordes  passant  par  A. 

Si  M  est  le  centre  de  la  suitaee.   il  suit  de  lit 

(S.  —  Nous  allons  iiidi([uer  maintenant  comment  il  est  possible 
d'étendre  les  propositions  qui  précèdent  au  cas  des  courbes  et 
surfaces  aloébri([ues  quelconques,  en  suivant  une  mai'che  analogue 
à  celle  que  nous  avons  adoptée  jusqu'ici,  ce  qui  nous  permettra 
d'abréger  un  peu  Ifs  développements,  sans  porter  atteinte  à  la 
clarté.  Nous  considérerons  donc  immédiatement  ce  qui  concerne 
les  surfaces,  l'application  aux  courbes  en  résultant   d'elle-même. 

Soit  une  suiface  algébri([ui'  du  />''  ordre  rapportée  ;i  des  coor- 
données cartésiennes.  Son  é(juati(»n  peut  s'écrire 

/•(.r.r,:)  =  Axi' -{-...  =  o, 

les  coeflicients  de  .<',...  étant  des  Jonctions  de  //  et  de  r,  et  />  le 
plus  haut  exposant  d<'  .r  ;  le  premier  coefficient  A  pouira  être 
aussi  une  fonction  de  //  et  de  :  ;  mais  si  l'équation  est  complète, 
c'est-ii-tliie  si  j)  =l  n ,  ce  coefficient  se  réduiia  ;i  une  constante. 

Si,  considf'rant  //  et  r  comme  donnés,  nous  supposons  résolue 
iéfjuation,  nous  aurons  identitjuement 

f[x.y,z)  =A(.r-.r,).    .  [x—x,) 

(,  ,..,,=)  =  my:±  +  lîi^  + . , .+  Jii^ . 

.»■  —  r,  X  —  X ,  X  —  Xf, 

Considérons  maintenant  un  point  M  de  coordonnées  r,  //.  r  ri 
menons  par  ce  point  une  parallèle  ii  O.r,  qui  percera  la  suilace 
en  y>  points  M,.  M M^,.  réels  ou  imaginaires.  Nous  aurons 

M^  =  3.  —  .1, ...  yÇy\  -  X  -  X,,. 
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Par  conséquent 

f[.r,y,  z)  =  A.  m;m.  yïjï...  >r;ji 

/.V,,-,.  .)=.  A.  m;m...  M^M  (-=  +  ...= 

Si,  en  particulier,  M  est  sur  la  surlace,  ce  point  coïncide  avec 
l'un  des  points  ÎNIj,...  M^,,  avec  M,  par  exemple,  et  alors 


f,r'[.r,  y,  :)  =  A .  M, M  .  xM.iM . .  •  iM^,  M  • 
En    général,    si    la    moyenne    proportionnelle    des    segments 


MM,,  MM.,,...  MM^,  est  MP  (en  tenant  compte  du  principe  des 
signes,  bien  entendu,  ce  qui  peut  amener  le  point  P  à  être  ima- 
ginaire) et  si  II'  est  le  centre  harmonique  des  points  M, —  M^, 
par  rapport  à  M  pris  comme  pôle,  nous  aurons 

f{.r,r,z)  =  A.VM'\ 

f',{.x;r,z)  =  Ap.   -=^  . 
H'M 

11  est  bon  de  rappeler  que  le  coetlicient  A  peut  être,  soit  un 
nombre  constant,  soit  une  fonction  des  coordonnées  ?/  et  -  du 
point  M. 

Si  le  point  M  est  tel  que  la  somme  des  inverses  des  segments 
MMj,...  MM^,  soit  nulle,  on  a  fj  (.r,  y,  z)  =:  o;  d'où  une  définition 
directe  de  la  surface  représentée  par  cette  dernière  équation  en 
considérant  ,r,  y,   r  comme  des  coordonnées  courantes. 

Il  est  clair  que  l'on  obtient  des  résultats  analogues  pour  les 
autres  coordonnt'es  //,  r. 

Ç).  —  Cherchons,  par  extension  des  considérations  indiquées 
au  n"  5,  à  interpréter  la  dérivée  //  du  premier  membre  de  ré(ina- 
tion  d'une  surface  algébrique,  par  rapport  à  la  variable  dhonio- 
généité,  lorsqu'on  remplace  les  coordonnées  courantes  par  celles 
d'un  point  M  quelconque. 

ï/équation  /=  o  peut  s'écrire 

D/y'-f  ...  =  o. 
ou 
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j)  t't;mt  <'g;il  ;ui  ilegré  n  cU'  la  snihu-e  si  cclh^-ci  iif  passe  pas  par 
lOii^iiio,  aiupiel  cas  D  est  une  constante.  AuliiMiitMit ,  0  scia  une 
certaine  lonction  des  coordonnées  .r,  //,   :. 

Si  nous  voulons  déterminer  maintenant  les  intersections  Cintres 
([Ut>  l'origine)  dune  droite  joignant  l'origine  au  point  M^  de  coor- 
données X.  ij ,  z,  nous  pouvons  écrire  le  premier  membre,  en 
groupant  les  termes  homogènes, 

?»-;.(■»•-. v.c)+  ...  +  ->„  (.»•,  V.  z\ 

et  'j„  _  ^,  est  identique  à  U. 

Posant  X  =  y.o,  y  =  |jp,   c  =  "'p,  et  prenant  pour  inconnue  le 

lapport  -^  =  .s-,  en  appelant  r  le  lavon  vecteur  d'un  point  de  OM 

([ui  devra  se  trouver  sur  la  surface,  nous  obtenons,  apri's  avoir 
supprime  les  n  — p  racines  nulles, 


ri'   '  "  —  i> 


>,  J.  :)+■••  +  '-?..  (■!•.  V,  z)  —  O, 


OU 


'in  _  ,,  (•'•'  .V,  -)•  •^■^'  +  ■••  +  ?«  (•«••  .V.  :)  =  O. 


I.es  é([uations  en    .s  et  en  /   sont   donc    identiques,  c  est-ii-dire 
que  les  racines  /^,  t., f^,  représentent  les  rapports 


O.M        OM 


O.M,       OM_, 


O.M 
OM„ 


les  j)oints  M^.  M,,...  M,  étant  ceux  où  la  <[roite  OM  perce  la  sur- 
lac. 

l'ar  suite,   le  premier  membre  île  cette  dernière,  ou  /   .r,  y,  z) 
a   pour  ex|>ressioii  gcomet  ri<jue 


\  OM, 


O.M 


O.M;, 


■M -M,  ...  .MM;. 


On  a  en  outre 


O.M,  ...  O.M, 
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c'est-à-dire,  l  devant  être  remplacé  par  luiiité, 

OMi  ...OM,,    \MM,        '"        MM,, 

Si  en  particulier,  le  point   M   est  situé  sur  la   surlace,  en  M^ 
par  exemple,  l'expression  se  réduit  à 


,,    MM.,  MM, 

D  -    .  .  .  '- 


OM,  OM,, 

lo.  — Considérons  maintenant  une  surlace  rapportée,  en  coor- 
données ht)mogènes  barycentriques,  à  un  tétraèdre  ABCD  de 
référence,  et  soit 

f{.r,y,z,i)  =AxP-\-...=o 

son  équation,  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  la  coor- 
donnée .V.  Si  p  =  n  (Tordre  de  la  surface),  A  sera  un  coefficient 
numérique.  Si  p  <  /i,  A  sera  une  fonction  des  trois  autres  coor- 
données. En  tous  cas,  1  t'quation  en  w  aura/;  racines,  c'est-à-dire 
que  le  premier  menibie  pourra  s  écrire 

A{.r  —  .r^]  ...  (.r  — ,r,,  ). 

Appelons  .r,  //,  z,  t  les  coordonnées  dun  pt>inl  M,  et  M,.  ]\1 , 

les  points  où  AM  perce  la  surlace.  Supposons  enîm  que  r  -|-  // 
-\-  c  +  /  =  I.  Nous  pouvons  représenter  par  (.r^,  ij.  c,  /),...  les 
coordonnées  des  points  Mj,...  et  il  est  évident  que  ces  points 
sont  au  nombre  de  y>»,  et  que  les  valeurs  .<,,...  .jy  sont  précisé- 
ment les  mêmes  que  les  racines  de  l'équation  en  .<  ,  considérées 
ci-dessus.  Exactement  comme  au  n"  y,  nous  vovons  aussi  (jue 
pour  un  point  M,  ([ueleonque,   nous  avons 

ÂM        yîy\, 


AM,  AM, 

Le  premier  membre  de  ré(|uati()n   de   la    suilace    a    tloue  pour 
expression  géométrique 

.^  mm;... mm;. 

AM,  ...  AM,, 


i.\Ti:ni'Ri:iArios  g/:om/:h{/(jik  dj:s  dkiuvées  i'art!i:li.es    \x\ 
et,  exactement  comme  dans  ce  (jui  piccède.  nons  avons  anssl 

AM,    ..  AM„    \  MM„  M.M,,/ 

La  ([iiaiitité  enti'c  crochets  peut  encore  s'écrire 


P 


MM, 


MM, 


ou 


/    _     MA    \_       AH'„ 
^\~   MÎT,,/      '^  MÎT,, 


si  H,',  est  le  centre  liarmoniqnc  îles  points  M,,...  M^,,  par  rapport 
au  point  M. 

Nons  obtenons  donc,  en  délinitivc,  pour  l'expression  de  f]. 


Ap 


MM,  ...   .MM;,    H',,  A 


A, M  ...  AM,,     H'„  M 


11.  —  En  nous  reportant  aux  résultats  du  n"  (S,  nons  voyons 
<|ue  si.  par  rapport  à  nn  point  (pielcon<[ue  M  (./•.  //,  r),  le  ceîitre 
harinonionc  des  points  oii  une  parallèle  lueiu'e  par  M  à  Or  j)erce 
la  surlact'  est  à  1  infini,   ou  a 

dette  conclusion  est  encore  vraie  si  on  létend  à  tous  les  points 
de   rencontre,   et   non  plus  seulement   aux  points   consldén's,   car 

les    termes    (luOn    Intioduiralt    seraient    nuls,  dès  lors  (lue 

.\1  .M       '  ' 

le  point  -M,  s  éloignerait   ii   1  inlmi. 

Supposons  (pi  il  en  soit  de  même  pour  /  ./ .  y,  z^  etfl'.r,  //,  r)  ; 
et  sans  chanfj;er  les  directions  des  axes  coordonnes,  prenons  le 
point  M   pour  orifrine. 

L'écjnalion  de  la  siirlace  dans  ce  svsteme  neconlieiidia  e\idem- 
meiit  j)lu^  les  termes  du  prem le r  dej^re  en  .r.  //,  r.  Si  nous  clier- 
ehons  alors  les  points  d  intersection  de  la  surlace  avec  une  droite 
de  direction  (pndcompie  (y,  ^'j,  -')  issue  de  rorif.rlii,..  nnus  (ditieii- 
drons  une  écpialion  de  la  lorme. 

a"  (Aa" +  ...)  +  ...  +  p-i(Ka2-|-...)  +  lJ  =:  o. 
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En  iippelant   Oj p„  les  racines  de  cette  équation,  on  a 

Donc,  si  le  centre  liarmoni([iie  des  points  de  rencontre  par  rap- 
port à  !M  est  à  linlini  dans  trois  directions  distinctes,  il  en  est 
de  même  pour  toute  droite  passant  par  M.  On  peut  dire  d'un  tel 
point  que  c'est  un  centre  liarinonùjde  de  la  surlace. 

Comme  les  coordonnées  du  point  M  sont  données  par  les  équa- 
tions ^'  ==  G,  ^^  =  o,  f-  =  o,  qui  représentent  en  général  des 
surfaces  d'ordre  n  —  i ,  il  s'ensuit  qu'une  surlare  du  n^  ordre 
possède   (/<   —  i)^   centres  harmoniques.    Clhacune   des    surfaces 

f\   =  o peut   être    considérée   comme  une   surlace  diamétrale 

harmonique,  en  appelant  ainsi  le  lieu  des  points  jouissant  de  la 
propriété  indiquée,  pour  un  système  de  droites  parallèles  ;i  une 
direction  donnée. 

En  admettant  c{ue  l'équation  f=  o  soit  complète,  il  est  visible 
que  le  lieu  des  centres  des  moyennes  distances  des  points  d'in- 
tersection de  la  surface  par  des  cordes  parallèles  h  O.r  est  un 
plan,  /,'.,,~'i  =  o  ;  mais,  s'il  en  est  ainsi  pour  les  trois  directions 
d'axes  0.i\,  0//.  Or,  il  ne  s'ensuit  plus  que  la  même  propriété 
subsiste  pour  une  autre  direction  ;  on  le  reconnaît  sans  aucune 
peine  en  examinant  léquation  de  la  surlace  dans  cette  hypo- 
thèse. 

La  véritable  généralisation  de  la  théorie  tles  plans  diamétraux 
et  des  centres  se  trouve  donc  plutôt  dans  la  considération  des 
centres  harmoni(|ues  dont  nous  venons  de  parler,  et  qui  pour- 
rait mériter  une  étude  à  part. 

Nous  ferons  remar([uer  en  terminant  ([uc  les  centres  liarmo- 
ni([ues  coïncident  exactement  dans  les  ([uadriques  avec  les  centres 

dans  le  sens  ordinaire  du  mot,  parce  que  de -^,rj — h  ...  ..■■  ==  o, 

on  tire  MjM  -\-  jM,M  =  o  ;  ce  ([ui  cesse  d'être  vrai  lorscju'il  y  a 
plus  de  deux  points  d'intersection. 

C.-A.     L.VISANT. 
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RECHEUCIII-   DU  NOMBRE  DES  RACINES  POSITIVES 

DIX   POLYX0>[E 


I.  Tout  pol>//w/)ic  entier  à  coefficients  réels  perd  •>.  k  varia- 
tions l^lv  =  entier  positif  ou  zéro)  par  la  multiplication  par  x -j- a 
(a>()). 

1.  Soit  d'abord  un  polynôme  con/j)let,  c'cst-à-diro  i-onlormant 
toutes  les  puissances  de  .i    : 


../.,.;-_]_  . . .  -^  B.,  —  '  —  13.»  -  —  B".) 


11   V  a  une  t.'l  nue  seule  variation  entre 

il  n'v  a  plus  de  variation  entre  les   leiine^ 

K".»'--'  ol  n.r'  . 
La  luullipluallon  pai./  -\-  a  donne 


=t  11.»^ . 


A.,-:^+'  +. .  .  +B'L-'-^-—  B   l.r'+'  —  B" 


f"  + .  .  .  zp  K' 


'—  ....  — C 

i-'-^'zt  K"  1.1 '^  ...itll 


—  aC'l  4-. 


-f  ((;'■  +  . /(:).i"-f-...^r(  ).i-''+*)~  (  ).i-f^'  ztfK"4-</K).' . .  ..^u\\>- 


Du   pieiuM-r  leriuf  du  pi(»(luil   jus([u'a    ci'hn    en    /      uitus   u  au- 
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rons  quiiue  variation,  car  le  premier  terme  et  tous  les  suivants 
jusqu  à  celui  en  .r'^-sont  positils  et  le  ternie  en  x'  est  néga- 
tif; donc,  que  le  coelficient  de  .r' *  '  soit  positif  ou  négatil,  n()us 
n'avons  qu  une  variation  jusqu'au  terme  en  .v. 

De  même,  du  terme  en  .i"  jusqu  ;i  celui  en  x",  il  n  y  a 
qu'une  variation  ;  en  effet,  du  terme  en  x'  jusqu'à  celui  en 
.r*'  +  -,  il  y  a  constamment  des  termes  négatifs  et,  le  coefficient 
de  .?•"  étant  positif,  celui  de  .r"  +  '  n'introduira,  qu'il  soit  positif 
ou  négatif,  qu'une  nouvelle  variation  (jui  se  présente  juscju'au 
terme  en  ,r". 

En  suivant  de  même,  on  remarqueia  <[u'à  chaque  variation  du 
multiplicande  en  correspond  une  du  produit,  et,  comme  dans  le 
multiplicande  tous  les  termes  depuis  K.r-  ont  le  même  signe,  de 
même,  dans  le  produit,  tous  les  termes  depuis  celui  en  .r?  ont 
le  même  signe. 

Nous  avons  ainsi  montré  que  le  nombre  des  variations  îi  aug- 
mentera pas  par  la  multiplication  par  X  -\-  n  ;  mais  il  est  pos- 
sible qu'il  devienne  moindre  ;  la  démonstration  précédente  donne 
par  exemple,  entre  les  termes  -4- B'.r' "^  '  et  — B.i',  une  varia- 
tion au  multiplicande  et  de  même  une  au  produit  entre  les  termes 
A.r^  +  '  et  ( — B" —  rtB).r',  mais  cela  quand  les  termes  — B".^•'  " ', 
etc.,  jusqu'au  terme  —  Cx"  "•"  -  existent  dans  le  polynôme  primitif  ; 
si,  au  contraire,  on  n'a  que  le  terme — B.( ',  alors  on  aura  le  pro- 
duit 

(termes  posit.)+  (— B  -f  ^/B';.r'"^*  -j-  (C  —  rtB).r' -j-  .... 

D'où  l'on  voit  que  si  — B-)-r/B'>o  et  C  —  </B  >  o,  une  varia- 
tion scia  effectivement  perdue. 

3.   Passons  au  cas  d'un  polvnôme  incomplet. 

En  multipliant  par  x  -\-  a  on  n'augmentera  pas  les  variations. 
Car  on  passe  du  polynôme  complet  à  l'incomplet,  en  égalant  à 
zéro  quelques  coefficients  du  polynôme  complet,  tels  que  les 
variations  restent  les  mêmes.  Alors,  évidemment,  le  produit  ne 
présentera  pas  plus  de  variations  qu'avant.  Car.  ou  bien  quel- 
ques termes  du  produit,  positifs  ou  négatifs,  s'annuleront  (ce 
qui  n'influence  pas  les  variations)  ou  bien  c{uel([ucs  coefficients 
positifs  deviendront  plus  petits,  tout  en  restant  positils,  ou  quel- 
ques coefficients  négatifs  deviendront  plus  petits  en  valeur  abso- 
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liu'.  tout  en  restant  négatils  ee  qui  ne  nuit  pas  aux  variations), 
ou  bien  parmi  les  coelHcients  de  .<-+'.  .<"+',  ...<•  +  ',  quehjues-uns 
vont  ehangei-  de  signe,  ce  (jui  n'augnienteia  pas  les  variations;  en 
elVef,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  ces  coelticients  seront  tle 
mêmes  signes  que  les  précédents  ou  c[ue  les  suivants,  donc,  ilans 
tous  les  cas,   le  nombre  tles  variations  naui^incnte  pas. 

4.  Co/oUdiri'.  —  En  multipliant  par  .r-\-(i.  on  trouve  une 
limite  supérieure  du  nombre  des  racines  positives  égale  à  celle 
trouvée  par  le  tliét>rème  de  Descartes,  ou  même  plus  approchée. 
Kn  elVet,  la  multiplication  par  r-{-(i  n'ajoute  aucune  racine 
positive  au  polynôme;  d'autre  part,  le  nombre  des  variations 
peut  diminuer,   mais   nullement   augmenter. 


x  +  i. 


5.  Règle  pour  trouver  rdpideincnl  les  coefficients  dit  produit  par 
Le   protluit  du  polvnôme 

"(.»•''   +  "i-<-'^~      +    ll.v'''"  +   .  .  .   +  (I, 

par  .1  -î-  I    donne 

'V''""  +  {"o  +  "i)-<-"'  +  ("1  +  "j)-»''~   +  ["■î  +  "sV'''~' 

I)  (»ii  la   rèolf   : 

Pour  liouvei'  le  coeKlcient  de  ./     j'ajoute  (i.^^./i\  a.^__^\. 

G.  lienidrijiie  1.  — Un  polyni'imr  dont  toutes  les  racines  sont 
réelles  et  positives  a  précisément  autant  de  \ariations  ([ue  de 
racines. 


I\,)  =  {.t—a)[.r-l.]  ...   (..•-/; 
C!cs  racint's  siiiil    an  in)ni!)r(>  dcv 


/. 


tous  positif- 


Je  ilis  tiui-  il'  polvnomt'  ne  présentera  |)as  plus  de  v  varia- 
tions. Kn  ell'et.  il  na  (piev-j-  1  termes.  D  après  le  ibeoréme  île 
Descaites.  il    ne    peut    |)a>   v  a\<»ii    moins  di-   \aiiatnins:    doue    il    v 


aura  v. 


-.   /{eniiir(/iie  'J.  —   l.a  proposition  connue  :   «   Tout   |i()lvnôme 
n'ayant   (pie  des   lacines   n'-elles,  a  précisément   autiuit    de   laciiies 
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positives  que  de  variations  »  peut  être  démontrée  très  lacilement 
d'après  ce  qui  précède.  Soient 

a,  h,  c,  d,  e.  —  i.  —  /■,  —  / 

les  racines  d'un  polynôme  ;  on  a  donc 

(.«■  —  ^0  [x  —  h)...  [x  —  e)  (x  +  /■;...  [x  -{-l)—o. 

[.es  cinq  premiers  facteurs  donneront,  d'après  la  remarque  i. 
un  polynôme  avec  cinq  variations,  qui  multiplié  par  [x -\- i) , 
nauia  pas  plus  de  variations  qu'avant  (peut-être  moins). 

!\Iais  ici  le  nombre  des  variations  ne  diminuera  pas  ;  car, 
d'après  le  théorème  de  Descartes,  il  y  aura  nécessairement  autant 
de  variations  que  de  racines  positives  c'est-à-dire  cinq  variations. 
On  démontrera  la  même  chose  pour  la  multiplication  par  [x-\- k)  et 

8.  Cas  oii  l'on  peut  efj'ectii'einent  trouver  une  limite  plus  rap- 
prochée des  racines  positives  que  par  le   théorème  de  Descartes. 

Soit  un  polynôme  avec  trois  termes  alternativement  positils  et 
négatifs   : 

■y     .  x-l  ,  a— v+l  ,         :i-/     ,  •-'.-'-I 


a,  X 


+  «.. 


Je  di*  que,  si  l'on  a 


> 


sont  tous  positils,  le  nombre  des  racines  positives  sera  nécessai- 
rement moindre,  au  moins  d'une  unité,  que  celui  des  variations  : 
il  serait  donc,  d'après  le  théorème  de  Descartes,  moindre  au 
moins  de  deux  unités.  En  ellet.  puisque 


> 


il  est  évident  que  l'on  peut  choisir  un  nombre  positil  a  tel  (|U( 


HACiMCs  /'osrr]yi:s  d  u.\  i-ulysom i: 
Miillij)lii)iis  le  polynôme 


L-.+  l 


j»;ir  x  -\-  (i  ;  lions  aurons 


+  ".^o.r'    "    '+ 


+    [<^'t 


"'.y^    ■'+'  +(«._!_,  —  ua',y^    '  + 


Xons  ienKir(|nons.  (H)niine  clans  la  preniioïc  cleinonstiation, 
(jnc,  pour  (jnf  h'  j»roiluit  ait  antant  de  variations  (jiie  le  nuilti- 
plieande,  il  faut  f[u';i  la  variation  dn  ninltiplieande  présentée  par 
les  termes 

(I        X  cl    a     X 

en  eoirespoiule  une  ilu  produit  entie  les  termes 


et 


t^iKt 


{a       —  (la'  l.r' 


Mais,  d  après  notre  hvpothese,  les  eocilieients 
(in        —  a'    et  'i  ^    —  an' 

sont  tous  les  deux  positils. 

Car ^<'/,  d'où  d'    <'  Il  (t     I  i)uis(|ue  n      \    >  o.    et   par  eon- 

se([uent    o    <  au,  .y    —   n  .    De    même    puisipie    — '- —  >  ii,    on    a 
",+1  ->  "  ,"  •   "-'l  ".+1  —  "  -  <i  >  *>• 

<).  A/J/jli(ii(iu/i .   —  Soit  le  pidviKime. 


+      ■•+"., 


les  eoellieieiits 


".,'^-l.'"v+.' 
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sont  supposés  alternativement  positils  et  négatils.  En  outre;  nous 
admettons  encore  que 


Tl  en  résulte  l'inéefalité 


< 


II 


< 


'-  +  1 


<  I  et 


>  I 


et  on  retombe,  par  conséquent,  dans  le  cas  précédent,  c'est-à- 
dire  que  le  polynôme  aura  un  nombre  de  racines  positives  inté- 
rieur dune  unité  au  nombre  des  variations. 

i*.   Zervos   (^Athènes). 


SUll  LE    1  HEOIIEME  DE  DESCARTES 


Dans  la  démonstration  suivante  du  théorème  de  Descartes 
nous  employons  le  théorème  de  Rolle. 

Lap^uerre  (^Œuvres  complètes,  i)  a  aussi  donné  une  démons- 
tration du  même  théorème  fondée  sur  le  théorème  de  Rolle.  INhiis 
notre  démonstration  diffère  essentiellement  de  la  sienne.  Elle 
montre  comment,  étant  donné  un  polynôme,  on  trouve  une 
limite  supérieuie  du  nombre  des  racines  positives  au  moyen  de 
la  limite  supérieure  (.lu  iioin])rc  des  racines  positives  de  sa  dérivée 
d'un  certain  ordre. 

I.  Si  nous  exprimons  par  n  le  nombre  des  variations  d  un 
polynôme  entier  ii  coellicients  réels,  le  nombre  de  ses  racines 
positives  est  //  —  :'-/,  où  /  est  un  entier  positil  on  zéro. 
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Je  dis  que,  si  cette  proposition  est  vraie  pour  tout  polynôme 
entier  ayant  n — i  variations,  elle  l'est  aussi  pour  tous  ceux 
avant  n  variations. 

1.  Nous  pouvons  exprimer  le  nombre  des  racines  ])ositives  de 
tout  polynôme  entier,  qui  présente  11  variations,  par  n  -\-  10  où 
p^  est  zéro  ou  un  entier  positif  ou  négatif. 

Kn  effet,  si  n  est  un  nombre  pair,  les  termes  extrêmes  du 
polynôme  ont  le  même  signe,  et  par  conséquent  le  nombre  des 
racines  positives  est  pair.  Enfin  la  difTérence  de  deux  nombres 
pairs  est  un  nombie  pair.  —  Et  si  n  est  un  nombre  impair,  le 
premier  terme  du  polvnôme  a  un  signe  dillerent  du  dernier 
terme  ;  donc  le  nombre  des  racines  positives  est  impair,  la 
diiVérence  de  deux  nt)mbrcs  impairs  étant  un  nomine  [)air. 

3.  Je  démontrerai  1  impossibilité  de  1  inégalité  p^  >  o. 

Démonstration.  —  Soit  le  polvnôme  donné 

/  (j)   =  flo  -r      +  «1  X  + +  flr  X  +  rt    H-*--  +  .  .  .  +  a,„ 

et  admettons  (jn<»  la  dt-rnlére  variation  se  présente  entre  les  termes 
iif  v  '"  ~  ''  et  a,.  +  ,  .1  '"-•-'.  Jo  prends  les  dérivées  successives 
de  f[.i).  De  ces  dérivées,  la  première  qui  olIVe  n  —  i  variations 
est  celle  de  l'ordre  m  —  r.  (lar  la  variation  que  présentaient 
dans  /  [Xj  les  termes  a^  et  a,.  ,  est  perdue  tlans  ^■("' -  ■")  (.r), 
à  cause  de  la  disparition  des  coellicients  o^  ^  ,,  a,.  +  o  et  suivants. 

Mais,  pour  n  —  i  variations  on  a  supposé  la  prcqnisition  vraie, 
et  par  suite  le  nombre  des  racines  positives  du  polvnôme/'"'"'^  (.r) 
est /i  —  I  —  •<»/•■,  où  A"  est  un  entier  positif  ou  /.cro. 

Donc  le  polvnôme/'"'  ~  '"'  (.r  ,  dont  la  dérivée  est  /  '"  ~ '' (^.r)  a 
des  racines  positives  an  nombre  de  n  —  a/r  tout  ait  fj/iis^  d'après 
]('  tlii'orèiue  df  Kollc. 

Mais  le  polynôme  /'"-'•—')  ^.,-^  présente  n  variations;  donc  le 
nombre  de  ses  racines  positives  est  n  +23^  (S  21,   et  il  f;uit  ([ue 

n  -f-  '^p>  ^  Il  —  J^l<i 

(où  p,  est  un  entier  ou  zéro) 

Enseijj'ncmcnt  iniith.  a8 


4:{o  /'.  /l'.n  vos 

d'où  il  suit 

—  ?.  ^  k, 

c'cst-îi-dire 

7?  +  2  0,  =  ??  2/1^       où       O  ^  ^j   ^  /• 

(A-,  étant  un  entier  positif). 

Maintenant,  d'une  part,  je  conclus,  par  le  tliéorcMne  de  Rolle, 
que  Ji  —  a/tj  +  I  est  la  limite  supérieure  du  nombre  des  racines 
positives  de  ^'■'» -'•--)  (^x).  D'autre  part,  la  remarque  que  le  poly- 
nôme donné  a  n  variations  et  par  suite  (.^  2)  n  -\-  20^  racines 
positives  (où  0^  est  entier  ou  zéro)  m'interdit  la  supposition  que 
le  polynôme  f'"'~''~-'^[x)  a  n  —  2Â'j -|-  i  racines  positives.  En 
effet,  dans  le  cas  contraire,  j'aurais 

//  —  ik^  -f  I  =  /;  -|-  203       d'où        ■ =  p.j  4-  ''■'1 

ce  qui  est  absurde,  puisque  p^  et  h\  sont  tous  les  deux  entiers. 
Donc 

n  -\-  10^  ^  n — 2/.-,,       —  P3  ^  k^, 

doù 

n  -j-  2P3  rr  7i  —  2}., 

À  étant  un  entier  positif  ou  zéro. 

Par  la  même  série  de  raisonnements  je  conclus  que  le  nombre 
des  racines  positives  de  ^('«-'-3)  (.r)  est  fi  —  2;^.,  où  |ji.  est  un 
entier  positif  ou  zéro. 

De  la  même  manière  pour  Z"^'"  ^  ''  ~  '*'  [x)  ;  par  suite,  en  continuant 
ainsi,  nous  arriverons  à  une  semblable  conclusion  pour  f  [x], 
c'est-a-dire  que  le  nombre  de  ses  racines  positives  s'exprime  par 
n  —  it. 

Pour  n=  i  la  ])roposition  est  évidente,  donc  le  théorème  de 
Descartes  est  démontré. 

P.  Zervos  (AthènesV 


L'ENSEIGNEMENT  DE  LA  GEOMETRIE  DESCRIPTIVE 

DANS  LES  ÉCOLES  MOYENNES 


Xoiis  avons  i(''c'oniiiieiil  exprimé  nos  idées  ii  propos  de  rensei- 
gnement lie  la  ("ii'oinctiie  descriptive  en  général  (').  En  le  luisant 
nous  nous  sommes  eependant  abstenus  d'émettre  notre  opinion 
sur  la  manière  dont  cet  enseignement  doit  être  réparti  sur  les 
dilïerents  degrés  dCtudcs  et  la  part  que  nous  voudrions  lui  attri- 
l)uer  dans  les  étaljlissements  secondaires  ou  dans  les  Ecoles 
supérieures,  (lelte  abstention  provient  de  ce  que  les  points  de 
vue  que  suivait  jusque»  présent  cette  répartition  sont  indépen- 
«lants  de  la  Cléométrie  descriptive.  Ils  dépendent  seulement  des 
voies  générales  d'instruction  par  lesquelles  l'étudiant  aspire  à 
une  instiuction  supérieure.  En  attendant  on  ne  saurait  encore 
penser  it  une  unification  de  ces  voies,  et  désormais  encore  les 
«  Humanistes  »  et  les  «  Réalistes  »  suivront  des  chemins  dill'é- 
l'cnts.  Les  premiers,  quelque  prévenants  qu'ils  se  montrent 
envers  les  besoins  modernes,  pourront  à  peine  trouver  le  leuq)s 
nécessaire  ii  l'enseignement  de  la  Géométrie  descriptive.  Comme 
il  n'est  nullement  de  l'intérêt  des  Ecoles  supérieures  technicjues, 
ni  de  celles  des  Mathématifjues  et  des  Sciences  natuielles 
d  excluri"  les  élèves  sortant  des  ("i\uinases,  il  v  aura  tou|ouis  un 
certain  n(»nibre  iré'tuilianls  qui  ne  seront  introduits  dans  la  con- 
naissance de  la  (It'ometiie  descriptive  <}ue  dans  les  Ecoles  supé- 
rieures. Or,  ii'pondant  à  ce  besoin,  il  est  institué,  dans  la  plu- 
part des  Universités  et  des  Ecoles  supérieures  technitjues  des 
cours  préparatoires  de  Géométrie  descriptive  dans  les([U(ls  les 
élèves  peuvent  s'initier  ii  celte  science. 

Dans   CCS   coins   le  maître   s'adresse  à  des  élèves   plus  avancés 


(')  Beyei.  :    L'cber   den    Vntenichl    in    der  darstelleiiden  Genmedie,  Zcilscti.,  fur 
malli.  u.    niilurw.,   Inlcrrichl,  l.  XX.\,   i8;)y  ;  ;i  pari,  chez  li.-G.  Ti-ubiicr.  Lt-ipzig. 
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que  ceux  des  écoles  moyennes,  et  il  peut,  en  peu  de  temps, 
rattraper  l'avance  qu'ont  ceux-ci  —  mais  seulement  dans  le  cas 
où  il  possède  des  dispositions  pour  la  Géométrie  et  une  grande 
habileté  pour  le  Dessin. 

Il  en  est  autrement  pour  les  Réalistes,  c'est-ii-dire  pour 
ceux  qui  sortent  des  gymnases  réaux.  Ces  établissements  prépa- 
rent aux  écoles  techniques  supérieures  ;  la  Géométrie  descriptive 
s'ajoute  organiquement  au  reste  de  la  matière.  Nous  nous  pei- 
mettrons  d'exposer  ici  nos  idées  au  sujet  de  cet  enseignement . 

La  véritable  base,  le  degré  qui  doit  nécessairement  précéder, 
c'est,  pour  l'enseignement  de  la  Géométrie  descriptive  dans  une 
école  moyenne,  la  pratique  du  Dessin  géométrique  laite  conjoin- 
tement avec  l'étude  de  la  Géométrie  elle-même. 

Dans  cet  enseignement  il  ne  s'agit  pas  seulement  de  la  con- 
naissance de  tel  ou  tel  théorème  qui  nous  a  été  légué  par  les 
Anciens,  mais  aussi  de  se  pénétrer  des  idées  directrices  et  des 
applications  géométriques  de  ces  théorèmes.  Celles-ci  s'obtien- 
nent au  moyen  du  Dessin.  La  Géométrie  gagne  par  là  de  la  vie  et 
de  l'intérêt;  le  côté  esthétique  même  se  fait  alors  valoir. 

La  Stéréométrie  vient  ensuite  se  joindre  à  la  Géométrie.  L'en- 
seignement de  cette  branche  est  trop  exclusif  pour  l'élève  des 
écoles  réaies.  Il  manque  son  but,  si  l'on  se  l>orne  :i  établir  seu- 
lement des  formules,  et  si  l'on  n'a  pas  constamment  recours  au 
modèle  et  à  l'intuition  de  l'espace.  Or  l'élève  ne  s'en  rend  cou- 
ramment compte  que  lorsqu'il  dessine  et  fait  des  modelages  lui- 
même.  Il  devra  dessiner,  d'après  des  modèles  dans  des  positions 
simples,  de  face  et  en  plan,  des  corps  polyédriques  réguliers,  les 
polyèdres,  puis  les  cônes,  les  cylindres,  elc...  11  construira  aussi 
des  développements  et  fera  les  calculs  qui  s'y  rattachent.  Ce  Des- 
sin en  projection  doit  se  joindre  d'une  (açon  analogue  à  l'ensei- 
gnement de  la  Stéréométrie  de  même  que  le  Dessin  géomé- 
trique doit  accompagner  l'étude  de  la  Géométrie  plane. 

Quand  l'élève  aura  ainsi  été  préparé,  il  pourra  procéder  ii 
l'étude  méthodi([ue  de  la  Géométrie  descriptive.  Il  est  prescrit 
dans  maintes  ordonnances  scolaires  de  la  connuoiicer  en  traitant 
d'abord  la  projection  orthogonale  sur  ////plan.  Au  premier  abord 
cette  prescription  semble  fort  juste.  Quand  on  aura  appris  a 
faire  des   projections  sur   un  seul  plan,  on  saura   aussi  les  taire 
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sur  deux  ol  plusieurs  plans.  Crosl  la  la  pensée  du  caleulaleur  (jui 
compare  la  construction  ii  ses  calculs  arithniéti([ues.  mais  le 
géomètre,  <{ui  veut  taire  naître  et  prospérer  l'intuition  de  l'es- 
pace, n'est  point  du  même  avis.  Cette  intuition  ne  peut  être 
obtenue  ([n'eu  envisageant  à  la  lois  deux  images  du  même 
ol)jet;  elle  résulte  de  la  connexion  de  ces  images.  Nous  trouvons 
donc  ([ue  cette  séparation  de  matières  connexes,  comme  elle  a 
lieu  dans  la  projection  orthogonale  sur  un  seul  plan,  équivaut  à 
un  emploi  superllu  de  temps  à  consacrer  à  cette  élude.  Xous 
n'avons  pas  non  plus  vu,  dans  notre  expérience,  tpie  des  élèves 
normalement  préparés  aient  rencontré  de  la  dilliculté  à  dessiner 
sur  un  plan  horizontal  et  sur  un  plan  vertical.  On  peut  même 
fixer  l'intuition  de  lespacc  en  envisageant,  dès  le  début,  trois 
plans  de  pr<)j(X"tion  et  en  se  bornant  à  l'espace  renlei-mc'  par 
un  octant    '). 

13e  même  ([uen  toute  théorie,  les  voies  qui  ne  sont  j)as  svsté- 
mati([uement  tracées  namènenl  aussi  dans  la  Géométrie  descrip- 
tive ([u  à  une  demi-connaissance  de  la  chose.  Le  praticien  étroit, 
f[ui  évite  volontiers  les  côtés  abstraits  d'une  paieille  svsléma- 
ti([ue,  ne  trompera  par  ses  moyens  Ijasés  sur  la  considération 
nnicjue  d'oh/'efs  pratujues  que  ceux  qui  ne  sont  pas  initiés  à  la 
matière.  Les  autres  concevront  aisément  (ju'ici  aussi  il  faut 
construire  m<''thodi([uement  el  commencer  par  poser  des  bases 
simples.  11  est  d'abortl  facile  de  comprentlre  ([uc  dans  un  sys- 
li-me  rectangulaire  il  faut  déterminer  le  ])<)inl  par  ses  trois  coor- 
d<)nnées  cl  le  plan  ])ar  son  Intersection  avec  les  trois  axes.  La 
droite  peut  être  déterminée  par  deux  points,  par  exemple  ses 
lieux  traces.  —  Ce  nioyen  permet  de  rappeler  la  Ciéomélrie 
analyti([ue  de  l'espace,  et  l'élève  s'habituera  de  bonne  heure  :i 
lattacher  a  celle-ci  une  conception  juste  de  I  idée  d'espace  et  ne 
restera  point  enloncé  dans  le  formalisme  du  calcul  ([ul  chasse 
souvent   comjdèlement  l'image  géométri(|ue. 

Une  lois  b."  j)oint,  la  droite  et  le  plan  bien  explnjues  et  rej)ié- 
senfés  dans  diirt'ientes  positions,  leurs  ra))[)oi'ls  recijtroipies  el 
leurs   dimensions   métricjiies  loinnisseiil   une    abondante  malien^ 


y  I  {]niii|).   :    Iloi./.MiU.l.Ell.    Einfiihriiiiff   in    das    stercmnrd  isr/ie  Zciclnu'ii.  I^cip/.ig, 
U.-(\.  T.iihniT,   iSSC. 
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pour  former  rintuition  de  l'espace.  Mais  il  ne  siifTit  pas  d'expli- 
quer que  les  choses  sont  telles  et  telles.  Il  faut  constamment 
demander  aux  élèves,  s'ils  voient  aussi  les  objets.  Les  réponses 
indiqueront  alors  au  maître  le  chemin,  qu'il  devra  suivre  pas 
à  pas,  pour  fortiher  l'intuition  de  l'espace.  Il  est  utile  pour 
cela  de  s'appuyer  sur  des  représentations  nettes  et  précises 
et  de  ne  point  se  mouvoir  seulement  dans  des  généralités.  Nous 
avons  rassemblé  à  cet  effet  une  collection  de  dispositions  par 
lesquelles  l'attention  est  attirée  sur  des  positions  déterminées 
de  points,  de  droite  et  des  plans  (').  Nous  espérons  avoir  créé 
par  là  un  matériel  utile  pour  exercices,  questions  et  devoirs, 
et  nous  nous  efforcerons  de  le  compléter  encore  et  de  l'étendre. 
Les  dispositions  sont  faciles  à  appliquer  au  moven  d'un  petit 
appareil  que  l'élevé  peut  manier  lui-même.  On  aura  ainsi  un 
moyen  commode  pour  soutenir  l'intuition.  D'autre  part  ce  but 
pourra  encore  être  atteint  en  faisant  dessiner  un  objet  en  pers- 
pective parallèle  oblique  et  en  choisissant  en  même  temps  arbi- 
trairement les  axes  et  le  module. 

Les  principaux  objets  de  la  partie  théorique  sont  les  suivants  : 
étude  de  figures  situées  dans  des  plans  donnés,  intersections  de 
plans  entre  eux  et  de  droites  avec  des  plans,  délerminations  des 
vraies  longueurs,  rabattements  et  rotations.  On  pourra  examiner 
ensuite,  à  titre  d'exercices,  les  sections  planes  de  corps  étudiés 
en  Stéréométrie,  les  déterminations  d'angles,  les  pénétrations 
simples  et  les  constructions  d'ombres. 

Dans  ce  premier  enseignement  il  n'y  a  pas  lieu  à  traiter  ni  l'axo- 
nométrie,  ni  la  projection  centrale,  ni  la  perspective.  On  pourra 
facilement  expliquer  d'une  façon  intuilivc  la  représentation  de  figu- 
res sans  examen  des  méthodes  de  projection  citées.  De  même  nous 
ferions  complètement  abstraction  de  la  Géométrie  projective. 
Cela  n'empêchera  point  d'attirer  de  temps  en  temps,  ii  l'occasion, 
l'attention  des  élèves  sur  l'adlnlté  et  la  collinéation,  surtout  quand 
ces  rapports  sautent  aux  yeux.  D'ailleurs  le  maître,  ([ui  veut  poser 
une  bonne  base  n'aura  pas  le  temps  de  s'occuper  de  ces  choses  ; 
il  sera  même  bien  content   d'avoir  pu  terminer  sa  lâche. 


(')  lîivYEL  :    Darslellcnde    Geomi-ine  mit   einer   Sammlitng  l'OH  ISOO   Di.yosilionen 
zu  Aufgaben.  Leipzig.  B.-G.  Teubner,  1901. 
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Nous  recoin maiulons  iino  saj^e  rosUiclioii  dans  les  lantaisics 
«lue  1  on  rencoiilie  clans  les  problèmes;  la  même  rcslirction  doit 
aussi  dominer  dans  le  choix  îles  devoirs.  En  général  il  faut  s'abs- 
tenir dans  renseignement  en  classe  de  poser  des  problèmes  qui 
réclament  un  don  particuliei'  pour  la  compréhension  de  la  Ciéo- 
métrie  ;  le  maître  expérimenté  sait  qu'il  n'est  donné  qu'il  ibrt  peu 
de  personnes.  S'il  se  présente  des  élèves  qui  possèdent  ce  don,  on 
peut  les  encourager  en  leur  faisant  faire  des  problèmes  à  part. 
Cela  sera  plus  prudent  ([ne  de  les  poser  à  tous,  car  alors  ils  ne 
sont  résolus  cjne  par  cette  élite  tandis  que  les  autres  ne  livrent  que 
des  co{)ies.  Vax  donnant  un  devoir  il  faut  bien  peser  tous  les 
détails  de  1  exécution  ins([u'au  bout.  Ce  n'est  ([u  ainsi  ([u'on 
pourra  juger  si  cette  exécution  est  possible  dans  un  temps  déter- 
miné et  amène  un  résultat  qui  peut  être  représenté  dans  les 
limites  de  la  feuille.  Toutes  les  constructions  doivent  être  faites 
dans  la  salle  de  dessin  sous  la  surveillance  du  maître  et  être 
déterminées  de  façon  ii  pouvoir  être  achevées,  dans  un  temps 
bien  fixé,  par  un  élève  de  force  moyenne.  Le  maître  aura  alors 
l'occasion,  dans  la  salle  de  dessin  même,  d'ajouter  ({uehpie  chose 
pour  les  élèves  mieux  doués  et  de  simplKier  la  ([uestion  pour  les 
moins  habiles.  Ce  n'est  qu'ainsi  qu'il  sera  possible  de  dlilger 
renselcrnement  en  classe  d'une  façon  uniforme.  H  faut  éviter 
d'avoir  à  autoriser  de  ilnir  une  épure  à  domicile.  D'ailleurs  la 
Géométrie  descriptive  ne  doit  prétendre  qu'à  un  travail  à  domi- 
cile fort  restreint.  Au  commencement  on  pourra  ])eut-être 
demander  aux  élèves  de  mettre  au  net,  dans  leui'  cahier,  les 
ligures  ([ui  doivent  acconipagner  le  texte.  Avec  le  temps  I  élève 
devra  cependant  s'habituer  ii  tracer  proprement  sur  son  cahier 
les  ligures  (jue  le  maître  dessine  au  tableau.  Dans  ce  cas  le 
maître  les  tracera  lentement  et  exactement,  avec  le  compas  et  la 
règle.  Si  de  temps  en  temps  le  maître  désire  se  rendre  compte 
des  progrès  faits  par  la  classe,  il  pourra  donner  un  exercice  ex 
tc/ii/jore  au  cravon.  U  est  tlu  reste  lai-ile  d  appréciei'  exactement 
les  piogrès  et  ra[)plication  des  élèves  dans  un  enseigne mciil  en 
commun  donné  dans  la  salle  de  dessin. 

Dans  ICscpiisse  ci-dessus  nous  avons  en  vue  une  école  (jiii  [)ré- 
pare  les  élèves  à  l'école  techni([ue  supérieure,  mais  ((ui  ne  iloit  pas 
empiéter  sur  elle.  11  v  a  donc  lieu  dinditjuer  encore  l)rièvement 
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comment,  clans  notre  pensée,  elle  doit  se  relier  à  Técole  supé- 
rieure. A  son  entrée,  l'élève  devra  posséder  une  assez  grande 
habileté  du  Dessin  et  bien  connaître  la  méthode  des  projections 
orthogonales.  Il  est  alors  recommandable  de  les  utiliser  comme 
base,  de  leur  donner  de  l'extension  et  de  traiter  ensuite  les 
changements  de  plans  de  projection.  D'autres  méthodes  de  repré- 
sentation des  corps  et  l'étude  des  surfaces  viendront  s'y  joindre  ; 
et,  pour  finir,  on  pourra  parler  des  rapports  généraux  qui  exis- 
tent entre  l'original  et  l'image  tracée.  Ici  il  y  aura  alors  lieu 
d'approfontiir  davantage  les  alllnités  des  projections. 

Pour  terminer  nous  ajouterons  encore  une  observation  au  sujet 
des  écoles  qui  enseignent  la  Géométrie  descriptive  sans  cepen- 
dant se  rattacher  aux  écoles  techniques  supérieures.  Nous  vou- 
lons parler  ici  des  écoles  techniques  moyennes  (écoles  indus- 
trielles, tecluiica)  (|ui  donnent  un  enseignement  pratique  formant 
un  tout  bien  déterminé.  Il  est  aisé  de  comprendre  qu'ici  l'élé- 
ment théorique  doit  céder  le  pas  à  la  pratique  et  se  montrer 
moins  abstrait.  Toutefois  il  sera  nécessaire  ici  encore  d'ajouter 
aux  épures  de  projection  un  cours  où  renseignement  méthodique 
des  éléments  est  traité  d'une  manière  systématique.  Quant  au 
choix  des  corps  employés  dans  la  pratique,  il  devra  être  fait  d'une 
façon  rationnelle  afin  de  conduire  à  un  ensemble  de  propriétés. 
Il  s'agira  en  cela  moins  des  lois  générales  d'après  lesquelles 
sont  engendrés  ces  corps,  que  d'un  certain  nombre  de  cas  déter- 
minés qui  se  présentent  le  plus  souvent  au  dessinateur.  De  ce 
fait  sont  les  développements,  les  pénétrations  de  cylindres,  les 
constructions  de  vis,  les  études  d'ombres,  etc.  Brei  la  Géométrie 
descriptive  devra  être  traitée  à  ces  écoles  de  telle  hiçon  ([ue 
l'élève  acquière  des  connaissances  et  des  aptitudes  qu'il  pourra 
utiliser  directement.  Par  contre,  dans  les  écoles  qui  préparent  à 
une  instruction  plus  élevée,  l'enseignement  de  la  Géométrie  des- 
criptive doit  aussi  contribuer  à  former  l'esprit  à  une  conception 
plus  approfondie  des  choses.  Ce  n'est  qu'ainsi  que  nous  parvien 
drons  à  collaborer  au  développement  de  la  pensée  scientifique. 

D'  Chr.  Beykl  (Zurich). 


L'ESPERANTO 
ET   LES   MATHÉMATICIENS 


«  A  quoi  bon  des  lanfçiies  internationales  si  on  ne  vent  pas  en 
rester  ii  une  seule  ?  Et  puis,  cet  Espéranto  sera-t-il  moins  rébar- 
batif que  n'était  le  Volapuvk  ?  »  Telle  est  la  réflexion  que  je  me 
Taisais  quand  j'entendis  la  première  fois  parler  de  l'Espéranto. 
Depuis,  mes  préventions  sont  bien  tombées,  grâce  aux  renseigne- 
ments foui-nis  par  MM.  de  Beaufront  et  Méray.  Mais  dans  ces 
renseignements  se  trouve  une  lacune,  au  moins  dans  ceux  don- 
nés par  ]M.  Mérav  dans  VJL/iscii^ne/nc/i(  nui(lti'm(iU<jiie. 

Si  j'avais  à  enseigner  n'importe  quelle  langue  ii  n'importe  ([ui, 
\  u  le  principe  ([ue  l'usage  doit  accompagner  la  ibéorie,  je  com- 
mencerais d'abord  par  enseigner  la  numération  parlée  de  cette 
langue  ;  puis  les  mots  nécessaires  pour  calculer  à  liante  voix. 

A  quel  professeur  d'allemand  n'est-il  pas  arrivé,  en  faisant 
lire  des  textes  allemands,  d'entendre  des  pbrases  dans  le  genre 
lie  celle-ci  :  «  Dds  Jalir  luit  trois  cent  soixante-cinq  Toi^e.  »  C'est 
(juc  36")  était  éci-it  en  chid'res.  et  fjue  pour  bien  lire  cela  il 
aurait  lallu  connaihe  la  numération  parlée  allemande;  or  on  ne 
sait  vraiment  lire  une  langue  que  si,  outre  l'écriture  syllabique, 
on  sait  lire  dans  cette  langue  les  portions  d'écriture  iiléogra- 
pliique  qui  sont  communes  ii  toutes,  et  cette  espèce  d'écrituie 
hiéroglypbique  consiste  surtout  dans  les  signes  de  la  numération, 
cbillVes  tant  romains  «[u'arabes,  et  les  signes  indiipiant  b's  oj)é- 
ratioTis. 

La  pratique  d'une  langue  devant  accompagner  ou  même  pré- 
céder la  tbéoiie,  on  aurait,  par  les  moyens  indicjués  ci-dessus, 
au  moyen  d'une  (juantilé  encore  très  limitée  de  mots,  une 
immense  (juanlité  d'exercices  oraux  possibles.  Aussi  M.  Méray 
aurait  pu  nous  donner  pour  lair»^  apprécier  l'Espéranto  quelque 
cliose  d'analorrne  aux  liifiK's  suivanifs. 
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68  Ok  kaj  naii  far  a  s  dek-sep  ;  Mi  skrihas  sep  kaj  (ransporlas 

79  iiTKi  ;  Unii  kaj  ses  faras  sep^  kaj  sep  faras  dek-kvai\  kion 

i47  jui  skr/has. 

53  Tri  sen  sep,  ne   eble.    Dek-tri  sen  sep  faras   ses.  Du  kaj 

/^7  unu  prnndto,  tri;  ki'in  sen  Iri.  du. 

26 

4  Dufoje  ki'ar  estas  ok.                                                           8l3 

_^  Ok  dii>idito  Je  tri,  faras  du,  restas  du,                            212 

8 

La  kvadrato  de  du  estas  ki'ar  kaj  gia  kubo  estas  ok.  GiaJ 
potencoj  ki'ara,  kvina  kaj  scsa  estas  dek-ses.  tridek-du  kaj  sesdek- 
k\>ar.  La  radiko  kuha  de  dudek-sep  estas  tri.  La  logarilino  de  du 
estas  tri  dekonoj,  unu  niilono  kaj  tri  centmilonoj .^  aii  tridekmil 
cent-tri  centniilonoj . 

Il  suffirait  de  connaître  et  savoir  expliquer  tous  les  mots  de 
ces  quelques  lignes,  pour  calculer  à  haute  voix  en  langue  espé- 
ranto, il  la  condition  toutefois  de  connaître  les  noms  de  nombres 
dont  l'énumération  suit. 

Nul  =  zéro.  Unu,^  du,  tri,  kvar,  kt'in,  ses,  sep.,  ok,  naû,  dek. 
Cent,  mil,  niilion,  niiliard. 

Je  suppose  inutile  de  les  traduire. 

Par  l'addition  de  la  terminaison  o  les  noms  de  nombre  ci- 
dessus  donnent  des  substantifs  collectifs,  ainsi  on  dit  deko  pour 
dizaine,  dudeko  pour  vingtaine  ;  dekduo,  pour  douzaine;  dekkfino 
pour  quinzaine  {^Mandel  en  allemand).  En  les  faisant  suivre 
d'un  a  on  a  les  nombres  ordinaux  (adjectifs  numériques  ordi- 
naux); ainsi  tria,  troisième;  ki'ina,  cinquième.  Les  nombres 
fractionnaires  sont  formés  par  l'addition  de  lu  terminaison  ono 
ou  ona  selon  qu'on  les  prend  adjectivement  ou  substantivement; 
ainsi  deux  tiers,  du  trionoj  ;  demi-litre,  duona  lilro.  Ici,  comme 
la  langue  allemande,  la  langue  espéranto  est  supérieure  à  la 
langue  française  ([ui  n'a  qu'une  seule  terminaison  pour  les 
nombres  ordinaux  et  pour  les  fractionnaires.  Pour  les  multiples 
on  a  les  terminaisons  oOlu,  obla,  ohle.  Exemples  :  Unu  duobla 
litre  ei^alas  unu  ln>inonan  dekalitron.  —  duoble,  doublement. 
—  duone,  à  moitié. 
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Mitlgré  ces  ressources  et  d  iuitr«'s  encore  fournies  par  le 
Manuel  de  VEsperanto  du  D'  Zanienhol  et  le  Conunenlaire  de 
M.  de  Beaufront,  il  faudra  encore  des  mots  pour  parler  de  l'ins- 
irwQÙon  primaire  ou  secondaire;  des  terrains  primitifs,  secon- 
daires, tertiaires,  quaternaires^  et  même  en  Arithmétique  supé- 
rieure des  racines  primitives  pour  lesquels  il  faudra  un  autre 
adjectif  ([ue  pour  les  uomhvc  pre/niers.  Après  cela  en  Botanique 
les  feuilles  bifides,  trifldes;  paripennées,  imparipenuées.  Mais 
je  suppose  qu'on  gardera  généralement  les  termes  scientifiques 
empruntés  au  Latin  et  au  Grec.  Dans  le  Vortaro  on  peut  du  reste 
constater  qu'aux  plantes  M.  Zamenhof  attribue  généralement  les 
noms  scientifiques  déjà  internationaux  sous  la  forme  latine. 

La  langue  Espéranto  est  une  langue  très  rationnellement  cons- 
truite pour  le  but  h  atteindre  ;  et  souvent,  si  vous  vous  deman- 
dez pourquoi  AL  Zamenhof  a  introduit  tel  terme  plutôt  que  tel 
autre  plus  euphonique,  en  bien  cherchant  vous  en  trouverez 
vous-même  la  raison.  Ainsi  prenez  le  nombre  ^7,  qui  en  Espé- 
ranto se  dit  sepdek-sep.  C'est  peu  euphonique.  Deux  autres 
manières  se  présentaient  pour  rendre  le  nombre  7  ;  d'abord  set 
qui  aurait  été  plus  en  accord  avec  les  langues  latines  (setle,  en 
italien)  puis  sem  ou  sim,  qui  s'accorderait  avec  les  langues 
slaves,  l'ancien  latin  septeni,  et  même  avec  les  langues  germa- 
niques. En  allemand  on  dit  sieben  (sibn);  en  anglais  seven  (sivn); 
en  hollandais  zewen  ;  mais  on  sait  que  les  allemands  aiment 
contracter  bn  en  m  (ou  mn).  Ce  sem  aurait  servi  ;i  rendre  plus 
immédiatement  compréhensible  le  mot  semajno  (semaine)  ;  et 
semdek-sem  serait  certes  plus  euphoni<{uc  ([ue  sepdek-scp,  vraie 
imitation  du  chant  de  la  caille. 

Je  m'imagine  qu'on  n'a  pas  pris  set  à  cause  de  la  dilllculté  ii 
prononcer  sctdek.  Quant  ii  sein  on  n  a  ([11:1  jjicndre  le  Yorlaro,  et 
au-dessus  du  mot  semajno  on  trouve  le  mot  sem  déjà  allecté  a 
l'idée  de  semence  et  de  semer.  Or  AL  Zamenhof  a  éviilcmment 
cherché  à  éviter  les  mois  ainphibo!ogi([ucs  pouvant  vdus  arrêter 
dans  la  traduction  d'un  texte  Espéranto.  La  langue  b^speranto 
fera  peut-être  le  désespoir  des  amateurs  de  calembours,  mais 
n'arrêtera  jamais  le  traducteur  par  des  dillicullés  (jue  tous  nous 
avons  souvent  éprouvées  dans  notre  jeunesse  en  traduisant  des 
textes  latins.   Seulement  le  mol  semajno,    sem   étant  écarté,    me 
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devient  antipathique,  et  l'Espéranto,  langue  de  ressource  me 
tournit  Tas^sepo  (septaine  de  jours);  et  même  s'il  s'agit  de  la 
semaine  d'années  des  anciens  Juifs,  le  terme  de  Jarsepo  (sep- 
taine d'ans).  Ceci  dit  pour  montrer  que  l'Espéranto  est  une 
langue  très  aimable,  vous  permettant  de  remplacer  un  terme 
qui  vous  échappe  par  un  autre  également  compréhensible. 

De  même  pour  6,  M.  Zamenhof  a  préféré  ses  à  seks,  ce  dernier 
mot  étant  déjà  employé  pour  sexe. 

L'éloge  \\  jet  continu  finit  par  ennuyer  et  par  exciter  la  dé- 
fiance contre  le  panégyriste.  Malgré  cela  je  renonce  à  parler  des 
choses  qui  me  déplaisent  dans  l'Espéranto,  et  il  y  en  a;  et  si  on 
me  demande  pourquoi  je  ne  veux  pas  en  parler,  je  renverrai  à 
l'anecdote  de  Franklin  «  L'enseigne  du  chapelier  »  et  à  ce  pro- 
verbe bien  connu  :  «  Le  mieux  est  l'ennemi  du  l>ien.  » 

Il  y  a  cependant  une  de  ces  choses  que  je  ne  puis  passer  sous 
silence;  c'est  le  dissvlable  iinn,  employé  Yiowr  exprimer  le 
nombre  un  lorsque  tous  les  autres  nombres  sont  exprimés  par 
des  monosyllabes. 

M.  de  Beau  front  avant  eu  connaissance  de  ma  critique  m'a 
répondu  que  cette  terminaison  u  a  été  mis  au  nombre  unu  pour 
pouvoir  dire  par  exemple  :  uniij  kaj  cetera/',  les  uns  et  les 
autres. 

J'admets  cette  réponse,  mais  en  faisant  remarquer  que  i/iu/j 
n'est  plusun  nombre,  mais  un  article  d'indétermination.  J'admets 
ia  terminaison  pour  l'article,  mais  n  et  iij  étant  des  terminaisons 
indiquant  le  singulier  et  le  pluriel,  il  vaudra  mieux  qu'on  puisse 
dire  cent-un  metroj  que  cent-unu  melroj.  Je  citerai  l'anglais  où 
le  même  mot  un  est  traduit  de  deux  façons  qui  :i  première  vue 
n'ont  pas  l'air  d'avoir  le  moindre  rappoit  l'un  avec  l'autre  ;  c'est 
one,  nombre  et  a  article  d'indétermination.  Une  diflerence  sem- 
blable existe  dans  le  dialecte  alsacien. 

Je  n'aime  pas  l'intransigeance,  et  ne  demande  pas  la  suppres- 
sion radiale  de  1'//,  mais  bien  qu'elle  soit  facuUatU'e  dans  le  cas 
de  unu  ou  de  un  ,  nom  de  nombre.  J'admets  qu'on  dise  toujours 
unu  kaj  cetera,  l'un  et  l'autre. 

Un  desideratum.  J'aimerais  qu'au  nombre  interrogatil  kioni  ? 
combien?  on  puisse  joindre  les  mêmes  terminaisons  qu'aux 
nombres  proprement  dits  pour  obtenir  les  mots  interrogatils.  La 
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tournure  alleinande  Der  wici'ielle  ist  heiite ?  m'a  toujours  semblé 
plus  élé<^anle  que  «  <y//el  (y//antieme  est-ce  aujourdhui  ?  » 

M.  Morav  a  suffisamment  plaidé  l'utilité  d'un  vocabulaire  espé- 
ranto j)our  chaque  branche  de  la  science  humaine.  Il  s'agit 
maintenant  de  savoir  la  façon  d'arriver  h  ce  but  d  une  manière 
satislaisantc  pour  tout  le  monde.  Avant  d'aborder  ce  travail,  il  \ 
aurait  quelques  dispositions  préliminaires  ii  prendre. 

Il  paraît  qu'il  existe  déjà  un  dictionnaire  complet  pour  le 
langage  usuel,  Esperanto-Russe.  Il  faudrait  que  M.  Zamenhof  et 
ses  partisans  des  diverses  nationalités  lassent  d'urgence  ce  ([u  il 
faut  pour  traduire  ce  dictionnaire  en  Anglais,  Allemand,  Français, 
l'espagnol,  Ilali<'n,  etc.  Avant  de  construire  un  dictionnaire  tech- 
nique il  faut  que  le  dictionnaire  usuel  soit  ii  la  disi^osition  de 
ceux  qui  doivent  faire  celui-là,  parce  qu'évidemment  il  doit 
emprunter  beaucoup  de  ternies  à  celui-ci. 

Ce  premier  point  posé,  les  mathématiciens  internationaux  (et 
de  préférence  polyglottes)  qui  se  chargeront  de  faire  le  lexique 
mathémali([ue  devront  un  peu  comparer  les  diverses  langues  qui 
ne  sont  pas  toujours  d'accord  pour  leurs  expressions  techniques. 

Ainsi  l'allemaïul  a  un  certain  nombre  d'expressions  qui  man- 
quent en  français.  Dans  l'addition  les  nombres  à  ajouter  sont 
appelés  addenden,  et  posle/i  mots  qui,  après  avoir  subi  les  trans- 
formations nécessaires  pourraient  passer  dans  le  Vor/aro  Kspc- 
ranta  Matemadca .  De  même  dans  la  soustraction  ils  ont  le  mol 
minitend  pour  le  grand  nombre  et  niinulor  ou  siiblrahcnd  pour 
celui  à  soustraire.  Je  n'ai  jamais  rencontré  le  mot  fdciillc  dans 
une  .Vrithmétique  irançaisc  ;  chez  les  allemands  fakitlliil  désigne 
le  produit  d'un  ceiiain  nombre  de  termes  consécutifs  d'une 
progression  par   dillérence.   Les    facultés  les  plus    intéressantes 

sont  les  (juolicnls  de  lacloiiclles,  telle  est — p^=8.().  lo. 

Justju'ici  on  a  constate  des  lacunes  dans  la  langue  française 
(jui  n  existent  pas  en  allemand.  \ Oici  le  cas  contraire.  I']n  fran- 
çais l  é(jiuilion  est  un  problème  à  résoudre;  léi^alilc  est  une 
vérité  énoncée.  I'",n  allemand  le  même  mol  iilcicliuiiii  (ou  lùfita- 
zion)  sert  dans  les  deux  cas  ;  tlans  le  second  on  le  fait  (juehjue- 
fois  précéder  de  lépilhèle  /</fV<//.s(7<c  (idenli(|ue, .  l.a  terminaison 
un^  en   allemand   caractérise    îles  actes;   la  terminaison  hci(  des 
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manières  d'être.  Or,  le  mot  Gleichlieil  existe  chez  les  Allemands  : 
pourquoi  ne  l'emploient-ils  pas  ?  En  Espéranto  l'on  dira  donc 
egaligo  (action  d'égaliser)  ou  ekvacio  pour  Vèquation  et  egaleco 
(état  d'égalité)  pour  l'égalité.  Même  remarque  pour  Cinéquation 
et  l'inégalité.  Il  faudra  de  même  deux  mots  différents  pour  le 
mot  so/////o«  selon  qu'on  voudra  dire  :  i"  l'action  de  résoudre; 
2°  le  résultat  trouvé. 

Pour  rendre  nos  périphrases,  élever  a  une  puissance,  extraire 
la  racine,  les  Allemands  ont  les  mots  commodes  potenziereii, 
radiziereriy  -potenzierung,  j-adiziening  que  je  traduirais  par  les 
néologismes  potentier,  radi(ji/er,  potentiation,  radication.  Pour 
exprimer  la  partie  fractionnaire  d'un  logarithme  ils  ont  le  mot 
inusité  chez  nous  de  mantisse  (appoint).  Tous  ces  mots  devront 
avoir  leur  place  dans  le  vocabulaire  mathématique  Espéranto- 
Français,  car  il  ne  doit  pas  tenir  compte  seulement  du  Français  qui 
emploie  ce  vocabulaire,  mais  encore  de  ses  correspondants  de 
n'importe  quelle  nation.  Voilà  pourquoi  il  serait  à  désirer  que 
pour  y  travailler  il  y  eût  des  mathématiciens  de  nationalités 
diverses,  mais  connaissant  tous,  outre  leur  langue  nationale,  au 
moins  encore  une  autre  :  plus  ou  moins  parfaitement,  s'entend 
bien  ! 

Jusqu'ici  nous  avons  vu  des  mots  techniques  existant  dans  une 
langue  et  non  dans  l'autre.  Venons-en  au  cas  où  le  môme  mot. 
se  trouvant  dans  les  deux  langues,  a  des  emplois  qui  diffèrent. 
Tels  sont  les  mots  exposant  et  congruence.  Le  mot  allemand  E.vpo- 
nent  est  employé  comme  le  mot  français  exposant  pour  le  petit 
chiffre  indi([uant  le  degré  d'une  puissance;  mais  les  Allemands 
l'emploieiil  aussi  \)onY  Y  indice  d'une  racine,  et  là  je  ne  verrais 
pas  d'inconvénient  à  ce  que  lEsperanto  fasse  comme  les  Alle- 
mands, mais  où  je  ne  voudrais  pas  qu'on  les  suive,  (;'est  quand  ils 
donnent  le  nom  Exponent  à  la  raison  d'une  progression  par  quo- 
tient. Soit  une  progression  partant  de  i;  le /i""' terme  après  un, 
si  la  raison  est  b,  sera  b".  Or  pour  les  Allemands  b  sera  un  expo- 
sant ;  n  le  sera  pour  tout  le  monde;  voici  donc  une  expression 
de  deux  lettres  jouant  des  rôles  bien  différents,  nullement  eom- 
inutables,  et  nommées  du  même  nom  d'cx])osant.  Pourquoi, 
a|)pelant  différence  la  raison  des  progressions  par  diUérence,  ne 
pas    appeler  quotient  la  raison   des  progressions   par    quotient  .■• 
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Quant  il  la  désignation  générique  de  raifton,  je  proposerais  pour 
l'Espéranto  la  traduction  figurée  paso,  pas. 

En  Géométrie,  les  Français  réservent  le  mot  égal,  égalité,  aux 
cas  où  les  figures  comparées  sont  immédiatement  superposables; 
dans  ce  cas  les  Allemands  emploient  les  mots  koiir/vitent  et  Koii- 
i^^riienz.  Des  figures  égales  sans  être  superposables  donnent  lieu 
en  français  aux  mots  de  équivalents,  équivalence;  en  allemand, 
on  dit  étraux,  égalité  fen  surlace  ou  en  volume^,  les  mots  entre 
parenthèses  sont  souvent  sous-eiitendiis.  fa  nomenclature  alle- 
mande serait  certes  aussi  délendable  que  la  Irançaise,  si  ce  mot 
de  congruence  n'était  aussi  emplové.et  cette  fois-ci  dans  les  deux 
langues  ii  la  lois,  pour  désigner  l'égalité  de  deux  valeurs  après 
la  soustraction  du  plus  grand  multiple  du  module  renlermé  dans 
chacune.  Or,  autant  (|ue  possible,  il  faut  dans  une  langue  inter- 
nationale éviter  de  donner  trop  de  significations  à  un  même  mot. 
11  huit  donc  admelfre  les  trois  mots  égalité,  èquUuilcncc,  ron- 
i^riience  et  les  traduire  en  Espéranto  avec  les  sens  qu  ils  ont  en 
français. 

Remarque  curieuse  :  prenons  deux  angles  ou  bien  encore  deux 
arcs  de  cercle  de  valeurs  différentes  A  et  B;  si,  pour  un  module 
égal  à  la  somme  de  quatre  angles  droits,  ou  à  la  circonférence, 
A^B,  on  p(nit  dire  que  A  et  B,  malgré  leur  inégalité  sont 
cependant,  juscpiii  un  certain  point,  congruents  dans  le  sens 
allemand  du  mot,  c'est-à-dire  superposables. 

Que  de  flots  d'encre  les  nombres  négatifs  et  imaginaires  ont 
lait  répandre  ii  cause  de  ces  dénominations  mal  choisies.  Je  vou- 
drais que  dans  une  langue  en  formation,  et  même  dans  toutes 
les  anciennes  langues,  on  renonce  à  des  dénominations  forcé- 
ment mal  clioisies  parce  qu'elles  s'appliquaient  à  des  quantités 
dont  on  ignorait  la  nalui<'.  Mainlciiaiit  (pic.  grâce  aux  ^Vessel, 
Buée,  Argand,  Fiançais,  Moiirey,  Faurc,  \'allès,  etc.  f  je  passe  :i 
dessein  les  noms  plus  illiisires)  on  connaît  leur  vraie  nature,  je 
voudrais  (pic  tout  en  iiuliipiaiit  les  vieux  noms  pour  la  facile  Icc- 
tuie  des  vieux  ouvrages,  on  en  adopte  d'autres  plus  adé(juats 
aux  objets.  Ainsi  U's  nombres  réels  positifs  seraient  nommés 
nombres  verticaux  montants,  en  f^speranto  nombroj  K'erlikalaj 
altis(a/i(aj  ;  en  aWcmand  t'ertikal  an fs(eiî,'ende  Zaldcn;  les  nombres 
réels  négatifs  seront    des  nombres    verticaux  descendants,  n.    »'. 
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falantaj',  v^  absteigende  ou  v^  fallende  Ziilden;  les  nombres  ima- 
ginaires purs  seront  des  nombres  horizontaux,  n"^  horizonlalaj ; 
les  nombres  complexes  seront  des  nombres  obliques,  ou  déclives, 
ou  inclinés,  nombroj  obli/n'aj  ou  de  klivoj,  scidefj'e  Zalden.  Nom- 
bres latéraux  n'est  pas  juste;  il  ne  s'agit  pas  de  position,  mais  de 
direction!  Au  lieu   de  plus  grand  (jue^  plus  petit  que,  les  signes 
>  et  <  se  rendraient  par  plus  haut  <jue,  plus  bas  que,  ou  bien  est 
supérieur  à,  est  inférieur  à,  en  Espéranto  par  saperas  et  inferas,  en 
allemand  par  liôher  als  et  niederer  als  ou  bien  ist  i'iber,  ist  unter. 
Maintenant  venons-en  a  la  disposition  qu'il  faudrait  donner  au 
Vortaro  matematika.  En  parlant  d'une  comédie  en  5  actes  écrite 
en    i8i6,   en  dialecte  strasbourgcois,  par    Arnold,  doyen  de    la 
Faculté  de    droit  de   Strasbourg,    le    fameux  Gœthe  traita  cette 
pièce    iVIdiotikon    i'ifant.    J'aimerais    que     notre     Vortaro    soil 
divisé  en   deux  parties  :  i°  partie   alphabétique,  qui  serait  l'her- 
bier   renfermant    les    plantes    mortes    et    desséchées;    2°  partie 
méthodique  qui,    sans  prendre    la   forme   dramatique,  tendrait  a 
être  un   idiotikon    vivant.  Je  voudrais  qu'on  donne  à  celte  pre- 
mière partie  une  disposition  semblable  à  celle  d'un  dictionnaire 
français-anglais    dont  on    distribuait    une   page    d'échantillon    à 
l'Exposition.  La  partie  supérieure  de  chaque  page  serait  aflectéc 
il  l'Espéranto  Français,  la  partie  inférieure  au  Français-Espéranto, 
mais  la  barre  horizontale  de  division  varierait  de  place  selon  les 
pages,  de  manière  que  le  titre  courant  de  trois  lettres  du  haut  de 
chaque  page  serve  à  la  fois  pour  les  deux  parties.  A  qui  n'est-il 
pas  arrivé  en  feuilletant  un  dictionnaire  bilingue  de  s'impalien- 
ter  de  ne  pas  trouver  un  mot  à  sa  place,  et   de  voir  soudain  cjuil 
feuilletait  la   mauvaise  partie.   A  qui  n'est-il  pas   encore  arrivé, 
pour  mieux  se   rendre  compte   des   nuances  de  sens  de  certains 
mots,  après  avoir  consulté  la  partie  français-anglais  de  consulter 
la    partie   anglais-français.  La   disposition   que   nous  proposons 
évitera  rinconvcnicnt  indiqué   ci-dessus,   et  facilitera  le  complé- 
ment de  consultation    dont  nous  parlons   après.    Cette   première 
partie  pourrait  en  même   temps  être  munie  de  numéros  de  ren- 
voi aux  pages  ou  paragraphes  de  la  seconde. 

Dans  cette  seconde  partie,  idiotikon  i'iwant  on  quitterait  l'ordre 

alphabéticiue  en  mettant  les  mots  dans  l'ordre  où  ils  paraissent 

dans  la  science. 
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On  emploierait  ces  mots  clans  des  phrases  qui  seraient  géné- 
lement  des  déliiiitions  des  mots,  des  descriptions  de  leurs 
objets.  Point  ou  rarement  des  démonstrations.  Mais,  pour  élar- 
<rir  les  idées,  j'aimerais  ([u'on  lit  des  définitions  bien  générales 
pour  descendre  aux  cas  particuliers.  Exemple  :  «  l*olvgone, 
ligne  brisée.  Le  préfix»*  du  polvgone,  tetra,  penta,  etc.,  indique 
le  nombre  de  brisures  ou  d  angles,  non  celui  des  côtés  dans  les 
polvgt)nes  ouverts,  car  alors  il  y  a  toujours  un  côté  de  plus  que 
d'angles.  Quand  le  polygone  est  fermé,  il  y  a  autant  de  côtés  que 
d'angles,  aussi  en  Géométrie  élémentaire  où  on  s'occupe  de  poly- 
gones rectilignes  fermé  plans,  on  définit  le  polygone  :  «  portion 
de  plan  enfermée  entre  des  droites  qui  se  joignent  deux  à  deux 
et  qu'on  nomme  côtés  »  et  le  pentagone,  par  exemple  «  un  poly- 
gone de  cin(j  côtés   ». 

Sur  deux  colonnes  d'une  même  page,  ou  sur  deux  pages  en 
face  l'une  de  l'autre,  on  mettrait  les  textes  Espéranto  et 
français. 

La  disposition  de  pages  indiquée  pour  la  première  partie  serait 
d'autant  plus  commode  que  le  vortaro  tnatematika  aurait  une 
physionomie  encore  plus  néo-latine  que  le  dictionnaire  général  ; 
il  y  aurait  peut-être  lieu  pour  les  mots  commençant  par  Q  en 
français  de  les  mettre  sous  ceux  commençant  par  K  en  Espé- 
ranto. 

Mais  ici  il  est  nécessaire  que  jajoute  une  objection  que  me 
fait  ^L  de  Beaufiont  :  «  Je  crois  que  dans  cette  seconde  partie  il 
faudrait  dabord  (par  raison  d'économie)  se  borner  i»  bien 
préciser  les  termes  pour  lesquels  il  pourrait  y  avoir  incertitude 
d'acception.  Après,  (juand  nous  aurions  bien  pénétré  dans  b' 
monde  des  mathématicitMis  \m\v  <•«•  diclionnaiie,  et  qu'il  serait 
possible  d  en  laire  un  plus  dt'tailb'  jjour  les  étudiants,  on  réali- 
serait le  plan  inlcgrab-inent .  Faulf  tle  capitaux,  et  en  atlendant. 
je  crois  que  le  dictionnaire  plus  simple  suffirait  ».  ■ — Parlaitement 
d'accoid;  mais  en  faisant  ce  (pi'on  peut,  d'aboid,  il  est  bon 
d'avoir  sous  b^s  yeux  lideal  plus  ilillicile  qu'on  cherche  ii 
réaliser. 

Maintenant,    que    M.    b'  docteur   Zamenhof  me    pardonne  les 
b'gers  dissenlimrnls  de  d(''lail  rjni  rxislrnf  entre  nous  :  ce  sont 
ceux   d'un   homme   qui  adniir<-  l'esprit  étonnamment  scienliliquc 
Euscigncment  molli,  20 
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qu'il  a  déploy»''  dans  son  œuvre,  ainsi  (jue  les  scnlinients  philan- 
thropiques qui  la  lui  ont  inspirée. 

Je  ne  sais  quelles  qualités  TEsperanto  emprunte  au  lussc  et 
au  polonais;  mais  cette  langue  universelle  est  presqu'aussi  caden- 
cée que  l'italien,  et  plus  facile  ii  comprendre  pour  nous  Français, 
ce  qui  n'est  pas  peu  dire.  Au  grec  et  à  l'allemand,  elle  emprunte 
la  facilité  de  faire  des  mots  composés,  et  avec  peu  de  racines, 
de  se  créer  un  riche  vocabulaire.  Grâce  à  son  accusatif,  elle  a 
une  liberté  de  construction  qui  ■^i'vxwQl  presque -a  chaque  peuple 
de  construire  //  peu  près  comme  dans  son  propre  idiome,  sans 
risquer  de  ne  pas  être  compris  des  autres,  et  pour  une  langue 
internationale  cette  qualité,  empruntée  au  vieux  latin,  est  essen- 
tielle. La  plus  grande  difficulté  qu'on  éprouve  avec  elle,  est  de 
se  familiariser  avec  ses  petites  particules  adverbiales  et  préposi- 
tives; mais  une  fois  cette  dllficulté  vaincue  par  la  mémoire,  tout 
mon  chauvinisme  ne  m'empêchera  de  dire  qu'au  iVancais  l'Espé- 
ranto emprunte  la  clarté. 

Ch.  Bep.df.i.lé,   Rioz  (Haute-Saône). 


CHRONIQUE 


L'amiral  de  Jonquiàres. 

Cel  émiiienl  iiialliL-malicic;!!,  dont  nous  avons  sommairement  annoncé 
la  mort  dans  noire  précédent  numéro,  était  né  à  Carpentras  le  i  juil- 
let iSio.  Sa  carrière  maritime  fut  des  plus  brillantes  ;  vice-amiral 
en  1879,  il  prit  sa  retraite  en  188"».  Mais  c'est  du  savant  que  nous  voulons 
dire  ici  quelques  mots.  Ses  travaux  de  Géométrie  supérieure  font  de  lui 
lémule  et  le  continuateur  deChasles;  dès  i856,  il  publiait  ses  Mélanges  de 
Géométrie  pure,  puis  successivement  :  fïssai  sur  la  génération  des 
courbes  géoiiuHriqucs  (i8j());  Propriétés  disperses  des  surfaces  d'ordre 
f/U('lco/ujuc  (  I  8G  '1  )  ;  Note  sicr  les  si/stènics  de  courbes  et -rie  surfaces  (  i  86j  )  ; 
'l'Iiéorcnies  fondamentaux  sur  les  séries  de  courbes  et  de. sur  faces  d'ordre 
quelconque  (i8G5). 

Depuis  188', ,  l'amiral  de  Jonquieres  était  membre  de  l'Institut,  en 
ijualité  d'académicien  libre.  Dans  la  deuxième  partie  de  sa  vie,  il  s'est 
surtout  attaché  à  la  lln-orie  des  n()mi)res,  et  a  puldii-  une  foule  de  résul- 
tats originaux  et  remarquables,  qui  sont  pour  la  plupart,  malheureuse- 
ment, épars  dans  de  noiubreux  recueils  périodiques.  Son  activité-  intel- 
lectuelle le  portait  aussi  à  d  intéressantes  recherches  sur  1  histoire  de 
la  science,  et  à  des  travaux  purement  littéraires. 

En  dehors  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  et  malgré  sa  modes- 
tie, plusieurs  société?;  scitMitiliques  avaient  apprécié  cette  haute  intel- 
ligence ;  c'est  ainsi  qu  il  appartenait  à  1  Académie  pontilicale  des  Nuovi 
Lincei,  à  la  Société  scierililitpie  d(;  Bruxelles,  au  (lerclc  mathéiriatique 
de  Palerme,  etc. 

C'est  donc  un  grand  vide  ([ui  s  est  produit,  le  \ /.  août  dernier,  par  la 
disparition  de  lAmiral  de  J(»nquières,  dans  le  monde  d(î  1  inlelligeme. 
Mais,  pour  ceux  qui  l'ont  personnellement  connu,  et  malgré  les  qua- 
lités extraordinaires  d'un  semblable  cerveau,  il  est  permis  de  regretter 
l'homme,  plus  encore  que  le  savant.  Rien  ne  peut  en  effet  donner  une 
idée  de  la  bonté  vraie,  de  l'exquist;  délicatesse,  qui  caractérisaient  cette 
nature  d  élite.  Le  <-harme  et  la  séduction  de  sa  conversation  venaient 
plus  encore  des  (jualités  du  cci'ur  que  de  celles  de  l'esprit. 

Pour  mon   compte,  j'ai   ressenti   plus   (|ue   personne   une    prof«mdc 
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affliction  en  apprenant  la  triste  nouvelle.  Souvent  l'amiral  de  Jonqulères 
m'honorait  de  ses  amicales  visites.  Et  ce  vieux  marin  était  si  robuste, 
si  alerte  d  esprit  et  de  corps,  il  portait  si  peu  l'apparence  de  son  âge, 
que  je  ne  m'étais  pas  habitué  à  la  pensée  de  le  voir  disparaître  aussi  tôt. 
Ce  qui  doit  nous  consoler,  c'est  que  cette  existence  si  pleine  de  droiture 
et  d'honneur,  si  bien  remplie  par  le  travail,  n'aura  pas  été  inutile.  Ses 
œuvres  scientifiques  resteront;  et  son  souvenir  restera  surtout,  comme 
celui  d  un  modèle  qu'on  doit  s'efforcer  d'imiter. 

C.-A.  L. 


Ecole  Polytechnique  de  Paris 

En  vertu  d  une  décision  ministérielle  du  17  août  dernier,  les  candi- 
dats à  l'Ecole  Polytechnique  feront  désormais  usage  de  Tables  à 
5  décimales  pour  la  composition  de  Calcul  trigonométrique.  A  partir 
de  1902,  ils  pourront  employer  pour  les  fonctions  circulaires,  soit  les 
Tables  établies  dans  le  système  de  la  division  sexagésimale,  soit  celles 
qui  reposent  sur  la  division  centésimale  du  quadrant.  A  partir  de  igoS, 
l'emploi  du  système  centésimal  deviendra  obligatoire. 

Voilà  une  excellente  réforme,  à  laquelle  ne  pourront  manquer  d'ap- 
plaudir tous  ceux  qui  désirent  voir  l'enseignement  s'inspirer  d'un  peu 
de  logique  et  s'affranchir  des  absurdités  de  la  routine.  Le  système  cen- 
tésimal est  en  usage  déjà  dans  plusieurs  services  importants,  et  l'on  a 
peine  à  comprendre  l'ostracisme  dont  il  était  l'objet  dans  l'enseigne- 
ment, alors  qu'il  présente  d'incontestables  avantages. 

Mais  c'est  surtout  la  première  partie  de  la  décision  ministérielle  pré- 
citée qui  mérite  tous  les  éloges.  Peut-on  rien  imaginer  de  plus 
incohérent  que  cet  emploi  traditionnel  des  Tables  à  7  décimales,  alors 
que  presque  tous  les  problèmes  réels  ne  comportent  pas  une  approxi- 
mation supérieure  à  celle  qui  résulte  des  Tables  à  5  décimales  !  Une 
pareille  pratique  est  funeste,  non  seulement  parce  qu'elle  donne  une 
peine  inutile,  mais  encore,  mais  surtout,  parce  quelle  fausse  les  idées. 
On  arrive  ainsi  à  mettre  dans  la  tête  des  étudiants,  comme  le  disait 
jadis  un  professeur  de  très  haut  mérite,  qu'il  leur  est  possible  de  cal- 
culer la  distance  de  la  terre  au  soleil  à  un  millimètre  près. 

Lorsque  des  calculs  exceptionnels,  reposant  sur  des  données  de 
grande  précision,  viendront  à  se  présenter,  certes  les  Tables  à  5  déci- 
males pourront  être  insuffisantes,  —  et  celles  à  7  décimales  aussi.  On 
en  prendra  alors  i5,  ao  ou  plus  encore.  Mais  encore  une  fois,  c'est  une 
exception  l'are,  qui  ne  se  présentera  pas  à  un  sur  cent  des  candidats,  dans 
sa  carrière  future.  Et  comme  pour  lous  les  officiers,  pour  tous  les  ingé- 
nieurs, les  Tables  à  5  décimales  sont  largement  suffisantes  dans  les 
questions  d  application  des  malhématiques,  c'est  à  l'emploi  de  ces 
Tables  qu  il  convenait  de  s  en  tenir.  On  l'a  compris  et  nous  en  sommes 
heureux. 
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Université  de  Cambridge  ;  ((  Mathematical  Tripos  » . 

Les  éludes  iiiatlu''iiiati([ues  à  I  L'iiiversité  de  Caiiihridge  se  leriniiient 
par  un  examen  qui  porte  le  nom  de  «  Matlicniatical  Trij)Qs  ».  C'est  une 
sorte  de  concours  comprenant  deux  séries  d'examens,  intitulés  Port  l 
et  Part  //et  séparées  par  un  intervalle  d'une  année.  Le  programme  de 
la  première  partie  comprend  l'ensendjle  des  branches  qui  font  partie 
du  domaine  des  mathématiques  pures  et  appliquées;  celui  de  la  seconde 
partie  est  plus  développé,  il  s  adresse  à  ceux  qui  se  sont  livrés  à  une 
étude  plus  approfondie  des  mathématiques. 

Les  candidats  qui  subissent  avec  succès  les  examens  de  la  /V//'//sont 
répartis  en  trois  classes  :  Wran<flcrs,  Senior  Optime,  Junior  Optinie  ; 
celui  qui  est  à  la  tète  de  la  première  classe  est  nommé  Senior  ]]'rangier. 
Les  M'ranglers,  seuls,  peuvent  se  présenter  Tannée  suivante  aux  exa- 
mens de  la  Part  H . 

Les  résultats  du  dernier  concours  ont  fait  cpiclque  sensation  dans  les 
cercles  universitaires.  Ils  ontpenuis  de  constater,  une  fois  de  plus,  que 
prophétiser  est  de  toutes  les  folies  humaines  la  plus  gratuite.  Contrai- 
rement aux  prévisions  faites  dans  les  milieux  intéressés,  c  est 
M.  A.  I>itoco\  qui  a  obtenu  la  position  superbe  et  bien  convoitée  de 
Sc/iiur  ]\  rangler  de  1901 .  Parmi  les  Wranglers  figurent  les  noms  de 
trois  Indiens,  les  deux  frères  Cama  et  M.  dhai-purcy  ;  ils  rappellent  le 
triomphe  des  Orientaux  en  189»),  quand  M.  Paranjpye  sortit  Senior 
]]'ra/ig/er.  Dans  la  division  avancée  (Part  II),  c  est  une  dame,  la  sœur 
du  Senior  de  189H,  qui  a  oljlcnu  les  [)lus  grands  honneurs. 

Grèce. 

domination.  —  M.  N.-.i.  llATZiij.vkis  vient  d  être  nommé  professeur 
d'Analyse  à  1  Université  d'Athènes. 
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Vérification  des  dates  hégiriennes . 

Vous  me  demandez  quelques  renseignements  sur  mon  travail,  c'est 
avec  plaisir  que  je  vous  les  donne. 

Les  tables  que  j'ai  construites  comprennent  i6  pages,  mais  je 
peux  les  réduire  à  8.  Elles  permettent,  par  une  simple  addition  de  trois 
chiffres,  de  transformer  une  date  licgirienne  en  date  vulgaire  et  récipro- 
quement. C'est  peu,  me  dira-t-on,  et  plusieurs  ouvrages  ont  été  publiés 
sur  ce  point.  C'est  vrai.  Mais  l'un  est  incomplet,  comme  celui  de 
M.  Bernoin,  l'autre  est  trop  volumineux,  faisant  partie  d"un  ouvrage  de 
53  volumes,  commeV  Art  de  vérifier  les  dates,  le  troisième,  qui  en  réalité 
n'est  autre  chose  qu'une  méthode,  est  trop  succinct  et  nécessite  plu- 
sieurs opérations  ;  or  pas  un  d'eux  ne  présente  une  vérification  indé- 
pendante des  opérations  qui  ont  été  faites.  Et  cest  là  pour  moi  le  point 
capital.  Je  n'insiste  pas  sur  la  nécessité  d'obtenir  dans  une  conversion 
de  dates,  un  résultat  certain,  injmuable,  sur  lequel  on  puisse  compter. 
La  vérification  dune  date,  surtout  ici  en  Algérie,  est  tout  ce  qu'il  y  a 
de  plus  important. 

Comme  vous  le  savez,  notre  yo?»*  exprimé  en  quantième  n'est  nulle- 
ment un  jour  naturel;  il  commence  à  minuit  pour  finir  à  minuit.  Il 
comprend  un  jour  entier  et  deux  demi-nuils.  Chez  les  Ai"abes,  le  jour 
de  2 'i  heures  (/e  iiyclitliémère)  n'existe  pas.  Ils  ont  une  nuit  de  li.  heures 
et  un  jour  de  12  heures  dans  le  même  quantième. 

Leur  nuit  commence  au  coucher  du  soleil  pour  finir  au  lever,  et  le 
jour  au  lever  du  soleil.  Ainsi,  le  16  avril,  9  heures  du  soir,  tandis 
que  nous  sommes  encore  an  iG  avril,  les  Arabes  ont  commencé  le  17. 
Ils  sont  dans  la  nuit  du  17  tandis  que  nous  sommes  dans  celle  du 
iG;  ils  sont  dans  la  nuit  du  mercredi  tandis  que  nous  sommes  dans 
celle  du  mardi.  Aussi  que  d'erreurs  ont  été  commises  dans  les  traduc- 
tions des  ouvrages  arabes!  Pour  ne  citer  qu  un  exemple,  il  est  dit  dans 
Y  Art  de  vérifier  les  dates  que  certains  auteurs  arabes  font  commencer  le 
premier  jour  de  l'hégire  le  i)  juillet  (jii.  C'est  une  grave  erreur  qui 
provient  simplement  de  ce  (pic  les  traducteurs  n'ont  pas  tenu  compte  de 
l'observation  que  je  vous  signale.  Sur  cette  confusion  d'un  quantième 
arabe  concordant  avec  un  quanlième  vulgaire  pas  mal  à  alibi  ont  été 
invoqués,  ])araît-il. 
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Ce  iifsl  pas  tout.  Nos  calendrioi's  arabes  du  commerce  affectent  une 
désinvollure  étrange.  Ils  font  leur  année  commune  ou  bissextile  (plate 
ou  abondante,  comme  ils  disent;,  comme  ils  lenlendent,  sans  se  sou- 
mettre à  une  règle  lixe.  Le  calendrier  des  postes  lui-mèuu^  qui  est  si 
répandu  dans  le  commerce,  et  que  l'on  est  en  droit  de  considérer 
presque  comme  un  calendrier  officiel,  fait  à  peu  pi'ès  ce  qu'il  veut.  Ainsi 
l'année  dernière  il  a  été  en  retard  d'un  jour  sur  le  calendrier  régulier 
arabe  depuis  \r  29  chaban  l'ii-  (i'""  janvier  1900)  jusqu'au  lio  Doul 
hidja  1  5i;  lio  avril).  Et  pour  rattraper  le  jour  perdu,  il  a  ajouté  un  jour 
au  dernier  mois  de  l'année  lii;,  ce  3o  Doul  hidja,  qui  ne  doit  avoir 
que  29  jours  dans  les  années  communes.  Il  a  fait  de  l'ii^  une  année 
bissextile  qui  doit  être  commune;  ce  n'est  pas  plus  difficile  que  cela. 

J'ai  eu  entre  les  mains  un  calendrier  arabe  qui  faisait  les  mois  impairs 
de  .29  jours  au  lieu  de  io  et  les  mois  pairs  de  3o  au  lieu  de  29  jours. 

Il  n'est  donc  pas  difficile  de  commettre  des  erreurs,  dans  les  actes, 
les  transactions,  les  documents,  les  jugements;  il  est  même  inqios- 
sible  de  ne  pas  en  faire,  si  l'on  ne  suit  pas  une  règle  fixe  et  bien  déter- 
minée. Or  nous  n'avons  qu'un  seul  document  qui  puisse  faire  foi  en  la 
matière,  c'est  V  Annuaire  du  Bureau  des  longitudes.  VA  dites-moi  quelle 
est  l'administration  qui  le  possède,  et  surtout  celle  qui  le  possédant 
peut  s'en  servir  '' 

Le  quantième  d  un  mois  pouvant  nous  induire  en  cri'eur  dans  la 
détermination  d'une  date,  il  est  essentiel  de  la  vérilier  au  moyen  du 
jour  de  si.-maine,  ([ui  lui  ne  varie  pas,  et  qui  est  aussi  bien  un  vendredi, 
par  exenq)le,  [)our  uni-  date  vulgaire  que  pour  une  date  hégirienne.  Or 
mes  tableaux  me  disent  clairement  que  tel  quantième  de  mois  arabe  ou 
français  doit  correspondre  à  tel  jour  de  la  semaine  (telle  férié, 
suivant  l'expression  employée)  ;  sans  cela  la  date  est  fausse,  il  laut  en 
chercher  une  autre.  C'est  ainsi  que  j'ai  relevé  de  nombreuses  erreurs 
dans  les  tables  chronologiques  de  Y  Art  de  \'érificr  les  dates,  cet  ouvrage 
si  importanl. 

l'^n  dehors  de  cette  vérification,  indépendant);  du  moyen  emi)loyé 
pour  établir  la  concordance  entre  une  date  vulgaire  et  une  date  hégi- 
l'ienne,  il  est  nécessaire,  bien  souvent,  de  déterminer  une  date  mal 
définie,  reposant  sur  des  données  vagues  ou  incertain«'s. 

En  Algérie,  il  n'y  a  pas  que  les  Arabes  qui  ignorenl  la  date  de  IcMir 
naissance  ;  les  étrangers,  si  nomlireux,  qui  savent  tout  au  plus  il  où  ils 
viennent,  sinit  bien  insouciants  de  tout  ce  qui  conceruf  h-ui-  ital  civil. 
.\ussi  (|ue  de  difficultés  quand  ils  veulent  se  marier! 

.le  citerai  le  cas  d'une  jeune  i'.spagnole  qui  avait  besoin  pour  son 
mariage  de  \'m-U\  de  décès  de  sa  mère  et  qui  me  donnait  les  renseigne- 
ments suivants  :  «  .Ma  mère  est  morte  à  1  hôpital  de  .Mustapha,  (»n  l  a 
enterrée  un  dimanche  ».  Kl  comme  je  la  pressais  de  questions,  elle  ajou- 
tait :  «  I'".lle  est  iiioi-le  le  jour  de  sa  fête  »,  et  sa  filleule  disait  :  «  l''lle 
s'appelait  Uose  comme  moi.  »  Avec  ces  simples  données  je  trouvai  la 
date  exacte  de  la  mort  de  >;a  um  rr,  et  j'obtins  son  acte  de  décès. 
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Que  d'Arabes  ai-je  rencontré  qui  ne  savent  pas  le  jour  de  leur  nais- 
sance. «  Je  suis  né  après  la  prise  de  Constantine  me  disait  1  un,  nous 
étions  paraît-il  en  ramadan,  c'était  un  vendredi,  il  neigeait,  m'a  dit 
ma  mère,  et  les  Français  devaient  faire  une  grande  fête.  »  Une  grande 
fête  en  temps  de  neige  ne  peut  guère  se  rapporter  qu'au  mois  de 
décembre,  jour  de  la  Noël,  ou  au  i"^""  janvier.  J'en  conclus  qu'il  devait 
être  né  le  vendredi  a4  ramdan  i253  répondant  à  notre  vendredi 
22  décembre  i838. 

Mes  tableaux  me  permettent  de  résoudre  les  questions  suivantes  : 

1°  Connaissant  le  jour  de  la  semaine  (la  férié),  le  quantième  du 
mois  et  une  période  afférent  à  une  date,  déterminer  cette  date  ; 

'x°  Connaissant  la  férié  et  une  fête  arabe  ou  chrétienne  se  rapprochant 
de  cette  férié,  ainsi  qu'une  période  d'années,  déterminer  la  date; 

3°  Connaissant  l'âge  de  la  lune,  la  férié,  le  mois  et  la  période  d'années 
nécessaire,  trouver  cette  date; 

4°  Connaissant  la  concordance  entre  deux  fêtes,  1  une  arabe  l'autre 
européenne,  ou  deux  faits  historiques; 

5°  Connaissant  le  mois,  le  jour  et  son  rapport  avec  un  fait  historique, 
un  anniversaire,  un  fait  marquant; 

6°  La  concordance  entre  deux  quantièmes,  l'un  arabe,  1  autre  vulgaire. 

On  peut  multiplier  les  problèmes  :  En  voici  un  donné  par  \  Art  do 
vérifier  les  dates,  dans  la  dissertation  sur  les  dates  :  «  Facta  sunt  Itoc  ^' 
kal,  Janiiarii,  die  Sabatti,  Itina  XXl'II,  rognante  Philippo  Francorum 
rege  »,  Je  trouve  d  accord  avec  \  Art  de  vérifier  les  dates  qu'il  s'agit  du 
a8  décembre  104 4-  J'avoue  que  les  calculs  sans  être  difticiles,  sont  longs 
mais  bien  moins  que  ceux  qu  emploie  VArt  de  vérifier  les  dates  ,  qui, 
s'appuyant  sur  les  épactes  est  obligé  de  recourir  à  1  un  des  sept  calen- 
driers lunaires  à  1  appui  de  sa  dissertation.  Dans  mon  travail  j  ai  subs- 
titué le  calendrier  arabe,  qui  est  un  calendrier  lunaire,  aux  volumineux 
calendriers  lunaii-es  vulgaires  basés  sur  les  épactes. 

En  résumé  mon  travail  conq:)orte  :  1"  les  moyens  de  convertir  une 
date  vulgaire  en  date  hégirienne  ou  réciproquement;  2"  ceux  de  vérilier 
l'exactitude  d'une  date  donnée  ;  3°  ceux  enlin  de  déterminer  une  date 
reposant  sur  des  données  vagues,  indécises. 

Le  sujet  a  été  traité  dans  l'Art  de  vérifier  les  dates  avec  moins  de 
détail,  mais  les  procédés  sont  tout  différents,  la  méthode  plus  facile  et 
l'ouvrage  plus  maniable. 

Votre  bien  dévoué, 

A.  Delpech  (Alger). 


Sur  une  question  de  terminologie. 

Dans  le  n"  du  1  ">  septembre  i<)oi,  M.  TafehiKuher  pi'ésente  plusieurs 
remarques  très   intéressantes:   dans  celle  qui  porte  le  u"  8,  p.  38j-38G, 
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il  demande  quel  mot  emploient  les  Français  pour  légalité  (la  congruence) 
des  ligures  en  Géoiiiélrie. 

Pour  1  inlelligenee  des  lecteurs  francjais  qui  naui-aitTil  jamais  eu  enli'e 
les  mains  des  traités  de  Géométrie  en  langue  allemande,  je  dirai  que  les 
idées  l'endues  en  français  par  les  mots 

égalité équivalence 

sont  rendus  en  allemand  respectivement  par  les  mots 

Congruenz  (longruencey Gleichheit  (égalité). 

Comme  en  d  antres  occasions,  par  exemple  à  propos  des  mois  i)illion, 
Irillion,  j  ai  franchement  préféré  la  nomenclature  allemande  à  la  fran- 
çaise, je  suppose  qu'on  ne  m'accusera  pas  de  partialité  si  je  préfère  ici 
la  nomenclature  fi'ançaise  à  l'allemande.  La  nomenclature  française  a 
trois  mots  dill'érents  pour  trois  idées  différentes,  pour  lesquelles  les  Alle- 
mands n'en  ont  que  deux. 

L'égalité  et  l'équivalence  sont  toutes  deux  des  égalités,  mais  la  pre- 
mière peut  se  prouver  immédiatement  par  superposition,  tandis  que  la 
seconde  pour  être  prouvée  demande  la  décomposition  des  ligures  en 
leurs  parties  constituantes.  Les  mots  égal  et  éqitii'alciit  me  send)lent 
rendre  }>arfaitement  ces  deux  nuances  d  une  même  idée. 

Quand  au  mot  congruence,  il  rend  une  idée  qui  n'implique  pas  néces- 
sairement celle  d  égalité.  Prenez  la  théorie  des  congruences  de  l'Algèbre 
supérieure.  Cette  théorie  présente  un  côté  géométrique,  il  existe  des 
êtres  géométriques  congruents  qui  sont  loin  d'être  égaux.  Ainsi  tout 
angle  ou  tout  arc  de  cercle  a  est  congruent  avec  les  angles  ou  les  arcs 
compris  sous  la  formule  azhifi~;  et  le  module  de  la  congruence  sera  ■!-. 

Deux  aiguilles  dune  horloge  partent  du  même  point  XII,  l'une  avec 
une  vitesse  douze  fois  plus  grande  que  l'autre,  et  quand  les  deux  seront 
reveimes  au  même  point,  les  chemins  parcourus  auront  été  onze  fois 
congruents  ly  compris  le  point  d  arivée  XII),  et  pourtant  ces  chemins 
ont  été    à   chacpie    rencontre  douze   fois  plus  grands    pour  la    grande 

aiguille  (pif  pour  la  petite.  (Le  module  est  ici    •  1 

La  congnierne  de  deux  figures  est  donc  la  (pialilé  (pi'elles  peuvent 
avoir  de  s  appliquer  l'une  sur  l'autre,  abstraction  faite  de  toute  idée 
d  égalité,  (pie  la  congruence  ne  suppose  pas  nécessaii'ement.  La  con- 
gruence ne  s  a|)pli(|ue  pas  seulement  aux  quantités  angulaires  ou 
aux  chemins  circulaires,  mais  à  tout  circuit  fermé  parcouru  [)ar  des 
mobiles. 

Les  numéroteurs  des  gares  de  clieiiiiiis  dr  fer  sont  do  applications 
de  la  théorie  des  congruences.  In  nombre  de  n)  chidresesl  congruent 
d'un  noiid>re  d(;  \  chilfnrs,  module  dix,  cent  ou  mille,  selon  <pie  un, 
deux  ou  trois  chilIVes  à  droite  sont  respectivement  les  niâmes  dans  les 
deux  iioiidirts,  ce  ([ui  prouve  ((ue  les  systèmes  de  iiuuii'iation  reposent 
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sur  cette  idée  de  congruence,  indépendante  de  celle  d'égalité,  en  Arith- 
métique comme  en  Géométrie. 

Il  me  semble  donc  qu'aujourd'hui,  où  Ton  cherche  à  unifier  partout 
le  langage  scieiililique,  il  faudrait  (jue  les  Allemands  dont  la  langue  pré- 
sente tant  de  ressoui'ces,  adoptent  la  manière  française  de  s'exprimer 
(^manière  probabablement  commune  aux  autres  peuples  latins?)  .Equi- 
i'cilent  et  /Equk'alenz  sont  aussi  présentables  que  congruent  et  Con- 
iiTuenz;  et  ruème  si  le  premier  couple  de  mots  effraie  par  un  aspect 
trop  latin,  qui  empêche  les  Allemands  de  dire  (vert/igleic/i  ou  encore 
gleichgchend,  pour  équivalent;  \]'ert/igleic/i/irit  on  (^.Icic/igclliiiig  pom- 
équivalence? 

Alors  au  moins,  en  allemand  comme  en  français,  les  trois  idées  diffé- 
rentes seront  rendues  par  trois  mots  différents,  ce  qui  facilitera  la 
besogne  des  mathématiciens  qui  créeront  le  dictionnaire  mathématique 
de  la  langue  Espéranto  :  cette  nouvelle  langue  a  toutes  mes  sympathies, 
non  pour  l'usage  que  j'en  tirerai,  mais  pour  l'heureuse  influence  qu'elle 
exercera  sur  l'unilication  internationale  des  termes  scientifiques. 

Cn.  Bf.udkllé. 


Questions  et  remarques  diverses. 

11.  —  Un  tableau  de  sinus  et  cosinus  naturels  de  minute   en  niinule 
sexagésimale  est,  par  le  fait,  le  recueil  des  racines  de  l'équation  l)inome 

^.21000  —  I 

ainsi  que  de  toutes  les  équations  binômes,  r"  =  i,  où  n  serait  un  divi- 
seur de  11  (3oo. 

Cn.  Bi:rdei.lé. 
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L'ouvrage  sur  la  tlu-orlo  dos  formes  quo  publie  M.  Andoyer  est  d'uu  carac- 
lère  essentioUoHienl  didactique.  Si  jeuiploie  cet  adjectif  c  est  cjue  l'auteur 
l'emploie  lui-même  daus  sa  préface  et  qu'en  parcourant  l'oeuvre,  je  me  suis 
rendu  compte  qu'il  était  justifié  autant  qu  il  jjouvait  l'être. 

D'après  M.  Andoyer  l'ouvrage  est  destiné  aux  étudiants  des  Facultés  des 
sciences,  mais  il  m'est  impossible  de  me  convaincre  que  son  but  ne  soit  pas 
plus  élevé. 

La  théorie  des  formes  est,  en  effet,  à  peine  enseignée  dans  les  Facultés  si 
ce  n'est  pour  les  candidats  à  l'agrégation  et,  à  ce  point  de  vue,  elle  lest  d'une 
façon  assez  sommaire. 

D  un  autre  rôle,  les  savants  auxquels  la  lliéorie  des  formes  doit  son  écla 
actuel  n'ont  guère  publié,  au  point  de  vue  didactique,  que  des  fragments  de 
la  théorie  générale  lesquels,  il  est  vrai,  gagnaient  en  profondeur  ce  qu'ils 
perdaient  en  étendue,  mais,  précisément  à  cause  de  cela,  ne  tlonnaient  pas 
une  vue  d  ensemble  d  une  «les  plus  belles  branches  des  mathématiques 
modernes.  Or  c  est  un  ouvrage  d'ensemble  que  nous  présente  M.  Andoyer. 

Le  premier  volume  est  relatif  aux  formes  binaires  et  ternaires,  le  second 
traitera  des  formes  quaternaires,  l'ar  la  première  partie  de  Iteuvi-e  on  [)eul 
déjà  juger  de  sa  grande  uniformité. 

Nombreux  sont  les  passages  de  la  théorie  des  formes  ternaires  qui  sem- 
blent absolument  intuitifs  à  qui  a  étudié  auparavant  les  chapiti-es  consacrés 
aux  formes  binaires  car,  au  nombre  des  éléments  près,  ce  sont  les  mêmes 
raisonnements,  les  mêmes  notations. 

Mais  d  abord  avant  d  analyser  l'œuvre  en  détail  pai-lons  un  peu  de  cette 
théorie  des  formes  au  point  de  vue  phiIosophii[ue.  l'ourrail-on  expliquer  ce 
qu'elle  est  à  1  ('-tudiant  qui  ne  la  connaît  pas  encore  et  lui  donner  un  avant- 
goût  de  la  mervt'illi'Use  harmonie  «|u  il  y  ptnirra  trouver.  C  est  en  somme 
fort  possible. 

L'impossibilitt-  de  la  résolution  générale  «les  l'-quations  algébriques  fut  un 
fait  établi  pour  la  première  fois,  mais  d  Une  laçt>n  indiscutable,  par  Abel. 

De  ce  fait  l'élude  de  ces  équations  qui  semblait  devoir  rester  à  jamais 
inféconde  quant  à  la  reclierclii"  directe  des  racines,  prit  son  essor  tlaus  un 
sens  différent. 

On  connaissait  (hjà  les  relations,  cousidéi-ées  aujourd  liiii  comme  éliMuen- 
taires,  qui  existent  entre  les  racines  et  les  coefficients.  On  s  aperçut  aussi 
qu'il  existait  des  fonctions  symétriques  des   racines   exprimables  au  moyen 
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des  coefficients,  d  où  des  relations  d  une  importance  capitale  qui  devaient 
immédiatement  servir  de  base  aux  différentes  théories  de  l'élimination.  Et 
d'une  façon  tout  à  fait  générale  on  remarqua  qu'il  existait  des  fonctions  des 
coefficients  qu'une  substitution  linéaire  edéctuée  dans  l'équation  primitive 
laissait  inaltérées.  A  chaque  équation  ou  plutôt  à  chaque  forme  binaire  qui, 
égalée  à  zéro,  donnait  une  équation  algébrique  à  une  seule  variable  corres- 
pondait un  nombre  déterminé  à  in'.'ariatits  et  la  théorie  des  formes  devint  à 
elle  seule  une  algèbre  nouvelle  dans  laquelle  ces  formes  étaient  étudiées 
d'après  leurs  invariants. 

Mais  ce  n'était  pas  là  tout.  Exprimer  algébriquement  (|u  une  forme  avait  un 
invariant,  c'était  exprimer  géométriquement  que  la  variété  représentée  par 
celte  forme  avait  une  propriété  projective.  Ces  propriétés  projectives,  si  peu 
aisées  à  mettre  en  évidence  par  les  anciennes  méthodes  de  Descartes,  cor- 
respondaient ici  à  des  conceptions  algébriques  pures,  et  une  nouvelle  géomé- 
trie analytique  se  fonda  dans  laquelle  il  n'était  plus  besoin  ni  de  ligures,  ni 
de  l'usage  explicite  de  coordonnées,  ni  même  de  la  notion  vulgaire  de  1  es- 
pace qui,  elle  aussi,  se  trouvait  généralisée.  Cela  dit,  abordons  l'examen  de 
l'ouvrage  de  M.  Andoyer. 

L'ouvrage  débute  naturellement  par  lélude  des  systèmes  binaires  et 
aborde  rapidement  les  transformations  linéaires  effectuées  sur  lesdits  sys- 
tèmes. Ces  transformations  forment  un  groupe,  c'est-à-dire  que  deux  trans- 
formations consécutives  edectuées  sur  un  même  système  donnent  un  système 
Iransfornié  que  l'on  aurait  jju  détenir  directement  par  une  seule  Iransforuia- 
tion  de  même  nature.  De  là  résulte  immédiatement  la  notion  d  in\'Oi iant  mise 
alors  en  lumière  d  une  façon  remarquable.  Soit  symbolicjuement  (e)  1  en- 
semble des  éléments  d'un  système  binaire  et  [e')  l'ensemble  des  éléments 
d'un  système  transformé  du  premier.  Les  relations  de  transformation  sont 
de  la  forme 

e'i  =  fi  {e,  À) 

et  si  entre  elles  on  élimine  les  [/,]  on  a  des  relations  de  la  forme 

e'i  =  Oi  [e,  e\,  e'. ,,...,  e),). 

Faisons  une  nouvelle  transformation  pour  passer  des  (e')  à  des  éléments  (e"). 
On  pourra  de  même  trouver  une  relation  telle  que 


e"i  =z  o,-  [e' ,  e"j,  e"o 


Mais  puisque  les  substitutions  linéaires  forment  un  groupe  on  aurait  pu 
avoir  directement 

e"i  =  o;  (<?,  e"j,  e"o...,  e"p), 
d'où 

?<•  (<''..  e'\,  e\....  e"p)  =  o,-  [e,  <•",,  e".,....,  e",.  ). 

Ces  fonctions  cp  qui  ne  changent  pas  de  valeur  quand  on  y  remplace 
les  (e)  par  les  [e')  sont  les  invariants  absolus  du  système  considéré.  Elles 
satisfont  à  un  système  complet  d'équations  aux  déx-ivées  partielles. 

Le  chajjitre  ii  a  trait  aux  formations  invariantes  générales  et  tout  d  abord 
aux  polaires  dont  la  notion  a  déjà  été  rencontrée  au  cours  du  chapitre  précé- 
dent. On  y  reconnaît  immédiatement  la  gént'i-alisalion  de  la  conception  gco- 
métri(iue  i)ien  connue.  11  eu  est  de  même  cjuant  ixiiKJacohiens  et  aux  hessiens. 


lUBLIOGRAl'IllK  437 

Le  cliapitre  m  revient  d  une  façon  approfondie  sur  les  syslômes  linéaires 
et  leurs  invariants.  L'un  des  plus  iuipoilauts  de  ces  derniers  est  le  rapport 
iniharmonique  relatif  à  quatre  êlénu  nts. 

Le  chapitre  iv  traite  des  résultants  et  des  discriminants.  Nous  sommes 
ici  dans  le  problème  si  important  de  l'élimination.  Le  résultant  est  naturel- 
lement un  invariant.  Egalé  à  zéro  il  représente  la  condition  nécessaire  pour 
que  deu.K  formes  aient  une  racine  commune.  Le  résultant  des  dérivées  par- 
tielles d'une  forme  en  est  le  discriminant.  Egalé  à  zéro  il  donne  la  condition 
nécessaire  et  suflisantc  pour  que  ladite  forme  ait  une  racine  double. 

L'étude  de  formes  particulières  fait  1  objet  des  chapitres  v,  vi,  vu  et  viii. 
Après  la  forme  bilinéaire  viennent  les  formes  quadratique,  cubique,  biqua- 
dratique  et  quinlique  et  l'étude  générale  de  la  réduction  au.x  formes  cano- 
niques. Il  n'est  guère  possible  d'analyser  ceci  en  tlétail.  Remarquons  sim- 
plement lintérèl  qui  s'attache  à  létude  de  la  forme  bilinéaire 

/•(.r,/  =  "u'-iJi-f  fl,.2Jr,r.  4-  fiv^\yi.  +  (hi^yy-i 

qui  égalée  à  zéro  donne 


"21  Ji4-  "jj  Vo        (/i,  ji  +  //i,,i\> 


et  délinil  la  coriespontlanee  humuifrapliiqiie  entre  les  éléments  (x)  et  {y).  Il 
est  particulièrement  intéressant  de  supposer  coïncidantes  les  séries  X  for- 
mées des  [x]  et  Y  formées  des  (r).  On  a  alors  des  invariants  intéressants,  tels 
que  f  {x,  x)  et  f  {y,  y)  qui  égalés  à  zéro  définissent  les  éléments  qui,  consi- 
dérés comme  appartenant  à  X  ou  à  Y,  co'mcident  avec  leurs  correspondants. 

On  reconnaît  immédiatement  que  cette  analyse  donne  en  Géométrie  la 
théorie  de  l'homographie  et  de  ses    points  doubles. 

Si  la  forme  f  est  constamment  égale  à  celle  g  que  l'on  obtient  en  y  permu- 
tant les  (x]  et  les  (r),  on  a 

/■—  g  =  V/,.  —  a,^)  (xiY.,  —  .r.Vi)  =  o. 

Réciproquement  la  condition  pour  que  f^  g  est  simplement  a^^ —  fi^i  =  o. 
Alors  [y)  a  toujours  même  correspondant  qu'on  le  considère  comme  appar- 
tenant à  X  ou  à  Y  :  c'est  le  cas  de  \  insolittion. 

Comme  second  point  important  des  ciiapilres  ci-dessus  mentionnés  il  faut 
surtout  citer  ce  qui  est  relatif  à  la  réduction  des  formes  quadratiques  aux 
formes  canoniques  corresponiiantes  qui  sont  des  sommes  de  carrés.  Au  seul 
point  de  vue  de  la  géométrie  analytique  ordinaire  on  sait  ipie  les  cas  sont 
nombreux  où  ii  faut  ellectuer  fie  telles  nWluctions. 

La  forme  liueo-quatlratiquc,  ainsi  que  son  nom  l'indique,  est  du  second 
degré  par  rap|jorl  au.v  éh-ments  (.r)  et  du  premier  par  rapport  aux  élé- 
ments {y].  A  chaque  élément  (.r)  correspond  donc  un  seul  élément  (y),  tandis 
qu'à  chaque  élément  [y)  correspondent  deux  éléments  [x). 

Vient  ensuite  la  forme  tloublement  quadratique  qui  est  de  l)o;iu'onp  la 
plus  importante.  Elle  définit  entre  les  (.r)  et  les  (  v)  une  correspondance  telle 
qu'à  chaque  élément  de  l'iuie  des  séries  correspondt'ut  deux  éléments  de 
l'autre.  C<'lle  «tude  de  la  forme  doublement  quadratique  est  non  seidemenl 
importante,  mais  très  élégante.  Tous  ses  invariants  notamment  s  ex|)riment 
facileme.ol  au  moyeu  du  système  fondamental  foiine   pai"  sejjl  d  eninr  eux. 
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Enfin  après  avoir  indique  en  quelques  pages  (chapitre  ix)  comment  on 
peut  étudier  directement  les  formes  à  deux  séries  de  variables,  l'auteur  ter- 
mine son  premier  livre  par  un  aperçu  sur  la  géométrie  métrique  binaire. 

C'est  surtout  là  que  l'on  se  rend  compte  que  la  géométrie  ordinaire  n'est 
qu'un  cas  particulier  des  théories  précédemment  développées. 

Les  mots  distance  et  mouvement,  par  exemple,  prennent  un  caractère  ana- 
lytique abstrait  que  rinlelligence  peut  juger,  mais  qui  ne  peut  être  trans- 
porté dans  l'espace  euclidien  et  tomber  sous  nos  sens  en  reprenant  la  signi- 
fication vulgaire  qu'à  la  condition  d'être  dégénéré  d'une  façon  particulière. 
Et  ce  n'est  pas  là  la  conclusion  philosophique  la  moins  remarquable. 
Le  second  livre  de  l'ouvrage  de  M.  Audoyer  a  trait  aux  form.-s  ternaires 
et  il  est  plus  de  deux  fois  aussi  étendu  que  le  premier,  mais  à  cause,  je  le 
répète,  de  l'uniformité  de  la  notation  et  de  l'exposition  son  étude  sera  sim- 
plifiée de  beaucoup  pour  qui  aura  bien  compris  le  premier.  On  y  revoit  tout 
d'abord  les  substitutions  linéaires  et  leurs  invariants,  puis  des  considéra- 
tions sur  les  faisceaux  d'éléments  qui  rappellent  immédiatement  des  théo- 
rèmes bien  connus  de  la  géométrie  ordinaire  à  deux  dimensions  relatifs  aux 
quadrilatères  complets,  aux  transversales,  etc.. 

L'analogie  de  la  géométrie  à  deux  dimensions  avec  la  tliéorie  des  formes 
ternaires  qui  en  est  une  généralisation,  se  remarquera  à  chaque  instant  dans 
les  chapitres  suivants  qui  seront  même  d'une  lecture  facile  pour  qui  connaît 
les  théories  géométriques  élémentaires  des  développées,  des  polaires  des 
divers  ordres  d'une  courbe  plane,  de  la  jacohienne,  de  la  hes.sienne,  de  la 
cayleyenne,  de  la  steinérienne.  Les  célèbres  formules  de  Plûcker  se  retrou- 
veront également  avec  tout  le  degré  de  généralité  possible.  Les  mots  ne  seront 
pas  changés,  leur  sens  seul  apparaîtra  comme  considérablement  étendu. 

Tout  comme  dans  le  livre  I,  nous  retrouvons  1  homographie  comme  corres- 
pondant à  la  forme  bilinéaire  et  l'on  arrive  ensuite  aux  formes  quadratiques 
et  aux  systèmes  de  deux  formes  quadratiques.  Ces  parties  de  l'œuvre  devien- 
nent de  plus  en  plus  difficiles  à  analyser  brièvement.  Là  comme  ailleurs, 
M.  Andover  laisse  nettement  voir  lanalogic  des  théories  générales  avec  les 
théories  particulières  de  la  géométrie  analytique  ordinaire.  On  a  par 
exemple,  à  propos  des  séries  quadratiques  des  théorèmes  absolument  ana- 
logues à  ceux  de  la  théorie  géométrique  des  polaires  dans  les  coniques. 

L'étude  des  séries  cubiciues  et  de  leurs  polaires  offre  des  résultats  de 
même  nature  et  l'on  examine  ensuite  rapidement  les  séries  quartiques.  Le 
premier  volume  de  l'ouvrage  de  M.  Andoyer  se  termine  avec  la  géométrie 
métrique  ternaire.  On  se  reprend  à  admirer  alors  la  portée  philosophique  d'une 
science  qui  au  début  ne  semblait  être  que  celle  des  propriétés  projectives. 
On  retrouve  d'abord  les  notions  fondamentales  d'espace  et  de  distance  de 
même  qu'en  géométrie  binaire,  puis  vient  létude  du  groupe  des  déplace- 
ments. 

L'examen  des  propriétés  des  .st''/7('.s-  rircitlaircs  ou  cordes,  offre  également 
un  très  grand  intérêt. 

Les  éléments  définis  par  la  iornu"  (iuadrali(]uo  fixe  F-,  constituant  l'ahso'ii 
de  l'espace,  considérons  uni-  série  quadratique  bitaugente  à  l'absolu  définie 
par  l'équation 

{(x^.r,  -f-  a,.r,  +  a.^.r.j)-  -f  af..F-,  =  o. 

On  peut  écrire 


////;/  lOClt   I  /'///A  i"ir) 

lo  radical  ayaiil  di'iix  signes  (lillVrcnts  il  où  duux.  sorics  coiiiposccs  dos  mêmes 
éléments,  mais  difTéi'ommout  orientés.  Ce  sont  les  cercles  eu  question  dont 
le  nom  se  trouve  dt-jà  justifié  par  cette  simple  remarque  qu'en  géométrie 
ordinaire  tous  les  cercles,  au  sens  élémentaire  du  mol,  ont  deux  points  com- 
muns avec  le  cercle  imaçcinaire  de  linfini. 

Reprenant  la  délin'tion  générale  du  cercle,  on  est  amené  à  des  giMU'ralisa- 
tions  d'un  extrême  intérêt.  Pour  prendre  un  exemple  des  plus  iui]jorlants, 
remar(juons  simplement  que  les  cercles  de  rayon  nul  cjui  sont  tangents  à  une 
série  quelconque,  en  délinissent  les  foyers. 

Le  dernier  chajiitre  de  l'ouvrage  de  M.  Andover  examiui-  ce  i|ut'  dcviciil  hi 
géométi'ie  métrique  préci'-  lente  (juand  la  l'orme  F-,  dont  les  éh-niciils  «h'-dnis- 
sent  1  absolu,  aduu't  un  ilisciùminant  nul. 

Les  ligues  c[ui  pr<''cêdeul  ne  peuvent  donner  t[u  une  faible  idée  ili>  I  œuvre. 
L'auteur  a  l'ail  un  choix  plus  qu  heureux  dans  tous  les  matériaux  qui  étaient 
à  sa  disposition  et  a  mis  une  marque  Ijien  personnelle  dans  lunitormité  de 
l'exposition.  Il  ne  reste  qu'à  souhaiter  que  beaucoup  <le  jeunes  géomètres 
prennent  la  peine  de  l'éludier. 

Ceux-ci  comprendront  alors  que  la  gi'-onu'lrie  auMlylitpK^  earlésienne  et 
ranliipie  géométi-ie  rcMidue  moderne  par  Chasles  et  ses  disciples  ne  sont  pas 
deux  sœurs  ennemies  devanl  toujours  nieltre  leur  amour-propri-  à  s'ignorer 
mutuellement,  mais  ayant  seulement  eu  besoin  de  grandir  pour  se  recon- 
naître sur  le  terrain  de  1  algèbre  supérieure. 

A.   Buui.    (Paris) . 


Camok  (MoiuT/.;.  —  Vorlesungen  uber  Geschiclite  der  MatJiematik, 

Drilter  Band,  I]rste    Abteilung  (1668-1(199).    Zweite  Aullage.    Un  fascicule 
in-8'^  de  u6i  pages.  B.  G.  Teubucr,  étiiteur  à  Leipzig. 

Le  savant  Moril/  Cautor  poursuit,  avec  une  arileur  toute  juvénile  bien  que 
septuagénaire,  la  jinblication  de  la  seconde  (Wlilion  de  sa  remarcpiable 
Histoire  des  Matlténiftliffues.  Il  nous  donne  aujourd'hui  la  première  partie 
du  troisième  volume.  Ce  fascicule  comprend  la  période  1668-1699. 

Il  y  étudie  d'abord  les  travaux  de  Géométrie  élémentaire  que  produisirent 
H  cette  ('poque  hs  anglais  John  Collins  (i625-i68'j)  et  Isaac  Barrow  (i6'>ii- 
1677),  I  italien  (iiordano  Giordani  (160-1711),  les  français  Milliet  Dechales 
et  Sébastien  Le  (Merc  dont  la  Pratique  de  l(i  Héoinétrie  (1669)  a  joui  pendant 
une  trentaine  d'années  d'un  succès  méritt'-.  Puis  il  passe  en  revue  les  travaux 
de  Nicolas  .Mercalor,  de  lord  Brouncker  i[ui  triniva  pour  Tt  l'expression  d'où 
découle  la  théorie  des  fractions  continues,  de  llalley  de  Grégory  et  d'Abraham 
de  Moivre  qui  contribua  à  étiilier  la  trigonométrie  des  quantités  imaginaires. 

L'auteur  aborde  ensuite  la  granile  découverte  de  r.,-i//rt/v.s('  infinitésimale 
que  Leibniz  et  Newton  partagent  la  gloire  d'avoir  inventt'e.  Il  montre  la 
part  tpii  revient  à  chacun  d'cMix  dans  celte  iiumortelle  coiupiêle.  Les  érudites 
discussions  du  professeur  de  Heidelberg  peuvent  d'ailleurs  se  rc-sumer  en 
ces  qnelcjues  lignes  de  .Joseph  Bertrand.  »  (^uoicpie  la  publication  <le  Newton 
ait  été  posti'-rieure  à  celle  de  Leibniz,  il  est  jjrouvé  qu'il  ne  lui  doit  rien; 
mais  tout  porte  à  croire  qu'il  ne  l'a  aidé  en  rien.  .  .  Si  Newton  plus  diligent 
avait  formulé  dix  ans  plus  tôt  sa  «  th(-orie  di>s  (luxions  »,  le  nom  di;  Leibniz 
resterait  un  des  plus  grands  dans  l'iiisltiiri'  de  res])i-il  humain:   mais  tout  en 
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le  comptant  parmi  les  gcomùtres  de  premier  ordre,  c'est  à  ses  idées  philo- 
sophiques et  à  luniversalité  de  ses  travaux  que  la  postérité  attacherait  sur- 
tout sa  gloire.  Si  Leibaiz  au  contraire,  abordant  plus  tôt  l'étude  des  mathé- 
matiques, avait  pu  ravir  à  son  rival  1  honneur  de  leur  commune  découverte, 
on  n'admirerait  pas  moins  dans  le  livre  des  Principes,  avec  la  majesté  des 
résultats  obtenus,  l'incomparable  éclat  des  détails;  et  en  perdant  ses  droits 
à  l'invention  de  la  méthode  qui  s'y  trouve  employée  avec  tant  d'art,  Newton 
resterait  placé  au  rang  qu'il  occupe  aujourd  hui  parmi  les  géomètres  :  je 
veux  dire  à  côté  d'Archimède  et  au-dessus  de  tous  les  autres  ».  Une  fois 
cette  question  de  priorité  ainsi  tranchée,  M.  Cantor  termine  en  indiquant  les 
progrès  que  les  Bernouilli  et  le  marquis  de  L'Hôpital  ont  apportés  à  cette 
nouvelle  branche  du  calcul. 

Jacques  Boyek  (Paris). 

M.VLK.  GoDirKOY.  —  LaFonction  Gamma:  théorie,  histoire,  bibliographie. 
Un  vol.  in-S*^',  Yll-g.}  p.:  prix  :  fr.  3,5o;  Gaulhicr-Yillars,  Paris,  1901. 

Dans  le  premier  chapitre  (p.  i  à  6)  intitulé  Historique,  lauteur  donne  un 
aperçu  de  la  part  qu'ont  prise  \\'allis,  Stirling,  Euler,  Gauss,  Legendre, 
Weierstrass,  Prym  et  Hermite,  dans  le  développement  de  la  théorie  de  la 
fonction  Gamma.  L'importance  des  travaux  de  Wallis  et  de  Stirling  a  été 
mise  en  lumière  par  M.  J.  Eggenberger(^)  en  1893.  Dans  ce  travail,  qui  a 
échappé  à  ^L  Godefroy,  l'auteur  montre,  pour  la  première  fois,  comment 
1  application  de  la  formule  sommatoire  de  Moivre-Stirling  a  conduit  au  calcul 
d'une  valeur  approchée  de  Y  [x  -\-  i).  Un  autre  mémoire  eût  encore  mérité 
d'être  signalé.  G  est  celui  dans  lequel  M.  H.  Schenkel  (-)  fait  ressortir  l'in- 
fluence d  Euler.  A  signaler  aussi  lemémoire  de  L.  Euler.  Z>e  ciin-a  hypergeo- 
metrica  hac  .rquatione  expressa  y  =z  i,  2.  3...  x.  No\a  coinni.  Academ. 
scient,  imp.  PetropoL,  t.  XIII,  pro  1768,  Petropoli,  1769).  Ainsi  que  le  fait 
^L  Godefrov  dans  son  premier  chapitre,  les  travaux  de  Gauss  doivent  être 
traités  avant  ceux  de  Legendre.  M.  Schenkel  a  montré  que  le  principal 
mérite  du  grand  géomètre  allemand  dans  le  développement  de  la  fonction 
Gamma  consiste  en  ce  qu'il  a  établi  la  théorie  sur  la  notion  de  limite  d'un 
produit,  et  qu'il  a  fait  voir  que  cette  fonction  et  l'intégrale  eulérienne  de  pre- 
mière espèce  qui  lui  correspond  ont  une  siguihcation  précise,  non  seulement 
pour  des  valeurs  euticres  et  positives  de  la  variable,  mais  encore  pour  des 
valeurs  fractionnaires  ou  imaginaires.  Si  nous  insistons  tout  particulièrement 
sur  la  partie  historique,  ce  dont  M.  Godefroy  voudra  bien  nous  excuser, 
c'est  que  cette  partie  nous  a  toujours  vivement  intéressé. 

Bien  que  la  méthode  de  Legendre  ait  été  adoptée  par  la  plupart  des  auteurs, 
si  on  l'envisage  au  point  de  vue  de  la  simplicité  des  prémisses  et  de  la  déduc- 
tion logique,  elle  doit  être  pincée  après  celle  de  Gauss.  G  est  ce  qui  ressort 
clairement  du  travail  de  M.  Schenkel,  qui  poursuit  un  but  aualogue  à  celui 
de  M.  Godetrov.  lis  étudient  tous  deux  la  marche  de  la  fonction  Gamma  et 
en  donnent  une  représentation  graphique. 


(")  J.  Eggenbergek,  Beitrage  ziir  Darslelliing  des  RernonUi'schen  Theorems.  der 
Garnmaf'itnklion  iind  des  Ltiplace'schcn  Intégrais,  Bern,  K.-J.  Wyss,   1893. 

(')  II.  ScuF.NKEi.,  Kritisch-historische  L'ntersiichung  iiel>er  die  Théorie  der  Gam- 
ma ftinklion  iind  Etticr'schen  Intégrais,  A.  GuU,  Uster-Zuricb,  1894. 
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M.  Godi'lVoy  iusislo.  à  jiisU>  tilro,  sur  l'influonco  dos  rccluM-chcs  do 
Wkikkstkass  l'clativos  à  la  llu-oric  dos  pirultés  {ou  fucturieltcs)  antilrtiques 
[Théorie  der  nnalylisrhcn  Fucultdten).  Toulefois  'I  va  lion  do  sigiiaior  aussi 
le  foudateui'  de  celle  ihéorio,  Cii.  Kkamp  (')  qui  a  élabli  los  propriétés  fon- 
dameulalos  dos  faclorielles  nuuiériquos,  ainsi  que  uous  avons  ou  I  occasion (-) 
<le  le  montrer. 

Ainsi,  tout  ou  louant  compte  do  1  inlontiou  de  lautour  de  ne  douuor  qu'un 
court  aperçu  historique,  nous  estimons,  par  le  fait  des  omissions  que  nous 
venons  de  mentionner,  que  ce  premier  chapitre  ne  donne  qu'une  idée  impar- 
faile  du  développement  liistoriquo  do  la  fonction  Gamma. 

Le  chapitre  ii  (p.  7  à  28;  est  consacré  à  VEtudc  générale  de  la  fonction 
Gamma.  Prenant  comme  point  de  départ  la  définition  de  Gauss 

,    ,        ,.  i.T.J n 

-  Lv)  =:  lim  n^ 


•»-î->'+  I) (,f+/0  ' 


l  auteur  en  déduit,  d'une  manière  à  la  fois  claire  et  simple,  la  somme  connue 
sous  le  nom  de  constante  d'Kuler:  puis  il  établit  la  formule  di-  Weierslrass 
et  démontre  que  1  inverse  de  la  fonction  Gamma  est  développable  eu  une 
série  entière  de  rayon  de  convergence  infini.  Vient,  ensuite  la  relation  fonc- 
tionnelle r^a-^-i)  =  •^P{i')  (première  propriété  de  la  fonction  (iamma  d'après 
Logondre),  examinée  pour  des  valeurs  entières  positives  ou  négatives  et 
pour  des  valeurs  imaginaires;  puis,  la  détermination  du  module  de  r(a-f- l^O, 

1        .   •  1      j     1-     \        .     1      1     1  •     •  ,1  n  .r  4-  rt) 

du  résidu  de  i(.»;,    et    do   la  limite,  pour  «^00     de ■ ■ — . 

«^       I  .2.3.  .  .  (« —  I) 
L'auteur  ap|>lii[uo  les  résultats  obtenus  à  1  étude  do  la  série   de  Stirling  et  à 
la  ooiivergonce  de  la  série  hyporgéomotriquo,  applications   qui  le  couduiseul 
à  un  théorème  dû  à  ^L  Appell. 

Considérant  ensuite  li's  c.xjjrossions 


..(.»•+ I)  a-(x+i)(,r  +  2) 

et 

r  (.r  -f  n)  -  X  (.r  -h  1)...  [x  +  «  -  1)  F  (.r). 

l'autour  désigne  sous  le  nom  de  fonction  de  Bourguet  la  somme  de  la  série 

F  ix)  I  I  I 

il  011  ('ludio  li's  prnpiié'tés  ainsi  que  celles  de  la  fonction  \\x). 

Li>s  pri)j>riél<'s  de  la  fonction  (ianima  l'cml  l'objet   du    cli.  iit.    La  méthode 
suivie  s  écarte  do  celle  de  Legendro.    I/auteur  examine    d'abord    la    relation 

des  coninlrmcnls  V{x)  V{i — .1)  =z — r^ ,  duo  à    Eulor  (i'  propriété  foada- 

sin-.r  '^ 

moiitalo  do  la  fonction  de  l^egondre)  ;  puis  la  formule 


'■<■"■('■ +  ^)  =  ^  ■■(•")• 


(')  Cii.    Kramp,   Analyse  des    rrfrnclions    a.ttrononiii/ites,    <liap.    m,    Strasbourg', 

':y9- 

(*)  J.-H.  PfRAF,  luiilciliiiiif  in  die  Tlicorie  der  Gamma funhlioii  iind  Jer  ICttUr  schcn 
Intégrale,  Wv.s.s,  Berne,  iSy.l. 

Enseignement  math.  3o 
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(6''  propriété  fondamonlalc  de  la  fonction  dt;  Legcndre)  que  nous  avons  dési- 
gné [lue.  cil.,  p.  21)  sous  le  nom  de  formule  de  l'argunienl  double  ;  elle  n'esl 
d'ailleurs  (ju'un  cas  particulier  de  la  relation  générale,  duc  à  Gauss, 

m  —  \  1 

-    )„.T    +    __ 


V{x)V\r.  +—.).. .V[x  +-——\=(iT.)     -^       m  '^   V  {mx). 


ainsi  que  le  fait  remarquer  M.  Godefroy.  Le  chapitre  se  termine  par  l'étude 
de  la  formule  de  Melliii  et  de  la  relation  entre  la  fonction  Gamma  et  la  série 
hypergéométrique.  Je  me  permets  de  signaler  à  ce  sujet  le  travail  de  thèse, 
actuellement  sous  presse,  qu'un  de  mes  élèves,  M.  L.  Jecklin,  consacre  au 
développement  de  la  théorie  de  la  série  hypergéométrique  jusqu'à  Kununcr. 
Le  chajîitre  iv  (p.  39-49)  traité  de  la  fonction  de  Biiicl . 


^{^■)=^ 


,  +2!L+l.iiogii  + 


x-\-n  j  J 

Ou  y  trouve  plusieurs  formules  dues  à  Binet  et  la  formule  de  Gtjdekmanx 

log  r  [x)  —  log  \Ji-  +  ix 7- j  log  X  —  ,r  4-  cj  (x). 

Ces  deux  relations  jouent   un    rôle   important   dans  le  développement  de  log 

r(x-). 

Le  chapitre  v  (p.  5o-65)  a  pour  titre  les  Fondions  '!>,.(•)  et  M'(ar), 
rfloo-r  (.r)  d-  log  r  ix) 

qui  possèdent  les  mêmes  propriétés  fondamentales  que  la  fonction  Gamma. 
L'auteur  présente,  entre  autres,  une  étude  très  intéressante  de  la  différence 
«l>(.r-)-«)  — <ï»(.x')  ;  il  détermine  <ï>(.r)  pourune  valeur  rationni'Ile  de  .«■,  et  donne, 
à  litre  d'application  la  courbe  figurative  de  la  fonction  Gamma. 

Dans  la  chapitre  vi  (p.  66  à  -/i)  sont  étudiés  les    déscloppements  en  séries 

entières  des  fonctions  log  r(i  +.r),  r(i  -|-.r},  —  ,  P   et   i2  de   (i-|-.r) 

et*  et  ^  de(i  +x). 

Le  dernier  chapitre  contient  les  applications  des  fonctions  V[x)  et  *(.r) 
indiquées  par  M.  Appell  et  la  résolution  des  équations  de  Ijindhagen  et  de 
Crelle. 

Nous  terminons  eu  félicitant  M.  Godefroy  d'être  parvenu  à  présenter 
les  notions  fondamentales  de  la  théorie  de  la  fonction  Gamma  dans  un  espace 
relativement  restreint  et  sous  une  forme  aussi  simple  que  claire.  Tous  ceux 
qui  s'occupent  de  cette  intéressante  fonction  trouveront  dans  ce  livre  des 
indications  ijui  leur  sorout  très  précieuses. 

J.-Il.   CIkaf  (Berne). 
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Ekn.  Pascal.  —  Die  Determinanten.  Eiuo  Darslolluiii^r  ilu-or  Thcorie  und 
Anwcndungou  mil  Kùcksiclit  auf  die  nouereii  rorscliMiiu^eu.  BLM'ocliligle 
deulsclie  Ausgabe  voa  D'  lloriii.  Leit/.mann.  i  vol.  iu-8'^',  xvi-26!j  pages  ; 
prix  (relié)  :   lo  Mk.  :  B.-G.  Tenljner,  Leipzig.  1900. 

Sous  le  litre  Lehrhiïclier  dcr  nuithomalischcn  Wissciischafteii,  la  maison 
Teubner  publie  une  coUeclion  ayanl  pour  but  de  présenter,  dans  leur  étal 
actuel,  les  diverses  branches  des  sciences  malliématiques  et  qui,  par  ce  Tait 
vient  prendre  place  à  côté  de  \  Encyklapnedie  der  math.  Wisseiiscliaften,  dont 
elle  Formera  un  complément  très  utile.  Comme  on  le  voit,  il  ne  s'agit  pas  de 
simples  manuels  à  lusage  des  commençants,  mais  d  une  série  de  petits  trai- 
tés destinés  à  la  fois  aux  professeurs  et  aux  étudiants. 

Ce  volume  fait  partie  de  cette  importante  collection,  et  nous  nous  empres- 
sons de  dire  qu'il  méritait  d'en  faire  partie,  grâce  à  la  place  que  l'auteur  a 
accordé  aux  travaux  les  plus  récents.  Une  première  édition  de  cet  ouvrage  a 
paru  en  langue  italienne  en  1896,  â  Pavie. 

L'ouvrage  comprend  deux  parties.  La  première  (p.  i  à  35)  intitulée  Gritnd- 
lagen  des  Rechiiens  mit  Determinanten,  contient  les  définitions,  les  proprié- 
lés  fondamentales  et  le  calcul  des  déterminants.  Ce  sont  les  notions  élémen- 
taires que  doivent  posséder  tous  ceux  qui  veulent  se  livrer  à  une  élude 
approfondie  des  déterminants. 

Dans  la  seconde  partie,  de  beaucoup  la  plus  développée  (p.  36  à  i'i'\),  lau- 
leur  a  réuni,  sous  le  titre  Besondere  L'nlersuchungen  iiber  Determinanten 
und  Amvendungen,  les  propriétés  spéciales  relatives,  soit  à  la  structure  même 
du  déterminant,  soit  aux  applications  les  plus  diverses.  L'auteur  a  eu  soin 
de  se  borner  aux  apj)lications  caractéristiques  et  d'éviter  en  particulier 
celles  qui  ne  sei-aienl  que  de    simples    interprétations  géométriques. 

Depuis  une  cinquantaine  d  années  limportance  de  la  théorie  des  détermi- 
nants n'a  cessé  de  croître  ;  on  a  reconnu  son  utilité  dans  les  domaines  les 
plus  divers  ;  aussi,  de  nos  jours  celle  théorie  est-elle  devenue  un  puissant 
auxiliaire  dans  la  plupart  des  travau.x  des  mathématiques  modernes.  Ses 
applications  dans  les  diverses  branches  ont  donné  lieu  à  nue  foule  de  pro- 
priétés très  importantes  ;  mais  beaucoup  d  entre  elles,  relativement  récentes, 
ne  figurent  pas  encore  dans  les  traités  classiques;  ^L  Pascal  en  a  largement 
tenu  compte.  Son  ouvrage  mérite  donc  d'être  signalé  à  tous  les  mathéniati- 
cicns. 

Nous  devons  ajouter  (pi'à  la  têt<'  de  chaque  paragraphe  ligiin'ut  des  indi- 
cations bibliographi(|ues  très  complètes  cjui  permettront  au  lecteur  de  recou- 
rir aux  mémoires  originaux. 

II.  l'. 


C.  Rf.NCE, —  Praxis  der  Gleichungen  (Collection  Sc/tuOcrt.  t.  .\1VV  Un 
vol.  relié,  p.  in-b",  19G  p.:  prix  ;  Mk.  5,iO  ;  G.-J.  Cœschen,  Leipzig, 
1901. 

Ou  ne  saurait  assez  insister  sur  rimportance  du  but  de  ce  petit  volume 
que  nous  nous  empressons  de  signaler  à  l'allenlion  des  professeurs  d  Algèbre 
et  de  tous  ceux  qui  sont  appelés  à  utiliser  les  propriétés  de  la  théorie  des 
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«'quatioiis.  Ainsi  que  1  indique  sou  titre,  cet  ouvrage  est  destiné  à  familiariser 
létudiant  dans  la  pratique  des  calculs  qui  interviennent  dans  la  résolution 
numérique  des  équations.  On  y  trouve  donc  les  compléments  indispensables 

—  mais  trop  souvent  négligés  dans  l'enseignement  —  aux  considérations 
théoriques  qui  sont  développées  dans  les  cours  d'Algèbre,  et  plus  particuliè- 
rement dans  les  leçons  consacrées  à  la  théorie  des  équations. 

L'ouvrages  comprend  les  quatre  chapitres  suivants  : 

I.  Equations  linéaires  à  une  ou  à  plusieurs  inconnues. —  i.  Equations  non 
linéaires  à  une  inconnue.—  3.  Equations  non  linéaires  à  plusieurs  inconnues. 

—  4-  Fonctions  rationnelles  entières. 

Dans  chacun  de  ces  chapitres  l'auteur  examine  la  résolution  numérique 
des  équations  au  point  de  vue  de  l'e.xécution  rapide  des  calculs,  en  ayant 
recours  à  de  nombreux  exercices  développés  avec  beaucoup  de  détails.  Il 
insiste,  ainsi  que  cela  doit  se  faire,  sur  l'approximation  obtenue  dans  les 
résultats.  Les  exemples  sont,  pour  la  jjlupart,  empruntés  aux  mathématiques 
appliquées.  Quelques-uns  d'entre  eux  fournissent  l'occasion  d'initier  l'étu- 
diant à  la  construction  de  tables  numériques  ou  à  l'emploi  de  procédés  gra- 
phiques. 

A  mentionner,  entre  autres,  la  détermination  des  racines  à  l'aide  de  la 
méthode  découverte  eu  iSjg  par  le  professeur  Graeffe,  de  Zurich.  Ce  pro- 
cédé n'a  pas  encore  obtenu  dans  renseignement  la  place  qu'il  mérite.  A  cet 
effet  nous  croyons  utile  de  signaler  à  nos  lecteurs  lo  remarquable  exposé 
qu'en  donne  M.  Carvallo  dans  son  opuscule  intitulé  Méthode  pratique  pour 
la  résolution  numérique  complète  des  équations  algébriques  ou  transcen- 
dantes, publié  en  1896  chez  5iony  (Paris). 

H.  Fehr. 
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nouvelle  des  intégrales  indéfinies  et  des  séries  infinies  conleuant  une  fonc- 
tion cylindrique.  —  Biancui  :  Sulia  deformazione  délie  congruenze  e  sopra 
alcun(^  classi  di  superficie  applicabili. 
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Fasc.  3  (août).  —  Castiîi.nuovo  ed  Enriquks  :  Sopra  alcune  queslioni  fon- 
damentali  nella  teoria  dclle  siiperdcie  algebriche. —  Df.li/Agnola  :  SuUc  série 
di  pollnomi  clie  rappresentano  un  ranio  di  funzionc  aualitica  mouogena. 

Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  Mit  bosonfioror  Riicksicht  auf  die 
Bcdiirfiiisse  der  Lohrcr  an  liohercn  Unterriclitsanstalten.  Gogriindet  1841 
durch  J.  A.  Grunert.  Drille  Reihe.  Herausgegeben  von  E.  Lampe,  W.  Franz 
Meyer,  E.  Jau.nke.  i  Band  ;  3,  4  Heft.  (Prix  de  l'abonnemerit  pour  un 
volume  de  quatre  fascicules  :  Mk  tu),  B.  G.  Teubner,  Leipzig,  1901. 

E.  Picard  :  Sur  la  résolution  de  certaines  équations  à  deux  variables  à 
l'aide  de  fonctions  rationnelles  et  sur  un  théorème  de  M.  iS'oether.  — D.  Hil- 
BERT  :  Mathematische  Problème  (Schluss).  —  A.  Gleichen  :  Ueber  die  llel- 
ligkeit  der  Sehorgane  bei  Menschen  und  Tieren,  insbesondere  bei  de  Kno- 
chenfisclien.  —  T.  Hayashi  :  An  Expression  of  the  Numbev  of  Primes  lying 
between  two  given  Integcrs.  —  T.  Hayashi  :  On  some  Theorems  concer- 
ning  \vith  Prime  Numbers.  —  S.  Gundeleinger  :  Ueber  die  analytische 
DarstcUung  zweier  Dreioke,  die  auf  6  Artenperspectivisehliegen. —  S.  Gu.\- 
DEEFINGER  :  Ucber  Ausartungen  von  Kreisen  in  Punktepaare.  —  C.-A.  Lai- 
SANT  :  Polygones  semi-réguliers  dans  l'ellipse.  —  L.  Schlesinger  :  Ueber 
die  parlicUen  Difrerentialgleichungen  denen  Hermitesche  Formen  gcniigen. 
—  F.  Caspary  :  Zur  neueren  Dreiecksgeometrie  (Schluss).  —  E.  Prings- 
uei.m  :  Ueber  die  Strahlung  der  Gaze.  —  L.  Ripert  :  Sur  quelques  nouveaux 
théorèmes  relatifs  au  triangle  (suite  à  un  article  de  M.  F.  Caspary).  — 
K.  Hensel  :  Ueber  einige  Yerallgemeinerungen  des  Fermatschen  und  des 
Wilsonschen  Satzcs.  —  E,  Lemoine  :  Principes  de  la  Géomélrografie  ou  art 
des  constructions  géométriques.  —  Rczension.  — -  Vcrmischte  Mitteilungen. 

Atti  délia  Reale  Accademia  deiLincei;  anno  298,  1901  ;  série  5a  ;  Ren- 
diconti  ;  vol.  10;  abonn',  un  vol.,  lialie,  L.,  10;  Rome,  tip.  dell,  R.  ace. 
dei  Lincei. 

Juin.  —  Levi-Civita  :  Sui  moti  stazionari  di  un  corpo  rigido  nel  caso  délia 
Kovalevsky.  —  Niccoletti  :  SuUe  série  doppie  di  Taylor. 

Juillet.  —  Levi-Civita  :  Sulla  resistenza  dei  mezzi  fluidi.  —  Pizzetti  : 
Un  principio  fondamentale  nello  studio  dellc  superficie  di  livello  terrestri. — 
Ton.m-Bazza  :  Di  una  lettera  inedita  di  xsicolo  Tarlaglia. 

Août.  —  Grassi  :  Intorno  ad  alcune  corrispondeuze  pcr  proiczione  délie 
superficie. 

Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  sciences,  t.  i33,  in-40; 

abuMnciiK  lit    auuuol.   Union  postale,    3(    fr.  ;  (iauliiier-N'iliars,   i90i('). 

N"3  (i5  juillet).  —  A.  Cornu:  Détermination  des  trois  paramètres  optiques 
principaux  d'un  cristal  en  grandeur  et  en  direction,  par  le  réfractomètre.  — 
J.  CouLON  :  Sur  l'extension  de  la  méthode  d  intégration  de  Riemann.  —  E.  et 
F.  CossERAT  :  Sur  la  solution  des  équations  de  l'élasticité,  dans  le  cas  où  les 


(')  Dans  le  dernier  n'>  de  Ylùts.  math,  les  n'"  i  et  a  dos  C.  R.  ont  été  signalés, 
mais,  par  tmc  erreur  matérielle,  on  leur  a  attribué  les  notations  aC),  27  du  l.  i3'i, 
lesquelles  n'existent  jms. 
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valeurs   dos    inconnues  à  la    frontière   sont  donut'-es.  —  L.  Decombe  :   Sur  le 
mouvement  du  pendule  en  milieu  résistant. 

rs'*^  4  (2.2  juillet).  —  E.  Yallier  :  Sur  la  loi  des  pressions  dans  les  bouches 
à  feu.  —  L.  Altonne  :  Sur  l'hcrrailien.  — E.  et  F".  Cosserat  :  Sur  une  appli- 
cation des  fonctions  potentielles  de  la  th»3orie  de  l'élasticité. 

N"  5  (29  juillet).  —  J.  BoLSsiNESQ  :  Sur  le  pouvoir  refroidissant  d'un  cou- 
rant liquide  ou  gazeux.  — A.  Demoulix  :  Sur  les  Surfaces  susceptibles  d  une 
déformation  continue  avec  conservation  d'un  système  conjugué.  — II.  Dula<:  : 
Sur  les  intégrales  analytiques  des  é([ualions  différcnlielles  du  premier  ordre 
et  de  degré  quelconque  dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs  singulières.  — 
V..  et  V .  Cosserat  :  Sur  la  déformation  intinimcnt  petite  d  un  corps  élastique 
soumis  à  des  forces  données. —  C.  Cuéneveau  et  G.  Cartaud  :  Sur  les  vibra- 
tions des  nappes  liquities  de  formes  déterminées. 

N''  6  (>  août).  —  V.  Ai'PEi.i.  :  Sur  le  lliéorènie  de  Poisson  et  un  théorème 
récent  de  M.Buhl,  —  1'.  Yallier  :  Loi  des  pressions  dans  les  bouches  à  feu; 
recherche  de  l'exposant  de  lenteur.  —  E.  et  F.  Cosserat  :  Sur  la  déformation 
iuliniment  petite  d'une  enveloppe  sphérique  élastique.  —  (j.  Gravaris  :  Sur 
une  relation  qui  existe  probablement  entre  langle  caractéristique  de  la  défor- 
mation des  métaux  et  le  coeflicient  newlonien  de  restitution.  —  G.  Kœmcs  : 
IZtude  critique  sur  la  théorie  générale  des  mécanismes. 

rs'^  7  (12  août).  —  (i.  Mittag-Leeiler  :  Un  critère  pour  reconnaître  les 
points  singuliers  de  la  branche  uniforme  d'une  fonction  monogène.  — E.  et 
V .  Cosserat  :  Sur  la  déformation  infiniment  petite  d  un  ellipso'ide  élastique 
soumis  à  des  efforts  donnés  sur  la  frontière.  —  G.  Gravaris  :  Yérification  de 
la  relation  qui  existe  entre  l'angle  caractéristique  de  la  déformation  des 
métaux  et  le  coefficient  de  restitution  de  leur  élasticité. 

X*^  8  (19  août;.  —  F.  SiAcci  :  Sur  un  problème  de  d'Alembert.  —  I].  et  V. 
Cosserat  :  Sur  un  point  critique  particulier  de  la  solution  des  équations  de 
l'élasticité,  dans  le  cas  où  les  efforts  sur  la  frontière  sunt  donnés.  — G.  Kœ- 
MGS  :  Sur  les  principes  généraux  des  mécanismes.  —  C.-E.  Glye  :  Sur  la 
valeur  absolue  du  potentiel  dans  les  réseaux  isolés  de  conducteurs  présentant 
de  la  capacité. 

N'^  9  (26  août).  — E.  Sarrau  :  Sur  l'application  du  principe  de  l'énergie  aux 
phénomènes  électrodynamiques  et  électromagnétiques.  —  A.  Petot  :  Sur  le 
mode  de  fonctionnement  des  freins  dans  les  automobiles. 

N"  10  2  septembre).  —  E.  Sarrau  :  Sur  l'application  des  é(|uati(}ns  de 
I.agrangc  aux  piii'-noniènes  éleclrodynamiques  et  électromagnétiques.  — 
G.  IIu.mrert  :  Sur  la  transformation  cpiadratitjue  des  fonctions  abéliennes.  — 
G.  Tzitzéica  :  Sur  la  dt'forniation  continue  des  surfaces.  —  G.  Kœnics  : 
l^squissc  d'une  théorie  g('-n<''rale  des  mécanismes.  —  R.  Liouville  :  Surléqui- 
libre  des  corps  élasti(|ues.  —  il.  Frémoxt  :  l'évaluation  i\c.  la  résistance  à  la 
traction  de  lacier,  déduite  de  la  résistance  au  cisaillement. 

N"  Il  fg  septembre).  — W.  Stekloff  :  Sur  l'existence  des  fonctions  fonda- 
mentales. —  Tii.  de  DoNDER  :  Sur  les  invariants  intégraux. 

-N'^  12  (16  septembre).  —  A.  Cornu  :  Déntonstration  et  usage  des  formules 
relatives  au  n-fiactoniètre.   —  G.  Poisson  :  Sur  la  voûte  élastique. 

.N"  i3  (a'i  septembre).  —  G.  Kœ.mgs  :  Les  systèmes  binaires  et  les  couples 
d  l'iéments  cinéma  tiques. 

N'^  Il  f  >o  septembre*.  —  J.  Holssim  s<i  ;  Problème  <lc  la  dissipation,  en 
tous  sens,   de  la    cliaiciii-,  d;iiis  un  iiinr  •■■i);iis  à  face  rayonnante.  —  P.-J.   Su- 
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CHAKD  :    Sur  les  ('■qnations  différenlicllos  linéaires   de    second  ordre  à  coeffi- 
cients algébriques.  —  A.  Petot  :  Sur  l'état  variable  des  courants. 

N'^  11  (7  octobre).  —  K.  Bokle.n  :  Sur  l'extension  dune  formule  d  Euler  et 
sur  le  calcul  des  moments  d'inertie  principaux  d'un  syst'-me  de  points  maté- 
riels. —  G.  KtENiGs  :  Propriétés  générales  des  couples  d'éléments  cinéma- 
tiques. 

Giornale  di  Matematiche  (Battaglini)  publié  par  A.  Capei.li  ;  vol. 
XXXIX,  1901:  abonnement  annuel,  Union  postale,  L.  18:  Xaples,  B.  Pel- 
lerano. 

Mars-Avril.  —  L.  Carner\  :  I  sistemi  tripli  ortogonali  le  cui  superficie 
sono  tulte  a  curvatura  totale  costante.  —  A.  Capelui  :  Sulla  genesi  combina- 
toria  drllaritmetica.  —  V.  Xobie  :  Sulla  ricerca  délie  curve  tautocrone  ror- 
rispondenli  ad  una  nota  leggo  di  forza  centrale.  —  L.  de  Sanctis  :  Su  alcuni 
sviluppi  degrintegrali  dell'equazione  AF  ^^  o, 

Mai-Juin.  —  G.  Candido  :  Su  d'uua  equazione  algebrica.  —  L.  de  Saxc- 
Tis  :  Su  alcuni  sviluppi  degl'integrali  dell'equazione  AF  z=z  o.  —  D.  Lom- 
i-ARDi  :  Sui  gruppi  di  sostituzioni.  —  G.  Maxfredim  :  Sui  quadrangoli 
coniugati  di  nna  cubica.  —  V.  Giuletto  :  Sulle  funzioni  sfcriche  simmctriche 
del  campo  ad  N  dimensioni.  —  K.  Th.  Vahlen  :  Sui  teorema  di  Brioschi 
degli  8  quadrati.  —  L.  de  Sanctis  :  Sulla  convergenza  di  alcune  série  inte- 
ressanti  nella  teoria  délie  funzioni  ellittiche  et  dellc  funzioni  armoniche. 

Jahrbuch  ueber  die  Fortschritte  der  Mathematik,  begiindet  von  Cari. 
Ohrt.ma.nn".  Im  Yerein  mit  anderen  Mathematikcrn  und  unter  besonderer 
Mitwirkuug  der  Herren  Félix  Muller  und  A.  Wangerin.  herausgegeben 
von  Em  Lampe  und  Georg  Wallenberg.  Band  XXX,  Jalirgang,  1899  (in 
drei   Hcflen).  i  vol.  in-8°  de  l\'ii  pages;  G.  Reimer,  Berlin,  1901. 

Heft.  I.  —  Goschichle  und  Philosophie.  —  Algebra.  —  Xiedere  und 
hiihere  Artthî:ietik.  — ■  Combinalionslehre  und  \N'^ahrscheinlichkcitsrech- 
uung. —  Riihen.  —  Differential-und  Integralrcchnung.  —  P'unktionentheorie. 

Journal  de  mathématiques  pures  et  appliquées;  publié  par  C.  Jordan; 
5*^  série,  t.  YII,  1901  ;  abonnement  annuel.  Union  postale,  3j  fr.  ;  Paris. 
Gauthier- Y  illars. 

Fasc.  2.  —  G.  Hu.MBERT  :  Sur  les  fonctions  abélienncs  singulières  (troi- 
sième mémoire).  —  G.  Sautreaux  :  Mouvement  d'un  liquide  parfait  soumis 
à  la  pesanteur;  détermination  des   lignes  de  courant.   —  H,   Poincaré  :  Sur 

les  proprit'tis  arithmétiques  des  courbes  algébriques. 

L'Intermédiaire  des  Mathématiciens,  dirigé  par  C.  Laisant,  E.  Lemoine. 
E.  Maii.li:t,  a.  Grévy  ;  t.  YII,  1900;  abonnement  annuel  :  Union  postale, 
8  fr.  5o;  Paris,  Gauthier- Villars. 

Nous  avons  déjà  parlé  de  cette  publication  si  utile,  nous  pourrions  presque 
dire  aujourd'luii  indispensable  à  tous  les  mathématiciens  qui  veulent  s'épar- 
gner un  travail  inutile,  et  obtenir  les  renseignements  dont  ils  ont  besoin. 
Dans  l'année  1900,  3oo  questions  nouvelles  ont  été  publiées,  et  plus  de 
3'3o  réponses,  en  outre  un  certain  nombre  do  questions  anciennes  restées 
sans  réponse  ont  été  rééditées. 
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Monatshefte    fur  Mathematik  und  Physik,  lu-raiisgoi^cbcn  von   prof. 

(î.  V.  liiscHEKicH  und  j)rt)f.  L.  Gec;i;m{Auek  ;  l'i'  aiiuce,  1901;  ImsoiisUmii 
et  C"'".  Vienne. 

Fasc.  .\.  —  L.  IIan.m  :  L'eber  Bords  Verallf^onieiiiei-ung  dos  (îren/.lx'- 
f^i'iires.  —  II.  lîuKKnAKDT  :  Ueber  DiU'erentialj^leichungiMi.  —  l].  Ka.nta  : 
l'eber  die  Yertheilung  der  Prinizahleu. —  A.  Schwarz  :  Einigc  auldic  Ivllipse 
sich  beziehende  Tlieorenie,  in  welcben  die  Siitze  iiber  conjngiorte  Drucb- 
messer  als  SpezialliiUe  cnllialten  sind.  —  L.  Saalschùtz  :  Ucbcr  oinen  Pi"o- 
duclausdriick,dessou  Grenzwerl  die  Basis  dernaliirlichen  Logaritlunen  isl. — 
Wl.  Lewicki  :  Zur  Thcoiio  der  Potenzroiben. — A.  Sucharda  :  Eiue  Aufgalic 
betreireud  don  Sihwoiptinkl  der  Polygone.  —  Lileralur-Boricbtc. 

Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  journal  dirigé  parC.-A.  Laisaxt 

cl  X.  A.NTOMAUi  ;  ahomi'  annuel,  Union  postale,  i-  Fr.  ;  4'^  série,  t.  I,  1901  ; 
Paris,  Gauthier-Villars. 

Juillet.  — B.  Elie  :  Etude  d'une  élastique  gauche.  Hélice  soumise  ;i  lac- 
lion  d'un  couple,  —  H.  Laurent  :  Usage  des  formes  quadratiques  dans  la 
théorie  dos  équations.  —  G.  Fontené  :  Sur  un  contour  hexagonal  variai)!  • 
circonscrit  à  une  quadrique. 

Août.  —  H.  VocT  :  Sur  lapolarilé  dos  formes  binaires.  —  M.  d'Ocacnt.  : 
Sur  les  transformations  polaires  de  la  courbure.  —  II.  Piccioi.i  :  Sur  les 
courbes  en  S„  et  particulièrement  sur  celles  à  courbures  constantes.  — 
E.  Legrand  :  Propriété  du  quadrilatère  inscriptible. 

Septembre.  —  E.  Le.moine  :  Sur  une  détermination  nouvelle  simple  de  la 
direction  des  axes  d'une  conique.  —  E.  N.  Barisien  :  Aire  de  la  polaire 
oblique  de  la  développée  oblique  de  l'ellipse.  —  Remarques  au  sujet  des 
droites  de  nul  moment.  —  Application  de  la  méthode  de  Grassmann  à  une 
démonstration  de  deux  théorèmes  «le  Géométrie  différentielle.  — A.  Vac- 
QUANT  :  Agrégation  des  Sciouces  mathématiques  (Concours  de  1900).  Solu- 
tion de  la  question  de  Matii<hnatic[ues  spéciales. 

The  Mathematical  Gazette.  IMIicd  liy  W.  J.  (iKEExsniEET,  with  the  co- 
opération of  F.  s.  Macaulay,  H.  \V.  LloydTanues,  E.  T.  WiiiTTAKr.H, 
^V  .   1>.   IIarti-et.   Vol.  11,  u'^  28,   1901.  George  Bell  et  sons,  Londres. 

Juillet.  — G.  D.  Mlggeridge   :  Areal   Coordinater  aud  lluir  applications. 

Unterrichtsblaetter  fur  Mathematik  und  Natur'wissenschaften.  Orgau 

des  Vereins  zur  Fordeiung  des  Uuterrichls  in  der  Mallu-matik  und  den 
Naturwissenschaflen.  Begnindet  unlcr  Mitwirkung  von  Benli.  Scuwalhe. 
herausgegeben  von  F.  Pietzker.  Jahrg.  VII.  1901;  O.  Salle,  Berlin. 

N°  i).  —  Aug.  Scu.MiDT  :  Die  Aulilndung  der  Lichtslufea  beleuchtetor  Flii- 
chen  mittels  der  Rodenbergschcn  Skala.  —  K.  Noa<:k  :  Ueber  physikalisciie 
Schulerùbungen.  —  Pascu  ;  Ueber  die  kubischc  (Ucichung.  —  11.  Pjetzki  u  : 
Gcoractrographio. 

Annual  Report  of  the  Board  of  Régents  of  the  Smithsonian  Insti- 
tution, siiowing  the  opérations,  expeuditures  aud  condition  ot  the  Insti- 
tution for  the  Year  inding  June  3o,  1899.  Uu  vol.  in-8'  de  671  p.  ;  (îover- 
niinint  Printing  Odice,  ^Vashington.    1901. 


470  B  UL  L E TIN  BIBLIO G B  A  P III O  UE 

Ch.  Beyel.  — Darstellende  Géométrie  miloinor  Sammlung  von  1800  Dis- 
positionen  zu  Aiir<i;;tl)oii  ans  dcr  (lai-sf('ll(>ndcn  Géométrie.  Un  vol.  in-8'^, 
X11-189  p.  ;  B.  G.  l'cubncr,  Leipzig,   1901. 

BovRLET  (Carlo).  —  Cours  de  mathématiques  à  l'usage  des  élèves  archi- 
tectes et  ingénieurs.  Lu  vol.  in-8",  cavalier  -244  p..  prix  :  fr.,  8;  C.  Xaud, 
Paris,    1901. 

J.  BoussiNF.sQ.  —  Théorie  analytique  de  la  Chaleur  mise  en  harmonie 
avec  la  thcrmo-dyuauiique  et  avec  la  théorie  mécanique  delà  lumière.  T.  I  ; 
Problèmes  généraux.  Un  vol.  in-8",  xxvn-333  p.  ;  prix  ;  fV.,  10;  Gauthier- 
A'illars,  Paris,  1901. 

C.  BuRALi-FoRTi.  —  Lezioni  di  Arilmetica  pratica  con  23o  csercizi, 
280  problenii  et  10  tavolc  ;  in-12,  vii-j^ô  p.  ;  pr.  ;  L.,  2  :  Turin,  G.  Galli- 
zio,  1901. 

H,-N.  Blrileanu.  —  Méthode  de  balistique  extérieure  (tlièse);  in-80, 
5i  p.  ;  Bucarest,  Soc.   Tiparul,  1901. 

CouTtRAT  (L.).  —  La  logique  de  Leibniz,  d'après  des  documents  inédits. 
Un  vol.  grand  in-S",  XII-608  p.  ;  prix  :  fr,  12  ;  Félix  Alcan,  Paris,  1901. 

G.  Frizzo.  —  De  numeris  libri  duo  authore  loanne  Noviomago;  in  8'', 
pr.  L.  3;  Vérone,  l'adoue,  Fr''^'''  Di'iu-kei-,  1901. 

Harkis  Hancock.  —  Mémoire  sur  les  systèmes  modulaires  de  Kro- 
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A  \OS  LECTEURS 


Il  n'est  guère  d'usage,  dans  une  revue  scientifique,  de 
placer  une  sorte  de  préface  en  tête  de  chaque  année.  Les 
circonstances  cependant,  à  V Enseignement  niathéniatiqiie^ 
nous  ont  conduits  à  pratiquer  celte  méthode,  et  elle  est  deve- 
nue en  quelque  sorte  une  tradition,  au  bout  de  nos  trois 
années  d'existence. 

Nous  y  voyons  l'avantage  de  pouvoir  nous  mettre  en  rap- 
ports d'une  façon  générale  avec  nos  lecteurs  et  collai)ora- 
teurs,  de  les  tenir  au  courant  de  ce  que  nous  avons  fait  et 
de  ce  que  nous  comptons  faire,  de  leur  présenter  un  véri- 
tal)lc  compte  rendu  moral  de  notre  œuvre,  et  de  solliciter 
leurs  bons  avis. 

C'est  en  même  temps  une  occasion  pour  nous  de  leur 
payer  le  tribut  de  reconnaissance  auquel  ils  ont  si  large- 
ment droit.  C'est  en  effet  grAce  à  eux,  bien  plus  ((u"à  nous, 
qu'est  duo  l'importance  sans  cesse  croissante  ([ue  notre 
publication  a  prise  cl  lend  ;i  [)r('n(lrc  dr  [)lus  en  |)lus  dans 
le  monde  scientilitjue,  et  dans  celui  de  l'enseignement, 
au([uel  nous  nous  adressons  surtout. 

Toutefois,  cet  exposé  périodique  présente  une  utilité  plus 
haute  que  l'acc-omplissemcnl  d  un  simple  devoir  de  poli- 
tesse et  l'émission  de  souhaits  de  bonne  année.  Et  acluel- 
lement,  au  début  de  i<)oy,  nous  ne  saurions  manquer  à  la 
traditicMi,  créée  par  nous-mêmes,  ([ue  nous  venons  de  signa- 
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1er,  car  il  y  a   Je  nombreuses   idées  nouvelles,  en  prépara- 
tion pour  la  plupart,  dont  nous  devons  vous  entretenir. 

Mais  parlons  d'abord  de  ce  qui  concerne  spécialement  la 
publication  de  notre  Revue  ;  Tannée  dernière  nous  expri- 
mions un  regret  que  nous  sommes  obligés  de  renouveler  : 
celui  de  ne  pas  voir  un  assez  grand  nombre  de  lecteurs  uti- 
liser la  tribune  qui  leur  est  offerte,  et  en  profiter  à  leur  gré, 
surtout  dans  la  rubrique  «  Correspondance  ».  Il  nous  sem- 
ble que  quelques-uns  sont  peut-être  retenus  par  un  senti- 
ment de  discrétion  qui  est  tout  à  leur  honneur,  mais  dont 
ils  auraient  tort  d'abuser. 

Peut-être  aussi  y  a-t-il  dans  Tesprit  de  quelques  personnes 
un  malentendu  qu'il  importe  de  dissiper,  et  s'imagine-t-on 
que  l'abonnement  à  YEiiseigiieineiU  inalhémalique  est  une 
condition  requise  pour  y  pouvoir  collaborer,  ce  qui  serait 
une  erreur  complète.  Certes,  nous  ne  pourrions  pas  accueil- 
lir tous  les  longs  articles  qu'on  nous  adresserait;  et  nous 
devons  même  souvent  solliciter  des  auteurs  des  réductions 
qui  rendent  les  travaux  insérés  compatibles  avec  le  cadre 
de  notre  publication.  Mais  des  notes  courtes,  des  lettres 
d'une  étendue  modérée,  émanant  de  tout  lecteur,  alors  même 
qu'elles  soutiennent  des  thèses  contraires  à  nos  opinions 
personnelles,  ont  toujours  été  et  seront  toujours  accueillies 
par  nous  avec  empressement,  dans  la  conviction  où  nous 
sommes  que  la  vérité  scientifique  ne  peut  ([ue  gagner  aux 
discussions  sincères  el  courtoises.  11  faut  d'ailleurs  recon- 
naître (jue  l'usage  de  la  «  Correspondance  »  a  pris  un  sérieux 
accroissement  au  cours  de  l'année  1901  ;  mais  nous  vou- 
drions le  voir  plus  grand  et  plus  rapide  encore. 

Pour  alimenter  la  «  Chronique  «,  nous  avons  essayé  d'ins- 
tituer, dans  plusieurs  pays,  des  correspondants  réguliers 
auxquels  nous  demandons  de  nous  adresser,  au  moins  une 
fois  chaque  mois,  une  note  sur  les   actualités  intéressantes 
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au  [)()iii(  (le  vue  matlu''iiiati{jiie.  (^)uel(|iK's-iiiis  s'en  aoqiiillcnl 
à  inerveilie;  daulros  sont  moins  réguliers,  et  répondent 
parfois  à  nos  instances,  en  nous  disant  qu'ils  ne  nous  ont 
pas  écrit  parce  <|u"ils  n'avaient  rien  vu  d  intéressant  autour 
d'eux.  Ceci  tient  peut-être  a  un  tort  (|ue  nous  avt^iseu,  celui 
de  ne  j)as  préciseï'  la  nature  des  renseignements  que  nous 
désirons  obtenir.  Xous  réparons  ici  cette  faute,  avec  d'autant 
plus  d'empressement  que  c'est  une  occasion  pour  nous  do 
répéter  (ju'à  côté  des  correspondants  attitrés,  tous  les  lec- 
teurs qui  nous  adresseraient  des  communications  dans  cet 
ordre  d'idées  seraient  pour  nous  les  bienvenus.  Donc,  ce  que 
nous  souhaiterions  au  plus  haut  |)oiMt.  ce  serait  notamment, 
d'avoir  des  indications  sommaires  et  rapides  sur  les  prix 
proposés  par  les  académies,  sur  les  élections  académicpies, 
sur  les  réunions  périodiques  de  sociétés  scientifiques,  en  tant 
(pie  les  débats  peuvent  intéresser  l'Enseignement  desmalhé- 
licpies.  sur  les  créations  de  chaires,  sur  les  modifications  de 
j)rogranimes,  sur  les  (lis|)ositi()ns  inqxirtantes  nouvelles  con- 
cernant renseignement,  sur  les  mutations  <pii  peuvent  se  j)ro- 
duire  dans  le  personnel  de  renseignement  supérieur,  sur  les 
travaux  présentés  à  titre  de  thèses  pour  le  grade  de  docteur 
fou  les  grades  correspondants,  car  les  dénominations  sont 
loin  d'être  id('nti(|ues  partout),  sur  les  décès  récents,  avec 
une  brève  notice  nécrologique  si  possible.  Avec  ces  éclaircis- 
sements, étant  donnée  la  diffusion  très  grantle  de  r£'/<5e/^/U'- 
nicnl  inalhcm(iium<'  à  Iheure  actuelle,  nous  avons  le  fernie 
espoir  de  voir  se  perfectionner  au  gré  de  nos  désirs  le  service 
d'informations  qui  est  destiné  à  alimenter  notre  «  (]hro- 
nicpie  ». 

On  a  pu  remarcpier,  à  la  suite  de  la  c(u-resp(»ii(laMcc.  (|iril 
s'est  introduit  «mi  i()(>i,  sur  linitiativc  de  notre  ami,  M.  le 
commandant  Hiocard,  une  j)ublicalion  «  de  (^)uestions  cl 
remanjues  diverses    ».  Nous  attirons  très   j)arliculièrenient 
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sur  ce  point  l'attention  des  lecteurs.  Comme  le  disait  excel- 
lemment M.  Brocard,  ces  notes  «  feront  profiter  nos  collègues 
de  beaucoup  de  résultats  qu'ils  seraient  dans  Fimpossibilité 
de  rencontrer  au   cours  de  leurs  recherches  habituelles  ». 

Un  autre  projet  dont  nous  avons  à  plusieurs  reprises 
entretenu  nos  lecteurs,  et  dont  l'idée  première  appartient  à 
M.  Ed.  ^Maillet,  est  celui  d'une  «  Enquête  sur  la  méthode  de 
travail  des  mathématiciens  ».  L'idée  nous  a  paru  des  plus 
heureuses,  et  le  projet,  une  fois  réalisé,  sera  de  nature  à 
rendre  les  plus  utiles  services  aux  jeunes  mathématiciens. 
Mais  ici  la  réalisation  ne  saurait  s'improviser.  Il  y  faut  une 
préparation  patiente;  et  le  questionnaire  qui  doit  servir  de 
base  à  une  semblable  enquête  doit  être  minutieusement  exa- 
miné avant  d'en  arrêter  définitivement  les  termes.  Un  projet 
de  questionnaire,  résumant  les  nombreux  avis  qu'on  nous  a 
communiqués  sur  ce  projet,  est  actuellement  soumis  à  des 
notabilités  scientifiques  qui  veulent  bien  s'en  occuper  ;  et 
nous  croyons  pouvoir  affirmer  que  l'année  190a  ne  s'écou- 
lera certainement  pas  sans  que  l'enquête  dont  il  s'agit  n'ait 
donné  déjà  quelques  résultats. 

Il  faut  toutefois  être  prudent  lorsqu'il  s'agit  de  préciser 
des  dates;  ce  qui  s'est  passé  pour  V Annuaire  des  mathéma- 
ticiens en  est  la  preuve.  On  sait  combien  cette  publication, 
demandée  par  les  Congrès  internationaux  de  Zurich  et  de 
Paris,  est  désirable,  combien  elle  serait  utile,  indispensable 
presque,  pour  les  correspondances  entre  mathématiciens.  On 
sait  aussi,  comme  nous  l'avons  dit,  qu'après  de  grands  efforts 
de  préparation,  notre  éditeur,  qui  a  pris  la  charge  de  cette 
publication  de  l'annuaire,  espéraitpouvoir  le  mettre  en  vente 
il  y  a  juste  un  an.  Mais  on  avait  compté  sans  une  série 
d'empêchements  matériels  dans  le  détail  dcs(|uels  il  sérail 
fastidieux  d'entrer,  et  (jui  ont  amené  des  relards  successifs 
tels  qu'on  n'arrivait  eu  lin  de  ('()mj)te  à  jMiblier  l'annuaire  de 
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iC)oi    (|u"à   la  lin   de    1901.    Il    a   semblé    meilleur  d  ajourner 

Iraïuhement  la  publicalion  jusqu  au  commencement  de  1902 

et    ce    sera    un    lait   accompli    loi's(jue    paraîtra    le    présent 

numéro. 

Nous  en  restons  là,   altirnuinl    encore  une   l'ois,   c[ue   nos 

lecteurs    trouveront    toujours     en    nous,     comme     ils    ont 

trouvé  dans    le    passé,  des  membres  tlévoués  de    la  grande 

famille  mathématicienne,  et  nayant  ([uun  tlésir,  celui  de  l'aire 

progresser  de  plus  en  plus,  et  partout,   l'enseignement   de 

la  science  qui  nous  est  chère  en  resserrant  chaque  jour  de 

notre  mieux  ces  liens  de  concorde,  de  bonne  entente,  d'aide 

mutuelle,  de  collaboration  sincère  dans  la  recherche  de  la 

vérité.  Ce  sont  là  les  causes,  à  notre  avis,  du  succès  de  cette 

revue;    et  c'est    le   «•ai'-e  le    plus  certain   de    son    succès    à 

venii'. 

LES  DIRECTEURS. 


A  PllOPOS  D'V^    DISCOURS 


A  la  distribution  du  concours  général,  le  29  juillet  1901, 
M.  Blutel,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint- 
Louis,  a  prononcé  le  discours  d'usage.  Nous  aurions  voulu  pou- 
voir en  parler  plus  tôt,  mais  les  idées  développées  dans  cette 
œuvre  ne  sont  pas  de  celles  qui  empruntent  à  l'actualité  leur  inté- 
rêt;  et  il  n'est  certes  pas  trop  tard  pour  y  revenir  aujourd'hui. 

Le  thème  choisi  par  M.  Blutel,  et  qui  sert  de  titre  à  son  dis- 
cours, était  :  Drt  râle  de  l'enseignement  des  matliématiques  dans 
la  formation  de  l'esprit.  Dès  le  début,  l'auteur,  s'inspirant  d'un 
sentiment  très  sincère  de  modestie,  se  défend  d'être  un  orateur, 
et  annonce  que  dans  ce  qu'il  va  dire  on  ne  trouvera  pas  de  rhéto- 
rique. Cela  dépend  de  ce  qu'on  entend  par  rhétorique;  la  vérité, 
c'est  qu'il  a  traité  son  sujet  en  mathématicien  consommé  ce  à 
quoi  on  pouvait  s'attendre  d'avance)  et  en  écrivain  sobre  et  élé- 
gant, qui  dit  clairement  ce  qu'il  veut  dire  et  qui  sait  habilement 
adapter  son  langage  aux  idées  à  exprimer.  Je  n'ai  pas  eu  l'avan- 
tage d'entendre  ce  discours;  mais  je  l'ai  lu  et  relu  avec  un  très 
vif  plaisir;  et  je  crois  que  chacun  éprouvera  la  même  impression, 
parmi  ceux  (|ul  apprécient  les  idées  saines  et  le  style  clair. 

Donc,  l'auteur  rappelle  qu'à  l'esprit  de  beaucoup  de  ses  audi- 
teurs, s'est  posée  cette  question  :  A  quoi  sert  l'élude  des  mathé- 
matiques? 

Rapidement,  il  indique,  sans  y  insister,  les  applications  innom- 
brables, soit  à  l'industrie,  à  la  vie  matérielle,  soit  aux  sciences 
voisines  et  même  à  d'autres  qui  en  paraissent  plus  éloignées, 
comme  la  Biologie  et  l'Economie  politique.  Mais  là  n'est  pas  la 
pensée  maîtresse  qu'il  entend  développer. 

Le  point  sur  lequel  il  insiste  surtout  dès  l'abord,  c'est  l'enchai- 
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ncmont  droit  de  loiites  les  parties  ilun  cours,  le  lieu  ipii  les 
unit  en  une  chaîne  successive,  la  nécessité  de  lattention  soute- 
nue et  continue.  l*uis  il  montre  la  grande  utilité  du  calcul  :  «  lui 
«  vous  astreignant  dès  votre  enfance,  — dit-il — à  l'observation 
«  rigoureuse  des  règles  élémentaires,  vt)us  arriverez  à  calculer 
«  sûrement;  la  sécurité  (jue  vous  éprouverez  alors  vous  facilitera 
«    1  exeicice  des  autres  lacultés  ». 

Et,  un  peu  plus  loin  :  m  Bon  nombre,  parmi  vos  camarades, 
«  candidats  aux  grandes  écoles  scienlifi([ues,  se  sont  maintes 
((  lois  repentis  d'avoir  négligé  ou  sacrilié  le  développement  d'un 
«  instrument  si  précieux  ;  ils  ont  compris  trop  tard  que  l'inex- 
«  périence  du  calcul  leur  laisait  peiilre  trop  souvent  la  uiarciie 
«   des  idées   ». 

Abordant  un  nouveau  domaine,  M  Blulel  lait  ressorlii- ensuite 
que  It'tude  m;ilhemali(|ue  crée  «  une  laculté  des  plus  hautes  et 
des  plus  précieuses  »,  1  abstraction;  et  (jue  «  l'abstraction  est  la 
mère  de  la  généralisation  ».  Ceci  le  conduit  à  des  considérations 
très  justes  sur  l'enseignement  de  l'Algèbre,  et  sur  la  nécessité 
d'applications  numériques.  La  laculté  de  l'abstraction,  d'ailleurs, 
il  a  bien  raison  de  le  dire,  se  développe  de  façons  très  diverses 
suivant  le  tempérament.  La  piuj)art  des  cerveaux  suivent  la 
marche  rationnelle  du  concret  ii  labstrait,  et  sont  juir  cila  même 
prédisposés  ii  l'étude  des  sciences  expéiimenlales.  D'autres, 
moins  nombreux,  n  ont  de  goùl  que  pour  l'abstraction;  c  ce  sont 
►  des  tempéraments  de  purs  mathématiciens.  » 

«  Malheureuscmenl,  chez  quelques-uns  d'entre  eux,  cette 
«  puissance  de  l'abstractit)!!  s'accompagne  (Lune  répugnance  sin- 
«  gulièrc  pour  l'examen  des  choses  concrètes  dont  l'intérêt  ne 
«  leur  apparaît  point.  »  El,  voulant  ctrienler  ceux-là  vers  une 
meilleure  diiectiou,  l'auteui-  arrive  à  formuler  celle  maxime, 
qu'on  devrait  graver  en  lettiesd'or  sur  la  façade  de  tous  les  éta- 
blissements d'instruction  .• 

«     LLS    DONS    KSl'IUTS    SONT    I.KS    KSIMMTS    ACCIiSSI  ULKS    A    TOLTliS 
LES    MAMI'ESTAriO.NS     DE     l.A    I'EXSÉE.     » 

Xous  trouvons  dans  les  paiagraphes  (pii  suivent,  une  mise  en 
lumière  éclatante  de  l'action  de  léducalion  mathémati([ue  sur  la 
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formation  du  jugement,  et  la  réfutation  des  sophismes  du  philo- 
sophe Hamilton  (qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec  son  illustre 
homonvme,  le  grand  astronome  et  géomètre,  inventeur  des  qua- 
ternions). 

La  fin  du  discours  est  consacrée  au  développement  de  la  même 
pensée.  On  ne  peut  prétendre  -a  appliquer  les  mathématiques 
à  Tétude  de  phénomènes  sur  lesquels  les  premières  données 
font  défaut.  «  Il  est  certain  que  les  raisonnements  ne  peuvent 
«  tenir  lieu  de  la  connaissance  des  faits.  »  L'exemple  des  erreurs 
de  Descartes  sur  la  circulation  du  sang  en  est  une  preuve.  Mais 
la  réponse  se  trouve,  ainsi  que  le  montre  l'orateur,  chez  Descartes 
lui-même;  et  l'infraction  à  l'un  de  ses  propres  principes  ne 
prouve  pas  c[ue  les  principes  soient  mauvais;  elle  prouve  seule- 
ment que  Descartes  était  un  homme,  et  que  tout  homme  peut  se 
tromper,  si  grand  soit-il. 

Telles  sont  les  matières  principales  qu'on  trouve  dans  cet 
excellent  discours,  simple,  clair,  concis,  et  d'une  véritable  puis- 
sance de  pensée  et  de  style.  Certes,  on  aurait  pu  y  ajouter,  car 
le  sujet  est  inépuisable.  ^L  Blutel  aurait  pu  montrer,  par  exemple, 
que  si  la  science  mathématique  arrive  exceptionnellement  à  faus- 
ser le  jugement,  c'est  lorsqu'on  l'enseigne  mal;  c[ue  si  certains 
la  regardent  comme  vaine  ou  trompeuse  dans  les  applications, 
c'est  qu'on  l'applique  parfois  d'une  façon  absurde,  et  cju'on 
réclame  d'elle  ce  c[u'elle  ne  saurait  donner  ;  c'est  que  le  but  d'un 
bon  enseignement  doit  être  de  donner  le  goût,  et  le  goût  persis- 
tant, de  la  science  enseignée. 

Mais,  encore  une  fois,  on  ne  pouvait  tout  dire;  et  nous  serions 
désolé  qu'on  pût  voir  dans  notre  remarque  une  pensée  de 
reproche  qui  est  bien  loin  de  notre  esprit.  En  relisant  la  question 
que  s'est  posée  dès  le  début,  M.  Blutel  :  —  A  quoi  sert  l'étude 
des  mathématiques?  —  il  me  revenait  à  la  mémoire  un  mot  que, 
dans  sa  forme  un  peu  familière,  on  aurait  pu  sans  doute  faire 
difficilement  retentir  sous  les  voûtes  solennelles  de  l'antique 
Sorbonne  (même  remise  h  neuf)  en  une  séance  de  distribution 
des  prix  du  Concours  général.  Je  le  rapporte  tel  qu'il  m'a  été 
raconté,  sans  pouvoir  d'ailleurs  en  garantir  l'authenticité. 

Un  jour,  parait-il,  devant  Biot,  à  propos  d'une  théorie   mathé- 


r.\E   LETTRE   A    M.    LA/SAXT  9 

inati(|ne  qiiolconqiu",  un  prolesscur,  (|ui  en  contestait  lutilité, 
<lernaii(lail  :  k  Poiircjuoi  la  maintient-on  clans  l'enseignement  ?  — 
A  (jiu>i  sert-elle?  »  — «  A  ([uoi  vous  sert,  —  répondit  sans  sour- 
«  ciller  l'illustre  savant  —  le  gigol  que  vous  avez  mangé  il  y  a 
quinze  jours  ?   » 

L'idée  philosophique  que  renferme  ce  mot  est  profonde,  et 
l)ien  juste.  Tout  le  problème  de  l'éducation  s'y  trouve  contenu. 
Nous  nous  assimilons,  inconsciemment  pour  ainsi  dire,  par  l'en- 
seignement, une  foule  de  notions  qui  s'incorporent  à  notre  être 
intellectuel,  qui  deviennent  nous-mêmes,  qui  nous  Ibnt  ce  que 
nous  sommes.  Et  c'est  pour  cela  que  le  rôle  de  professeur  est  si 
grave  et  entraine  une  si  grande  responsabilité  morale  ])<)ur  celui 
qui  a  charge  de  le  remplir.  De  ce  rôle,  par  son  discours,  M.  Blutel 
a  montré  ({u'il  a  la  notion  la  plus  juste  et  la  plus  haute;  et  nous 
sommes   heureux  davoiv  pu  trouver  l'occasion  de  l'en  féliciter. 

C.-A.   Laisant. 


UM:  LKTTRE  de  madame  CLEMENCE  ROYEU 0 


Monsieur, 
Dans  la  i-emarquablc  introduction  de  son  heauViwc ,  l  Ilimianilé 


(*)  C'est  avec  empressement  que  la  rédaclion  do  I'Enseicmment  Matiii'.matique 
accorde  à  M""  Clémence  Royer  l'bospilalilé  (jirdle  lui  a  fait  Thonneur  de  deman- 
der pour  présenter  au  public  une  sorte  de  défense  scientifique  sur  un  point 
important  de  la  Philosoj)hie  naturelle.  Rien  n'est  ]>lus  propre  à  l'élévation  et  à 
l'élarpissemcnt  de  renseignement  que  l'exposé  contradictoire  de  doctrines  diverses. 
11  ne  faudrait  cej)endaiit  pas  croire  de  notre  part  à  un  acte  d'adhésion  aux  théories 
de  M°"  Clémence  Rover  ;  nous  restons,  jusqu'à  plus  ample  informé,  parmi  ces 
mécanixles  dont  elle  ne  partage  pas  la  manière  de  voir.  Mais  l'auteur  de  la  Consti- 
tution ilu  monde  est  une  femme  de  science  profonde  et  dont  la  conscience  philoso- 
phique impose  à  la  fois  le  respect  et  l'admiration.  En  lui  permettant  de  préciser 
le  sens  exact  de  ses  idées,  sur  des  questions  qui  touchent  étroitement  aux  prin- 
cipes de  la  Mécanique,  il  m'a  semblé,  non  seulement  que  j'accomplissais  un  acte 
élémentaire  d'équité  scientifique,  mais  que  c'était  là  une  bonne  fortune  ])i>ur  les 
lecteurs  de  notre  Revue.  Je  dois  ajouter  que  le  contradicteur  de  M"'"  Clémence 
Rover,  notre  ami  commun.  M.  Alfred  Naqucl,  a  insisté  de  son  cûté  pour  l'insertion 
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et  la  Patrie  ('),  mon  vieil  ami,  INI.  Alfred  Xaquet,  résumant  la 
doctrine  de  l'unité  des  forces  physiques,  a  bien  voulu  mentionner 
quelques-unes  des  idées  nouvelles  que  j'ai  exposées  dans  mon 
ouvrage,  sur  la  Constitution  cUi  Monde  [').  Il  parait  mèuie  disposé 
à  accepter  certaines  d'entre  elles.  ^lais,  à  l'occasion  de  ma 
nouvelle  théorie  de  la  chaleur  propre  des  masses  sidérales,  il 
m'accuse  d'augmenter  le  nombre  des  inventeurs  du  mouvement 
perpétuel.  C'est,  de  la  part  d'un  ami,  un  vrai  pavé  de  l'ours;  c'est 
un  assassinat  scientifique. 

Croyez  bien  que  je  suis  incapable  de  cette  hérésie  et  donnez 
l'hospitalité  de  votre  revue  à  mon  plaidoyer  pour  m'en  défendre. 

D'après  la  doctrine  actuelle  la  plus  orthodoxe,  le  mouvement 
se  transmet  sans  perte  de  masse  en  masse,  et  toute  partie  de  ce 
mouvement  qui  est  détruite,  se  transforme  en  chaleur.  Cette 
chaleur  produite  dans  les  corps  ne  peut  être  recueillie  en  totalité 
pour  être  de  nouveau  transformée  en  mouvement,  parce  qu'elle 
se  communique  toujours  en  partie  au  milieu  ambiant,  maintenu 
il  une  température  inférieure,  et  de  là  se  dilue,  de  proche  en 
proche,  dans  le  grand  réservoir  commun  du  Cosmos.  Il  n'y  a  donc 
pas  d'énergie  psrdue  en  réalité  ;  elle  est  seulement  devenue 
indisponible  industriellement.  Car  pour  la  récupérer  il  faudrait 
la  faire  passer  d'un  corps  froid  à  un  corps  plus  chaud,  ce  qui  est 
impossible.  Tel  est  le  sens  du  cycle  non  réversible  de  Carnol. 

Tout  le  monde  là-dessus  est  d'accord  et  je  n'ai  jamais  songé  à 
le  contester.  Le  mouvement  ne  peut  être  perpétuel,  c'est-à-dire 
constant  en  quantité,  dans  une  quantité  limitée  de  matière 
pesante  et  dans  nos  moyens  opératoires. 

]\Iais  dans  la  totalité  du  monde,  si  le  mouvement  n'était  perpé- 
tuel ou  du  moins  perpétuellement  renouvelable,  ce  qui  n'est  pas 
la  même  chose,  il  y  a  beau  temps  que  ce  monde  serait  mort  dans 
l'immobilité  et  le  froid,  et  l'on  n'imagine  pas  par  quel  miracle  il 
aurait  pu  y  commencer. 


de  la  lellrc  dont  il  s'iigit,  lellrc  dont  nous  n'avons  pas  voulu  faire  un  simple  frag- 
ment de  la  «  Correspondance  »,  en  raison  de  son  étendue,  motivée  du  reste  par 
l'importance  du  sujet.  G. -A.   Laisant. 

(')  Un  vol.  iu-i8,  Stock,   Paris. 

(*)  Un  vol.  in-8,  l\einwald,  Paris.  Un  compte  rendu  bibliograi>hiciue  a  été  publié 
dans  l'Enseignement  matltdntatique.  i"  année,  p.  2'i3.    (Réd.). 
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La  trraiule  erreur  Je  nos  ihcurieieiis  iiifcaiiistes,  erreur  de  lan- 
gage plus  ([ue  (le  lail,  e  est  de  substituer  la  notion  de  mouvement  à 
celle  de  torce  et  de  considérer  comme  des  mouvements,  positifs  ou 
négatiis,  les  forces  motrices  (jui  tendent  à  les  produire,  mais  ([ui, 
s'annulant  par  couples  de  sens  contraires,  ne  produisent  que 
l'équilibre,  c'est-à-dire  létat  stati([ue  ou  repos  relatil  des  corps. 
Ces  forces  qui  entredétruisent  ainsi  leurs  edets  dans  l'état  sta- 
tique, sont  absolument  de  même  nature  que  les  forces  motrices, 
puisqu  il  sullit  que  lécjuilibre  entre  leurs  résultantes  opposées 
se  trouve  rompu  pour  qu'un  mouvement  se  produise,  dans  le  sens 
de  leur  dill'érence,  dans  les  masses  qu'elles  sollicitent. 

Les  forces  à  l'état  statique  peuvent  donc,  en  elTet,  être  consi- 
dérées comme  des  mouvements  à  l'état  latent,  qui  tendent  à  se 
produire,  mais  ne  se  produisent  pas  Ces  forces  doivent  attendre 
d'être  mises  en  liberté  pour  se  manilesler  comme  forces  motrices, 
et  pour  se  transformer  en  chaleur,  par  ([uautités  (Mjuivalentes, 
quand  leur  action  motrice  est  de  nouveau  arrêtée.  (>ar  le  mou- 
vement, comme  tel,  ne  produit  jamais  de  chaleur.  Toutes  les 
planètes  de  l'univers  peuvent  tourner  perpétuellement  autour  de 
leurs  soleils,  sans  qu'il  en  résulte  une  seule  calorie. 

Mais  ce  qui  est  constant  dans  le  monde,  ce  n'est  pas  la  ([uantité 
du  mouvement,  comme  on  le  prétend;  c'est  la  somme  des  Ibrces, 
sous  leurs  deux  formes  complémentaires  de  pression  statique  et 
d'énergie  cinéti(jue.  Les  forces  motrices  ne  représentent  ([u'une 
fraction  inlinitésimale  delà  totalité  infinie  des  forces  statiques, 
conservatrices  de  ré<juilibre  du  monde. 

De  l'hvpothèse  fondamentale  <jue  j'ai  exposée  dans  ma  Consti- 
tution du  Monde  (')  il  résulte  que  chaque  atome  étant  le  centre 
d'émanation  d'une  substance  expansive  qui,  par  sa  dilution,  rem- 
pliiait  1  infini  de  l'espace  dans  riiilini  du  temps,  (|in'I  ([uc  soit  le 
nombre  de  ces  at<jmes,  lisse  limitent  lun  l'autre  par  des  plans  de 
contact  perpendiculaires  aux  droites  <[ui  unissent  leurs  centres. 
Sur  eliacun  île  ces  plans  de  contact  la  tension  est  proportionnelle 
à  leur  nombre.  C'est  pourc[uoi  j'ai  pu  dire  ([uc  le  monde  est  une 
machine  sous  pression  constante.  Non  seulement  il  est  plein,  mais 
il  est  troj)  plein.  Toutes  les  unités  individuelles  de  l'être  y  luttent 


(')  Première  partie. 
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pour  y  agrandir  leur  place,  et  de  cette  lutte  nait  le  mouvement. 

Toutes  ces  forces  expansives  et  répulsives,  qui  s'annulent  ainsi 
par  couples  sur  les  plans  de  contact  des  polyèdres  atomiques, 
sont  le  grand  réservoir  des  forces  dont  les  transformations  pro- 
duisent tous  les  phénomènes  chimiques  et  même  psychiques  J 
chaque  élément  individualisé  de  l'être  acquérant  ti  la  fois,  par  le 
fait  de  sa  limitation  par  tous  les  autres,  la  conscience  de  soi  et 
celle  du  non  soi  qui  s'oppose  à  lui. 

C'est  la  base  de  toute  sensation. 

Chaque  atome  est  sollicité  par  tous  les  autres  à  se  mouvoir 
dans  toutes  les  directions.  Réciproquement  il  tend  a  les  repousser 
et  à  les  mouvoir  dans  toutes  les  directions  contraires.  De  cette 
opposition  perpétuelle  des  forces  atomiques  naît  la  vibration 
thermique,  c'est-à-dire  la  vibration  des  plans  de  contact  des 
atomes  qui,  alternativement,  perdent  et  cherchent  à  reprendre 
les  calottes  sphériques  de  leurs  sphères  virtuelles  que  leurs 
voisins  leur  enlèvent. 

Il  n'y  a  donc  pas  de  zéro  des  températures,  mais  une  unité 
thermique  fondamentale  qui  est  la  température  normale  de  l'éther 
sous  sa  pression  moyenne  constante  et  qui  fait  accomplir  à  cha- 
cun des  plans  de  mutuel  contact  des  polyèdres  éthérés  un  certain 
nombre  minimum  de  vibrations  en  une  unité  de  temps  donnée. 
C'est  cette  unité  des  températures  qui  se  multiplie,  suivant  une 
certaine  loi,  aux  températures  plus  élevées,  toujours  déterminées 
par  des  accroissements  de  pression. 

D'après  cette  théorie  dynamique  de  la  chaleur,  la  vibration  ther- 
mique est  un  phénomène  de  surface,  effectué  sur  place,  qui  n'en- 
traîne aucun  déplacement  des  centres  atomiques,  aucun  mouvement 
des  masses,  sauf  ceux    qui  peuvent   résulter   de  leur  dilatation. 

C'est  en  cela  que  ma  théorie  de  la  chaleur  diffère  absolument 
de  la  théorie  mécanique,  aujourd'hui  en  si  grande  faveur,  bien 
que  les  mouvements  que  celle-ci  suppose  entre  les  petits  atomes 
épicuriens,  isolés  dans  le  vide,  soient  impossibles  h  comprendre 
et  défient  tout  effort  de  représentation  géométrique  ou  mécanique. 

Dans  mon  hypothèse,  au  contraire,  tout  s'explique  clairement. 
Le  mouvement  des  masses  qui  se  rencontrent  ne  produit  de  la 
chaleur  que  par  son  anéantissement  et  par  le  retour  des  forces 
motrices  à  l'état  de  forces    statiques  exerçant  des  pressions    de 
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sens  contraires,  plus  ou  moins  énergiques,  mais  instanlant'cs  et 
toujours  étroitement  localisées.  La  chaleui'  produite  par  le  choc 
n'est  donc  ni  une  communication,  ni  une  transformation  d  un 
mouvement  en  un  autie  mouvement,  mais  une  destruction  de 
mouvement  de  tianslation,  et  un  retour  ii  létat  statique  des  masses 
et  des  forces . 

Toute  chaleur  serait  ainsi  d  origine  statique  et  non  dorigine 
cinéticjue,  ou  du  moins  la  <[uantité  de  chaleur  produite  dans  le 
monde  par  la  transi'ormation  de  l'énergie  cinétique  en  force 
statique  ne  serait  qu'une  très  petite  traction  de  toute  celle  qui 
anime  les  corps. 

C'est  de  ces  nouveaux  principes  que  se  déduit  ma  tiiéorie  de 
la  chaleur  propre  des  masses  sidérales,  directement  pro[)t>rti()n- 
nelle  ii  leurs  masses  et  inverse  de  leur  puissance  de  rayonnement, 
qui  m'a  valu  les  critiques  de  mon  ami  Alfred  Naquet. 

En  elFet,  toute  masse  ([ui  s'échaulFe  sous  la  pression  de  son 
propre  poids,  tend  à  rayonner  sa  chaleur  dans  l'espace.  Sa  puis- 
sance de  rayonnement  est  proportionnelle  à  sa  surface  et  ii  la 
difTérence  de  la  température  de  cette  surface  et  de  celle  du  milieu 
amhiant.  Or,  les  masses  croissant  comme  les  produits  de  leur 
densité  et  de  la  troisième  puissance  de  leurs  rayons,  tandis  ([ue 
les  surfaces  ne  croissent  que  comme  la  seconde,  il  en  résulte  avec 
évidence  ([ue  les  corps  assez  gros  pour  produire  autant  de  cha- 
leur qu'ils  en  rayonnent  peuvent  seuls  atteindre  et  conserver  une 
température  constante  capable  de  les  maintenir  à  l'état  de  fusion 
complète,  et  d'autant  plus  élevée  que  leur  masse  est  plus  consi- 
dérable relativement  a  leur  surface.  Telles  seraient  les  conditions 
des  soleils  lumineux  par  eux-mêmes. 

Les  corps  plus  petits,  tels  que  nos  planètes,  ne  produisant  pas 
assez  de  chaleur  pour  se  lifjuéfier  compli'tement,  restent  recou- 
verts d'une  croûte  solide  d'autant  moins  épaisse  et  d'autant  plus 
flexible  ([u'ils  sont  plus  gros  et,  par  consé([uent,  ne  rayonnent  par 
leur  surface  que  la  chaleur  de  leurs  couches  solides  superficielles. 

Au  contraire,  les  corps  très  petits,  tels  que  les  satellites,  pro- 
duisant beaucoup  moins  de  chaleur,  gardent  une  enveloppe  troj) 
rigide  pour  continuer  de  presser  sur  leur  masse  centrale,  qui  se 
refroidit  ainsi  complt'tement,  en  se  creusant  comme  des  géodes. 
Tel  serait  l'état  de  notre  Lune. 

Enseignement  malb.  a 
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Bien  dans  toute  cette  théorie  ne  légitime  l'accusation  de  mon 
ami  Xaquet  de  conclure  au  mouvement  perpétuel  industriellement 
réalisable  par  nos  moyens  opératoires,  puisqu'il  nous  est  abso- 
lument impossible  de  réaliser  ceux  que  la  nature  emploie  pour 
réchauffer  ses  soleils.  Nous  ne  disposons  pas  sur  la  Terre  de 
masses  assez  considérables  ni  de  pressions  concentriques  assez 
puissantes. 

Une  pression  de  vingt  atmosphères  ne  représente  qu'une 
couche  de  roches  de  io3  mètres  d'épaisseur  à  la  densité  double 
de  celle  de  l'eau.  Qu'est  cela  relativement  à  la  pression  exercée 
sur  le  centre  de  la  terre  par  sa  masse  totale  (')?  J'ai  calculé,  qu'en 
supposant  au  centre  de  la  terre  une  température  de  lo  ooo  degrés, 
le  poids  d'une  ville  comme  Paris,  réparti  sur  le  faisceau  de 
rayons  terrestres  dont  cette  ville  couvre  la  base,  n'en  élèverait  la 
température  moyenne  que  d'une  fraction  infinitésimale  de  degré. 
Toutefois,  théoriquement  tout  au  moins,  faudrait-il  tenir  compte 
de  la  pression  statique  comme  source  générale  de  chaleur  s'exer- 
çant  proportionnellement  a  cette  pression  et  proportionnellement 
au  temps,  bien  que  sans  doute  très  lentement. 

Un  kilogramme  tombant  dun  mètre  de  hauteur  ne  produit  que 
■  ^  de  calorie,  et  une  calorie  entière  s'il  tombe  de  4^5  mètres. 
Dans  le  premier  cas  la  chute  s'est  opérée  en  -^  de  seconde,  et 
dans  le  second  cette  chute  a  duré  presque  dix  secondes,  ou  plus 
de  vino-t  fois  plus  de  temps.  Dans  les  deux  cas  le  choc  se  produit 
instantanément.  Il  en  serait  de  même  si  420  kilogrammes  tom- 
baient de  un  mètre  de  hauteur,  et  la  durée  de  la  chute  ne  serait 
que  de  —  de  seconde. 

Mais  si  un  kilogramme  tombe  425  fois  d'un  mètre  de  hauteur, 
bien  que  l'effet  produit  doive  théori<[ucment  être  le  même,  comme 
la  durée  de  l'expérience  sera  beaucoup  plus  longue  ou  de  426  X  — 
de  seconde,  soit  6  minutes  et  ■i-?.  secondes  environ,  pendant  ce 
même  temps  la  chaleur  produite  aura  eu  le  temps  de  se  diluer 
dans   le    milieu  ambiant,    par  rayonnement  et    conduction,  et  il 


La  densité  de  la  terre  étant  évaluée  à  'i.'i,  le  centre  de   la  terre  serait  soumis 
à  une  pression  de  3  millions  fjoo  mille  atmosiihères  environ. 
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laudra  toutes    sortes  d'artifices    dune    précision    inalluMnati([uc 
pour  mesurer  la  chaleur  produite. 

Il  est  donc  permis  de  supposer  <[uo  la  simple  pression  d'un 
poids  de  4 '-5  kilogrammes  j)eut  produire  une  calorie,  mais  dans 
un  temps  probablement  beaucoup  plus  long,  et  que  cette  chaleur 
si  lentement  produite  aura  toutes  chances  d'échapper  aux  ol)S(  i- 
vations  les  plus  méticuleuses,  parce  cpi'à  mesure  de  sa  production 
elle  se  diluera  dans  tout  le  milieu  ambiant  et  de  proche  en 
proche  dans  tout  le  Cosmos. 

Si  dans  un  tube  de  5  centimètres  de  ravon  on  com[)rime,  sous 
une  pression  de  lo  atmosphères,  :>o  litres  d'air,  ces  20  litres  sont 
réduits  ii  2  litres  ou  2000  centimètres  cubes.  Cet  air  s'est 
considérablement  échaufle.  Cependant,  sa  masse  n'est  que  d'en- 
viron 20  grammes.  L'élévation  de  température  est  donc  entiè- 
rement due  à  la  pression  extérieure  et  ii  la  diminution  du  volume 
qui  en  résulte.  Si  ou  abandonne  ces  •>  litres  d'air  comprimé  et 
chaud  dans  un  milieu  plus  iVoid,  ils  vont  se  relVoidir  et  assez 
vite  se  mettre  avec  le  milieu  en  é([uilibre  de  température  et  ne 
reproduiront  pas  la  chaleur  (|u'ilsont  perdue.  C'est  une  objection 
que  m'a  laite  mon  ami  Natpict. 

En  ellet  ces  2  litres  il  air  se  reiroidiront,  car  leurs  2000  cen- 
timètres cubes  de  volume  ont  une  surface  de  près  de  i  000  cen- 
timètres (ou  exactement  de  907)  <[ui  ravonnera  la  chaleur  des 
20  grammes  d  aii-  chaud.  C'est-à-dire  (jue  sur  2000  centimètres 
cubes  du  gaz,  il  y  en  aura  la  moitié  (|ui  toucheront  aux  parois- 
du  récipient  et  lui  passeront  leur  chaleur.  Il  est  nalurel  que  le 
millier  de  cenlimèlres  cubes  de  gaz  intérieurs  neponironl  repro- 
duire cette  ([uantilé  de  chaleur  perdue.  Néanmoins,  je  pencbe 
il  croire  que  pendant  longlemps,  la  tempérafur*'  du  gaz  ainsi 
comprimé  restera  dune  petite  liaelion  de  degic'  supéiieure  ii 
celle  du  milieu  ambiant  et  consliluera  un  centre  de  lavonnement 
relatif. 

Mon  ami  .Xaciiiet  m"a  objecté  (pie  prescpie  toute  la  ehaleni' 
développée  dans  ce  gaz  eoni|)rimé  serait  due,  moins  a  sa  cou  - 
pression  même,  qu'au  travail  nu-canitpie  du  ciiup  de  jtislon.Jele 
veux  bien. 

Mais  le  même  clfet  de  eomprission  peut  èlre  <d)lenu  sans 
travail  mecani(pie,   m  plaçant  sans  \ilesse  sur  le   |)istoM  un  poids 
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suffisant,  sous  lequel  il  s'enfoncera,  avec  une  vitesse  progressi- 
vement retardée,  à  mesure  que  la  densité  et  la  température  du 
gaz  augmenteront.  Dans  ce  cas,  la  chaleur  développée  sera  évi- 
demment due  à  une  pression  staticjue,  équivalente  mécani- 
quement au  travail  dépensé  pour  mouvoir  le  piston. 

11  parait  donc  possible  de  déterminer  expérimentalement 
l'équivalent  statique  du  kilogrammëlre  mécanique. 

Ainsi  un  poids  de  un  kilogi-amme  tombant  d'un  mètre  sur  le 
plateau  d'un  dynamomètre  (ait  dévier  l'aiguille  d'un  certain 
angle.  Il  est  facile  de  chercher  c[uel  ])oids  placé,  sans  vitesse, 
sur  ce  même  plateau  fait  dévier  raigulUe  du  même  nombre  de 
degrés. 

Ce  sera  l'équivalent  cherché.  Multipliée  par  423,  cette  pression 
devra  produire  une  calorie  dans  un  temps  donné,  (jui  reste  à 
déterminer. 

^'oilà,  Monsieur,  ma  défense  aussi  abrégée  que  possible,  car 
j'aurais  encore  bien  des  arguments  en  réserve;  mais  je  ne  veux 
pas  abuser  de  votre  bienveillance  dont  je  vous  remercie  cor- 
dialement. 

Clkmknce  Royeu. 


LES  EXTENSIONS  DE  LA  NOTION  DE  NOMBRE 

DANS  LEUR  DÉVELOPPli.MKNT  LOGIQUE  ET  HISTORIQUE 


Dans  un  récent  article  (')  nous  avons  attiré  1  attention  des 
professeurs  sur  l'importance  des  leçons  dcstiiu-es,  soit  ;j  esquis- 
ser rapidement  l'objet  de  la  théorie  (jne  l'on  aborde,  soit  \\  coor- 
donner les  notions  acquises  et  \\  faire  rt^ssortir  l'enchaînement 
des  idées  et  les  liens   qui  rattachent  la  branche   étudiée  h  d'au- 


(')  Les  Ifçons  d'iiilroiliiction   et   les  /ci-oiis   de  refision   dans  rriiseii^nenient  secon- 
daire supérieur.  L'Ens.  mat».,  i'  année,  u"  ,">.  p.  3i7-3-2i,  lyoï. 
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tres  l)ranches  do  la  science,  soit  encore  ii  donner  nn  court  aperçu 
histori([ue  de  la  théorie. 

A  titre  dcxeniple,  nous  examinerons  le  développement  de  la 
notion  de  nombre.  Cette  notion  joue  un  rôle  fondamental  dans 
les  divers  deurés  de  Tenseiijnement  des  matlu'inati(|ues.  et,  ii  ce 
titre,  est  tout  particulièrement  désignée  pour  laiic  lOl^jct  d  une 
ou  de  plusieurs  leçons  générales  ii  la  (in  de  renseignement  secon_ 
daire  supérieur  ou  au  début  d'un  premier  cours  d  Algèbre  supé- 
rieur. Elle  permet  aisément  de  jeter  un  coup  d'œil  sur  le  chemin 
parcouru  depuis  les  premières  leçons  sur  la  numération  et  de 
conduire  l'élève  au  seuil  des  mathématiques  supé-ricures.  Il  est 
certain  que  l'étudiant  poursuivra  avec  beaucoup  d  intérêt  les 
diverses  étapes  Iranchies  depuis  la  notion  de  nombre  entier  jusqu'il 
celle  de  nombre  algébrique  envisagée  dans  son  sens  le  plus 
général;  d'autre  part,  il  se  rendra  aisément  compte  que  l'Algèbre 
n'est  pas  limitée  aux  (juclques  théories  élémentaires  inscrites 
aux  programmes  des  gymnases. 

En  procédant  de  la  même  manière  pour  les  diverses  notions 
londamentales  des  mathémati([ues  élémentaires,  le  maître  par- 
viendra il  donner  aux  ('lèves  un  tableau  très  net  de  l'ensemble  des 
notions  ac(|uises  et  conlribueia  ii  développer  chez  eux  la  pensée 
inathémati([ue. 

Bien  que  cette  petite  note  n  apporte  aux  mathématiciens  aucun 
lait  nouveau,  nous  crovons  que  les  professeurs  directement  inté- 
ressés examineront  avec  intérêt  un  exemple  d'une  leçon  de  revi- 
sion envisagée  sous  la  forme  la  plus  large  possible.  Suivant  les 
connaissances  de  leurs  élèves,  ils  pourront  dnnnci'  jdus  de  déve- 
loppement ii  ceitaines  qtieslions,  ou  laisser  de  côte  les  considéra- 
tions d'un  caractère  trop  élevé. 


,1,    Li:s     KXTENSIONS     DE     I.A    NoriON     l)i:     NOMIlIti:  ; 

LELIt     DÉVEI.OI'PEMLXT     I.OGIQCi:. 

I,  —  Nous  parlons  de  l'iib-e  de  nombre  entier  résultant  de 
l'idée  de  collection  d'objets  distincts,  et  nous  passerons  en  revue 
les  diverses  extensions  auxquidles  on  est  c(»nduit  si  l'on  soumet 
les  nombres  entiers   aux  npènilions  di  il/uNL'(i(/t/es,  c'est-à-dire  si 
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1  on  combine,  d'après  les  règles  établies  en  Arithmétique,  deux 
ou  plusieurs  de  ces  nombres  pour  en  former  un  seul. 

(]es  opérations  peuvent  être  réparties  en  deux  catégories.  La 
première  comprend  les  trois  ojjrfations  directes  :  addition,  niulti- 
l>licatioii  et  élévation  à  une  puissance.  Appliquées  à  deux  nom- 
bres entiers  a  et  b  elles  donnent  encore  un  nombre  entier,  qui 
porte  le  nom  de  somme  [a  -\-  h  =  c^,  de  /produit  ah  =  c  ou  de 
puissance  [a''  =  c). 

11  est  bon  de  rappeler  ici  les  propriétés  commutatii'es,  associa- 
tives et  distrihutives  de  l'addition  et  de  la  multiplication,  et  d'in- 
sister tout  particulièrement  sur  ce  que  la  propriété  commutative 
n'est  plus  applicable  a  l'élévation  a  une  puissance. 

des  propriétés  se  trouvent  résumées  dans  le  tableau  suivant  : 

Propriét»^  commutative. 
rt  -f-  /»  =  h  -\-  u  (i  .\>^\) .  a 

Propriété  associative. 
a  -\-  [Ij  -|-  c)  ^  (i'-\-  b-\-  c  a .  {b .  c)  =:  a .  Il .  c 

Propriété  distributivc. 

a  {h  -\-  c  i  ^=  a  .1)  -\-  a .  c. 

'>.,  —  Si  maintenant  on  se  donne  un  nombre  entier  c  défini 
par  les  opérations  directes 

<i  -\-  !>:=  r,  a  .h  :=  c,  «''  =  r, 

et  si  l'on  se  propose  de  déterminer  l'un  des  nombres  a  ou  I). 
l'autre  étant  également  connu,  on  parvient  à  une  seconde  caté- 
gorie d'opérations.  Elles  portent  le  nom  d'opérations  indirectes; 
ce  sont  :  la  soustraction,  la  division,  l'extraction  dune  racine  et 
la  rechercJie  d'un  loi^arithme.  Le  résultat  de  l'opération  porte  le 
nom  de  différence,  de  quotient,  de  racine  ou  de  logarithme.  La 
loi  coniimitative  n  étant  plus  applicable  à  l'élévation  à  une  puis- 
sance, on  se  trouve  conduit  ii  deux  opérations  intlirectes. 
Ln  résumé  on  a  le  tableau  : 

Opérations  directes.  Opérations  indirectes. 

<7  -|-  /;  rr  c  a  z=.  c  —  l>     ou      h  ^  c  —  a 

a  .1)  z=:  c  a  ^:i  c  :  l>     ou       l>  ^  c  :   a 

h — 

[    /;=log„C 
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Ce  sont  les  opérations  indirectes  qni  nous  iournissent  les 
diverses  extensions  de  la  notion  de  nombre.  En  effet,  si  l'on  se 
limite  aux  nombres  entiers 

c  —  h  u"a  plus  do  sons  si   c<C  h, 

c:  b       »            »  »         c  n'est  pas  un  multiplo  i\<.-  h, 

^ c          »             »  »         c  u'ost  pas  la  h'"  puissance  d'un  nombio  onlicr, 

logn  C     »             »  »         C  u  est  pas  uno  puissance  de  a. 

Au  lieu  d  imposer  des  restrictions  aux  nombres  entiers  (juc 
l'on  soumet  aux  opérations  indirectes,  on  étend  le  domaine  des 
nombres. 

La  soustraction  donne  lieu  à  une  première  c.vlcnsion .  Pour  être 
applicable  dans  tous  les  cas,  elle  impose  l'introduction  des  nom- 
bres négatifs. 

De  la  même  manière,  la  division,  pour  être  toujours  possible, 
exiçre   1  introduction    des  noinlires  fractionnaires.    C'est    la     une 

o  ' 

seconde  extension . 

L'ensemble  des  nombres  entiers  et  des  nombres  Iractionnaires 
constitue  le  domaine  des  nombres  rationnels.  Nous  nous  borne- 
rons, pour  le  moment,  aux  nombres  positifs. 

Lu  notion  de  nombre  irrationnel  conshUio  une  troisième  exten- 
sion. Elle  résulte  des  deux  dernières  opérations  indirectes  lors- 
([u'on  lève  les  restrictions  indicjuees  plus  baut. 

Les  idées  de  nombre  négatif  et  de  noml)re  fractionnaire  sont, 
en  général,  assez  iamilières  aux  élèves.  Mais  il  n'en  est  pas  tou- 
jours ainsi  pour  les  nombres  irrationnels  ;  pourtant,  sans  entrer 
dans  des  développements  théoriques  qui  seraient  déplacés  dans 
un  enseignement  élémentaire,  on  peut  aisément  donner  aux  élèves 
une  idée  très  nette  de  ces  nombres  ;  aussi  nous  parait-il  indis- 
i)ensable  de    louriiir  iiiii'bjuis  indications  a   leur  sujet. 

W.  —  lu  iu)mln('  in  atioiiiit'l  est  défini  ii  laide  de  deux  suites 
illimitées  de  nomjjres  rationnels.  Nous  montrerons  d  abord,  sur 
un  exemple  simple,  comment  on  peut  envisager  deux  pareilles 
classes  de  nombres  rati<»nni'ls. 

Considérons,  par  exemple,  l;i  racine  carrée  de  5.  ou,  le  <[Ui 
revient   au  mèuie.  1  "e(|iialioii   : 

X-  —  'y^zz  o. 
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Il  n'existe  aucun  nombre  rationnel  vérifiant  cette  équation  ; 
mais  si  on  envisage  Tensemble  des  nombres  rationnels  (positifs) 
on  peut  les  répartir  en  deux  classes  (a)  et  (^)  ;  la  classe  (a)  ren- 
fermant ceux  dont  le  carré  est  plus  petit  que  5,  et  la  classe  (J3) 
renfermant  ceux  dont  le  carré  est  plus  grand  que  5.  Les  nombres 
a  et  ^  sont  donc  définis  par  les  inégalités 

On  pourra,  par  exemple,  former  le  tableau  : 

(^)  (?) 

•i.  <i  X  <i  i 

2,2  <    .1'    <C    2  ,  3 

2 ,23  <C    X    <C    2 ,24 

2,2  36     <C  X  <C  2,237 
2.2  36o  ■<  X  ■<  3,2  36i 

Les  a  forment  une  suite  illimitée  de  nombres  rationnels  crois- 
sants, tandis  que  les  jB  forment  une  suite  illimitée  de  nombres 
rationnels  décroissants.  La  différence  entre  deux  nombres  cor- 
respondant peut  être  rendue  aussi  petite  que  Ton  veut. 

Les  a  donnent  une  valeur  approchée  par  défaut,  les  ^  une 
valeur  approchée  par  excès. 

D'une  manière  générale  nous  dirons  qu  un  noail)rc  irrationnel 
N  est  défini  par  deux  suites  illimitées  de  nombres  rationnels  (a) 
et  (jj),  telles  que  Ton  ait 

a^  <  3t^  <  X,  <....<  a„  <  ....  <  >' 

(j,>li,>,3,>....>?,.  >....>>', 

la  difTérence  |j„  —  a„  pouvant  être  rendue  aussi  jietitc  (|ue  Ion 
veut.  Tout  noni])re  |irralionnel  décompose  donc  1  ensemble  des 
nombres  rationnels  en  deux  classes  (a)  et  (^3)  jouissant  des  proprié- 
tés suivantes  :  i)  Tout  nombre  a  estplus  pclitquctout  nombre  ,3; 
2)  il  n'y  a,  ni  dans  la  première  classe  de  nombre  supérieur  à  tous 
les  autres,  ni  dans  la  seconde  classe  de  nombre  inférieur  à  tous 
les  autres. 

4.  —  On    se    sert  quebjuefois,  pour  désigner  un  nombre  irra- 
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tionnel,  de  la  donoinination  de  nombre  incoiiinicnsiiruhlo.  Elle  a 
pris  naissance  dans  la  théorie  de  la  mesure  des  longueurs.  KtaiU 
donnée  une  U)n2.iieur  L  et  une  lonoueur-unité  U,  le  nombre  N 
qui  indique  combien  de  fois  U  est  contenu  dans  L  est  dit  incoin- 

inensuiitble  si,  pour  /?  aussi  urand  que  1  on  veut,  la  lonoiieur  -r^r 

n'est  jamais  comprise  un  nombre  entier  de  ibis  dans  L.  Les  lon- 
gueurs L  et  U  sont  dites  iiivoDiniensurahlcs  entre  elles.  La  Géomé- 
trie nous  fournit  des  exemples  de  nombres  irrationnels  (ou 
incommensurables)  :  le  rapport  de  la  diagonale  du  carré  à  son 
côté,  et  le  rapport  de  la  circonférence  de  cercle  ii  son  diamètre. 
Nous  verrons  plus  loin  qu'il  s'agit  là  de  deux  irrationnalltés  de 
natures  différentes. 

5. — Après  chaque  extension  delà  notion  de  nombre  lAiillimé- 
tique  montre  comment  les  règles  de  calcul  des  opéralions  èlè- 
menlaires  (addition,  multiplication,  soustraction  et  division) 
peuvent  être  étendues  aux  nouveaux  symboles.  La  soustraction 
amène  l'extension  de  la  notion  de  nombre  négatif  aux  nombres 
fractionnaires  et  aux  nombres  irrationnels.  On  se  trouve  mainte- 
nant en  présence  du  domaine  des  nombres  réels  comprenant 
l'ensemble  des  nombres  rationnels  ou  irrationnels,  positils  ou 
négatifs.  Ces  nombres  peuvent  être  soumis  sans  restriction  aux 
opérations  élémentaires. 

6.  —  Il  n'en  est  plus  de  même  si  Ton  effectue  sur  les  nombres 
rationnels  ou  irrationnels  les  opérations  inverses  de  l'élévation 
à  une  puissance.  De  nouvelles  restrictions  s'imposent.  En  effet, 
tandis  (jue  a'' ^=  e  conserve  une  signilication  précise  ([urlb's  (jue 
soient  les  valeurs  attribuées  ii  a  et  à  b,  les  opérations  inverses  ne 
sont  pas  toujours  possibles.  Nous  nous  bornerons  au  cas  de 
l'extraction  d  une  racine.  VA\r  est  impossible  lorstpi  il  s  agit 
d'extraire  une  racine  d  indice  j)air  d  un  nombre  ncgatiL  L  expres- 
sion Y  —  N''  n'a  pas  de  sens,  puis([ue  tout  nombre  él<>V('  à  une 
puissance  pain;  donne  un  nombre  positil. 

Suivant  la  prt-paration  îles  élèves,  on  s  arrêtera  lit  en  laisant 
simplement  constater  la  restriction  cpii  s  impose.  De  la  même 
manière  pour    l'expression    b   =    h»g,'r  q"i    "  ='    de   sens  ([uc  si 
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c  est  positif,  puisque,  par  hypothèse  la  base  a  est  positive,  et  que 
par  ce  fait  a''  reste  positif. 

Si.  par  contre,  on  veut  lever  ces  restrictions  on  est  conduit  à 
une  nouvelle  extension  de  la  notion  de  nombre.  Cette  (juatrième 
extension  consiste  ii  introduire  les  nombres  imaginaires  on  com- 
plexes. Leur  introduction  a  uniquement  pour  but  de  donner  aux 
énoncés  à  la  fois  plus  de  généralité  et  plus  de  simplicité.  Il 
s'agit  de  remplacer  dans  les  calculs  le  symbole  du  nombre  par 
un  svmbole  plus  général  contenant,  comme  cas  particulier,  l'en- 
semble des  nombres  rationnels  et  irrationnels,  c'est-ii-dire  des 
nombres  réels. 

Cette  extension  se  présente  pour  la  première  fois  ii  1  occasion 
de  la  rés<)lution  de  ré(|uation  du  second  degré.  Si  nous  prenons 
la  forme  générale  a.r'-  -\-  b.v  +  c  =o,  les  racines  ne  sont  réelles 
que  si  Ton  a  /r  —  4*^''  ^  o.  Si,  par  contre,  on  a  Ir  —  4<^c  <  o. 
il  n'existe  aucun  nombre  réel  vérifiant  l'équation  proposée  et 
l'on  en  déduit  que  le  problème  qui  a  conduit  il  cette  équation  est 
impossible. 

L'expression  (jue  Ion  obtient  pour  les  racines  peut,  dans  ce 
cas,  être  mise  sous  la  lorme 

•»•  =/'  =t  7  y/—  I 

jj  et  q  étant  des  nombres  réels. 

Par  opposition  aux  nombres  réels,  on  dit  que  cette  expression 
représente  un  nombre  inuii^inaire  ou  complexe.  Si  Ion  introduit 
le  symbole  /',  tel  que 

les  expressions 

x:=zp-\-qi     et     .r  =z  p — qi 

vérifieront  l'équation  proposée;  on   dit  alors  que  les  racines  de 
cette  équation  sont  imaginaires. 

On  se  trouve  ainsi  en  présence  d'un  symbole  nouveau  renfer- 
mant comme  cas  particulier  (pour  (j  =:  o]  les  nombres  réels.  Il 
s'agira  de  reprendre  sur  ces  nouveaux  nombres  les  définitions 
de  légalité  et  des  opérations  fondamentales.  On  montre  en 
Algèbre  non  seulement  (jue  les  propriétés  fondamentales  sub- 
sistent, mais  encore  que  les  nombres  Imaginaires  soumis  aux  sept 
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opérations  irexi<4;»'nt  aucune  nouvelle  extension  de  la  notion  de 
nombre. 

Il  y  a  lieu  de  justifier  la  dénomination  de  nombre  ro/n/)le.ie 
employée  dans  le  même  sens  par  beaucoup  de  (géomètres. 

On  appelle  nonihrc  coiuplc.re  un  ensemble  de  deux  ou  de  plu- 
sieurs nombres  réels  se  rapportant  à  des  unités  parliculii'res. 
Un  nombre  imaginaire  peut  èlie  envisagé  comme  1  ensemble  de 
deux  nombres  réels  exprimant  deux  unités  différentes.  Tune 
étant  représentée  par  i,  l'autre  par  le  symbole  /.  Mais,  tandis  que 
pour  les  nombres  complexes  employés  dans  la  vie  ordinaire  les 
unités  ont  entre  elles  des  rapj)orts  numéri([ues  frt's  simples,  les 
deux  unités  qui  intoi\  ienncnt  dans  les  nombies  imaginaires  sont 
irreduclil)les  entre  eUcs. 

~.  —  Le  svmbole  y-» -|- cy/ avant  t-le  introduit  it  1  occasion  de  h» 
résolution  de  l'équation  du  second  degré,  on  peut  se  demander 
si  les  équations  d'un  degré  supérieur  n'exigeront  pas  de  nouveaux 
symboles.  La  réponse  appartient  au  domaine  de  l'Algèbre  supé- 
rieure; on  y  démontre,  comme  principe  londamental  de  la  théo- 
rie des  é([uations.  que  les  racines  dune  équation  algébrique,  ii 
coellicients  réels  ou  imaginaires,  sont  de  la  iorme  p  -\-  ni. 

Si  maint<Miant   1  on   considère  l'ensemble    des  nombres   imaai- 

o 

naires  on  peut  les  répartir  en  deux  catégories  :  i"  ceux  qui  véri- 
fient une  équation  algébrique  entière  il  coellicients  entiers;  2*^  ceux 
c[ui  ne  vérifient  pas  une  pareille  équation.  On  est  ainsi  conduit 
aux  définitions  suivantes  :  on  appelle  iiombre  iili^cl)ri(jite  (dans 
le  sens  que  l'on  attribue  à  ce  terme  en  malbémalicjues  supé- 
rieures ('  ;  toute  racine  d'une  équation  algébiiijue  entière  à  coelli- 
cients entiers,  roui  nombre»  non  algi-inirpie  est  tlit  Iranscciiddul . 
Si  donc  on  se  limite  au  domaine  des  nombres  réels,  il  v  a  lieu 
de  laire  une  distinction  entre  les  nombres  irrationneds.  Un 
nombre  irrationnel  peut  être  algébricpie  ou  transcendani .  .\insi, 
la  racine  carrée  de  5  est  un  nombre  irrationnel  algt'-bricjue  :  ce 
nombre  est  solution  de  l'écpiation 


.r-  —  j  rr  o. 


(')   Kn  .\lj,'i'brc  rliMnen taire,    certains  auteurs  einpli>ieril  aussi    ce   terme    dans    le 
sens  de  nombre  réel  positif  ou  négatif. 
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Par  contre  les  nombres  que  l'on  désigne  d'ordinaire  par  les 
lettres  -  (rapport  de  la  circonférence  au  diamètre)  et  e  (base  des 
logarithmes  népériens)  appartiennent  à  la  catégorie  des  nombres 
irrationnels  transcendants. 

En  résumé  c'est  le  symbole  p  -(-  y/,  par  lequel  on  définit  le 
nombre  imaginaire,  qui  constitue  la  forme  la  plus  générale  sous 
laquelle  on  envisage  la  notion  de  nombre  dans  les  mathématiques 
supérieures.  Suivant  cjue  le  nombre  réel  q  est  nul  ou  difierent  de 
zéro,  ce  symbole  représente  un  nombre  réel  ou  imaginaire. 

B.  —  Aperçu    h  i  s  t  g  h  i  q  u  e 

Après  avoir  examiné  les  diverses  extensions  de  la  notion  de 
nombre  dans  leur  développement  logique,  il  est  intéressant  de 
jeter  un  coup  d'œil  rapide  sur  leur  développement  historique ('). 

8.  Nombres  iiégaiifs.  —  Les  anciens  se  l)ornaient  dans  leurs 
calculs  à  l'emploi  des  nombres  réels  positifs.  Au  point  de  vue 
historique  les  nombres  négatifs  viennent  donc  après  les  nombres 
fractionnaires  et  irrationnels.  Ils  ont  été  pris  en  considération, 
pour  la  première  fois,  croit-on,  au  xii*^  siècle,  par  le  mathémati- 
cien hindou  Buaskara,  puis  par  les  Arabes,  qui  ont  servi  d'inter- 
médiaires entre  les  Grecs,  les  Indiens  et  les  Occidentaux.  Au 
XVI®  siècle  Cardax,  en  Italie,  Stifel,  en  Allemagne,  et  Harriot, 
en  Angleterre,  portent  leur  attention  sur  les  nombres  négatifs; 
mais  ce  ne  fut  c^u'avec  Descartes  (i 596-1650)  que  ces  nombres 
furent  employés  d'une  façon  systématique  dans  les  calculs. 

9.  Nombres  fracliojinaires.  —  L'emploi  des  nombres  fraction- 
naires remonte  à  la  plus  haute  antiquité.  Les  Einjpticns  ramènent 
les  fractions  h  des  fractions  types  dont  le  numérateur  est  l'unité; 
par  exemple,  ils  remplacent  —  par  la  somme  des  fraction  —  et 
— .  Les  Babyloniens  et  les  Grecs  emploient  de  préférence 
pour  les  fractions  le  système  sexagésimal;  ainsi  Pïolémée  (i5o  ans 


(')  Ces  rcnscigncnicnls  historiques  sont  empruntés,  pour  la  plupart,  aux  Vorte- 
sungen  iiber  GescliiclUe  (ter  Matliematik  de  M.  M.  Cantor,  et  ù  Y Kncyklopaedie  der 

m  atli  cm  a  lisclt  en   If  'isscn  cit  aftcn . 
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après  .I.-C.)  écrit  le  lunuWre  -  sdus   la   lornie  3..  8..  3o,   ce   qui 

sitïnilic    crai)rt'S  la   notation    inoiltMiic    3  -j r~  -\ — :r^ —  • 

r^  i-  '      bo  3boo 

Les  Runiains  font  surlont  usane,  pour  les  dénoniinatoiirs  des 
fractions,  du  svslènie  duodécimal. 

La  notation  actuelle  des  fractions  remonte  au  xiii''  siècle;  elle 
est  due  il  Lko.naui)  nn  Pisi:  connu  aussi  sous  le  nonide  Fiiîo.nacci. 

Les  l'ractions  décimales  ont  été  introduites  au  x\  r  siècle  ; 
l'emploi  de  la  virgule  est  due  à  Keplv.r  !i5ji-i63o). 

10.  Xoinhres  irrationnels.  —  La  notion  de  nombre  irrationnel 
a  pris  naissance  en  Géométrie.  Pythagohe  lenv.  5oo  ans  av.  J.-C.) 
a  déjà  rect)nnu  que  la  diao()nale  du  carré  est  intoniniensuruile 
avec  son  côté.  Euclide  ^env.  3oo  ans  av.  J.-C.)  consacre  un  livre 
entier  de  ses  Eléments  aux  nombres  irrationnels  envisagés  comme 
rapports  de  deux  longueurs  incommensurables  entre  elles.  Apol- 
LOxus  (vers  aSo  à  200  ans  av.  J.-C.)  et  ARCHiMiiDE(287-2i2  av.  J.-C.) 
s'occupèrent  également  des  nombres  irrationnels.  Ce  dernier  y 
fut  conduit  par  ses  importants  travaux  dans  le  domaine  de  la  Géo- 
métrie niétri'fjfie.  11  envisage  déjii  pour  un  nombre  irrationnel  les 
valeurs   approchées  par   défaut    ou   par    excès;    ainsi    il    connut 

pour  7:  les  limites  3  10/17  et  3  i.j,  et  pour  i/;5   les  limites  — r-r-  et 
i35i 

BiiASKAHA  s'occupa  des  opérations  élémentaires  effectuées  sur 
les  racines  carrées  de  nombres  entiers  ;  il  sut  rendre  rationnel 
le  dénominateur  dune  fraction.  C'est  à  lui  que  remonte  la  trans- 
formation de  Y  a  +  y /»  en  une  somme  de  deux  racines  carrées. 
Mais  ce  ne  lut  qu'au  xvi"  siècle  que  les  nombres  irrationnels  furent 
classés  dans  la  suite  naturelle  des  nombres  au  même  titre  (jue  les 
nombres  latlonnels  Michaei.  STiri;i,,  Aritluneticu  intégra,  i544)' 

La  théorie  moderne  des  nombres  irrationnels  n'a  été  dévelop- 
pée que  pendant  la  seconde  moitié  du  xix"  siècle;  ses  fondements 
ont  été  établis  par  les  travaux  de  G.  Cantor,  Dedekind,  Méray, 
Weierstrass,  Kronecker. 

11.  Nombres  iinoi^inaires.'^)  —  Les  premiers  mathématiciens 


(')  Vi>ir    IJkman.    Un    chapitre   de    l Itistoire    des     rna(/iemalt'/ues,    l'E.NS.    math., 
1"  année,  i8yy,  p.   iGa-184. 
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([ui  conservèrent  dans  les  calculs  les  racines  carrées  de  nombres 
négatiis,  furent  les  algébristes  italiens  du  xvi"  siècle,  entre  autres 
Cardan.  Au  siècle  suivant,  Giraud,  Dkscaiîths  et  Wai.ljs  prêtent 
quelque  attention  aux  nombres  imaginaires;  Descartes  lait  la  dis- 
tinction entre  les  racines  réelles  et  les  i-acines  iniai^inaires  d'une 
équation.  Plus  tard  vinrent  les  travaux  de  De  Moivue  qui  publia ('), 
en  1730,  la  lormule  qui  porte  son  nom,  et  de  L.  Euler  auquel 
revient  le  mérite  d'avoir  découvert  (1748)  la  relation  entre  les 
fonctions  trigonométriques  et  la  fonction  exponentielle,  à  savoir 
la  relation 

e"'-  rr  cos  'J.  -\-  i  siu  7.. 

En  i79j,\Vessel  présenta  à  l'Académie  royale  des  sciences  et  des 
lettres  de  Danemark  un  mémoire  «  sur  la  représentation  analytique 
des  quantités  »,  daiis  lequel  il  étudie  la  représentation  géomé- 
trique des  nombres  imaginaires  ;  mais  son  mémoire  resta  dans 
Toubli  pendant  près  d'un  siècle.  Auoand,  (jui  traita  la  même  ques- 
tion, sans  avoir  eu  connaissance  du  travail  de  Wesscl,  fut  plus 
heureux.  Son  mémoire,  intitulé  :  Essai  su?-  une  nia  nier  e  de  repré- 
senter les  quantités  imaginaires  dans  les  const/uctions  géométri- 
ques (^Paris,  i8o6)  servit  de  point  de  départ  à  une  série  de  recher 
ches  dans  ce  domaine. 

La  théorie  des  nombres  complexes  ne  fut  établie  d'une  façon 
définitive  que  pendant  la  première  moitié  du  xix''  siècle  par  les 
travaux  fondamentaux  de  Gauss,  en  Allemagne,  et  de -Cauchy  eu 
France.  Malgré  les  objections  quelle  souleva  au  début,  elle  ne 
tarda  pas  à  exercer  une  influence  considérable  sur  l'ensemble  des 
mathématiques  supérieures. 

12.  Nombres  algébriques  et  transcendants.  —  Cette  distinction 
des  nombres  en  deux  classes  a  été  introduite  à  la  suite  des  recher- 
ches sur  la  nature  de  l'irrationnalité  des  nombres  t:  et  e. 

En  1770,  Lambeht  examine  Tii-rationalité  de  -  à  l'occasion  du 
problème  de  la  quadrature  du  cercle;  puis,  en  1794?  Legexuri; 
démontre  que  -  (")  est  un  nombre  irrationnel. 


(*)  D'après  M.  A.  von  Bra.l'nmliil  (liibl.  Mat/iemalica,  série  III,  t.  II,  p.  97-102, 
1901),  De  MoiviŒ  dut  connaitre  celle  forimile  déjà  en  1707. 

(*)   Voir    le    court   aperçu  qu  on    donne    M.    F.    Ki.tiN,  ]'ortrai;c  itbir  ausgctvahlie 
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L'existence  des  nombres  ti-anseendants  a  été  établie  pour  la 
première  lois  par  f.ioivii.i.i:  dans  ses  mémoires  publiés  en  1844 
et  en  i8ji.  Leur  théorie  a  été  établie  par  G.  Cantoh.   IIi-iimiti-, 

LlXDEMAXX,     \\  EIEllSTRASS    et    lIlLUEUT. 

C'est  Hermite  qui,  le  premier,  lournit  un  exemple  ellectil  de 
nombre  transcendant.  Dans  un  mémoire  célèbre,  publié  en  iSjii, 
il  démontre  que  e  n'est  pas  un  nombre  idi;cl)ri(jia\  c'est-à-dire, 
qu'une  équation  de  la  forme 

'i^  e"  -f  (/j  ('"  -  '  -f  <'/j  e"  -  -  -|- +  <in  -  1  f  +  an  =  o 

les  (i  étant  entiers,  est  impossible. 

Plus  tard,  en  iSSrî,  ^L  Lindem.vxn  généralise  la  méthode  de 
Hermite  et  parvient  à  démontrer  ([ue  -  cs(  transcendant.  Son 
mémoire  est  d'une  importance  considérable  non  seulement  pour 
la  théorie  des  nombres  transcendants,  mais  encore  pour  la  Géo- 
métrie élémentaire.  Il  apporte,  en  ellet,  la  démonstration  li^ou- 
reuse  de  l'impossibilité  de  la  résolution  du  problème  de  la  ([ua- 
drature  du  cercle  à  laide  de  la  règle  et  du  compas. 

II.    l'EUIt. 


L'ATOME   DANS  LA  GÉOMÉTRIE  (') 


Convient-il  d'introduire  la  considération  de  ralome  dans  ren- 
seignement de  la  Géométrie  élémentaire?  Cette  introduction  nous 
parait  à  la  lois  utile  et  nécessaire. 


Fin  gen  der  Elemcnlargeonictrie.  ausf,'caibeilcl  von  Tiigert  (Li'ijizii,'^.  i  Sf)"))  ;  rédai- 
lion  fraïK-uise  par  Giicss,  Paris.  i8(>7.  On  y  trouve  un  inlôressanl  ihapilrc  consacre 
ù  la  possibilité  de  la  construction  d'expressions  algcbrifiucs. 

(')  En  nous  envoyant  cet  article,  M.  Uonnel  se  demande  si  nous  ne  le  jugerons 
pas  trop  long  et  d  un  ton  trop  autoritaire.  11  nous  semble  très  naturel  que  chaque 
auteur  donne  au  déveioppcinent  de  sa  pensée  lélendue  (compatible  avec  le  cadre 
de  notre  Revue),  qu  il  juge  nécessaire,  et  qu'il  défende  ses  idées  de  toute  la  force 
de  sa  conviction.  .Vussi,  lidéle  au  princi|)e  d  indépendance  complète  qu'elle  s'est 
toujours  «'Crorcée  d  api)liquer,  la  Rédaction  accueillo-t-elle  avec  empressement  la 
présente  élude;  elle  en  féru  de  même  pour  celles  que  .M.  Uonnel  compte  consacrer 
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Nous  supposerons  que  ratome  est  défini,  dans  chaque  espèce 
de  grandeurs,  comme  «  la  plus  petite  de  toutes  les  grandeurs 
indéfiniment  petites  de  cette  espèce  »  et,  sans  perdre  de  vue  cette 
définition,  nous  examinerons  quel  rôle  peut  jouer  1  atome  dans 
une  démonstration  laite  par  le  procédé  des  limites,  basée  sur 
la  divisibilité  à  l'infini. 

Prenons  pour  type  la  circonférence  d'un  cercle  dont  on  se 
propose  de  définir  la  longueur  comme  «  limite  vers  la([uelle 
tend  le  périmètre  d'un  polygone  régulier,  inscrit  ou  circons- 
crit, dont  le  nombre  des  côtés  augmente  indéfiniment.  »  Personne 
ne  conteste  quil  est  possible  d'inscrire  ii  un  cercle  un  poly- 
gone régulier  dont  le  côté  soit  de  plus  en  plus  petit  et 
même  plus  petit  (jn'ane  quantité  donnée,  si  petite  ({uelle  soit. 
Mais,  quelque  petite  que  soit  la  quantité  donnée,  si  l'on  s'y  ar- 
rête, on  est  encore  très  loin  de  la  limite  qu'on  veut  obtenir  et 
prendre  pour  définition  ;  et  le  plus  simple  bon  sens  nous  dit  que 
.cette  limite,  dont  l'existence  est  d'ailleurs  démontrée,  ne  sera 
atteinte  que  dans  le  cas  où  le  côté  du  polygone  sera  devenu  assez 
petit  pour  qu'il  n'y  en  ait  pas  de  plus  petit  :  c'est  ce  polygone, 
ou  du  moins  son  périmètre,  qui  sera  la  limite  cherchée,  pour 
cette  raison  que,  son  côté  n'en  ayant  pas  de  plus  petit  que  lui,  il 
estimpossible,  soit  en  acte,  soit  en  pensée,  de  le  sul)diviser.  Or, 
quel  est  cet  élément  minuscule  (jui  marque  ainsi  l'arrêt  forcé  de 
l'opération  matérielle  ou  fictive  qu'on  avait  conduite  jus([ue  lii  .' 
Ce  n'est  pas  un  point:  le  point  est  un  zéro  ou  néant  d'étendue; 
et,  en  bonne  logi([ue,  si  l'on  a  pu  arriver  par  une  série  d'opé- 
rations au  résultat  quel  qu'il  soit  ({u'on  se  proposait  d'obtenir,  il 
faut  qu'on  puisse  refaire  en  sens  inverse  la  même  série  d'opéra- 
tions, et  revenir  au  point  de  départ,  qui  est  ici  le  périmètre  du 
premier  polygone  inscrit  ;  nous  pensons  que  c'est  là  un  principe 
indiscutable.    Mais,    avec   un   point,     deux    points,    trois    points, 


î'i  une  exposition  ultérieure  du  sujet.  Mais  il  nous  semble  indispensable  de  faire 
des  réserves  sur  l'utilité  de  l'introduction  de  ces  notions  dans  l'enseig^iienient  de  la 
Géométrie,  du  moins  dans  l'enseigneiniMit  élémentaire,  .\utant  elles  sont  intéres- 
santes et  originales  au  point  de  viic  jjhilosophique  et  pour  des  esprits  déjà  prépa- 
rés et  mûris  par  une  instruction  antérieure,  autant  nous  redouterions  sur  l'intelli- 
gence des  commençants  l'influence  de  théories  qui  abolissent  1  idée  première  de 
continuité;  car  celle-ci  nous  apparaît  comme  l'un  des  premiers  postulats  indis- 
pensables dans  l'initiation  à  l'élude  de  l'étendue.  (Note  de  la  Rkd.^ction.) 
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autant  de  points  qu  on  voudra,  on  ne  reconstituera  pas  le  plus 
petit  de  tous  les  côtés  (jue  puisse  avoir  un  polygone  ;  zéro 
niultiplié  par  un  nombre  ([uelconque  donne  toujours  zéro.  Le 
dernier  élément  de  la  longueur  n'est  donc  pas  un  point,  parce 
(jue  le  point  n'a  pas  d  étendue.  Il  laut  noter  d'ailleurs  (jue  ce 
dernier  élément  est  indivisible,  sans  quoi  on  ne  serait  pas  iorcé 
de  s'y  arrêter.  Di>nc,  cet  élément  doit  posséder  cette  double  qua- 
lité :  avoir  de  l'étendue  et  être  indivisible  ;  il  ne  peut  être,  par 
conséquent,  (jue  la  plus  petite  de  toutes  les  longueurs  indelini- 
ment  petites,  c'est-ii-dire  l'atome  linéaire. 

L'atome  linéaire  résulte  d'ailleurs  de  beaucoup  d'autres  consi- 
dérations plus  simples.  Si  Ton  considère,  par  exemple,  sur  une 
droite  un  point  fixe  et  un  point  mobile,  se  rapprochant  du  point 
tixe  de  manière  ii  venir  finalement  se  confondre  avec  lui,  il  est 
clair  que  la  distance  des  deux  points,  après  avoir  diminué,  finira 
par  être  nulle.  Or,  immédiatement  avant  que  d'être  nulle,  cette 
distance  a  dû  prendre  une  valeur  très  petite,  (jui  n'était  pas 
encore  nulle,  et  (jui  pourtant  se  trouvait  moindre  que  toutes  les 
valeurs  précédentes;  cette  distance,  la  plus  petite  de  toutes  les 
distances  indéfiniment  petites  des  deux  points,  est  1  atome  de 
longueur. 

Inversement,  si  Ton  considère  la  distance  de  deux  points  dont 
l'un  s'éloigne  de  l'autre,  après  avoir  été  confondu  avec  lui,  il  est 
impossible  d'admettre  que  cette  distance,  de  nulle  qu'elle  était, 
prenne  une  valeur  ([uelconque  sans  commencer  par  en  prendre 
une  qui  n  est  pas  nulle  et  ([ui  est  pourtant  plus  petite  que  toutes 
celles  (ju'elle  prendra  dans  la  suite  ;  c'est  encore  l'atome  de 
longueur. 

Cela  n'est  point  particulier  aux  longueurs.  Dune  manière  géné- 
rale, on  ne  conçoit  pas  qu'une  grandeur  quelconque  puisse  varier 
de  ^  il  o  ou  de  o  il  Z  sans  passer  par  l'état  d'atome,  soit  en  nais- 
sant, soit  en  s'évanouissanl.  Il  y  a  donc  autant  d'espèces  d  atomes 
qiie  d'espèces  de  grandeurs,  et  plus  on  y  réfléchira,  plus  on  en 
sera  convaincu. 

En  ce  qui  concerne  la  théorie  des  limites,  on  se  heurte  quel- 
quefois h  une  objection  assez  vaine,  qui  consiste  ii  mettre  en 
doute  qu'il  y  ait  un  point  d'arrêt  forcé,  lorsqu'on  divise  une 
droite  en  parties  de   plus  en   plus  petites,  ou  lors([u'on  inscrit   à 

Enseignement  math.  i 
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un  cercle  un  polygone  régulier  dont  les  côtés  sont  de  plus  en 
plus  petits.  Rien,  se  dit-on,  n'oblige  à  s'arrêter  dans  l'opération 
commencée,  car  elle  peut  très  bien  se  concevoir  comme  ne  finis- 
sant jamais  ;  c'est  même  là  ce  qu'on  veut  exprimer  quand  on  dit 
que  l'opération  peut  se  prolonger  indéfiniment,  et  cela  n'em- 
pêche pas  d'allirmer  qu  il  y  a  une  limite  vers  la{[uelle  tend  le 
périmètre  du  polygone  inscrit,  sans  rencontrer  un  côté  tellement 
petit  qu'il  n'y  en  ait  pas  de  plus  petit  que  lui,  c'est-à-dire  sans 
rencontrer  l'atome.  C'est  bien  là,  je  crois,  le  lond  de  l'objection 
qu'on  se  lait  communément. 

Pour  répondre  à  cette  objection,  nous  remarquerons  d'abord 
qu'il  parait  bien  étrange  qu'en  vue  de  former  une  définition  aussi 
élémentaire  que  celle  de  la  longueur  d'un  arc  de  cercle,  on  ait 
recours  à  une  opération  qui  ne  finit  jamais  et  à  une  décomposi- 
tion qui  donne  une  infinité  de  parties.  L'éternité  et  l'infini  sont 
des  idées  difficiles  à  manier  par  des  commençants  ;  et  Galilée  a 
démontré  d'ailleurs  qu'on  ne  saurait  admettre,  sans  contradiction 
dans  les  termes,  qu'il  existe  une  suite  (];Lielcon<[ue  composée  d'un 
nombre  infini  de  termes.  Mais  enfin,  si  vous  êtes  sur  de  conce- 
voir assez  nettement  la  portée  du  mot  infini  pour  l'utiliser  dans 
cette  définition  et  si,  grâce  à  lui,  vous  croyez  pouvoir  fixer  votre 
limite  et  l'imposer  comme  telle  au  périmètre  croissant  du  poly- 
gone inscrit,  ce  qui  est  le  but  final  du  raisonnement,  vous  accor- 
derez bien  que  je  puisse  concevoir  la  même  chose  aussi  nette- 
ment que  vous,  traverser  comme  vous  sans  encombre  votre  infi- 
nité d'opérations  et  revenir,  avec  la  pensée,  par  le  chemin  que 
votre  pensée  aura  suivi,  mais  en  sens  inverse,  de  votre  limite  fixe 
à  votre  point  de  départ.  Je  vous  poserai  alors  la  même  question 
qu'avant  l'objection  :  les  éléments  (poussière  de  droite  ou  de  péri- 
mètre) qui  composent  votre  limite,  future  longueur  d'une  cir- 
conférence, sont-ils  des  points.'  Si  vous  dites  «  non  »,  j'en  con- 
clus (jue  ce  sont  des  atomes,  car  il  faut  bien  que  ces  éléments 
soient  quelque  chose.  Si,  vous  rabattant  sur  l'éternité,  vous 
dites  «  oui,  ce  sont  des  points,  mais  il  y  en  a  une  infinité  et 
l'on  sait,  après  tout,  que  zéro  multiplié  par  l'infini,  donne  un 
produit  qui  peut  ne  pas  être  nul  »,  je  vous  le  concède  ;  mais  on 
sait  aussi  que  le  produit,  oXoo  est  un  symbole  de  l'indétermi- 
nalion,  et  vous  ne  prétendez  pas,  j'imagine,  prendre  ici  comme 
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détinitiou   une   liiiiile    iiuléteiminée,   que   la   pensée  ne  peut  pas 
atteindre  et  dont  vous  ignorez  tout,  si  ce  n'est  qu'elle  existe. 

La  eonclusion  reste  donc  entière  ;  toute  démonstration  avant 
pour  objet  de  définir  une  orandeur  quelconque  comme  limite 
d  une  grandeur  vaiiable  qui  s'approche  indéliniment  il  une  autre 
grandeur  variable,  est  sans  valeur  logique,  si  elle  est  basée  sur  la 
divisibilité  ii  l'inlini  ;  elle  devient  théoriquement  acceptable,  si 
elle  est  basé  sur  l'atome,  par  le  lait  qu'elle  se  trouve  débarrassée 
de  tout  ce  ([ue  contient  d'insaisissable  le  mystérieux  passage  de 
l'atome  à  zéro  et  (|u  il  n  y  a  plus  à  considérer  cju'une  suite  indé- 
finie d'opérations  au  lieu  d'une  suite  infinie.  Mais  il  faudrait 
désespérer  de  la  logique  géométri([ue.  si  l'atome  ne  nous  appor- 
tait pas  une  sohition  encore  plus  simple  de  la  question  ;  cette 
solution  plus  simple  se  résume  en  deux  mots  :  lalome  supprime 
le  procédé  des  limites  dans  les  définitions,  en  supprimant  1  in- 
commensurable. 

Tout  le  monde  reconnaîtra  qu'en  disant:  «Deux  lignes  (droites 
ou  courbes)  sont  égales  lorsque  ces  deux  lignes  peuvent  coïncider 
par  superposition  »,  on  énonce  une  j)hrase  absolument  vide  de 
sens,  si  1  Un  n  entend  pas  par  là  que  ces  deux  lignes  sont  égales 
en  longueur.  Laissez  de  côté,  en  efl'et,  l'idée  de  leur  longueui-, 
et  vous  ne  trouvez  plus  rien  à  considérer  dans  leur  coïncidence 
par  superposition.  Cela  tient  à  ce  qu'on  ne  peut  pas  concevoir 
une  ligne  sans  qu'elle  ait  «  plus  ou  moins  d'étendue  dans  la  seule 
dimension  (|u'elle  possède  »,  c'est-à-dire  sans  qu'elle  ait  la  qua- 
lité d'être  longue  ;  cela  tient  aussi  à  ce  que  cette  conception  est 
primordiale,  et,  par  suite,  complètement  indépendante  de  la 
([uestion  de  sa  mesuie,  qui  n'est  ([u'une  question  pratifjue.  Mais, 
si  toute  ligne  a  une  longueur,  l'atome  linéaire,  qui  est  une  ligne, 
a  aussi  une  longueur,  la  plus  petite  de  l(»utes.  A  cet  atome,  si 
l'on  ajoute  successivement  un,  deux,  trois,  (piatre...  atomes,  on 
aura  évidemment  formé  une  ligne  ;  oi-,  d'une  paît,  comme  ces 
atomes  sont  nécessairement  é-gaux  entre  eux,  c'est  leur  nombre 
seul  qui  déleiniine  hi  longueui'  de  la  ligne;  d'aulie  part,  eoniine 
ces  atomes  ne  sont,  ni  droits,  ni  courbes,  c'est  leur  disposition 
relative  (lui  seule  détermine  hi  forme  de  la  li<rne,  autrement  dil 
son  espèce  dans  le  genre  ligne.  On  peut  donc  dire  ([ue  deux 
lignes  quelconques  ont  toujours  pour  commune   mesure   l'atome 
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de  longueur,  sinon  un  multiple  de  cet  atome,  et  qu'il  n'y  a  pas 
de  lignes,  à  proprement  parler,  incommensurables  entre  elles, 
c'est-à-dire  n'ayant  aucune  commune  mesure.  La  diagonale  d'un 
carré  et  son  côté  sont  des  droites  ayant  pour  mesure  commune 
l'atome  et  pas  d'autre  ;  il  en  est  de  même  de  la  circonférence 
d'un  cercle  et  de  son  rayon.  Ce  qui  est  vrai  pour  les  lignes  est 
vrai  aussi  pour  les  surfaces  et  pour  les  volumes. 

S'il  n'v  a  pas  de  grandeurs  incommensurables  entre  elles,  il 
n'y  a  pas  de  nombre  incommensurable  avec  l'unité  ;  y/2,  \^'^,  t,... 
sont  des  noml>res  qui  ont  pour  diviseur  commun  avec  l'unité 
l'atome  numérique  ou  le  plus  petit  de  tous  les  nombres.  La  consi- 
dération de  l'atome  supprime  donc  l'incommensurable,  et  elle 
rend  superflu,  après  l'avoir  rendu  acceptable,  le  procédé  usuel 
des  limites,  dans  les  définitions  géométriques. 

J.-F.  BoNNEL  (Lyon). 


SUR  LES 
HEPTAGONES  ET  LES  EXXÉAGONES  RÉGULIERS 


Etant  à  l'Ecole  Polytechnique  j'ai  trouvé  ces  théorèmes  qui  ne 
sont  peut-être  pas  encore  connus  : 

/.  —  Le  côté  de  Vennéaiione  réiiuliev  étoile  2  si'n  — ^  est  éi^al  à 

C  P  Q  "-^ 

la  somme  des  côtés  de  Vautre  ennèa^one  rèmdier  étoile  2  sin    — 
et  de  Vennéas;one  réii'ulier  convexe  2  sin  — . 

Démonstration  :  Il  faut  trouver  zéro  pour  l'expression 

.       ^r.         (    ,       ^  ,r.\ 

sm 1  siu ^-sin 

9  \  9  9    / 

qui  s'écrit 

sin 2  sin  — r-  cos    — —  . 

9  b  18 
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Slll COS   r- 

9  i« 

ou  encttre 


sin 

y  y 

c.  r[.  t.  (1. 


//.  —  L  inverse  du  eôtè  de  l'heptagone  régulier  convexe  est 
égal  à  la  son/me  des  i/ircrses  des  ccUés  des  deiLV  heptagones 
réguliers  étoiles. 


Démonstration  :  11  laut  établir  l'égalité 


siii  siii  — 

7  7 

ou  celle-ci 


1-      .       \-           .       T      .       3-      ,      .       t:      .      2-:: 
sin •  sin  =  sin  —  sm \-  sin  —  sm  •• 

7  7  7  7  7  7 

Si  je  décompose  en  3  sommes  les  ?>  produits,  elle  devient 

I   /      -  •',-  \      I   /      2-  -ir  \ 

1  eos COS  I  ^ j  COS COS  ) 

1    \  -j  1    )  -^    \  1  1   } 

A (  COS ces    ) 

^  V    7        1  )' 

ou 

G  =r  G, 

C.  ([.  f.  d. 

III.  —  Le  côté  de  l'heptagone  régulier  convexe  augmenté  de 
H  y  j  (U  étant  son  rayon)  vaut  la  somme  des  côtés  des  deux  hep- 
tagones réguliers  étoiles. 

Démonstration  :  Si  dans  l'expression  de  sin  j.z"  en  (onction  de 
sin  .<   on  lait  j  x  =  -,  puis  2  .r  =  i/,  on  obtient  ré([uation  connue 

v'  —  7J*  +  IÎV-  —  7  =  "' 

dont  les  lacines  sont 


ou    zr:  a 


it  1  sin  —     ou     il:  !> 
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«,  h,  c,   étant  les  côtés  de  riicptagone  convexe  et  des  heptagones 
étoiles.  On  voit  que  cette  équation  fournit 

a-  +  /.^  +  c^  z=  7  ; 
d'autre  part  mon  dernier  théorème  fournit 

—  =-+  — 
a  h  c 

OU 

■2bc  —  :iah  —  2rtc  =r  o, 

ajoutant  la  première  et  la  troisième  égalité,  j'obtiens 

(h  +  c—ay-  =  -] 
ou 

«  -f-  /7  =  />  c. 

Bemarque.  —  Le  côté  de  Fheptagone  régulier  convexe  vaut 
0,8677...  et  dilTère  peu  du  double  du  module  des  logarithmes 
vulgaires  o,8685... 

Jos.   JoFi  itoY  I^Paris). 


SUR  UNE  PIIOPIUETE  DES  CON[()UES 


I.  — Les  théorèmes  suivants  sont  presque  évidents   : 

A,  B,  C,  Z),  E  ètanl  cinci  poi/i/s.  /es  conjuguées  hurnwniques 
des  droites  AE  par  rapporl  à  {AC\  AD)  et  BE  par  rapport  à 
[BC,  BD)  se  coupent  en  un  point  F  de  la  conique  {ABC DE).  — 
Car  si  Ton  considère  les  points  C^,  D,  E,  F  comme  fixes,  on  a, 
entre  les  rapports  anharinonicpies,  la  relation 

A(CDEl<)  =  B(CDEF)  =  — i. 

En  vertu  du  théorème  de  C'hasles,  les  six  pt»inls  sont  sui'  une 
conique. 
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Corirlativeinent,  </.  h,  c.  d ,  c  ètan(  cinq  ilroi/cs,  les  conjumiés 
hannoniqucs  des  points  ae  pur  rapport  à  [av,  ad)  et  he  par  rap- 
port à  [l)c,  bd)  déterminent  une  tangente  f  à  la  conique  [abcde). 

Ces  théorèmes  donnent  un  moyen  immédiat  et  indépendant  de 
l'application  du  théorème  de  Desargues  de  construire  exclusive- 
ment par  points  fou  tangentes)  une  conique  dont  on  connaît  cinq 
points  ou  cinq  tangentes) . 

2.  —  Si,  dans  le  dernier  théorème,  on  suppose  la  droite  e  à 
rinliiii,  il  devient  le  suivant  :  La  parabole  [abcd^,  tangente  aux 
trois  côtés  d'un  triangle  ABC  et  à  une  (juat/ic/uc  droite  d  qui 
coupe  ces  côtés  en  A',  1i\  C  ^  touche  les  six  droites  qui  joignent 
le  milieu  de  BC  et  BC\  CA  et  C'A',  AB  et  A'B',  BC  et  CB', 
CA'  et  AC,AB'  et  BA'. 

Prenons  ABC  pour  triangle  de  rélérence  (')  et  soit  Ix -\- my 
-j-n-  =  o  l'équation  barycentrique  de  ABC  ou  d.  On  trouve 
aisément  que  les  droites  joignant  les  milieux  de  BC  et  B'C,  BC 
et  (^B'  ont  pour  équation 

(i)  /  [m  —  II)  X  -\-  [ni  -f-  /"'  —  imn]  (r —  ")  nr  o 


m  Y 


^^)  ■'•■^-inr^-^ 


Ces  droites  touchent  la  paraljole  [ahcd    dont  l"é([ualion  langen- 

tielle  est    >     — ==o,  et  dont  l'axe  est  paralli'le  à  la  droite 

^^  it  ' 

c  qui  joint  les  milieux  des    trois  diagonales  (AA',   BB',  CC  )   du 
quadrilatère  complet  ahcd  i  i]  [jil  -\-  hn  —  tnn^  x  =  o  j . 

3.  —  Dans  le  premier  théorème  du  m"  i  .  au  point  E  corres- 
pondent six  points  V.  cwv  on  peut  opérer  sur  (AK,  BR),... 
(CF,  DR  ;  il  en  est  de  même  pour  chacun  des  points  A,  B,  C,  D. 
On  a  donc  :1  hexagones  Inscrits,  donnant  chacun  6o  pascals.  La 
ligure  des  j  hexagones  et  .îoo  pascals,  dérivant  du  |)entago>ie 
<lonné  ABCDR,  jouit  de  propriétés  intéressantes  que  l'on  peut 
déduire,  par  génr-ralisalion  et  dualisation,  de  celles  de  la  figure 


'  Cfllo  (liMiioiislralion  .serait  ici  siiporfliu»  si  elle  n'éliiit  nécossnire  pour  ce  qui 
suit.  J'observorni  que  <-elle  propriété  inlérossanle  de  la  parabole  tangente  à  quatre 
droites  est  assez  faeile  à  démontrer  par  les  coordonnées  cartésiennes  pour  que 
l'on  puisse  In  proposer  aux  élèves  comme  exercice. 
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des  6  tangentes  à  la  parabole  n°  2  et  des  60  brianclioiis  corres- 
pondants. Je  me  bornerai  à  établir  une  de  ces  propriétés. 

Désignons  par  rt^  et  a.^  les  droites  (i)  et  (2),  par  b^  et  è,,  c^  etc., 
celles  que  Ton  obtient  par  permutation  circulaire.  Les  six  droites 
[b^  Cj,  è,c,),...  (^j  <:•.,,  6-j  b.y),...  sont  parallèles.  Il  est  aisé  de  for- 
mer leur  équation;  on  trouve  pour  coordonnées  de  leur  point 
commun  à  l'infini 

(3)  l  {m  — u)  [^mn  —  ni — Im),  etc. 

La  tangente  parallèle  à  cette  direction  a  pour  point  de  contact 
l'intersection  de  la  parabole  et  de  son  diamètre  0.  \l  [m  —  n) 
(3  mn  —  ni — Ifi^Y,  etc.]. 

D'où  cette  conséquence  projective  :  soient  a^.  a,,,  b^,  b.,,  c\,  c, 
les  six  tangentes  correspondant  à  la  tangente  e  de  la  conique 
i^abcde),  dont  le  point  de  contact  est  E.  Les  six  droites  (Z>,  c,, 
b.^c.^,)...  [b^Cy,  i.,Cj),...  concourent  en  un  point  M  situé  sure.  Le 
point  de  contact  £",  de  la  seconde  tangente  e^  mené  de  M  à  la 
conique  est  tel  que  la  droite  EE^  [ou  0^^^^  polaire  de  M,  passe  par 
les  conjugués  harmoniques  du  point  d^ intersection  de  e  ai>ec  les 
trois  diagonales  [AA'^  BB' ,  CC)  du  quadrilatère  abcd,  par  rap- 
port à  [A,  A'),... 

Et  corrélativement,  pour  la  conique  [ABCDE],  les  six  points 
[B^C^,  B^C^),...  {B^C^,  C^By),...  sont  sur  une  droite  ni  passant 
par  E,  etc. 

Il  existe  d'autres  propriétés.  Ainsi  le  point  (3)  est  le  brian- 
chon  des  hexagones  aJ>^c^  aJb.yC.y  et  aj),c^  aj/^c_,.  On  trouvera  des 
propriétés  en  examinant  les  brianchons  des  hexagones  a^a.,bJf, 
c^c^  et  a ^a .^c ^^c yb J) y 

L.  RiPERT  (Poix,  Somme). 


L'ENSEirxXE^MKNT   DANS  LES  UNIVERSITES 
POPLLAIMES 


Il  n'est  pas  de  savant  qui,  descendant  un  jour  des  régions  sereines 
et  harmonieuses  où  Hotte  sa  pensée,  n'ait  été  eflVayé  de  l'ombre 
et  du  chaos  dans  lequel  s'agite  l'esprit  de  la  majorité  des  hommes. 
Quand  on  considi're  avec  Laplace  que  nos  connaissances  ne  sont, 
en  somme,  ([ue  probables  ou  ([ue,  pour  émettre  une  opinion  plus 
moderne  encore,  elles  sappuient  sur  des  postulais  indémon- 
trables à  laide  de  la  seule  Raison,  ([ue  la  Logique  est  impuis- 
sante à  conduire  it  une  vérité  uni(jue  et  (juau  contraire  toute 
explication  vraisemblable  des  laits  en  lait  naître  une  loule  d'autres 
également  vraisemblables,  on  ne  saurait  trop  blâmer  la  vanité 
des  hommes  qui  ont  des  opinions  intangibles  et  s'imaginent  com- 
prendre les  choses  parce  qu  ils  possèdent  un  système  qui  les 
explique  ii  leurs  yeux. 

l^lus  on  pénètre  dans  les  masses  profondes  du  peuple,  plus  on 
rencontre  de  ces  opinions  sacrées  ([ui  sont  généralement  rela- 
tives h  des  sujets  politiques  ou  religieux  et  engendrent  entre  les 
hommes  peu  éclairés  des  discussions  interminables,  suscitant 
parfois  des  divisions  dans  le  pavs  lui-même,  après  en  avoir 
suscité  entre  les  nations,  depuis  l'origine  des  temps  histo- 
riques. Mais,  si  l'on  précise  qu'il  s'agit  d'hommes  peu  éclairés,  il 
ne  saurait  plus  étie  (juestion  ib'  blâmer  ceux-ci  ou  do  leur 
reprocher  ([uclque  vanité. 

C'est  la  vanité  des  puissants  <[ui  lait  lobscurile  des  faibles  et 
il  faut  reconnaître  qu'on  apprend  aux  faibles,  dès  leur  plus  tenilre 
enfance,  une  foule  de  postulats  malsains  auxquels  ils  ont  pu 
applicjuer  jusqu  ici  les  règles  de  la  Logicjue  sans  rencontrer  de 
contradiction    capable    de    détruire    de    façon    durable   tout    ce 
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qu  il  y  a  de  bizarre  clans  un  pareil  système  social.  Pourtant  des 
contradictions  existent  et  j  imagine  qu'il  n'y  a  pas  un  homme  qui 
n'en  aperçoive  au  moins  quelques-unes.  Il  laut  probablement 
accepter  comme  un  lait  que,  si  malheureuses  et  efïVoyablcs  que 
soient  certaines  d'entre  elles,  elles  sont  supportables  pour  l'heure 
actuelle  et  qu'il  est  réservé  à  l'avenir  de  déterminer  ou  non  un 
moment  où  elles  ne  le  seront  plus. 

Ayant  cité  Laplace  en  commençant,  il  serait  bon  ici  d'y  revenir 
un  peu  et  de  rappeler  une  phrase  écrite  par  le  célèbre  géomètre 
dans  son  Calcul  des  probabililês  (œuvres  compi.jctes,  i""*  édition, 
t.  YII,  p.  86). 

«  Nous  connaissons  bien,  dit-il.  par  l'expérience  du  passé,  les 
inconvénients  que  présentent  les  usages  auxquels  nous  sommes 
depuis  longtemps  plies,  mais  nous  ignorons  quel  est  l'étendue 
des  maux  que  leur  changement  peut  produire.   » 

Laplace  ajoute  d'ailleurs  que  tout  changement  brusque  doit 
être  évité  sous  peine  de  perdre  de  la  force  vive  dans  l'ordre 
moral,  tout  comme  cela  se  produit  dans  l'ordre  mécanique,  et  point 
n'est  besoin  d'être  un  savant  de  son  envergure  pour  partager  sa 
manière  de  voir. 

Or  si  nous  retournons  dans  le  domaine  des  gens  peu  éclairés 
et  si  nous  considérons,  parmi  ceux-là,  le  nombre  grandissant  de 
jour  en  jour  des  hommes  (|ui  soufï'rent  des  épouvantables  con- 
tradictions où  les  sociétés  humaines  se  débattent  et  en  aper- 
çoivent les  conséquences,  nous  pouvons  constater  avec  une 
véritable  terreur  que,  le  plus  souvent,  ces  hommes  ne  savent  pas 
raisonner  d'une  façon  correcte  et  que,  par  suite,  ils  ne  savent  pas 
mieux  que  les  autres  apercevoir  les  conséquences  de  leurs  idées. 

Ces  remarques  sont  faites  depuis  bien  longtemps,  mais  j'ai 
(juelque  droit  de  donner  mon  sentiment  a  cet  égard,  parce  (jue 
j'ai  eu  l'occasion  d'étudier  la  chose  de  près  dans  une  Université 
populaire  de  Paris  où  j'ai  fait  quelques  conférences. 

La  création  de  ces  Universités  populaires  a  été  une  inspiration 
magnifique. 

De  véritables  savants,  habitués  à  parler  du  haut  des  chaires 
des  Universités  savantes,  sont  allés  brusquement  parler  aux  plus 
ignorants. 

Des  mathématiciens  enseignant  avec  éclat  dans   nos  Facultés, 


L  f:.\s/:f(;.\f:Mi:yT  D.tys  li:s  L\\nKi{siTj:s  popilaiuks    Jç» 

MM.     I*;iinli'\é   ot    Borel    iMitre    ;iiitios,    ont    élt'    des   pioinlers    a 
doiinor  rexeinple  à  Paris. 

La  tàclie  était  plus  rude  qu'on  ne  pourrait  le  croire.  Mon  ami, 
M.  Perrin,  nie  disait  avoir  plus  de  mal  a  parler  :i  un  tel  auditoire 
(fu'ii  celui  ([iii  suivait  à  la  Sorhonue  ses  cours  de  chimie  phy- 
sique. 

Mais  c  est,  d  autre  pari,  une  grande  léconipensc  de  voir  com- 
ment la  science  est  avidement  accueillie  dans  de  pareils  milieux. 

L'enfant  est  en  général  avide  de  merveilleux,  et  bien  des 
hommes  sont  restés  des  enfants  sous  ce  rapport. 

On  est  forcé  de  leur  présenter  hi  science  comme  une  religion 
su{)érieure  aux  autres,  en  ce  sens  quelle  a  des  hvpothèses  et  non 
des  dogmes  ;  mais  les  hvpothèses  mêmes  ne  peuvent  satisfaire  ces 
simples  esprits. 

ils  vouiliaieut  des  explications,  et  le  premier  tles  postulats 
qu'ils  admettent  d'une  façon  absolument  inconsciente,  c'est  qu'il 
tout  phénomène  il  est  possible  d'attribuer  une  explication  et 
une  seulement. 

Ou  peut  leur  laisser  ce  poslulat-l;i.  Je  n'v  vois  aucun  mal,  bien 
([ue  je  ne  l'achnette  pas. 

^L  L.  Picard  n  a-t-il  pas  écrit  dans  ce  même  journal  I.  II. 
p.  3;  qu  il  exposait  ii  TLcole  centrale  les  ])ostulals  de  la  méca- 
nique avec  un  scepticisme  qu'il  se  gardait  bien  de. laisser  paraître  .' 

Seulement,  ce  qui  est  encore  plus  \\  ciaindre  des  auditeurs  des 
Universités  populaires  que  des  élèves  de  l'Kcole  centrale,  ce 
sont  leurs  (piestions  (jui  vont  immédiatement  ii  la  limite  des 
connaissances  humaines  sans  aucune  considération  des  étapes 
péniblement  Iranchies  par  les  chercheurs  des  dillérents  âges. 

.1  ai  i-xposi'  la  th(''oiie  éleel romagut-licpu^  i\^-  la  lumière  sous 
une  loiine  très  idémenlaire.  bien  entendu,  et  en  aunoiu'anl  um- 
simple  causerie  sur  la  télégraphie  sans  fils)  el  j  ai  senti  cpie  ce 
(|ue  l'on  (h'sirait  surtout,  c'était  {[uel([ues  mots  sur  la  nature  de 
l'électricité. 

.l'ai  parlé  une  lois  de  Ihvpolhese  cosm()goni([ue  de  I,aj)lace  el 
1  on  ma  demandé  il  où  venait  la  lU'buleuse  primitive.  Tout  le 
reste  paraissait  in';fli'!;c;d>if  aux  \fu\  di-  n-s  "•rands  i-lèves. 

Pourtant,  j'ai  reconnu  rapidement  ([ue  tous  ceux  ([ui  venaient 
suivre     les    conb*rcuccs    de    l'université    avaient    une    conliance 
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immense  dans  la  Science  et  lorsqu'ils  me  mettaient  au  pied  du 
mur  à  propos  d'une  chose  que  je  considérais  comme  inexpli- 
cable ou  indéterminée,  je  leur  disais  simplement,  sans  le  moindre 
remords  et  parfaitement  d'accord  avec  ma  conscience,  qu'elle 
était  inexpluinèe. 

Quant  à  moi.  j'ai  gagné  à  ces  conférences  et  à  ces  observations 
de  comprendre,  mieux  que  je  n'avais  jamais  compris,  combien 
M.  Ferdinand  Brunetière  avait  été  habile  en  criant  la  faillite  de 
la  Science  aux  humbles  intelligences  en  travail  ;  jai  vu  aussi 
qu'il  n'avait  guère  empêché  celles-ci  de  considérer  celle-là  comme 
la  grande  libératrice  des  hommes  et  des  peuples. 

A.    BUHL. 
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Hommage  de  l'École  polytechnique  au  colonel  Mannheim. 

Un  t'iiiouvaiit  lioiiiiuage,  sans  préi^édenl  à  1  I']c()lt'  polyteclinitjuc,  vient 
d'être  rendu  au  cohinel  Maiinheini  qui.  atteint  en  juillet  derniei"  pai"  la 
limite  d  âge,  a  quitté  la  chaire  de  GéouM'-U'ie  qu  il  occupait  depuis  i8()', 
avec  un  éclat  incontesté. 

Une  souscription  restreinte  au  cercle  même  de  l'Ecole,  corps  ensei- 
gnant, état-major  et  élèves  présents  à  la  fin  du  cours,  avait  été  organisée 
par  les  soins  d'un  comité  coiuposé  de  M.  Mercadicr,  directeur  des 
études,  du  général  Debatisse,  de  MM.  Rouché,  Cornu,  Ilaag,  Bricard 
et  Aubrun,  major  des  élèves. 

La  remise  du  bi'onze  choisi  par  le  comité,  la  lîcno/mncc,  de  Coutan, 
a  fait  l'objet  d'une  imposante  cérémonie  qui  a  eu  lieu  le  l'i  décembre, 
dans  le  grand  amphithéâtre  de  Physique,  sous  la  présidence  du  général 
André,  ministre  de  la  guerre,  et  en  présence  de  très  noml)reuses  nota- 
bilités scientifiques  et  militaires. 

Cinq  discours  ont  été  prononcés.  Le  général  comiiiandanl  ri-](ole  a 
pris  la  parole  le  premier.  Il  a  retracé  la  carrière  militaire  du  colonel 
Mannheim  et  cité  ses  ingénieuses  inventions,  utiles  à  lArtillerie. 

^L  Mercadier  a  parlé  ensuite  de  la  carrière  professorale  de 
AL  Mannheim,  de  la  clarté,  de  l'élévation  de  son  cours  et  de  tous  les 
services  rendus  à  1  Ecole. 

M.  llouché,  dans  son  intéressant  discours,  a  analysé  une  partie  des 
beaux  travaux  géométriques  de  M.  Mannheim  ;  il  a  signalé  ce  très  grand 
nombre  de  notes,  mémoires  ou  livres  «  témoins  irrécusables  de  sa 
puissance  d  investigation  et  de  la  fécondité  de  ses  méthodes  ». 

M.  llouché  a  pai'lé  de  cette  liranche  nouvelle  de  la  science  que  1  on 
doit  à  y\.  Mannheim  et  de  1  inqiortant  ouvrage  :  Principes  et  dévelop- 
pements de  la  Géométrie  ciné/iiatiquc.  11  a  fait  remarquer,  à  propos  de  ce 
livre,  que  M.  Mannheim  a  pleinement  réussi  à  composer  avec  tant  de 
fragments  épars  «  un  enseujble  complet  et  homogène  »  qui  a  «  con(|uis 
«  ladmiration  de  tous  les  géomètres...  et  (jui  place  son  iir>m  à  côté  de 
«  ceux  de  Chasles  et  de  Poncelet...  ». 

L'élève  Aubrun  s'est  fait  l'interprète  des  sentiments  de  reconnais- 
sance de  tous  ses  camarades. 

Enfin,  le  Ministre  de  la  guerre,  dans  une  chaleureuse  allocution,  a  dit 
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qu'il  était  heureux  de  saluer  en  M.  Mannheim  l'un  des  hommes  qui  ont 
le  mieux  servi  et  le  plus  honoré  l'École  polj'technique  et  par  suite  le 

M.  Mannheim,  extrêmement  ému,  a  exprimé  tous  ses  remerciements 
et  fait  l'éloge  de  la  Géométrie  pure,  qui  est  un  si  puissant  instrument  de 
progrès  et  dont  l'étude  est  en  elle-même  toujours  féconde. 

Les  assistants  sont  alors  venus  serrer  la  main  à  M.  Mannheim  et  lui 
renouveler  l'expression  de  leur  sympathie. 

Cette  manifestation  touchante  était  la  plus  douce  récompense  qui  pùl 
aller  au  cœur  du  savant,  modeste  et  bon,  dont  la  haute  valeur  n  a  peut- 
être  pas  toujours  été  appréciée  autant  qu'il  eut  fallu.  L'accord  se  fait 
aujourd'hui;  pas  une  voix  discordante  ne  s'élève,  et  l'on  rend  enfin 
justice  au  professeur  et  au  géomètre. 

La  Rédaction. 

Prix    académiques. 

Prix  uéceknks.  —  Dans  sa  séance  du  i(i  décembre  dernier,  l'Aca- 
démie a  décerné  les  prix  afférents  à  l'année  lyoï.  Nous  indiquons  ici 
ceux  qui  ont  trait  aux  sciences  mathématiques. 

Prix  Francœur  (i  ooo  fr.).  —  M.  Léonce  Laugel.  Découvertes  ou 
travaux  utiles  au  progrès  des  sciences  mathématiques  pures  ou  appli- 
quées. 

Prix  Poncelet  (2  ooo  fr.).  —  INL  Emile  Bohel.  Le  prix  est  décerné  à 
AL  E.  Borel,  pour  l'ensemble  de  ses  travaux  mathématiques. 

Prix  extraordinaire  de  mécanique  (G  000  fr.).  —  La  commission  pro- 
pose de  partager  ce  prix  en  deux  parties  égales,  entre  MM.  Tissot, 
lieutenant  de  vaisseau,  et  Maubec,  ingénieur  des  constructions  navales. 

Pvécompense  de  tout  progrès  de  nature  à  accroître  1  efficacité  des 
forces  navales  de  la  France. 

Prix  Monlyon  (700  fr.).  —  ]\L  Aimé  Witz.  Mécanique, 

Prix  Plumey  (2  5oo  fr.).  —  AL  le  Professeur  Boulvin.  Perfection- 
nement des  machines  à  vapeur  et  particulièrement  de  la  navigation  à 
vapeur. 

Prix  Lalandc  (î)'|(>  fi"-)-  —  La  commission  propose  à  1  Académie  de 
reconnaître  le  haut  mérite  des  travaux  de  M.  Thome,  directeur  de 
l'observatoire  de  Cordoba,  en  lui  décernant  le  prix  Lalande. 

Prix  Valz  (.'jGo  fr.).  —  AL  Charles  André.  Astronomie. 

Prix  Petit  d'  Ormoy  (10  ooo  fr.).  —  AL  Gaiîriel  Kœnics.  Géométrie 
et  mécanique. 

Prix  Saintour  (i  000  fr.)  —  AL  Guichard.  Géométrie. 

Prix  du  baron  de  Jocst  (2  000  fr.j  —  Le  prix  est  partagé  entre 
M.  l'Abbé  Verschaki-el,  directeur  de  l'observatoire  d'Abbadia,  et 
AL  Saint-Blancat,  astronome  à  l'observatoire  de  Toulouse,  pour  les 
séries  de  leurs  belles  observations  astronomiques. 

Prix   de   M""^  la   tnar(jiiisc    de    Lap/acc.    (Le    prix    consiste     en    la 
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(•()lleclii)n   cuiiiplèto    des   œuvres    de  Laplace.).  —  M.  J.vi'ior,  premier 
élève  sortant  de  l'Ecole  pojytecliniquf. 

Prix  Félix  I{i\ot  {iHoo  tv.i.  —  M.M.  .Iaimot,  ("ilii.lalme,  Pellaiux, 
Ott.  Prix  à  partager  entre  les  élèves  sortant  de  lEcole  polytechnique 
avec  les  n°*  1  et  1  dans  les  sections  des  ponts  et  chaussées  et  des  mines. 

Piu.x.  iMioposÉs.  —  L'Académie  a  en  outre  proposé  les  prix  suivants  : 

Grand  prix  des  sciences  mathématiques.  —  Perfectionner,  en  un 
point  important,  l'apjjllcation  de  la  théorie  des  groupes  continus  à  l'étude 
des  é(piations  aux  dérivées  partielles. 

(La  question,  déjà  proposée  en  1901,  reste  posée  juscpi'au  i'"' octobix' 
1902.) 

Prix  Bordin. —  Développer  et  perfectionner  la  théorie  des  surfaces 
applicables  sur  le  paraboloïde 'de  révolution. 

(La  question,  déjà  proposée  en  i<)or,  reste  posée  juscju  au  i'-'" octobre 
1902.) 

Prix  Francœur.  —  Décerné  annuellement  à  1  auteur  de  travaux  utiles 
au  progrès  des  sciences  mathématiques  pures  ou  aj)pliquées. 

Prix  Poncelet.  —  Décerné  annuellement  à  l'auteur  de  1  ouvrage  le 
plus  utile  au  progrès  des  sciences  mathématiques  pures  ou  appliquées. 

Prix  e.rtraordinaire  de  mécanique  destiné  à  récompenser  tout  progrès 
de  nature  à  accroître  l'rfjicacité  de  nos  forces  navales.  —  L  Académie 
décernera  le  prix,  s  il  y  a  lieu,  dans  sa  prochaine  séance  pnltli<pn; 
annuelle. 

Prie  Montijon.  —  Décerné  annuellement.  Mécani<pie  appliquée. 

Pri.v  Plume;/.  —  Perfectionnement  de  la  machine  à  vapeur  et  {)arlicu- 
lièrement  de  la  navigation  à  vapeur. 

Pri.v  Fourneijron.  —  l^lude  théorique  nu  expérimentale  des  turbines 
à  vapeur. 

(La  question,    d<'jà  proposée  en   1901,  reste  posée  jusipi  au    1"^  juin 

Pri.L-  Pierre  Guzman  (100  000  fr.).  — A  décerner  à  qui  aura  trouvé  le 
moyen  de  communiquer  avec  un  astre  autre  que  Mars.  Si  le  prix  tarde 
à  être  décerné,  comme  il  est  très  probable,  les  intérêts  du  capital  seront 
<lisponibIes  tous  les  cinq  ans  pour  récompenser  le  meilleur  travail 
d'astronomie.  Ce  prix  <piinquennal  sera  décerné  i)iiur  la  picmiére  fois 
en  190"». 

Pri.v  Lalandc.  —  Décerné  annuellement  à  1  auteur  de  1  observation 
astronomi(jue  la  plus  intéressante. 

Prie  Damoiseau.  —  Compléter  la  théorie  de  Saturne  donnée  par 
l^e  Verrier,  en  faisant  connaître  les  formules  rectificatives  établissant 
l'accord  entre  les  observations  et  la  théorie. 

(La  question,  déjà  proposée  en  1901,  reste  posée  jusqu'au  i"juin 
1902.) 

Prix  Valz.  —  Observation  astroiiomi<{uc. 

Pri.r  Janssen.  —  Astronomie  pliysifpic 
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Prix  G.  de  Pontécoulant.  —  Destiné  à  encourager  les  reclierches  de 
Mécanique  Céleste.  A  décerner,  s'il  y  a  lieu,   à  la  séance  pu])lique  de 

Congrès   des  mathématiciens  allemands  ;  Hambourg, 
septembre  1901. 

L'Association  des  ÎNIathématiciens  allemands  [Deutsche  Matlicma- 
tiker-Vereinigung)  a  tenu  son  assemblée  annuelle  à  Hambourg,  du  •ii 
au  '^G  septembre  i!)oi,  en  commun  avec  la  première  section  de  la 
"j'^''  réunion  des  Naturalistes  et  des  Médecins  allemands. 

La  pi'cmièrc  séance  eut  lieu  le  lundi  ^ï^  septeml)re,  sous  la  présidence 
de  M.  le  professeur  D''  Schubeist  (Hambourg).  Au  nom  de  la  Ville 
Libre  et  Hanséatique  de  Ilanibourg,  celui-ci  salua  d'abord  cette  Assem- 
I)lée  si  extraordinairement  bien  choisie,  en  exprimant  le  désir  quelle 
fournisse  cette  année  à  tous  ses  participants,  en  même  temps  qu'aux 
sciences  mathématiques,  la  plus  large  part  de  profits.  Puis  INL  le  pro- 
fesseur D""  Hilbert  (Gottingue),  en  prenant  la  place  de  AL  le  profes- 
seur Dyck,  président  de  l'Association,  empêché  par  l'exercice  de  ses 
fonctions  olflcielles,  salua  les  congressistes,  en  exprimant  surtout  l'es- 
poir que,  par  la  discussion  entre  les  membres  défendant  des  points  de 
vue  différents,  chacun  pût  emporter  une  riche  moisson  d  encourage- 
ment personnel. 

Dans  la  première  séance,  M.  le  professeur  D""  Schoute  (Groningue) 
a  fait  une  communication  sur  les  systèmes  de  genre  zéro  (N^u  — i  dans 
1  espace  Ro,,  _  i).  Il  présenta  successivement  la  génération  analytique  et 
géométrique,  la  représentation  la  plus  simple  analytique,  la  mobilité 
du  système  et  son  importance  dans  la  Mécanique. 

Ensuite  M.  le  professeur  D""  Schubert  (Hambourg)  rapporta  sur  le 
nombre  des  constantes  de  la  généralisation  du  polyèdre  dans  l'espace 
à  n  dimensions.  Après  avoir  montré  dans  son  introduction  que,  en 
général,  ce  nombre  ne  peut  pas  être  donné  à  l'aide  du  nombre  des  faces 
dans  les  espaces  de  dimension  moindre,  il  exprime  d  abord  le  nombre 
des  constantes  à  l'aide  du  nombre  des  sommets,  du  nombre  des  faces 
dans  l'espace  (n  —  i  )  et  de  la  somme  des  nombres  de  sommets  des  faces 
dans  l'espace  (n  —  i  ).  Les  (-in  —  -i)  équations  auxquelles  il  est  con- 
duit ne  suffisent  plus  pour  «  >  3.  Après  la  démonstration  de  ces  for- 
nmles  M.  Schubert  appli(pie  les  résultats  obtenus  au  tétraèdre,  à 
l'hexaèdre,  à  l'octaèdre  et  à  la  pyramide  dans  l'espace  n. 

M.  le  D""  Jahxke  (Berlin)  parla  des  rotations  dans  l'espace  à 
quatre  dimensions.  Après  quelques  préliminaires  sur  la  composition 
des  rotations  dans  l'espace  à  trois  dimensions  et  la  connexité  du  pro- 
l)lème  de  rotation  avec  des  paramètres  déterminés,  par  lesquels  Euler 
présente  le  cosinus  de  direction  d'un  système  orthogonal,  M.  Jahnkc 
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menlioniie  une  rt'lalion  remarquable  existant  entre  une  rotation  dans 
l'espace  à  quatre  dinjensious  et  deux  rotations  adjointes  dans  lespacc 
à  trois  dimensions.  Cette  relation  joue  un  rôle  important  dans  le  pro- 
blème de  la  rotation,  dans  le  mouvement  d'un  corps  solide  dans  un 
liquide  idéal  et  dans  la  rotation  d'un  corps  pesant  autour  de  son  centre 
de  gravité  quand  un  autre  corps  est  relié  avec  lui  de  façon  ({u'il  doive 
tourner  autour  d'un  axe  fixe  relié  avec  le  premier  corps. 

Enfin  M.  le  professeur  I)""  Sïudy  (Greifswald)  parla  dune  nouvelle 
branche  de  la  Géométrie.  Il  traita  une  espèce  de  géométrie  linéaire  qui 
diffère  de  celle  de  Pliicker  en  ce  que  la  conception  de  la  ligne  droite 
est  étendue  dune  autre  manière. 

La  deu.rièmc  séance  eut  lieu  le  mardi  matin  sous  la  présidence  de 
M.  le  professeur  D''  IIiLiiEnr  ((iottingue). 

MM.  les  professeurs  D""  ^■-^^^  Meyer  (Konigsbergi,  D'"  F.  Klein 
(Gottinguei,  D""  Som.mekeeld  (Aix-la-Chapelle)  firent  un  rapport  détaillé 
sur  l'état  actuel  du  travail  fait  pour  l' Encyclopédie  des  Sciences  Matlié- 
matiques;  M.  Meyer  rapporta  sur  les  trois  premiers  volumes  qui  trai- 
tent de  l'Arithmétique,  de  l'Analyse  et  de  la  Géométrie,  tandis  que 
M.  Klein  rapporta  sur  le  quatrième  volume  (Mécanique)  ainsi  qu'en 
partie,  en  remplacement  de  M.  le  professeur  D""  Wiecueut  (GiJttingue), 
sur  le  sixième  volume  (Géodésie  et  Astronomie)  et  M.  Sommerfeld  sur 
le  cinquième  volume  (Physique). 

C'est  avec  une  grande  satisfaction  que  les  rapporteurs  purent  constater 
(jue  les  travaux  de  cette  œuvre,  conçue  sur  un  plan  très  large  et  qui 
doit  aussi  être  traduite  dans  les  langues  française  et  anglaise,  avancent 
avec  une  complète  régularité.  Ces  rapports  furent  suivis  d  une  discus- 
sion animée. 

M.  le  professeur  D""  von  Lilienth.vl  (Miinster)  traita  de  la  Géométrie 
du  mouvement  et  de  son  emploi  dans  la  Géométrie  différentielle.  Il  rap- 
pela d  abord  1  emploi  des  mouvements  hélicoïdaux  infiniment  petits 
dans  la  théorie  des  courbes  et  des  surfaces.  Après  quehpies  remai'cpu'S 
sur  les  recherches  faites  dans  ce  domaine  par  Beltrami,  il  «,'xamina  le 
déplacement  infiniment  petit  d  un  trièdre  trirectangle  dont  1  une  des 
arêtes  reste  perpendiculaire  à  la  surface,  les  deux  autres  coïncidant 
avec  les  tangentes  d»;  deux  lamilies  de  courbes  orthogonales.  Les  axes 
de  ces  mouveun'iits  hélicoïdaux  engendrent  un  cylindroïde,  dont  deux 
propriétés  fondamentales  lurent  mises  en  lumière.  Cet  exposé  se  ter- 
mina par  quehpies  remanpies  sur  certains  paraboloïdes  dont  celui  de 
Maiinhcim  est  un  cas  particulier. 

M.  le  professeur  D""  St.eckel  (Kiel)  rapporta  sur  les  propriétés  arith- 
métiques des  fonctions  analytiques.  11  rappela  d'al)ord  ses  leiherches 
dans  c(;  domaine  publiées  dans  les  «  Mathemutische  Annalen  »  et  les 
«  Comptes  Jirndus.  »  11  insista  en  particulier  sur  le  développement  en 
série  de  puissance  des  fonctions  aiuilyli(jues  unironnes,  possédant  un 
théoième  d  addition  algéiiri<jue,  et  présentant  une  singularité  essen- 
Enscigiienunt  iiialli.  ', 
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lielle  à  rinfini.  11  luonlre  que  dans  certaines  conditions  une  pareille  fonc- 
tion ne  peut  être  périodique,  que  si  la  période  est  un  nonii»re  trans- 
cendant. 

M.  le  professeur  I)''  Ebhiîiiaiîd  (Halle;  présenta  ensuite  une  contribu- 
tion à  la  tltéoric  des  Equations.  Il  s'agit  du  problème  suivant  :  Etant 
donnée  une  équation  du  degré  n,  on  doit  trouver  deux  équations  du 
degré  n —  i  composées  de  telle  sorte  que  de  leur  étude  on  puisse  déduire 
le  nombre  et  la  position  des  racines  réelles  de  l'équation  primitive. 

Dans  la  troisième  séance  tenue  le  mardi  après-midi  conjointement 
avec  la  section  de  Géophysique,  sous  la  présidence  de  M.  le  professeur 
D""  KiLLiNG  (Miinsterj,  ce  fut  M.  le  professeur  D""  Gharlier  (Lund;  qui 
parla  le  premier  sur  Y  explication  astronomique  d'une  époque  glaciaire  ; 
puis  ]\I.  le  D""  Halm  (Edimbourg)  sur  les  relations  entre  le  magnétisme 
terrestre  et  les  phénomènes  sismiques  ainsi  que  leur  importance  pour  f  as- 
tronomie théorique  et  métrique.  M.  le  D''  Habtwig  (Bamberg)  traita  la 
marche  et  la  fermeture  des  horloges  à  pendule  d'Ort. 

Après  la  communication  de  M.  le  D""  Marcuse  (Berlin)  sur  le  récent 
développement  de  la  détermination  géographique  des  lieux,  M.  le  profes- 
seur D''  Ebert  (Kieli  présenta  vm  travail  sur  une  question  de  Méca- 
nique céleste. 

La  quatrième  séance,  tenue  le  mercredi  après-midi,  fut  présidée»par 
M.  le  professeur  D''  Mittag-Leffler  (Stockholm).  Ce  fut  d'abord  M.  le 
professeur  D''  St.eckel  (Kiel)  qui  lit  le  rapport  dont  il  s  était  chargé 
sur  le  développement  de  l'enseignement  des  Mathématiques  appliquées 
aux  universités  allemandes.  Après  avoir  introduit  le  sujet  par  une 
revue  rétrospective  de  la  manière  dont  les  maîtres  avaient  été  préparés 
à  leur  carrière  d  enseignement  aux  écoles  supérieures,  dans  la  pre- 
mière moitié  du  siècle  passé,  le  rapporteur  montra  que  dans  la  seconde 
moitié  du  même  siècle,  et  cela  par  la  création  de  gj'ranases  réaux, 
d  écoles  réaies  supérieures  et  de  beaucoup  d'autres  écoles  spéciales 
servant  directement  aux  besoins  de  la  tecliiiicpie  et  de  la  pratique,  il 
était  résulté  pour  linstruclion  des  mathématiciens  une  incompatibilité 
bien  reconnaissal)le,  en  ce  que,  dans  les  cours  universitaires  la  méthode 
purement  abstraite  fut  constamment  préférée  et  que  par  là  les  maîtres 
passant  aux  étal)lissements  réaux  furent  insuffisamment  préparés  dans 
plus  d'une  branche,  comme  par  exemple  celle  de  la  Géométrie  descrip- 
tive. Ce  n'est  qu'à  une  époque  plus  récente  qu'aux  universités,  et  cela 
surtout  grâce  aux  instigations  de  M.  le  professeur  1)'' Félix  Kleix,  qu'il 
a  été  apporté  quelque  changement  à  cet  état  de  choses  en  ce  qu'à  Gôt- 
lingue  on  a  fait  d'abord  quelques  installations  et  pris  des  mesures  dans 
le  sens  indiqué  pour  l'enseignement  des  Mathématiques  appliquées. 
D'autres  universités  ont  ensuite  suivi  l'exemple  donné.  Il  s'agit  avant 
tout  de  l'instruction  des  candidats  à  l'enseignement  dans  trois  branches, 
à   savoir    :    la    Géométrie   descriptive,    la    Mécani(pie    tochnicpie    et    la 
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Géodésie.  11  r('>uhe  d  lui  plan  d'éludés  esquissé  par  M.  Slaeckel  que 
celte  inslruclion  peut  être  obtenue  a})rès  une  élude  d'environ  quatre 
semestres. 

Le  conférencier  examine  longuement  les  conditions  df  renseigne- 
ment de  la  Géométrie  descriptive,  qui.  depuis  une  dizaine  d'années  a 
donné  les  plus  satisfaisants  résultats.  Les  meilleures  installations  se 
trouvent  jusqu'à  présent  à  Gôttingue. 

Il  serait  à  désirer  que  l'on  établisse  partout  des  salles  de  dessin  avec 
le  matériel  nécessaire.  Des  ordonnances  d'études  émanées  de  per- 
sonnes compétentes  devraient  être  imprimées  et  distribuées  aux  étu- 
diants pour  leur  servir  de  guide  dans  leur  activité  universitaire. 
La  fréquentation  des  cours  de  Géométrie  descriptive  et  celle  des 
exercices  s'y  rapportant  est  presque  partout  très  satisfaisante.  Aujour- 
d  hui  il  est  relativement  facile  de  trouver  des  maîtres  capables,  vu  que 
beaucoup  de  jeunes  mathématiciens  cherchent  à  s'occuper  dans  l'ensei- 
gnement de  cette  branche.  Quant  à  la  Géodésie  et  la  Mécanique  tech- 
nique, la  position  est  actuellement  bien  plus  défavorable.  Ces  deux 
branches  ne  sont  enseignées  que  dans  fort  peu  d'universités. 

Aujourd'hui  la  difficulté  principale  gît  dans  Tacquisition  du  matériel 
technique  nécessaire.  La  bonne  volonté  montrée  par  MM.  les  physi- 
ciens en  mettant  leurs  installations  à  la  disposition  de  la  Mécanique 
technique  peut  avoir  une  excellente  influence.  Une  autre  difficulté 
réside  en  la  pénurie  d'obtenir  de  nouvelles  forces  dans  l'enseigne- 
ment, car  les  mathématiciens  sont  trop  insuffisamment  préparés  dans 
les  connaissances  techniques,  tandis  que,  d'autre  part,  les  ingénieurs 
ne  possèdent  en  général  pas  des  connaissances  mathématiques  assez 
approfondies  pour  entreprendre  avec  succès  l'enseignement  universi- 
taire. Il  n'y  a  que  le  temps  qui  puisse  remédier  à  ces  inconvénients. 
M.  Staeckel  termine  par  la  remarque  que.  dans  les  commissions 
d'examen  de  la  plupart  des  universités  prussiennes,  la  branche  des 
Mathématiques  applicpiées  est  confiée  à  un  examinateur  spécialement 
désigné  pour  cette  Ijranche. 

Vint  ensuite  un  travail  de  M.  le  professeur  D""  E.\<;el  (Leipzig)  sur 
les  coefficients  différentiels  d'ordre  supérieur.  Il  s'agit  d'une  extension 
des  coordonnées  de  Cleljsch,  telle  que  dans  les  équations  dilférentielles 
d'ordre  supérieur,  elles  puissent  fournir  le  môme  résultat  que  celui 
qu'elles  donnent  dans  la  forme  fournie  par  Clebsch  dans  les  é(iuations 
diirérenticUes  du  premier  ordre. 

I.)éjà  en  i<S()'i  M.  Kngel  avait  indiqué  une  voie  aboutissant  au  môme 
but,  mais  inutilisable  à  cause  du  grand  nombre  des  variables.  Après 
que  M.  Study  eut  résolu  le  problème  pour  les  équations  différentielles 
à  deux  inconnues  dans  le  plan,  M.  Engel  effectua  la  résolution  pour  le 
cas  des  équaticjns  dillérenlielles  du  troisième  ordre  et  celui  des  écpia- 
tions  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  dans  1  espace. 

Puis  vint  un  rapport  de  M.  le  professeur  D""  I'"i«a.\z  MiiVEi»  (Kittiig-»- 
berg)  sur  l'extension  du  théorèine  d  llenrici  et  celui  d'I\or)/. 


48  CHRONIQUE 

Dans  les  deux  théorèmes  11  existe  des  distances  qui  restent  cons- 
tantes pour  certaines  familles  de  collinéations,  comme  cela  ressort  d  une 
démonstration  très  simple.  La  différence  des  carrés  des  distances,  dans 
l'espace  à  n  dimensions,  peut  être  représentée  par  une  forme  bilinéaire 
de  deux  séries  de  variables,  les  variables  de  l'une  des  séries  étant  telles 
que  leur  somme  doit  disparaître.  De  là  résultent  des  extensions  des 
deux  théorèmes  daprès  différentes  directions. 

Après  que  M.  le  professeur  D""  MiTTA(;-LEFFLEn  (Stockholm)  eut 
discuté  un  critère  de  troin'cr  les  sini^ularités  de  fonctions  analytiques, 
^I.  J.  ToRKA  (Friedenau)  parla  d'une  nouvelle  Géométrie  du  mouvement. 
Après  avoir  fait  ressortir  l'importance  des  systèmes  articulés  dans  les 
sciences  techniques,  il  examina  à  un  point  de  vue  nouveau  les  combi- 
naisons les  plus  simples  de  ces  mécanismes. 

Le  Jeudi  matin  eut  lieu  d  abord  l'assemblée  générale  administrative 
àeXdi  Deutsclte  Mathematiker-Vcreinigung,  sous  la  présidence  de  M.  le 
professeur  D""  Hilbeiit  (Gôttingue).  Après  avoir  entendu  le  rapport 
annuel,  présenté  par  M.  le  professeur  D""  Gutzmer  (léna),  daprès 
lequel  il  ressort  que  l'association  compte  actuellement  5j.o  membres, 
on  résolut  que  désormais  le /aA/'esèer/cAf  (rapport  annuel)  serait  rem- 
placé par  une  publication  mensuelle.  Outre  la  liste  des  membres,  les 
comptes  rendus  des  travaux  scientifiques  présentés  aux  assemblées  et 
les  rapports  administratifs  de  l'association,  ce  nouvel  organe  ferait 
connaître  à  ses  lecteurs  des  conférences,  des  rapports,  des  discours 
académiques,  des  articles  nécrologiques,  des  rapports  sur  les  Assem- 
blées d'autres  associations  mathématiques,  et,  de  plus,  des  communi- 
cations relatives  aux  Ecoles  supérieures  en  tant  qu'elles  intéressent 
les  mathématiques  pures  ou  appliquées.  Comme  l'édacteur  on  choisit 
M.  le  professeur  D""  Gutzmer,  auquel  on  témoigna  en  même  temps  les 
remerciements  de  l'Assemblée,  pour  les  services  éminents  qu'il  avait 
rendus  pendant  sept  années  comme  seci'étalre-caissier  de  l'association. 
Quant  à  la  partie  financière  de  la  Société,  l'offre  de  la  maison  Teubner 
à  Leipzig  de  se  charger  dorénavant  de  la  caisse  fut  acceptée  avec 
reconnaissance.  M.  le  professeur  D""  Heinrich  Weber  (Strasbourg)  fut 
élu  comme  membre  du  Bureau,  en  remplacement  de  ^L  le  professeur 
D""  Hilbert,  soi'tant  de  charge. 

La  prochaine  réunion  annuelle  aura  lieu  à  Karlsbad. 

Cette  partie  administrative  lut  suivie  d'une  séance  scientifique  (la 
cinquième)  présidée  par  M.  le  professeur  D""  F.  Klein  (Goltingue). 

La  première  communication  fut  faite  par  M.  le  professeur  D"^  F.  Schil- 
ling (Gôttingue).  Après  avoir  rappelé  sa  pi'emière  série  de  modèles, 
relatifs  à  la  génération  des  courbes  cycloïdales,  il  présenta  de  nou- 
veaux modèles  cinématiques  pour  la  théorie  des  engrenages  et  fit  ressortir 
leur  liaison  avec  la  théorie  des  transformations  de  contact.  Ces  modèles 
se  répartissent  en  trois  classes  suivant  le  mode  de  génération. 

M.   le  professeur  D^  IIauck  (Charlottenbourg)  a  ensuite  parlé  sur 


les  relations  entre  trois  projections  parallèles  d'un  si/stènic  fie  l'espace. 
Dans  chacun  des  trois  plans  sont  donnes  deux  faisceaux  de  rayons 
parallèles,  auxquels  on  donne  le  nom  de  faisceaux  centraux  [Kcrnstra/t- 
lenbilschel).  1/auteur  envisage  alors  deux  de  ces  faisceaux  situées  dans 
des  plans  différents  et  qu  il  désigne  sous  le  nom  de  faisceaux  opposés. 

11  en  déduit  une  correspondance  entre  les  points  des  trois  plans  telle 
que  trois  points  coordonnés  sont  reliés  entre  eux  par  la  triple  condi- 
tion que  chaque  fois  deux  d  entre  eux  doivent  être  situés  sur  les  rayons 
correspondants  des  faisceaux  centraux  s'y  rapportant  ;  il  obtient  ainsi 
une  affinité  parallèle-projecti^'e-trilineairc,  qui  est  déterminée  par  deux 
systèmes  de  trois  points  de  points  coordonnés  et  les  deux  directions 
centrales  de  chaque  plan.  Trois  systèmes  d  une  pai'eille  affinité  peuvent 
toujours  être  orientés  de  fa(;on  qu  ils  se  présentent  comme  projections 
parallèles  du  même  système  de  lespace.  Chaque  couple  de  faisceaux 
centraux  opposés  est  placé  alors  en  perspective.  Les  trois  intersections 
des  plans  appelés  centraux  représentent  les  rayons  projetants  et  se 
rencontrent  au  point  objectif.  Les  rayons  projetants  de  même  espèce 
sont  pai'allèles  entre  eux. 

L'affinité  peut  aussi  être  déterminée  par  quatre  systèmes  de  trois 
points  coordonnés,  quand  ils  sont  choisis  avec  la  restriction,  que  dans 
aucun  système  les  quatre  points  ne  soient  tous  placés  en  ligne  droite  ou 
que  trois  points  ne  tombent  ensemble;  car  de  ces  quatre  systèmes  de 
trois  points  on  peut  déterminer  les  directions  centrales  en  remarquant 
que  chaque  lois  deux  droites  coordonnées  sont  coupées  dans  des  séries 
semblables  de  points  par  les  faisceaux  centraux. 

Les  trois  axes  de  perspectivité  ne  se  coupent  au  même  point  (pie 
lorsque  les  trois  systèmes  sont  placés  de  telle  faijon  qu  un  triple  de 
points  coordonnés  se  réduit  à  un  seul  point.  On  obtient  alors  une 
orientation  plane. 

Une  pareille  orientation  fournit  un  mo^'en  de  construction  important 
qui  rappelle  la  méthode  axonoraétrique.  Pour  terminer  l'on  mentionna 
la  détermination  de  l'affinité  par  les  trois  «  rapports  des  faisceaux  cen- 
traux »  et  les  trois  «  angles  centraux  »,  par  quoi  l'on  arrive  à  la  con- 
ception de  l'affinité  «  supplémentaire  ».  Par  la  fixation  des  rapports 
entre  les  six  éléments  di>  détermination  on  arrive  à  une  grande  richesse 
de  formes  de  l'affinité  parallèle-projective-trilinéaire.  Les  espèces 
usuelles  de  projection  de  la  Géométrie  descriptive  sont  surtout  carac- 
térisées par  des  rapports  très  simples. 

^L  le  professeur  I)""  Anf.EH  (Prague)  traita  ensuite  de  la  représenta- 
tion splirritjuc  et  de  son  importance  pour  la  Géométrie  dcscriptii'C.  La 
représentation  sphéricpie  peut  être  facilement  étudiée  pour  beaucoup 
de  surfaces,  surtout  pour  celles  du  2*  degré,  et  cela  synthétiquement. 
En  envisageant  la  surlace  polaire  d'une  surface  par  rapporta  la  sphère 
de  rayon  un,  on  obtient  ainsi   une  correspondance  par  points. 

En  proj(!taiit  les  points  de  la  surface  polaire  depuis  le  centre  de  la 
sphère  sur  sa  surface,   on  of>tietit  I  image  spliéricpie  de  la  surface  pri- 
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mitive.  C'est  sur  cette  base  qu  on  peut  démontrer  alors  le  théorème 
que  les  images  sphériques  des  lignes  de  courbure  d'une  surface  du 
■x^  degré  sont  des  coniques  homofocales.  De  plus  les  images  sphériques 
des  «  isophotes  »  (lignes  d  égale  teinte)  d  une  surface  quelconque  avec 
un  éclairage  à  rayons  parallèles  sont  aussi  des  isophotes  de  la  sphère 
avec  le  même  éclairage.  C'est  sur  ces  théorèmes  que  repose  l'impor- 
tance de  la  représentation  sphéi-ique  pour  la  Géométrie  descriptive  ; 
il  y  a  cependant  en  cela  une  certaine  difficulté,  car  il  faut  toujours 
trouver  une  construction  permettant  de  passer  aussi  simpleuient  que 
possible  des  points  de  la  surface  primitive  à  leur  image  sphérique,  et 
inversement.  Cette  construction  réussit  d  une  façon  satisfaisante  dans 
le  cas  des  surfaces  du  -i"  degré. 

Ensuite  M.  le  professeur  D""  E.  MIilleii  (Konigsberg)  montra,  quà 
1  aide  de  la  notion  de  couple  de  points  orientés,  il  est  possible  d  établir 
pour  la  projectii'ité  sur  une  droite  des  lliéorcincs  analogues  à  ceux  de 
Lie  dans  la  Géométrie  de  la  splièrc. 

M.  le  professeur  D""  London  (Breslau)  communique  ses  recherches 
sur  une  espèce  particulière  de  suite  convergente  de  points.  Après  avoir 
indiqué  la  définition  de  la  notion  de  la  suite  convergente  de  points,  il 
examina  dabord  une  construction  du  point  de  convergence,  il  est  vrai 
.seulement  approximative,  mais  le  degré  d'approximation  pouvant  être 
donné  à  volonté.  On  est  amené  à  des  conséquences  appropriées  à  des 
buts  de  construction,  si  l'on  rapporte  les  points  d'une  droite  dune 
façon  projective  et  si  l'on  construit  relativement  à  un  point  de  départ 
le  point  correspondant,  et  à  celui-ci  encore  le  correspondant,  et  ainsi  de 
suite. 

Dans  le  cas  où  le  rapport  projectif  a  des  points  doubles  réels  et  n  est 
pas  en  involution,  une  pareille  suite  d'itération  converge  vers  un  des 
points  doubles,  tandis  que  la  suite  fournie  par  la  projectivité  inverse 
converge  vers  l'autre  point  double.  Dans  le  cas  de  points  doubles  non 
réels,  les  points  de  la  suite  d  itération  i-emplissent  la  droite  partout 
d  une  façon  continue.  Des  rapports  analogues  subsistent  [jour  des  rela- 
tions projectives  dans  les  espaces  à  -i,  3,  ...  dimensions. 

M.  le  professeur  D""  Hilbert  (Gottingue)  parla  de  quelques  disser- 
tations matliématiques  récentes  faites  par  ses  élèves  et  traitant  de 
(juestions  de  la  théorie  des  nombres,  du  calcul  des  variations  et  de 
Géométrie.  Dans  ce  dernier  domaine  doivent  être  signalés  les  travaux 
de  MM.  Boy,  Zoll  et  IIamel.  La  dissertation  de  M.  Boy  traite  de  la 
topologie  des  surfaces  exemptes  de  singularités.  Elle  montre  qu'effec- 
tivement il  existe  une  surface  exempte  de  singularités  qui,  par  rapport 
au  plan  projectif,  joue  le  même  rôle  dans  le  prolilème  de  la  représenta- 
lion  conforme  que  la  s|thèi-e  par  rapport  au  phm  de  la  variable  com- 
plexe. M.    Hilbert  présenta  même  le  modèle  d  une  pareille  surface. 

D'autre  part,  M.  Zoll  tiailo  de  même  avec  succès  les  surfaces  à  lignes 
géodésiques  fermées. 

Le  travail  de  M.  IIamel  a  pour  objtl  les  dilférentes  géomélries  oble- 


(  UliUMQL/-:  5l 

nues  en  c^nservanl  tous  les  axiomes  à  lixccplion  de  eelui  tles  triangles 
eongruents,  et  pour  lesquelles  la  déterniinalion  de  la  mesure  est  telle 
que  la  droite  est  le  plus  court  eheiuin.  Précédemment  déjà  deux 
manières  de  ti'aiter  de  telle  sorte  la  Géométrie  avaient  été  trouvées 
par  M.  ^FiNKONVSKi  et  Hilbert  lui-même.  M.  Hamel  prouve  qu'il  y  a 
encore  d'autres  manières  d  envisager  les  géométries  de  cette  espèce. 

Vint  enlin  une  communication  de  M.  le  D'' Zkumki.o  i  (îollingue)  : 
sur  la  théorie  des  lignes  niiniina.  Dans  le  problème  des  a  plus  courtes 
lignes  »,  il  faut  distinguer  entre  «  les  plus  courtes  »  et  «  les  plus  courtes 
de  toutes  »,  selon  que  dans  la  variation  on  se  restreint  aux  courbes 
voisines,  ou  qu  on  ne  le  lait  pas.  La  ligne  géodésique  est  «  la  plus 
courte  »  jusqu'au  |>remier  point  de  tangence  avec  u  l'enveloppe  »  du 
point  initial,  mais  cesse  déjà  avant  d  être  «  la  plus  courte  de  toutes  », 
et  cela  au  point  de  section  avec  «  la  courl)e  dite  celle  de  double  distance  », 
où  deux  lignes  les  plus  courtes  d  égale  longueur  se  coupent.  Les  plus 
courtes  lignes  à  l'intérieur  dune  portion  limitée  de  surface  plane  for- 
mant une  surface  simple  sont  des  courbes  qui  se  composent  de  lignes 
droites  et  de  parties  concaves  de  la  courbe  du  contour.  Les  plus  courtes 
lignes  partant  d'un  point  initial  remplissent  la  surface  en  formant  un 
éventail  et  ne  se  coupent  jamais  une  seconde  fois.  Pour  Unir  le  rappoi*- 
teur  parla  du  problème  important  du  tracé  des  routes  de  montagnes 
suivant  les  lignes  «  les  plus  courtes»  dont  la  pente  à  une  limite  donnée. 

M.  le  professeur  D""  Ki.eix  clôtura  cette  assemblée  annuelle  en  pro- 
nonçant des  paroles  pleines  de  cordialité  et  de  remerciements  à  1  adresse 
de  M.NL  les  membres  du  Comité  local  j)our  tous  les  soins  (ju  ils  ont 
bien  voulu  apporter  à  la  réussite  de  celte  réunion. 

D''  .1.  .ScuHoDER  (Hambourg). 


La  faillite  de  l'éducation  scientifique. 

Notre  éminent  ami  M.  Louis  ()livier,  dans  la  Iic\iie  générale  des 
Sciences,  dont  il  est  le  directeur,  a  ])ublié  (n"  du  îo  octobre  i<)Oi),  à 
propos  de  l'enseignement  de  la  Botanique,  un  article  excellent  dont 
nous  avons  plaisir  à  détacher  le  passage  que  voici  : 

«  (►n  a  parlé  de  la  faillite  de  la  Science  ;  c  était  une  bêtise  ;  mais  ne 
«  semble-t-il  pas  que  nous  marcliiiin<,  télc  baissée,  vers  la  faillite  de 
«  notre  éducation  scientili(jiu-  .' 

«  lîien  lourde  est  la  tàclie  d<'s  professeurs  de  l'enseignement  secon- 
«  daire,  obligés  de  se  tirer  d'allaire  dans  un  cadre  aussi  restreint,  en 
«  accommodant  leur  rôle  d  éducateurs  aux  exigences  du  mécanisme 
((   administratif    » 

Celle  observation  si  juslr  s  ;ippli(pi('  a  merveille  à  la  (pieslidu  qui 
nous  préoccupe  plus  particulièrement,  celle  de  l'éducation  matliéma- 
tique.    Là  encore,    là   surtout,  particulièi-ement  en    l''rance.  le  mal  est 
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grand,  le  danger  manifeste,  et  11  ne  reste  plus  guère  de  faute  à  com- 
ineltre. 

C'est  dans  ce  quon  appelle  ici  l'enseignement  secondaire  que  le  péril 
se  fait  surtout  sentir.  Si  l'on  ne  veut  pas  comprendre  que  l'éducation 
scientifique  ne  connaît  pas  ces  catégories  artificielles  d'enseignement 
secondaire,  primaire,  etc.;  si  l'on  ne  renonce  pas  à  une  centralisation 
outrancière,  dont  les  résultats  sont  désastreux  ;  si  l'on  ne  donne  pas 
aux  professeurs  une  large  liberté  d'allures,  au  lieu  de  réfréner  une 
initiative  qu'on  devrait  provoquer  par  tous  les  moyens  ;  si  l'on  ne 
cherche  pas  à  mettre  de  la  vie  dans  l'enseignement,  à  faire  appel  à  la 
spontanéité  de  l'intelligence  et  non  à  la  mémoire;  il  ne  se  passera  pas 
un  quart  de  siècle  avant  que  la  culture  scientifique  de  la  jeunesse  tombe 
dans  un  état  de  lamentable  décadence.  On  pourra  préparer  encore  à 
des  concours  et  faire  apprendre  des  progrannnes;  mais  les  générations 
à  venir  perdront  la  haute  compréhension  de  la  Science. 

C.-A.  L. 

Directions  générales  concernant  les  études  mathématiques 
à  l'Université  de  Genève. 

XoTi:  DE  L.v  RÉDACTION.  —  Datis  1(1  pUipnvt  des  iinis'prsitcs  oh,  comme  à 
Genève,  Vêlement  étranger  forme  la  majorité  des  étudiants,  des  guides  du 
genre  de  celui-ci  peuvent  rendre  de  grands  services.  Nous  croyons,  en  effet, 
rjue  pour  l'étudiant  qui  na  pas  l'avantage  d'être  entouré  de  personnes  com- 
pétentes, le  programme  pur  et  simple  des  cours  universitaires  est  insuffisant. 
Pour  les  mathématif/ues  plus  que  pour  toute  autre  branche,  il  est  indispen- 
sable que  l  étudiant  soit  guidé  dans  le  choix  des  cours,  et  il  est  désirable 
que  les  professeurs  fassent  connaître  leur  avis  sans  attendre  qu  on  vienne  les 
consulter  à  ce  sujet. 

Ces  directions  générales  ont  été  distribuées  à  l'auditoire  de  mathéma- 
tiques au  commencement  de  ce  semestre  d'/iii'er. 

1.  Nous  croj^ons  utile  de  fournir  aux  étudiants  qui  désirent  aborder 
l'étude  des  mathématiques  supérieures,  quelques  directions  générales 
quant  au  choix  et  à  la  répartition  des  cours  qui  leur  sont  destinés.  11 
ne  s'agit  pas  d'un  plan  d'études  ayant  un  caractère  obligatoire;  les  étu- 
diants peuvent  toujours  choisir  librement,  parmi  les  cours  de  la  Faculté, 
ceux  qui  conviennent  le  mieux  à  leurs  aptitudes  et  au  but  qu'ils  pour- 
suivent. Toutefois,  dans  une  première  étude  des  éléments  des  mathé- 
matiques supérieures,  il  est  indispensable  de  suivre  un  ordre  déterminé 
et,  c'est  faute  d'avoir  consulté  leurs  professeurs  au  sujet  de  leur  plan 
d'études  que  bien  des  étudiants  n'ont  pas  su  tirer  de  l'enseignement 
mathématique  tout  le  prolit  qu'ils  espéraient  y  trouver. 

11  ne  serait  d'ailleurs  guère  possible  d'élaborer  un  plan  d'études  pou- 
vant s'adapter  à  la  fois  à  l'ensemble  des  étudiants  qui  fréquentent  les 
cours  de  mathématiques.  La  préparation  et  le  but  poursuivi  varient 
souvent  d'un  étudiant  à  un  autre. 
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Nous  restons  donc  toujours  à  la  disposition  de  roux  qui  ne  trouveraient 
pas  ici  les  conseils  dont  ils  ont  besoin. 

2.  Pour  suivre  avec  fruit  les  cours  universitaires,  il  est  indispensable 
de  posséder  l'ensemble  des  notions  fondamentales  de  mathématiques 
que  l'on  enseigne  dans  les  collèges  elles  gymnases,  à  savoir  :  l'Algèbre 
élémentaire,  les  éléments  de  Géométrie,  la  Trigonométrie  plane  et  sphé- 
rique,  et  les  éléments  de  Géométrie  analyti(jue  à  deux  dimensions. 
(Consulter,  à  ce  sujet,  les  programmes  du  Gyuiuase  de  Genève. j  L'étu- 
diant doit  posséder  non  seulement  des  notions  précises  sur  ces  élé- 
ments, mais  il  doit,  de  plus,  être  rompu  aux  calculs  arithmétiques  et 
algébriques.  Il  est  facile  à  chacun  de  se  rendre  compte  des  lacunes 
(pii  subsistent  dans  sa  préparation  et  de  les  combler,  soit  pendant 
les  vacances,  soit  encore  pendant  la  première  année  universitaire. 

3.  Les  cours  de  mathématiques  pures  et  appliquées  (jui  figurent  dans 
les  programmes  de  la  Faculté  se  répartissent  en  cours  i^éncraux,  don- 
nés par  les  professeurs  ordinaires,  et  en  cours  spéciaux,  donnés  par 
les  professeurs  ou  les  privat-docents.  Les  cours  de  cette  seconde  caté- 
gorie sont  destinés  soit  aux  commençants,  soit  aux  étudiants  plus 
avancés;  leur  objet  peut  varier  d  un  semestre  à  un  autre.  ?S(nis  n  envi- 
sagerons ici  (jue  les  cours  généraux.  Ce  sont  les  suivants  :  Algèbre, 
Géométrie  analytique  (semestre  d'hiver),  Géométrie  descriptive 
et  projective  peujcstre  d  été).  Calcul  différentiel  et  intégral, 
Mécanique  rationnelle  n  Astronomie,  avec  les  branilus  ({ui  s'y 
rattachent. 

Nous  ne  conseillerions  à  personne  de  suivre  à  la  fois  l'ensemble  de 
ces  cours,  d'autant  plus  que  la  plupart  des  étudiants  sont  appelés  à 
assister,  en  outre,  à  certains  cours  appartenant  aux  sciences  physiques 
ou  chimiques.  Pour  être  faite  d'une  manière  l'ationnelle,  l  étude  des 
éléments  des  niatltcinatiqucs  supérieures  doit  être  répartie  sur  une  période 
de  deux  ans. 

ha  première  année  doit  être  consacrée  à  l'Algèbre  (')  et  à  la  Géo- 
métrie (-),  qui  constituent  une  première  initiation  aux  mathémati<jues 
supérieures.  Ces  deux  cours  figurent  encore  dans  les  programmes  et 
règlements  d'examens  sous  la  dénomination  incorrecte  de  «  mathéma- 
ti<jues  spéciales.  »  Chacun  de  ces  cours  comprend  trois  heures 
pendant  toute'  l'année  (théorie,  \i  heures;  exercices,  i  heure).  Seuls  les 
étudiants  sortis  en  très  bon  rang  de  la  section  technique  du  Gymnase, 
ou  ayant  une  préparation  équivalente,  peuvent  éventuellement,  suivre 
on  mt''ine  temit-;  les  Iccmis  di-  (filleul  diM'én-nlifl  et  inté^^'cal. 

1><  Calcul  différentiel  et  intégral  «t  la  Mécanique  ration - 


[' ,  Le  prograïuiui"  (l'.Mjjèbro  comprend,  cnln-  uuli-c?<,  l<-s  tlicdi-ics  Miivantcs  : 
Dt'tcrminunls  ;  dérivées  cl  intégrales  déûnics  ;  séries  ;  théorii*  p'iiéralc  des  équa- 
tions. 

(*)  Géométrie  analytique  à  deux  cl  ù  trois  dimensions  ;  Géoniélrie  descriptive  et 
projective. 
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nelle  lont  1  objet  de  la  seconde  année  d  éludes.  11  esl  alfeclé  à  chacune 
de  ces  branches  cinq  heures  par  semaine  (théorie,  3  heures;  exercices, 
2  heures). 

Relativement  à  1  Astronomie  <l  aux  in-anches  rattachées  à  cette 
science,  nous  faisons  les  remarques  suivantes  : 

Le  cours  de  Géographie  physique  qui  traite  des  questions  générales 
de  morphologie  et  docéanogi-aphie,  et  plus  spécialement  de  météoro- 
logie est  un  cours  qu  il  sera  bon  de  suivre  pendant  la  première  année. 

(^uant  aux  cours  d  Astronomie,  leur  cj'cle  a  toujours  été  de  deux  ans. 
Il  ne  sera  rien  changé  à  cette  organisation  pour  le  moment,  mais  le 
professeur  se  met  à  la  disposition  des  étudiants  pour  leur  fournir  tous 
les  renseignemen^ts  quils  pourraient  désirer. 

Une  fois  en  possession  des  notions  fondamentales,  1  étudiant  peut  se 
livrer  sans  difficulté  à  une  étude  approfondie  de  quelques-unes  des 
branches  des  mathématiques  supérieures.  Il  aura  l'occasion  de  se  fami- 
liariser avec  les  parties  les  plus  élevées  de  la  science  en  prenant  part 
aux  conférences  et  en  suivant  les  cours  spéciaux. 

Ces  conférences,  faites  au  début  du  semestre  par  le  professeur,  puis 
à  tour  de  rôle,  par  les  étudiants,  poursuivent  un  double  but  j  ayant  pour 
objet  l'étude  des  principes  fondamentaux  de  telle  ou  telle  branche  des 
mathématiques  supérieures,  pures  ou  appliquées,  elles  fournissent  aux 
étudiants  1  occasion  de  sinitier  aux  travaux  de  recherches. 

r3ès  ce  moment,  le  travail  personnel,  accompagnant  la  lecture  des 
ouvrages  classiques,  doit  pi'endre  la  place  prépondérante.  A  cet  effet, 
les  étudiants  trouveront,  soit  à  la  Bibliotlièque  >nat/iémaiiquc  de  l'Unh'er- 
sité,  soit  à  la  Bibliothèque  publique,  la  plupart  des  ouvrages  et  revues 
dont  ils  pourront  avoir  besoin. 

4.  A  côté  de  ces  l)ranches  qui  forment  le  bagage  indispensable  à  tous 
ceux  qui  s'engagent  dans  le  domaine  des  sciences  mathématiques,  phy- 
siques ou  chimiques,  l'étudiant  ne  doit  pas  perdre  de  vue  le  développe- 
ment de  sa  culture  générale.  A  cet  effet,  nous  l'engageons  à  suivre 
régidièrement,  dès  la  seconde  année  si  possil)le,  au  moins  un  cours  de 
la  Faculté  des  Lettres  et  des  Sciences  sociales.  Il  ne  doit  pas  oublier  que 
la  culture  universitaire  ne  comprend  pas  seulement  létude  approfondie 
de  tel  ou  tel  domaine  de  la  science,  mais,  de  plus,  des  vues  généi'ales 
sur  l'ensemble  des  connaissances  humaines. 

I'>n  première  ligne,  nous  devons  signaler  lu  Philosophie  et,  de  plus, 
pour  ceux  qui  se  destinent  à  l'enseignement,  la  Pédagoi^ic. 

5.  Il  nous  paraît  indispensable  de  faire  suivre  ces  conseils  relatifs  au 
choix  des  cours  de  (pu-hjues  conseils  sur  la  méthode  de  tra%-ail.  Le  déve- 
loppement de  l'esprit  mathématique  ne  peut  se  faire  d'une  façon  rationnelle 
que  si  létudiant  fait  preuve  de  volonté,  de  persévérance  et  d'initiative 
dans  le  travail.  L'accpiisition  des  connaissances  mathématiques  exige 
un   clfort    constant.    Une    fréquentation   régulière,    non    seulfiiii'nl    des 
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cours,  mais  aussi  dos  léchons  d  oxcrcifes  rsl  iudispensalde.  Les  noies 
pi'ises  au  cours  seront  aussi  brèves  que  possible;  elles  devront  toujours 
être  revues  et  développées  à  la  maison,  le  jour  même  si  possible.  Pour 
ceux  des  étudiants  qui  font  des  mathématiques  leur  principal  objet 
d  étude,  ces  notes  devront  souvent  être  complétées  à  1  aide  des  traités 
classiques.  Dans  tous  les  cas,  il  s'agit,  non  pas  d  accumuler  des  notes 
et  de  se  livrer  à  un  simple  travail  de  rédaction  au  point  de  vue  du  soin 
et  de  Tordre  dans  le  texte,  mais  avant  tout  d  un  tra\ail  d'nssinnlution. 
C'est  à  ce  moment-là  que  l'étudiant  se  rendra  compte  s  il  a  compris 
l'enchaînement  des  idées  et  la  méthode  employée  dans  la  démonstration. 
S'il  reste  des  points  obscurs,  il  s'ellorcera  de  les  faire  disparaître,  et, 
en  cas  d  insuccès,  il  s'adressera  le  lendemain,  soit  à  un  camarade,  soit 
à  son  professeur  qui  sera  toujours  heureux  qu'on  lui  signale  les  pas- 
sages pouvant  offrir  quelque  difficulté. 

De  plus,  il  est  indispensable  cju'à  la  fin  de  chaque  chapitre  l'étudiant 
se  livre  à  un  ti'a\,'ail  de  rc^'ision  qui  lui  permettra  de  se  rendre  compte 
d'une  façon  précise  des  idées  directrices  auxquelles  on  a  eu  recours,  et 
qui,  étendu  à  un  ensemble  de  chapitn-s,  lui  donnera  une  vue  générale 
sur  les  c[uestions  développées  et  sur  les  liens  qui  peuvent  exister  enti-e 
elles.  Ce  travail  de  revision  devra  être  repris  et  développé  pendant  les 
vacances  ;  il  devra  être  accompagné  de  nombreux  exercices.  La  résolu- 
lion  de  quelques  problèmes  permet  souvent  mieux  que  toute  revision 
de  constater  les  lacunes  qui  restent  à  combler. 

Les  cours  universitaires  ne  fournissent  pas  un  exposé  dogmatique  de 
la  branche  traitée  ;  d'ailleurs,  le  temps  accordé  aux  diverses  théories 
ne  le  permettrait  pas.  Ils  diiivenl  être  envisagés  comme  un  simple 
guide  et  comme  un  stimulant  pour  létude  personnelle.  Ceux  qui  pour- 
suivront les  études  mathémaliqiu's,  en  fréquentant  les  contérences  et 
les  cours  spéciaux,  se  feront  peu  à  peu  une  idée  générale  de  l'ensemble 
des  sciences  exactes  ;  ils  seront  mis  à  même  de  suivre  le  développe- 
ment de  la  science  dans  le  domaine  autpiel  ils  se  sont  plus  spécialement 
consacrés  et,  plus  tard,  pourront  à  leur  tour  contribuer  à  ses  progrès. 

C.  Caii.i.ii;,    II.  ri-UR,   R.  Gaitier. 

Congrès  international  d'Histoire  des  sciences. 

Le  prixliain  congrès  internatinnal  des  siiences  hisloricpies  aura  lieu 
à  Home  en  avril  1907..  11  a  été  pr<''vu  une  section  la  1  'i*"),  spécialement 
réservée  aux  sciences  nutlJié/tint/fjiirs,  /)/ii/si(/i(es  et  naliirellcs.  Klle  sera 
présidée  par  M.  V.  Ckiiiilti.  M.  I'avaho  présidera  la  sous-section  con- 
sacrer à  1  liistuire  des  sciences  malh(iiiati(|ue<  et  jilivsiques. 
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Une  demande  d'un  plan  d'étude. 

Sainte-Hélène,   i"  novembre  1900. 

Après  quelques  hésitations,  je  me  décide  à  vous  écrire,  bien  qu'in- 
connu de  vous  ;  je  vous  demande  de  bien  vouloir  excuser  cette  lettre 
qui,  j'en  ai  peur  pour  vous,  sei*a  sans  doute  un  peu  longue. 

Je  viens  de  lire  votre  livre,  la  Mathématique  :  p/iilosop/iie,  enseigne- 
ment. Au  lieu  de  vous  en  faire  des  éloges  qui,  d'ailleurs,  manqueraient 
de  compétence  et  partant  de  portée,  j'aime  mieux  vous  prouver  par  un 
double  fait  que  c'est  un  livre  excellent  :  il  m'a  donné  l'envie  de  faire  des 
mathématiques  et  a  suscité  le  même  désir  chez  un  de  mes  camarades, 
ancien  officier  de  cavalerie. 

Ma  lettre  a  pour  but  de  vous  demander  :  1°  des  livres  ;  2°  un  plan 
d'études.  Auparavant  je  dois  vous  dii'e  le  peu  que  je  sais  en  mathéma- 
tiques :  cela  me  donnera  l'occasion  de  me  présenter  à  vous.  J'ai  fait  les 
mathématiques  élémentaires  et  j'ai  passé  mon  baccalauréat  es  sciences, 
il  y  a  de  cela  douze  ans  et  j'ai  actuellement  trente  ans  ;  je  me  souviens 
que  j'ai  obtenu  .',  1/2  sur  5  de  mathématiques  à  l'écrit  et  qu'il  ma  man- 
qué I  point  pour  être  reçu  avec  la  mention  «  très  bien  ».  Ce  n'est  pas 
par  une  sotte  et  insignifiante  vanité  que  je  vous  raconte  cela,  c'est  pour 
vous  faire  compi'endre  que  je  travaillais  alors  les  mathématiques  avec 
goût.  J'ai  même  fait  une  année  de  mathématiques  spéciales  (deux  doigts 
d  algèbre  et  une  once  de  géométrie  analytique)  ;  mais  ça  ne  compte 
pas  :  je  n'ai  pas  travaillé,  n'ai  profité  en  rien  et  ne  me  souviens  de  rien. 
Après  ce  bel  exploit,  je  suis  entré  à  l'Ecole  des  Chartes  (voyez  ma 
logique  !)  ;  j'ai  obtenu  le  diplôme  d'archiviste  paléographe  et  ai  rempli 
pendant  quelques  années  le  rôle  d'archiviste  dans  un  département. 
Quelque  diable  me  poussant,  j'ai  surpris  la  bonne  foi  de  mon  protêt,  lui 
ai  extirpé  un  congé  irrégulier  de  cinq  mois  et  suis  allé  me  battre  au 
Transvaal,  comptant  y  rester  trois  ou  quatre  mois  et  revenir  prendre 
mon  poste  après  m'être  rafraîchi  les  idées.  La  fortune  a  mis  des  bâtons 
dans  les  roues  de  ce  beau  projet  :  notre  commando  s'est  fait  pincer 
lors  de  l'attaque  de  Mafeking  ;  et  depuis  je  ne  sais  plus  combien  de 
temps,  je  suis  prisonnier  à  Sainte-Hélène.  Assurément,  je  ne  lai  pas 
volé,  et,  soyez  sans  terreur,  ce  n'est  pas  pour  me  plaindre  que  je  vous 
écris. 
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Cipondaiit,  1  ennui  nous  gagne  en  même  temps  que  le  désœuvrement. 
Je  ne  peux  pas  laire  de  1  histoire  ici  :  les  manuscrits  et  pièces  d  ar- 
chives ont  horreur  du  mal  de  mer  et  ne  consentiraient  pas  à  venir  à 
Sainte-Hélène.  Pour  obvier  à  1  ennui,  j  apprends  le  peu  <[ue  je  sais, 
mathématiques  et  autres,  à  quelques-uns  de  mes  camarades  français 
avec  lesquels  je  fais  popotte.  Un  de  vos  idéals  est  ainsi  réalisé  :  «  Un 
professeur  par  élève  »,car  je  les  enseigne  individuellement.  Je  n'ai  pas 
besoin  d  ajouter  que  beaucoup  d  autres  de  vos  idéals  ne  sont  pas  atteints. 

Voici  maintenant  ce  que  je  voudrais  vous  demander.  Pourriez-vous 
m'envoyer  quelcjucs  livres  de  mathémathiques  supérieures  avec  un 
mot  m  indiquant  un  plan  d'étude  ;  vous  êtes  plus  capable  que  quiconque 
de  choisir  les  livres  et  de  doser  le  plan  de  travail.  Je  me  hâte  d'ajouter 
que  je  ne  veux  préparer  aucun  examen,  aucune  licence.  Je  commence  à 
avoir  passé  assez  d  exaniens  dans  ma  vie.  Je  voudrais  simplement 
acquérir  des  données  précises,  étendues  autant  que  possible,  un  peu 
larges  sur  les  mathéniati(jues.  Je  nai  aucune  idée  de  ce  qu  est  le  calcul 
infinitésimal  ;  votre  livre  m'a  fait  venir  l'eau  à  la  bouche,  je  vous 
demande  de  vouloir  bien  menvoyer  à  boire  quelque  chose  d'approprié 
à  uion  estomac. 

Cet  aperçu  est  Ijel  et  bon  ;  mais  il  reste  encore,  comme  vous  l'expo- 
sez dans  votre  Mathématique,  à  opérer  le  retour  de  labstrait  au  con- 
cret ;   en  d'autres  termes  :  qui  paiera  les  livres  que  vous  m  enverrez  ? 

Vous  dirai-je  qu'un  envoi  d'argent  nécessite  de  notre  part  des 
démarches  sans  nombre  ?  C'est  vrai,  mais,  serait-ce  un  argument  ?  Il 
vaut  mieux  dire  franchement  que  nous  ne  roulons  pas  sur  l'or,  et  qu  il 
nous  serait  très  dur  de  prélever  sur  notre  maigre  bourse  commune  le 
prix  de  bouquins  de  mathématiques  ;  il  y  aurait  de  quoi,  j'en  conviens, 
faire  attraper  la  jaunisse  à  plus  d'un  de  nos  camarades. 

Je  me  fais  honte,  car  je  me  donne  1  air  d'un  mendiant,  et  telle  n  est 
pas  mon  intention.  Je  vous  demande  simplement  un  délai  pour  le  paie- 
ment ;  comme  dit  une  chanson  sensiblement  triviale,  je  vous  demande 

D  cas([iior  pour  moi,  j'vous  rendrai  ça 
A  la  soiiio. 

Si  les  dieux  inhumains  veulent  que  nous  revoyions  notre  patrie  (je 
commence  diablement  à  en  douterj,  je  vous  renjbourserai  le  prix  des 
dits  livres  à  ma  rentrée  en  France. 

Je  ne  terminerai  pas  en  vous  reujerciant  d'avance;  c  est  une  méthode 
un  peu  trop  coujuiode  de  forcer  la  main  à  ceux  auxcjuels  on  demande 
sei'\'ice.  Je  vous  assure  de  ma  très  respectueuse  sympathie. 

Et  puis,  rendez-moi  grâce  et  justice  ;  j'ai  réussi  à  écrire  à  M.  Lui- 
sant une  lettre  interminable  sans  faire  de  politique  !  AU  right  !  comme 
on  dit  chez  les  autres  (*).  U.   MoitiîL,    piisonnicr  de  ffucnc. 


(')  Mon  coiTcspondniit  n'a   pas  eu  grand  mérite  à  éviler  de  nie  parlor  politique, 
en  ai  trop  fait  dans  le  passé  pour  n  en  pas  èlre  à  jamais  guéri.  Mais  il  montre 
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A  propos  de  la  formule  de  Taylor. 

M.  Pi.  Suppautschilsch  a  bien  voulu  appeler  mon  attention  sur  trois 
«  inconvénients  »  dans  mu  démonstration  de  la  fomnule  de  Taylor 
publiée  dans  ce  journal  (II,  p.  W'-j).  Je  tiens,  à  ce  propos,  à  lui 
répondre  les  lignes  suivantes. 

1°  Quant  à  «   l'adoption  arbitraire   »  des  fonctions 

(a)  a  (x  +  oj)  —  a  [x)  —  toa'  (,r)  —  V  -^,  [\=r!  [x  +  s)  —  5  (x)  —  trs'{x]] 


(P)  t(x+oj)  — a(a-)- 


lot'  [x) 

•cr(.r)  — £7'(.r)  — 


r=^ '■■(•'■/ 


+  1 


l-ï' 


je  fais  remarquer  que  dans  toutes  les  démonstrations  de  la  formule  de 
Taylor,  fondées  sur  le  théorème  de  Rolle,  on  considère  une  fonction 
dans  la  formation  de  laquelle  il  y  a  toujours  quelque  chose  d'arbitraire 
et  dont  ladoption  ne  paraît  pas,  de  prime  abord,  suffisamment  justifiée  ; 
c'est-à-dire  que  toutes  ces  démonstrations  sont  synthétiques .  Au  point 
de  yxxe  didactique,  Xes  démonstrations  synthétiques  sont  sans  doute  infé- 
rieures aux  démonstrations  analytiques  ou  génétiques,  mais,  comme  on 
sait,  nous  sommes  très  souvent  obligés  d'admettre  des  démonstrations 
synthétiques  ;  même  la  formule  f{x  -h  It)  — f  [x)  =^Jif"  {x  -+-  b/i)  se  dé- 
montre synthétiquement. 

Peut-être,  serait-il  préférable,  pour   la  démonstration  de  la  formule 
de  Taylor,  de  considérer,  de  proche  en  proche,  les  déterminants  : 


,{x  +  z) 
<j  [x  -{-  m' 


-7{X) 
{X+Z) 


T(.r-f  E)-a(.r)-E7'(x)  j    s-' 
T(.r-|-(o)  —  !7(.r)  —  wt' (,r)  [  w- 

l.r)-t,'{x)-...—^^''Hx 


a  [x  +  lu)  — (i{x)  —  toi'  [x) 


..-^^•■■K-) 


■+i 


qui  sont  les  fonctions  mêmes  (a)  et   (S)  multi[)liées  par  des  puissances 
de  £,  et  dont  la  construction  est  très  facile  à  concevoir.  Le  iiremier  de 


une  telle  vivaiilé  d  iiitellij,'-eiiee  et  de  bouiie  bmneur  que  jai  tenu  iuimédialemcnl  à 
lui  donner  la  petite  satisfaetion  ([uil  désire.  J'ai  trouvé  du  reste  delà  part  de  notre 
éditeur,  M.  Naud,   la  co/wy^/û/Vc  la  plus  empressée. 

Quant  à  la  lettre  de  M.  Morel.  si  nous  l'insérons,  ce  n'est  pas  seulemenl  à  cause 
de  son  style  alerte,  de  la  bonne  pbilosophie  pratique  qui  s'en  dégage.  C'est  surtout 
parce  qu'elle  montre  de  quelle  ressource  pour  l'esprit,  dans  certaines  circonstances 
delà  vie,  peut  être  la  science  que  nous  aimons  et  dont  nous  travaillons  à  propager 
la  culture  cl  le  goùl.  C.-.\.  L. 
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ces  détenuiiianls  sert  à  ck'-iiioiitror  la  lorimili'  -;(.{■ -j-c)  —  ^  (•'") 
i^sy^jr-j- Oe)  ;    le    dcuxiènic.    la     toniuilc    s  {.r  -\-  t)  —  s  (.r)  =  eî'  (.»•) 

+  —rc"{.r-\-fiz).  etc. 

2"  Quant  à  1  iiivi'aisemlilaiùe  de  pouvoir  trouver  la  Joruiule  (Ji), 
j'observe  que,  dans  renseignement,  on  ne  la  trouve  pas  tout  de  suite, 
comme  par  un  saut,  mais  on  commence  bien  par  la  fonction  (ai,  en 
poursuivant  de  proche  en  proche,  jusqu  à  ce  que  létudiant  perçoive  la 
loi  de  formation  ;  d  ailleurs,  cette  loi  lui  est  déjà  connue  par  l'Algèbre. 
par  le  développement  de  l'accroissement  des  })olynômes  entiers. 

3"^    Quant    à    rol>je(tion    de     M.    Suppautscliitsth    (jue   l'expression 

V ^'z{jL--\-i) — r:[.r)  —  —  '^  (•'')  —  — 7  "^  '  vO  ^^  reste  pas  cons- 
tante dans  la  difféivulialion  par  rapport  à  m,  je  crois  quelle  est  sans 
fondement,  car  l'on  voit  sans  peine  que  V  est  indépendant  de  w. 

La  démonstration  de  M.  Suppautscliitsch  est  plus  directe  que  la 
mienne  ;  mais  il  reste  (du  moins  à  moi)  le  scrupule  de  savoir  comment, 
dans  la  différentiation  par  rapport  à  h,  les  Oi,  60,...,  0„  restent  constants, 
puisque,  en  plus,  la  formule  f(x-\-h) — /'(./■)  =  ///'' (.r-f- Oj//)  montre 
que  Oi  dépend  bien  aussi  de  //.  Du  reste,  Oi  n'est  pas,  sans  doute,  néces- 
sairement égal  toujours  à  —  dans   cette   même    formule  ;   et  rej)endanl 

M.  Suppautscliitsch  trc/uve  0,  =  — .  1    -v-    ir  .   1  s 

^"^  ■!  J.-}\.  Hatziuakis  ■Athènes). 


L'article  de  M.  SirrAr  rscinrscu  sur  la  démonstration  du  théorème 
de  Taijlor  [l'Iins.  math.,  '^'^  année,  n°  5)  m'a  intéi'essé  parce  que,  autre- 
fois, j'ai  cherché  en  vain  une  démonstration  dans  cette  voie-là  Mais 
M.  S...,  n"a  pas  réussi  mieux  que  moi.  En  effet,  il  traite,  en  dilfé- 
rentiant,  comme  constantes  les  quantités  0,,  0^,...  0,^  ,  tandis  (pielle?. 
sont  fonction  de  //. 

11  me  semble  qu'on  n'a  pas  le  droit  d'apj)li(pier  le  nom  de  théorème  de 
Rolle  àl'équation  f(.r-\-h)  — /"(.r)  =  /"  (.r-|-0//).  Le  théorème  donné  par 
RoUe  ne  concerne  qu'un  cas  spécial,  celui  de  f(.r  -\-h)  =  f  (r)  ;  voir 
par  exemple.  Cantou,  Vorls.,  t.  111.  p.  1  18  (de  la  i*"  éditiom.  Le  ihéi,»- 
rème  géuéi-al  a-t-il  été  énoncé  avant  Lagrangf  '.' 

11.  BriiKHAUDT  (Zurich). 


La  notion  de  polynôme  identiquement  nuL 

On  lit  dans  la  plupart  des  Traités  d  Algèbre  : 

Lorstjii  mi  pohjnôinc  entier  en  \,  de   dei^rè  m,    s'annule  pour 
plus  de  m  valeurs  distinctes  de  x,  il  est  iden(i(jitement  nul. 
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Cet  énoncé  ma  toujours  paru  des  plus  bizarres  ;  car,  si  le  polynôme 
est  identiquement  nul,  comment  peut-il  être  de  degré  m  ? 

Je  trouve,  dans  un  Traité  dfs  plus  estimés,  l'énoncé  suivant,  où 
l'antinomie  est  encore  plus  frappante  : 

Un  polynôme  identiquement  nul^  ou,  cV après  le  t/iéorème  pré- 
cédent, un  polynôme  qui  s  annule  pour  un  nombre  de  valeurs  de 
sa  variable  supérieur  à  son  dei^rè^  a  ses  coefficients  nuls. 

On  me  dira,  je  le  sais,  que  l'expression 

b  —  c)  {x — «)- +  (c  —  a)   [x  —  A)2  +  (rt — h)  [x  —  c)-  -\- [h  —  c)  [c  —  a)   [a  —  b) 

est  du  2^  degré.  Pourtant,  si  on  y  regarde  bien,  cela  n'est  pas  exact. 

Je  suis  certain  que  beaucoup  de  mes  collègues  ont  fait  la  même  obser- 
vation, et  je  voudrais  savoir  dès  lors  comment  ils  énoncent  la  proposi- 
tion. Car  il  faut  bien  que  nos  élèves  sachent  que  l'expression  précé- 
dente, s'annulant  pour  les  ti-ois  valeurs  x  =  a,  x  ^  b,  x  =^  c,  est 
identiquement  nulle. 

Je  vous  serais  très  obligé  d'en  parler  aux  lecteurs  de  Y/îns.  Math. 

GouLAKD  (Marseille). 


Questions  et  remarques  diverses. 

12.  —  Quelques  auteurs  introduisent  la  dénomination  de  nombre  algé- 
brique déjà  dans  les  premiers  éléments  d'Algèbre,  après  avoir  défini  les 
nombres  négatifs.  Ils  emploient  ce  terme  dans  le  sens  de  nond^re  réel  ; 
et  ils  introduisent  à  cet  effet  la  considération  de  longueurs  quelconques 
portées  sur  une  droite  indéfinie  en  tenant  compte  du  fait  que  ces  lon- 
gueurs peuvent  être  parcourues  par  un  mobile  en  deux  sens  différents. 

Plus  tard,  en  Algèbre  supérieure,  l'étudiant  rencontre  la  dénomination 
de  nombre  algébrique  dans  un  autre  sens,  sans  qu  il  s'agisse  d'une 
généralisation  de  la  premièi'e  notion.  Il  y  a  à  la  fois  extension  et  res- 
triction :  extension  par  ce  fait  qu'on  introduit  la  notion  de  nombre 
complexe;  restriction,  puisqu'on  exclut  les  nombres  irrationnels  trans- 
cendants. 

Pour  éviter  les  inconvénients  que  présente  cet  emploi  d  un  même 
terme  dans  deux  sens  différents,  on  pourrait  renoncer  simplement  à 
s'en  servir  dans  les  éléments,  sans  même  introduire  un  nouveau  terme. 

11.  Fiiiii». 
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Annuaire  des  mathématiciens  pour  1901-1902.   —   Un  volmno  in-12 

do  plus  (lo  .ioo  pages.  Prix  :   'i  iv.   C.  Nand,   édiliMir,    J.  inic  llariiio.  l'aris. 

Ce  volume  tant  attendu  vient  de  paraître  à  la  librairie  C.  Xaud.  11  contient 
des  renseignements  généraux  sur  près  de  -000  mathématiciens,  et  particu- 
lièrement leur  adresse  et  les  sociétés  savantes  dont  ils  l'ont  partie.  Il  faut 
encore  ajouter  à  cela  une  liste  de  ces  Sociétés  scientifiques  elles-mêmes  et 
1  énuméi-ation  des  principales  puldications  matliémaliques  avec  des  rensei- 
gnements détaillés  sur  ces  publications. 

Le  volume  contient  en  outre  les  articles  scientifiques  suivants  : 

E.  lîoKKL.  —  Charles  Ilcrmitc. 

P.  Api'ki.l.  —  Lp  principe  de  la  moindre  contrainte  de  Gaiiss. 

.1.  Pi:ti:kse.n.  —  Le  problème  des  30  officiers  d  Euler. 

A. -G.  GuKKMui.L.  —  Les  fonctions  elliptirjiies  nu  point  de  \ite  de  leurs 
applications. 

(>n.  Mkkw.  —  l.a  langue  auxiliaire  internationale. 

Pu.  Si:iioiTi:.  —  1"  I.e  nomlire  des  points,  des  droites,  des  plans,  etc..  con- 
tenus dans  l  hyperespace  :  2"  La  re\-ue  semestrielle  des  puhlirations  mathé- 
matiques. 

.Nous  sommes  persuadés  de  la  haute  utilité  de  cette  œuvre  que  le  monde 
mathématique  désirait,  comme  le  prouvent  les  desiderata  manifestés  dans 
plusieurs  congrès,  et  nous  croyons  termomcnt  qn  il  sera  prompteraent 
remédié  aux  lacunes  et  aux  errements  inévitables  dans  une  pi-emière 
«'■dilion. 

Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  1902.  —  Un  volume  in-iO; 

prix  :   I  ir.  'io.  Gaulhier-Villars.  Paris. 

Dans  ce  petit  volume,  d  environ  8jo  pages,  se  trouvent  condensés  uiu- 
foule  ch?  renseignements  indispensables  à  1  ingénieur  et  à  Ihomme  de  science. 
Les  diverses  tailles  sont  accompagnées  de  notices,  parmi  bsquelles  nous 
signalons  tout  parliculièremenl  celh-  de  ^L  A.  Coiinu.  sur  les  courants  poly- 
phasés :  celle  de  M.  II.  Poi.NCAiii;.  sur  la  télégraphie  sans  /ils.  et  enfin  celle 
rie  M.  (JiYOL,  sur  l'application  de  la  division  décimale  du  t/uart  de  cercle  à 
la  navigation . 

12.  l^sT.v.NAM  .       Revue  décennale  des  thèses  présentées  à  la  Faculté 
des   sciences  de  Paris,  en    mi^  du   i,M-,Hle  île  «loii.nr  .■■.-sri.iice>.  du 

i'^''  janvier  i8yi  au  Ji  décembi-e  i()oo.  avei-  lindicalion  des  périodiques 
contenant  la  pluparl  de  ces  nn-moires  ou  leui-s  analyses;  in-S' .  i  l 'i  pairis; 
prix,   ■)  fr.;  Paris.  (irovilie-.Mor.iiil .    i<,ni. 

Ce  très    utile  et  très    inl<ress.inl    lîeruei!  a    ele  ilivisc  par  I  auteur  en  trois 
F.iiseigiicmcnt  niulh.  .", 
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parties  :  Sciences  malhéinaliqiies,  Sciences  pliysicpies.  Sciences  naturelles. 
Pour  chaque  thèse,  on  trouve  les  nom,  jirénoms,  claie  et  lieu  de  naissance 
(ie  l'auteur  de  la  thèse,  le  litre  de  celle-ci,  son  étendue,  les  indications  nien- 
lionnées  plus  liant,  le  numéro  d'ordre  cl  la  date  de  la  soutenance.  On  trouve 
ensuite  :  une  statistique  des  auteurs  par  départements  d  origine,  une  table 
i'.lphahétique  de  leurs  noms,  et  enlin  ime  table  ni('tliodi([ne.  En  tète  (itfurenl 
des  renseignements  inl<''r(>ssants  sui-  le  doctorat  et  une  cour-te  Pr<''f'ace,  dont 
nous  extrayons  ce  qui  suit  : 

'(  Au  cours  du  xix*^  siècle,  la  F";icull<''  de  Paris  a  i-ecu  i  048  docteurs,  savoir 
247  (Sciences  mathématiques),  427  (Sciences  physitjues),  374  (Sciences  nalu- 
i-elles) .  Dans  les  dix  dernières  années,  il  y  en  a  eu  347,  '^'^  décomposant 
respectivement  en  63,  146,  i38.  Les  63  docteurs  es  sciences  uiallu-niatiques 
se  ri'partissenl  comme  il  suit  sur  les  dix  années  : 


i8<)i 
1 892 

1894 
1895 


1S96 
1897 
1898 
1 899 
190U 


Nos  lecteurs  notis  sauront  gré  de  n^produii'e  simplement  ici  les  litres  des 
thèses  soutenues  depuis  1  anui'e  1898,  (]ui  a  préc(''d(''  la  fondation  de  1  Ensei- 
gnement mathématique  : 

1898 

11  janvier.     . 


il  avi'il  . 
24  juin 


BouRGKT    (C.-E.-H.).    —    Sur  une    classe    particulièi-e    des 

groupes    hyperabéliens . 
Tii:  Rov  i  E.-L.-E.-J.).  —  Sur  1  inli'-gration  des  é'(|ualions  de 

la  chaleur. 
Dracii    J.-.I.).  —  Essai   sur  une  théorie  générale  de    linté- 
gi-ation  el  sur  une  classification  des  transcendantes, 
i  juin   ....      Marottel  (F. -A.).  —  Les  équations  dillérentielles  linéaires 
et  la  théorie  des  groupes. 


lÎMiu:     I\.-L.).  —  Sui"  les  i'onclions  de  vai-ial>les  réelles. 
(].\Ui:.N    (A.).   —   Sur   la    rormation    explicite    des    équations 

didérenlielles  de  preiniei"  ordi-e,  dont  1  intégrale  générale 

esl  une  fonction  à  nombre  (ini  de  brandies. 
Skkvant  (G. -M.).  —  Essai  sur  les  séries  divei-genles. 
TziTZF.icA  (G.).  —  Sur  les  congruences  cycliques  et  sur  les 

systèmes  triplement  conjugués. 
CoTTOx  (E.-C).  —  Sur  les  varic'lés  à  li-ois  ilimensions. 
Sackboote  (E.-P.).  —  Recherches  lln-oriques  sur  les  délor- 

inations  des   diélectriques  solides   isotropes. 


1899 

24 

mars.    . 

■28 

juin    .     . 

28 

juin   .     . 

3o 

juin   .    . 

■■Î9 

novembre 

20 

di''cemi)re 

1900 

29 

mars.    . 

8 

novembr( 

29  novembre 


lÎAcniLUi!     L.-.T.-l).-.\.\    —    rii(''oii«^  de  l;i  spi'ciilation  . 

EsTANAvi:  ^1].-P.).  —  Contribution  à  létnde  de  IV-qnilibre 
t'iasticjue  «rune  pla<[ue  rectangulaire  mince  dont  deux 
bords  opposés  au  moins  sont  appuyés  sur  un  cadre. 

DAvinocLOu  A.).  —  Sur  l'i-qualion  des  vibrations  trans- 
versales des  vei'g(>s  é'iastiijues . 
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H  est  ;i  cspt'iiM'  (|iii'  M.  Eslitnavt'  coiitimuMM  cot  iililo  rolevi'-. 

.Nous  <>incltoiis  aussi  li>  vœu  qu  un  Iravail  analogue  soil  l'ail,  avec  les  docii- 
intnls  qu  on  a  tic'jà.  imi  ronionlanl  à  l  origine  et  on  y  coniprrnanl  les  diverses 
faoulU's  des  déparlemenls.  A  la  condilion  de  se  borner  au  doctorat  es  sciences 
ni;(th«'Mn:iliqnes  ce  recueil  n  au  rail  pas  une  1res  grande  élcMidm^  et  sei-ail  une 
précieuse  conlrihulion  à  l'iiisloire  cl  à  la  bibliographie  niallninalic|iHs. 

C.-A.   L. 

l'inil    lluc.M/.scuEi..  —    Elementare    Herleitung    der    Newtonschen 

ReUien  fiir  sinus  uiid  cusiniis  iiiul  dii'  .Nni-niiriiiiin  (lui-  \  orseiclieii  Ijci  der 

DelinilioM  der  I  iis,oiii>Mift  riscli.'ii   Kmiklioiieu.  (  Wiss  .  Beil .  /..  Jahresb.  des 

Kidln,  (iyinu.    /ii    Berlin,    Ostern,    it)Oi;  ;    une    brocluire   in-j'-'.  de  i).  ]j. 
R.   (iaerluer,  15ei-liu,  1901. 

l'n  premier  lieu  l'auteur  prouve  l'existence  des  séries  newtoniennes  pour 
les  sinus  et  cosinus  en   utilisant   iniiquemeiit  les  torniules  élémentaires 

a  a  .    ,    2 

sin  a  ^  1  sin —  eos ,  cos  a  =  i  —  1  siii- 

1  1  2 

et  les  Huiites 


rr:  o  et    lim    cos  — ^   ^   1 


Il  (Il  r(-snlte  les  équations  sin  ( —  3)  =r  —  sin  [i  et  cos  S  z=  cos  ( —  ,;)  ;  il  n  (>sl 
doiu-  pas  ué'cessaii-e  de  préciser  dès  le  dé-but  le  signe  des  fonctions  dans 
les  diirér«'nls  quadrants.  Il  établit  ensuite  d'une  manière  remai-quablement 
simple  les  •'•qnalioMs  d  lùiler 

.     ,           ("-  —  c  -  '.'                 ^          e'i-\-  e-  '.' 
sin  :  =  : et  cos    î  =r 

•1  l  -2 

el  les  utilise  dans  l'étude  des  théorèmes  généraux  d'addition.  Pour  ces 
théorèmes  l'auteur  nous  donne,  on  outre,  accessoirement  de  nouvelles 
démonslralions  géométi-it|nes  ;  le  rapporteur  les  a  <l'jii  employi-es  avic 
succès  celte  année  ilans  son  enseignement. 

Mais  il  nous  semble  cjue  cet  arrangement  de  signes  des  limclious  et  1  éta- 
blissemenl  de  i|natro  espèces  de  trigononnUrie  n'oH'renl  qu  une  inqxirtance 
secondaire.  Il  est  vrai  i|ne,  par  ces  spéculations,  on  se  trouve  conduit  à  une 
criliqin'  plus  sévère  des  formules  usuelles.  —  1  auteur  lui-même  nous  en 
donne  des  exemples  ti'ès  iiislruclifs  —  mais,  somme  toute,  on  peut  toujours 
choisir  m  hih  airciiiciil  le  piemur  (|Madranl. 

f)iTf)  Simon 
(Vu\:.    Hradis.b.   Aulriehci. 

L.  KiiiTRT.  —  Grundriss  der  Differential-  und  Intégral  Rechnung. 

I  Theil  :  DilJii  inlixl-ltri  luutni:.  Neiinle  \(illsl,indl;4  nniL;earlieitele  nnil  viM'- 
mehrte  Aullage  des  gleichnamigen  Leitfadens  von  weil.  D'  Max  Stigemann. 
In  vol.,  gr.  in-S".  de  ~'n>  p.  <l  171  ligures.  Ilclwingsciie  Verlagsbuch- 
lian'IlniiL'.   llann<'\ei-,    ii|i>i. 

Le  traité-  de  (ial.ni  dilfi  i-enl  iej  .-l    inl.  gral   d.-  M.  Kiepert  est  très  r.-|iandM 
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en  Allemagne,  où  on  le  considère  depuis  longtemps  comme  un  excellent 
ouvrage  d  initiation  s  adressant  aussi  bien  aux  étudiants  de  l'Université  qu'à 
ceux  des  écoles  techniques  supérieures. 

Ce  premier  volume,  dont  la  neuvième  édition  vient  de  jjaraitre,  est  consa- 
cré au  Calcul  différentiel.  Il  déijute  par  une  introduction  dans  laquelle  1  au- 
teur examine  les  notions  préliminaires  se  rattachant  à  l'idée  de  fonction. 

Vient  ensuite  la  première  partie,  intitulée  Fonctions  d  une  s'ariahle  indé- 
pendante. Elle  a  pour  objet  la  notion  de  dérivée  et  le  problème  de  la  dille- 
rentiation  avec  les  applications  analytiques  et  géométriques  que  1  on  a  cou- 
tume de  présenter  dans  les  ouvrages  élémentaires.  A  signaler,  entre  autres,  le 
chapitre  consacré  aux  fonctions  hyperboliques  qui  ne  figurait  pas  dans  les 
éditions  précédentes. 

La  seconde  partie  contient  l'exposé  d'un  certain  nombre  de  notions  fon- 
damentales appartenant  au  domaine  de  l  Algèbre  :  théorie  des  nombres 
complexes;  racine  d'une  équation  algébrique;  résolution  numérique  des 
équations  algébriques  à  coeflicients  réels  ;  déterminants.  Dans  le  chapitre 
consacré  à  la  résolution  numérique  des  équations  on  trouve  non  seulement 
la  méthode  d'approximation  de  ?>ewton,  mais  encore  celle  de  Graeffe,  qui, 
malgré  son  importance,  et  bien  que  découverte  il  y  a  plus  de  soixante  ans, 
n  a  pas  encore  trouvé  dans  renseignement  la  place  qu'elle  mérite.  ^S'ous  ne 
pouvons  que  féliciter  M.  Riepert  d'avoir  ouvert  un  paragraphe  au  jjrocédé  de 
(jraffe  et  de  fournir  ainsi  un  instrument  utile  aussi  bien  aux  mathématiciens 
qu'aux  ingénieurs. 

Dans  la  troisième  et  dernière  partie  ayant  pour  titre  fonctions  de  plusienis 
^'ariahles  indépendantes,  l'auteur  étudie  d  abord  le  problème  de  la  dilféren- 
lialionde  ces  fonctions;  puis  il  passe  en  l'cvue  les  principales  applications  à 
la  Géométrie  analytique,  à  la  série  de  Taylor,  et  aux  questions  de  maxima 
et  minima.  ' 

L'ouvrage  contient,  en  appendice,  une  table  des  fonctions  hyperbolii[ues 
et  un  tableau  des  principales  formules  du  Calcul  dilférentiel. 

H.  F. 

John  Schrôdek.  —  Darstellende  Géométrie.  Erster  Theil  :  Elemente  der 
darstellenden  Geonirlrir.  T.  Xll  de  la  Colleclion  Schubert,  l'n  vol.  relié 
p.  in-8'\   de    viii-.>8j  p.  :  prix  :  Mk     j;  G.-J.  Go(  schen.  Leipzig.   I9')i. 

Ce  premier  volume  des  Éléments  de  Géométrie  descripti\e  de  la  c  Collec- 
tion Schubert  »  contient  l'élude  des  problèmes  relatifs  à  la  droite,  au  plan, 
aux  polyèdres  et  aux  sections  coniques.  Il  est  destiné  aux  commençants,  et 
nous  croyons  que,  grâce  à  la  simplicité  et  à  la  clarté  de  l'exjiosé,  il  constitue 
un  excellent  instrument  dinitiation.  Le  plan  de  l'ouvrage  est  bien  conçu  et 
les  problèmes  sont  présentés  dans  un  ordre  très  logique.  ^  oici  du  reste  la 
marche  suivie  par  l'auteur  : 

Généralités  sur  les  projections.  —  Projection  oblique.  —  Projection  ortlio- 
gonale  ;  représentation  du  point,  de  la  droite  et  du  plan.  —  Représentation 
des  polyèdres.  —  Les  cinq  polyèdres  réguliers.  —  Section  plane  des 
polvèdres.  —  Intersection  de  polyèdres.  —  Ueprésentation  di's  sections 
coniques. 

Il  nous  paraît  inutile  d'analyser  en  détails  les  sujets  traités  par  l'auteur. 
Par  contre,  nous  croyons  devoir  attirer  latlention  des  professeurs  sur  les 
l>renners    chapitres    de   cet    ouvrage.    M.    Scliriider    examine    d  abord    d  une 
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iiutnirro  «^i'IU'ImIo  la  notion  «le  projoolioii.  j>nis  il  consai'ro  un  chapilro  à  la 
projection  ohlif/iie  avec  sos  applications  à  la  roprésontation  des  objets.  Sons 
ce  rapport  cet  ouvrage  olIVë  un  «ijrand  avanlai^e  sur  beaucoup  de  niauuels  de 
fù'oniélrie  descriptive.  Les  auteurs  passent  souvent  beaucoup  trop  rapide- 
ment sur  la  notion  de  projecliou,  cn^'isagée  d  une  manirrr  génèrole.  afin  de 
pouvoir  aborder  inunédiatement  1  étutie  »le  la  méthode  des  projections 
orthogonales.  Ces  notions  générales  leur  fourniraient  pourtant  l'occasion  de 
présenter,  en  peu  fie  temps,  les  principes  et  les  conventions  de  la  représen- 
tation usui'lle  des  objets.  ICUes  permettent,  d  auti-e  part,  de  donner  une 
grande  simplicité  aux  j)roblèmes  i-elatifs  aux  ombi'es  :  l'étudiant  reconnaît 
alors  sans  peine  qii  an  point  de  vue  géomélricpie,  il  s  agit,  non  pas  d'un  pro- 
blème nouveau,  mais  de  dénominatiims  nouvelles. 

()uant  à  lexécntion  matérielle  de  cet  ouvrage,  elle  ne  laisse  rien  à  désii'tM-  ; 
les  ligures,  au  nombre  île  3^6,  soûl  exécutées  avec  beaucoup  de  soin.  L  au- 
teur ne  se  borne  pas  à  tlonuer  simplement  l  épure  :  toutes  les  fois  iju  il  le 
juge  nécessaire,  il  la  fait  encore  précéder  de  la  ligure  correspondant  au  pro- 
blème envisagé  et  l'ésolu  dans  l'espace.  C  esl  là  un  moyen  précieux  qu  on  ne 
saurait  trop  recommander  aux  commençants.  H.    Kehk. 

-M.vx  SiMo.\.  —  Analytische   Géométrie   des  Raunies.   Ersier   Thcil   : 

Cicradi',  ICbene.  Kiigrl:  mil  îi  Figuren.  i  vol.  p.  in-S  '.  192  p.  ;  prix  :  Mk.  :  J  : 
(t.  IX  de  la  collection  Schubert).  —  Zweiier  Theil  :  Dif  Fluc/wn  Zi^fitcn 
(îrades  :  mil  29  lîgunn.  i  vol.  p.  in-8",  i-fi  p.;  prix  :  Mk.  :  i.io:  (I.  XXV 
de  la  collection  Schubei-l).  (i.-J.  Goesciien.  Leipzig,    1901. 

Cet  ouvrage  renferme,  sous  un  volume  relativement  restreint,  les  notions 
fondamentales  de  ('•comelrie  ana/Yti(/iii'  dunn  lespnre.  Il  comprend  deux 
volumes.  Dans  le  premier,  consacrf-  ii  la  droite,  an  plan  et  à  la  tiphère,  1  au- 
teur débute  par  la  notion  de  coordonnées,  coordonnées  rectilignes,  splié- 
riipii's  et  cylindrit|ues.  Puis  vient  l'étude  des  problèuies  relatifs  au  plan  «-t  à 
1.1  ciroite.  I']nsuile,  après  avoir  exposé  la  notion  de  coorflonuées  linéaires 
d'une  droite  d  ajjrès  Pliicker,  I  auteur  examine  les  propriétés  les  plus  im|>or- 
tanles  des  complexes  linéaires.  Le  chapitre  suivant  est  consacré  au  principe 
de  flnaliti'  :  on  y  trouve  un  exposé  très  intéressant  de  la  correspondance  enli-e 
la  l'iaiiimé'trie  et  la  (ïi'omélrie  sur  la  sphère  basé  sur  l'emploi  des  ct)or(inu- 
ué-es  introduites  par  Weiei-strass  et  Killing.  Le  tome  I  se  termine  par 
I  élude  des  pi'obh'Mues  essi-ntiels  relatifs  à  la  sphère. 

F.,e  second  volume  a  pour  ol)jct  Véludc  des  t/nntlriffues  limitée  aux  pro- 
priétés les  plus  imporl:iiil<.-s.  Voici,  dans  si^s  grandes  lignes,  l'ordre  suivi 
par  lauteur  : 

Surlaees  di-  second  ordre  cl  surfaces  de  secouile  classe.  —  Les  axes  inli'o- 
dnits  par  .M  lîeyo.  —  Cônes  et  cvlinvlres  du  second  degré".  —  ()nadri(|ues  à 
centre.  —  Lis  paraboloïdt>s,  —  (^ubaluro  des  surfaces  de  secon»!  degré-. 

Dans  clia(|ne  volume  l'auteur  a  <'U  soin  de  faire  suivre  cha«|ue  paragraphe 
d  nu  excellent  choix  <le  problèmes.  (^)uant  à  l'expost'-.  il  n  est  giière  besoin 
di-  dire  i|U''  I  on  retrouve  ici  h's  <|ualités  de  clarti-  et  d  originalité'  (|iii  carac- 
térisent les  é'crils  de  .M.  Simon.  A  la  fois  mi'thodi(|ue  et  rigunreux,  ce  |)etil 
Iraiti-  dé'iiote  chez,  l'auteur  une  grande  expt-rieuce  de  I  enseiguemeut.  Il  rendra 
de  grands  services  aux  étu<lianls  et  aux  profi'sseui's.  l'onr  les  uns  il  cons- 
titue un  excellent  manuel  :  pour  les  autres  il  offre  un  réel  inl<''rèl  au  point  de 
vue  pt'dagogi(jue.  11.    l-'i  iiit. 
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Acta    mathematica .    j<mii'ii;iI    (•('•diiri'    par   a.  Mutag-Li  i  i  i.i;i;  ;   Slockliolm. 
1 90 1 . 

'!'.  XXIY.  fasc.  3  et  4.  —  Mittag-Leiflkk  :  Sur  la  représeulaliou  aiialy- 
tii|uo  d  une  branche  uniforme  d'une  fonction  monogène.  (Troisième  note}.  — 
A.  pRiNCSHFiM  :  Erklarung.  —  E.  Maillet  :  Snr  les  équations  indétermi- 
nées de  la  forme  X'-  -\-  y''-  rr  ce.  —  S.  Holgh  :  On  certain  disconti- 
nuities  connected  with  periodic  orbits.  —  J.  Hokn  :  Uber  die  as\  mptotische 
l^arstellung  der  Intégrale  linearer  Differentiaigleichungen.  —  E.  Bokel  :  Sui- 
les  séries  de  polynômes  et  de  fractions  rationnelles.  —  E.  Borkl  :  Addition 
au  mémoire  sur  les  séries  de  polynômes  et  de  fractions  rationnelles.  — 
M.  Dlpokt  :  Sur  la  théorie  des  groupes.  —  G.  Mittag-I-im  li.k  :  Charles 
H  ermite. 

American  Mathematical   Monthly,    publi('>   })ar  B.-F.  1-inkil  et  J.-.M. 

CoLOw  ;  vol.  in-8'',   1901  :  abonnement  aniuiel  :    >  dollai's. 

N<5  2.  —  F.  FixKLL  :  Biography  of  Cari  F'rederich  (îauss.  —  G.-B.  Hals- 
ti:d  :  The  popularisation  of  uon-euclidean  (jeometry. 

.N"  3.  —  G. -A.  MiLLF.K  :  On  the  products  of  two  commutative  operators. 
—  A.  Emcu  :  Hydraulic  solution  of  an  algebraie  ec[uation  of  the  n"'  degree. 
(i.-B.-M.  Zi;i;h  ;  The  leugth  of  a  degree  of  latitude  and  longitude  for  aiiy 
place. 

N^^  4.  ').  —  C-B.  Halstf.u  :  Biography  of  Franz  Schniidt.  —  A.  Latman 
Ijakek  ;   Kinetic  dérivation  of  tangent  équation. 

A'^*  6.  7.  —  G.-B.  Halsted  :  Biography  of  Charles  llermite.  —  G. -A. 
Miller  :  On  the  concepts  of  number  and  group. 

-\"^  8,  9.  — Virginia  J.  Craig  :  Biography  of  Isaac  >iewlon.  — V.  Bakhakin  : 
On  ihe  utility  of  studying  non-enclidean  Geometry.  —  A.-l^.  Bakkk  :  lleilu- 
ced  numbers. 

M"  10.  —  F. -P.  Matz  :  Biography  of  Thomas  Craig.  —  L.-E.  Dickson  : 
On  Systems  of  isothermal  curves.  —  G.-B. -M.  Zerer  :  Atmospheiis  réfrac- 
tion. 

-N'  II.  —  (J.-\.  Mii.Li  R  :  On  ihc  llistory  of  Soveral  Fundainenlal  Theo- 
rems  in  the  Theory  of  groups  of  Finile  Order.  —  D'  Halsted  :  Supplemen- 
lary  Repoi't  on  non-enclidean  Geometry. 

Annali  di   Matematica  pura  ed  applicata.    dirigées  par  L.    Biancmi. 

L.    Cre.viona.    U.   Di.m    el     G.    .Ii.ng:    série    >.    t.   \l:    abonneinrul,    1    vol., 
Ij.   lO;  Milan,  (j.  Reberchini.   1901. 

Fasc.  1.  —  Pensa  :  Snlle  snperiu'ie  razionali  ili  5'  ordine.  —  Lalhigella  : 
Siilia    lieformazione   di    nna    sfi-ra    elastiea    isuti-opa    per   dali  spostamenti  in 
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siiptM-luic.  —  .\ii  i.s  Nil  i.siN  :  Sur  iiiif  classi-  île  sci-ics  inliiiies  aii.iluii^uos  à 
celles  de  Scliloiiiilch  selon  les  foiiclions  cyliiulriques.  —  Xikls  Xiklskn  :  Sui' 
une  classe    de    polynômes  qui    se   préscnlenl    dans    la    théorie   des    fonctions 

cylinrlriipies  (l)euxiènu'  partie}. 

Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  Arehivts  publiées  par  E.  Lami>i  , 

W.  l'u.vN/.  Mi;->i;i;.  1].  J.vii.nkl.  Abonnement  annuel,    12  M.   B.-ti.  'J'eubner  : 
Leipzig,   lyoï.   -2''  volume. 

Fascicules  i  et  1.  —  11.  S(;niissLi;K  :  Uber  Kreisc.  welclie  Kegelschnitte 
doppelt  beriiliren.  —  M.  H.v.mbukgkk  :  Neue  Ableilung  der  Kugeltunklionen. 
—  G.  Mm.\c-l..i:i  FLi  K  :  L  ber  den  Konvorgenzbereich  der  Beruoullisclieu 
Reilic.  —  M.-lv  Phk.\g.mi:.n  :  Sur  les  termes  complémentaires  de  la  série  de 
Tayloi"  dus  à  Canchy  et  à  Lagrauge.  —  K.vki.  Hi.un  :  Die  Bedeulung  des 
\)  Alembertschen  Prinzipes  tïir  starre  Système  und  Cielenkmeclianismeu.  — 
II.  Kl.\<:k  :  Die  Kondguration  ii")g,'203).  ilirc  analylisciie  Darstellung  und 
ilire  Bezieliinigen  zu  gewissen  algebraischen  Fliiclien.  —  L.  M.\tthiessi;n  : 
(ioniometrisclie  Aulliisung  der  algebraischen  («leichungen  der  ersien  viei- 
(irade  millels  di'r  Formel  fiir  die  Tangente  des  viellaclien  NN'inkels.  — 
l'].  Czihi:k  :  L'eber  F^inhuUende  von  Kurven  und  F'I.icbeii.  —  P.  M.\.\sio.\  : 
Di''nu>nst ration  d  un  théorème  de  Legendre.  —  R.  Li-.n.M.VNN-FiLnÉs  :  An^i- 
litische  Ableitnng  des  Satzcs  vom  Parallelogramm  der  Krid'le.  —  E.mii. 
.Miii.i.iK  :  Llîer  eiuen  Stciuei'sclien  Satz  und  dessen  Beziehungeii  zni-  Konli- 
guration  zweier  einander  ein-und  umljeschriebeneii  Tetraedei'.  —  Komîmi 
ZiMd.i  1;  :  L  cher  die  Torsion  der  geodatischen  Linien  durch  einen  Fliichiu- 
[)unkl.  —  Fk.  Mi;vi:k  :  ErgiinznugiMj  zum  l-'ermaisclieu  und  \N'iIsonsclien 
Saize.  —  Cyv.  Stki-iia.nos  ;    llemarcpies  sur  la    théorie  des    forces  centrales. 

Bibliotheca  Mathematica.  Zeilsciirlft  fur  (ieschirlile  der  mathematischen 
W  issenschallen.  lierausgegebeu  von  (i.  liNi.sriî<iM.  1  Folge  ;  2  Batid  ; 
•1,  i  und  .(  Heft  ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig,  1901. 

1k.  IIli.iscu  :  Xeue  Beitriige  zur  acgyptischen  Teilungsrcclinnng.  —  I"k  . 
Boi.i.  :  Die  Sternkalaloge  des  Hipparch  und  des  Ptoleraaios. —  A.  A.  Bjok.mjo  : 
Hat  Menelaos  ans  Alexandria  einen  Fixslernkatalog  vei-fasst.  —  («.  N\  1:1;- 
rnii.M  :  Die  Logistik  des  .lolianms  Buteo.  —  Ant.  I'av.^ko  :  Galileo  (ialil(>i  e 
Simone  .Mayr.  —  M.  Koi-i'i.  :  L'eber  lluygens  .N'iihcrungsmethoden  lui 
Ki-eis-nnd  Logarithmen-Berechiiung.  —  ^\".  Kuita  :  Elliptische  nnd  andere 
Intégrale  bei  W'allis.  —  V..  Wolim.ng  :  Bericht  iiber  den  gegenwiirtigen 
Stand  der  l.,ehi'«'  von  den  cyklisclien  Kurven. —  .Mor.C^amoh  :  Nachruf  an  Ose. 
Schliimilch.  —  F.  Miii.i.KU  :  L'eber  die  mathematische  Terminologie,  l-'ine 
liistorich-lingnislische  Ski/.ze.  —  (i.  I;m:stk<'im  :  Bio-bibliographie  der  iS.Si- 
1900  vcrstorbenen  .Matliemaliker.  —  ^\'ll.nl  i.m  ScuMinr  :  l'hysikalisches 
und  lechnisches  bei  l'hilon  von  Byzanz.  —  W  ai  Tiu  F".  ^^'lsl.I(;l:.^LS  :  L  eber 
die  .Mondkarleii  des  Langrenns.  —  (ii.\o  LoitiA  ;  ICugenio  Bellrami  e  le  sue 
0|»ere  malemaliclie.  —  Kieine  Bermeikungi-n  zur  zweiten  .Vnllage  von 
Cantors  Viirli-suniffU  iiln-r  Gcsr/iicltfc  der  Slnthcnialik.  —  Uecensionen.  — 
.\i  n  ei'schienene  Sihriften.  —  Wissenschaliliclu-  tlhronik. 

A  signaler  tout  particulièrement  riuléressant  articK-  de  .\L  Fi:li\  .Mui.i.i  k 
sur  la  Tvrminulitiiie  mutlnhualiqui'.  (>"esl  une  t'-tufle  hislori(|ue  et  lingnis- 
ti(pie  qui  a  pour  but  de  donner  nn  aperçu  de  la  nonn-nclatui-e  malhi'-maliqne. 
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L'auteur  groupe  les  principales  dénoniinalions  d'après  leur  origine,  puis  il 
examine  les  diverses  extensions  qu'elles  ont  subies.  M.  F.  Mùller  est,  eonime 
on  sait,  l'auteur  du  Vocabulaire  malkématif/iie  (allemand-français  et  français- 
allemand),  dont  nous  avons  rendu  compte  tout  récemment;  par  ses  nom- 
breuses recherches  sur  la  terminologie,  il  se  trouve  donc  mieux  qualifié  que 
tout  autre  pour  aborder  une  question  aussi  aride. 

Il  Bollettino  di  matematiche  e  di  Scienze  fisiche  e  naturali,  dirigé  par 

A.    CoMi  ;    1'^   année,    1901  ;    abonnement   annuel  :    Lnion  postale,     L.    i  : 
Bologne,   L.  Pongclti. 

C.  Mari-ngui:  Goometria  délia  riga  a  due  orli  paralleli.  —  A.  Cunti  : 
Alla  memoria  di  guclfo  del  Prête.  - —  Ci.\mbekli.m  :  Il  dizionario  malematicoe 
il  dizionario  comune.  —  Congresso  dei  professori  di  niatematica  délie 
Scuole  medie. 

Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  CXXXIII. 

in-4'';  abonnement  annuel.    Union  postale,    34    li".  ;    (jauthier-^  illars,   1901  . 
(Deuxième  semestre.) 

N'^  16  (i4  octobre).  —  P.  Duhe.m  :  Des  ondes  qui  peuvent  persister  en  un 
fluide  visqueux.  —  A.  D.widoglou  :  Sur  les  intégrales  périodiques  des  équa- 
tions différentielles  binômes. 

N".i7  (11  octobre).  —  P.  H.\tt  :  Jonction  d'un  réseau  fermé  de  triangula- 
tion. —  G.  Kœmgs  :  Sur  les  chaînes  secondaires.  —  G. -A.  Miller  :  Sur  les 
groupes  de  substitutions.  —  P.-J.  Suchak  :  Sur  les  équations  dilTérenlielles 
linéaires  de  second  ordre  à  coeflicients  algébriques  de  deuxième  et  troisième 
espèce.  —  A.  Demoulix  :  Sur  deux  classe  particulières  de  congruences  de 
Fiibaucour. 

N'^  18  (28  octobre).  —  P.  H.vtt  :  Jonction  d'un  réseau  trigonométrique 
fermé.  —  A. -S.  Cuessix  :  Sur  la  toupie  de  Foucault. 

N*'  19  (4  novembre).  —  H.  Poixcaké  :  Sur  Varialysis  silus.  —  H.  Poi.nc.aré  : 
Piapport  sur  les  papiers  laissés  par  Halplien.  —  L.  Rafey  :  Sur  les  réseaux 
conjugués  persistants.  —  G.  Moreau  :  Sur  la  courbe  adiabatitjue. 

N'^2o(ii  novembre). —  Eu.  Maillet  :  Sur  les  équations  différentielles 
rationnelles. —  A.  Davidoglou  :  Sur  le  nombre  de  racines  communes  à  plu- 
sieurs équations. 

rs'-"  21  18  novembre).  —  E.  Picard  :  Sur  les  périodes  des  intégrales 
doubles  dans  la  théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables.  — 
E.  Pvaverot  et  P.  Belly  :  Loch  nianométrique  différentiel. 

No  22  (23  novembre).  —  A.  Davidoglou  :  Sur  le  nombre  de  racines  com- 
munes à  plusieurs  éc[uations. 

rs'o  2j  (2  décembre).  —  P.  Painlevé  :  Sur  les  irrégularités  essentielles  des 
équations  différentielles.  —  L.  Rafev  :  Sur  la  déformation  des  surfaces  et 
en  particulier  des  quadriques. —  A.  Pellet  ;  Calcul  des  racines  réelles  dune 
équation. —  G.  Tzitzéica  :  Sur  le  nombre  des  racines  communes  à  plusieurs 
équations.  —  E.  Carvallo  :  Sur  1  applicalion  des  équations  Lagrange  aux 
phénomènes  électro-dynamiques. 

rs''^  24  (9  décembre).  —  II.  Poincaré  :  Sur  la  connexion  des  surfaces  algé- 
briques. —  A.  Demoulin  :  Sur  les  systèmes  conjugués  persistants.  — 
V..  Maillet  :  Sur  les  é(]ualions  et  les  nombres  transcendants. 
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X"  j.>  i(i  ticoiMiilire^.  —  Prix  dislrihui's  ol  siiji-ts  de  concours  proposés, 
(l'our  le  délai!,  voir  l;i  f'hriiitii/iic  du  prcscut  iiunu-ro  i\o  V /Jnsfi^'neincitt 
matlit'iiKitiriiii'' . 

N  '  26  (2  j  décoiiil)ro).  —  ]■>.  Pic.vr.iJ  :  Sur  los  péritidos  des  inU'gralcs  dou- 
bles. —  G.  BiGOLKD.VN  :  Sur  la  mesure  de  la  méridienne  de  France,  par 
Mecliain.  —  A.  Pillkï  :  Calcul  dos  racines  réelles  des  équalions.  — 
M.  Hkjlikii  :  Sur  le  calcul  par  clieminement  des  intégrales  de  certains  sys- 
tèmes diltérenliels.  —  Raoul  Pkkimn  :  Sur  la  séparation  ol  le  calcul  il<^s 
racines  réelles  des  équalions.  —  |-].  M.vili.kt  :  Sur  les  nombres  e  cl  "  cl  les 
é(juation'<  transcendantes.  —  l\.  dk  Saussurk  :  Sur  le  mouvement  le  plus 
général  d'un  corps  solide  qui  possède  doux  degrés  de  libert»'-  autour  d  un 
point  lixo.  —  E.  Carvallo  :  Lois  de  l'énergie  électrique. 

N"'  1"  ;3o  décembre).  —  Niki.s  Niklskn  :  Sur  les  séries  de  factoriolles.  — 
-V.  l.iKWY  :  Sur  les  équations  dilféreuliellos  linéaires  qui  sont  de  la  même 
espèce.  —  l'.  I.iNnixor  :  Quelques  théorèmes  nouveaux  sur  les  Jonctions 
entières.  —  A.  Ciui.uBKKG  :  Sur  les  invariants  intégraux  et  les  paramètres 
dillérenliels.  —  Hi:né  dk  Sacssuke  ".  Sur  le  mouvement  ilnne  droite  qui 
possède  trois  degrés  do  liberté.  —  M.  Mi£snagek  :  Tensions  intérieures  pro- 
duites par  deux  forces  égales  et  directement  opposées,  agissant  sur  un 
stjlide  indi'lini. 

Giornale    di   Matematiche    di  Battaglini.   j. ni. Ile  par  .\.   Capiiii.   — 

I).   l'ellerano,  éditeur,  Naples  ;    AIjoimhiiumiI   aunurl  pour  I  L'niun   postale: 
18  L  ;  t.  XX.MX,  1901. 

Jiiillot-aoùl. —  (i.  Dakisi  ;  Sopra  una  particolai'O  classe  di  equazioni  nor- 
inali.  — G.  Cauuom:  :  Happresenlazione  siereoscopica  sullo  spazio  ordinario 
.l»d!e  ligure  dello  spazio  a  qnatiro  dimensioni.  — X.  Tuavfkso  :  Sopra  una 
generaliz/.a/.ione  délia  tooria  dei  dcterminanli.  — A.  Cai'li.i.i  :  Il  concello  di 
valare  e  1  introduzionc  noU'  aritmelica  dei  numeri  negativi  e  Irazionarii. 

Sei>tembrc-octobre.  —  V.  A.ma  ro  :  SuU'  intograzione  d'  un  equa/Jone.  — 
l-"r.  PicTituci:!  :  Sopra  certe  relazioni  clie  passano  Ira  alcune  formazioni  inva- 
riautivo  ilella  forma  binaria  di  grado  n.  —  l'.  Amaldi  :  Coniributo  alla 
delerminazione  dei  grnppi  ci^nliiuii  liniti  dello  spazio  oi'dinario.  — 
(i.  ViVAXti:   Il  concetto  d  inlinitosimo  e  la  sua   applicazione  alla    matemalica. 

Le  Matematiche  pure  ed  applicate,  dirig<''  par  C.v.  Ai  vsia.  vol.  i.  igoi  ; 

.Miunncnienl  aiinml  :    L'nion  postale,   L.,  \j  :(]asl<'llo.    S.    h.ipi. 

N'  ') .  —  !•  .  fiiLitn.i;  :  Snlla  li-anslorniazione  degli  integi-ali .  — P.  Mansion: 
Sn  di  una  pi'oprielâ  dei  Iriangoli  retlangoli  in  (icomolria  générale.  — 
C.  .\i.AsiA  :  -V  pi-o|josilo  d  una  <'oslruzione  geonielrica  dcll  i-qna/ioMf  rnbica. 
.\  .  de  Savignac  :  lue  question  d  examen. 

.N"(î.  — H.  BitooAun  :  .Xole  sur  la  quartiipie  ;/ ^  ±  y  i  </.r  —  y  ""  — •'""•  — 
V.  lliTAi.i  :  SopiM  una  ipiarlica  binodale.  —  Ai.i.aisdici  :  .Su  Inoclii  i\\  una 
cimica  inscrilla  in  nniriangido. 

N'>H.  —  Ci.lJ.  .M.  Zi  nu  :  Aicnni  rela/.ioni  trigtnu)nieti-iclu> .  -<■.  IIi.immio: 
Sui  cenlri  di  (lussn  eleltrico.  —  II.  nitocAuo  ;  Sul  soggett»)  di  ricerclio  n"  IX 
di  K.  (^osaro. 

I*"9.  —  U.  .M  vr.iioi  ONGo  :  'l'eoria  dei  villori.  —  V.  UriAii  :  Sopra  una 
quartica  binodale. 
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PaedagOgisches  Arclliv.  Moniilslutt  lur  J:;iv.ii'hurig  uud  UnU-r-iiclil  au 
Hoch-Millel  iiiid  Volksseliiik'ii,  iici'aiisgegebeu  von  prof.  E.  Daii.n,  .\'>. 
Jahi-u;.  ;  n""  9.   10.   11  ;  Vv.  Viow  eu,-  uiid  Sohn.  lîraunschweig.     . 

Periodico  di  Matematica  per  1  insi'i^namcnlo  secoudario,  dirigr  pai- 
1).  (i.  Ij.vzzihi  :  oriraiie  di-  l'association  «  MalhesiM  m;  i'^  année,  série  -j., 
vol.  1\   ;  11.  Ciliisli,  l,ivoiii-iie. 

Fasc.  I  (juillct-aoùi;.  —  Pi;si;i  :  SuUa  ricerca  del  «  logarilmoseno  w  e  del 
«  logarilmotangcnle  »  dogli  archi  piccoli.  —  Patkkno  :  Saggio  di  una  teoria 
suirappr-ossiniazionc  nalnralc  o  variabilc  del  radici  quadrati.  —  Loki.\  :  La 
radiale  di  una  cuf\a  algehrica.  —  Cakuoso-L.^ynes  :  Sopra  una  spéciale 
trast'ormazioue  culjica  del  piano.  —  Dklital.v  :  Un  correlalivo  del  Teorenia 
di  Slewarl.  —  (Iamuioli  :  Appendice  alla  niia  niemoria  bibliografica  suU'ul- 
timo  teorema  di  Pielro  Fermât. 

Fasc.  2.  — •  Pksci  :  SuUa  ricerca  del  «  logarilinoseno  »  e  del  «  logai-itnio- 
tangente  »  degli  archi  piccoli.  —  Fratti.m  :  Inlorno  alla  radice  quadrata  di 
un  numéro  intero.  —  Tagiuhi  :  Sulla  dislribuzione  dei  termini  congrui  iu 
alcune  successioni  di  numeri  interi  positivi.  —  Giudice  :  Sul  reslo  délia  di\i- 
sione  algebrica.  —  Gallucci  :  Sulle  frazioni  continue  periodiche. 

Fasc.  3.  —  Piisci  :  Sulla  ricerca  del  «  logarilmoseno  »  e  dcl  «  logarit- 
molangentc  »  degli  archi  piccoli.  —  Taciuki  :  Sulla  dislribuzione  dei 
termini  congrui  in  alcune  successioni.  —  Gianm  :  Contributo  allô  studio 
délia  Geonielria  del  Triangolo. —  Caklim  :  A  proposilo  d'una  nuova  formula 
che  dà  una  sei-iu  di  numeri  jjrinii.  —  Lazzaki.m  :  Un'  applicazione  del  calcolo 
dclla  probaljililà  alla  ricerca  sperimenlale  di  un  valore  approssimato  di  — .  — 
Fr.ATTi.M  :  lutoiiK)  ad  una  Nota  del  prof.  E.  Ducci. 

Siippleine/ito  al  Periodicv  di  Matemalica,  .\''  année. 

Fasc.  8.  —  Pkkdiîlla  ;  Inlorno  alla  ricei-ca  délia  eifra  délia  unilà  di  una 
radice  intera,  di  cui  c  nota  il  numéro  délie  decine. 

Fasc.  9.  —  FoNTKBASso  :  I)  A  proposilo  di  una  regola  per  veriiicarc  se  nu 
numéro  è  primo:  -i)  uu'altra  formula  che  dà  una  série  liniilate  di  numeri 
jjrimi.  —  Bakisik.n  :   Un  melodo  per  ottenere  délie  idenlità. 

5'^  année,  fasc.  -i.  —  Paglia>o  :  Sopia  una  restrizione  relativa  alla  porlala 
degli  strumenli  elemenlari  nella  risoluzione  dei  problemi  geomclrici.  — 
CiAKDoso-LAY.M-s  '.  Lc  coordiuate  iialuiali. 

Revista  trimestral  de  matematicas.  publiée   par  J,  llius  y  Casas  ;    i''^^ 

année;  aljonncnicnt  annuel:    L  niuu  postale,  G  fr.  :  Saragosse,   1901. 

L.  Clakia.n.v  :  Nuevo  procedimienlo  para  dèterniinare  la  intégral  de 
xy"  -\-  2xt'  —  m-  xy  z=  o.  —  J.-M.  A'iLi.ArA.M;  :  ?sumeros  E.  y,,  r/.  — 
L.  Claria^a  :  Superficie  del  ellipsoïde  de  révolution,  con  relacion,  à  las  inté- 
grales eliplicas.  —  L.  i>i;  Ai.ua:  .Nota  sobre  lacionalizacion.  —  J.  Rius  y 
Casas  :  Caractères  formales   de   la  igiialilad. 

Zeitsclir.  f.  math.  u.  naturw.  Unterricht.  iurausgegeben  von  J.  C.  V. 

Hoirinann  ;  jj'   année,  1901  :  B.   C.  Teubni'i-,    l,eij)zig. 

rS'J  j.  —  J.  DiijKMAN.N  :  Ueber  (iruppen  von  .Vufgaben  ans  Geomelrie  und 
Physik,  welche  auf  cubisdie  Gleicliungen  von  der  Kardanischen  Forui 
fiiliren  und  stets  eine  rationale  \\'ui-zel  bestiuimen  lassen.  —  J.  C.   N  .   llorr- 
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MANN  :  Die  Snspciulioruii'j;  dir  Ahliilmii;  Jiii-  iii;illuiii;ilistluii  iind  iiiilurwis- 
s«'iis(li;iriliolun  L'iilci  rirlil  iii  tlir  iiiKli^U-ii  .Xatiii'forsohi'i-WTsiiiiimluutf  zii 
H;iiiil)iirg  :  mit  IJf/icluiuiî  aii<  don  lloclisi-hulunlciriclil  iii  Malluinatik  und 
NalurwissfiiscliaUi'n.  —  Kli'iiuri-  Milli'ilunu;iii.  —  Lilli-iarisiclu'  Bcriditr. 

>«"(i.  —  W .  (ioiuNG  :  Zur  Behandlung  tlor  kubisclioa  (  iloiclunisioii .  — 
RiciiTi  K  :  ]]iu  Abscliluss  diT  lloloriu  dos  iiiath.  tîymnasialunUrriclils  durcli 
dio  proussisolio  l'nloriiolilsvorwallung-.  —  F.  Haac.  :  l>as  roijuliiro  Ikosao- 
dor.  —  l'^iii  Hrii'f  VDii  Uni.  Tmii.maciui!  libof  das  jn-idjloiii  dor  W  iiikcllial- 
bioi-oiidoii . 

Zeitsclirift  fùrMatliematik  undPhysik.  Ingriindoi  uSjtj  duich  O.  Schlo- 

.MiLCii,  Jriilior  horausijogoboii  von  ().  Schlo.mii.ch  (1856-1896;  und  M.  C.an- 
Ton  18  )f|-i90i->' .  Ortran  fiir  an^owandlo  Mallioiiialik,  borausgogebon  voii 
11.  -M  1:11  M Ki:  ol  (].  Ulnc.i:.  T.  X  L\  I.  taso.  3  et  j  :  B.  (^ .   Toubnor,  Ijcipzig.  H|oi . 

l'as,  i.^  \V.  lliY.MANN  :  Ucboi-  \\'ur7.olu;ruppon,  woldio  ihirch  Umlaiifo  aiis- 
lic'scbiiiltou  \vt'i"deii.  —  ^^'.  Hky.mann  :  Boroolimmg  dor  EUipso  ans  Umlaiig 
iiiid  Iiilialt.  —  El).  Sali'.nkk  :  I'oIjoi*  Droliuiiij;on  iu  dei-  darslollondoii  Gooim-- 
Irio.  Ed.  Sali  nkk  :  liiiio  dirokle  Losung  dor  Aufgabo  :  Eiii  Droikant  ans  don 
drti  Fliiclu  inviukohi  zu  konslrniri-n.  —  H.  E.Ti.mekdi^c  :  Uobor  oiuo  Anlgabo 
dor  darslellondon  Gooniotrie.  -r-  Jos.  CiiiiiNWALU  :  1.  obor  tlas  Ki)nstrniron 
mit  iiuaginiirou  l'unkton.  Cieradon  und  Ebonon.  —  11.  MiiLi.iK  :  Dio  Koppol- 
knrvo  mit  si-cbspuuktig  boriilireudor  Tangouto.  —  11.  Ckami;r  :  l  obor  vor-- 
bt)rgone  Bowogung. —  Fk.  Guakie  :  Zusammonhang  zwisclu-n  Zontralollipso 
uud  Triighoitskrois.  —  1'.  Staekicl  :  Bomorkung  zu  oiner  .Xolo  von  H.  R.  Zii- 
gol.  —  Gn.  J.  KuiUMLEK,  I.,.  l'ii.GKi.M  :  Boi'merknngon  zu  dom  Autsatzo  dos 
llorrn  Bauiat  Ktil)lor  id»or  dio  Knick-FMastizitiil  und-Fostigkoil. —  J.  KiiBLi;i\  : 
l^nlgognung.  —  V .  Klein  :  l  obor  das  Brnnsseho  Eikonal.  —  F.  Klein  : 
Raumiirhc  Koilincationon  boi  opiisobon  Inslriinionlon. 

Kioinoro  .MiUoilnngon.  —  Biicborsrliau.  —  Abliandhingsrogislor  looo-njoi , 
von  prof.  D'  ]].  \N'<)LrM.\c;. 

l'asc.  .) .  — Ai>.  FiiANcKE  :  Dio  Tragkrall  dor  Siiulon  boi  voi-;indorlii'ln'ni 
(jnersobnill .  —  W'ill  Kutta  :  Boitrag  zur  n;ilKMungs\voison  Intogralit>u 
totalor  Dill'oronlialgloiobnngen.  —  St.  Ioli.es  :  Zur  goomotrischou  'IMïoorio 
des  Parabeltriigors. — P.  Gklsinzew  : 'l'Iicorio  dor  KapiUariliit  und  Uydros- 
tatik.  —  Ale.  De.mzot  :  Lcbor  oin  Pondolproblem  von  lùdor.  —  R.  Mem-MK!:  : 
Zur  Bei'ecluiung  tlor  W'urzebi  ijuadratischer  uni!  kubiscbor  lileicliungon 
mitlolsl  der  gewuhnliohoii  Rechnenmaseliinon.  — Kioinoro  Milloilungon.  — 
Burliorschau.  —  Abhandhingsrogistor  lyoo,  v<ni  prof.    D'   1].  \\'i>i(ring. 

.l.-F.  BoN.M  !..  —  La  Géométrie  atomique  rationnelle.  in-S  .  .)8  p.  ;  Paiis, 

(iaiilliior-\  illars.    nyti 

E.   Gauvallo.  —  Traité  de  Mécanique,  à  Fusago  des  olèvos  do  matln- 

inaliquos  olomoiilairos,  dos  a>|)iranl>  au  barcabiuroat  tie  Fousoignomonl 
classi(|uc-.  au  liaecalaurôal  do  1  onsoignemont  nunU'ino  et  des  candiilals  à 
l'Institut  agronoiuiipu-  et  à  Fllcofo  navaU-.  i  vol.  in-8^  de  i5G  Ji.  Paris, 
Nonv,  ('-dili'ur. 

Classe>-  (J.j.  —  Mathematische  Optik  m.  \1.  .!.•  la   t'uUcrtidii  sdiuhrii). 

Lu  vol.  carlonno,  di-  m-  p.  ;  |)i  i\  ;   .Mk  0  ;  (i.-,l.  tii»osebon,    Eoi|)zig,   ujoi. 
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A.  CoNTi.  —  Linsegnamento  délia  matematica  elementare  nelle 
scuole  complementari  e  normali  ;  ut-.  iu-.S",  i;  j).  :  T.ivouruc,  II.  (iinsti, 
1901. 

L.-E.  Dickson.  —  Linear  Groups  ^vilh  an  cxpusilion  oï  tlic  Galois  Kicld 
Thcory,  (Band  VI  dcr  B.  (i.  Teiibiior  s  Sainmlun<j;'  voii  Lehrbùchcrn  auf 
dcm  Gebielo  dcr  mallioinalisclu'ii  Wissciischafloii  mit  Eins;clilii.«s  ihrcr 
Auwendungcn.  i  vol.  iii-8",  i-olic,  X-J12  jj.  ;  prix  :  .M.  ii  ;  B.  G.  Tcubucr, 
Lcipzijç,  1901. 

Fi:rk.\kis  (Galileo).  —  "Wissenschaftliche  Grundlagen  der  Elektro- 
techuik,  Deulsch  hiM-aiisgcgebcn  von  D'' Léo  Finzi  ;  mit.  161  Fisj-urt-n  in 
Text.  Un  vol.  in-8'\  ndié  ;  358  p.;  pri.v  :  Mk.  i-i.  — ;  B.  (i.  Toubnor, 
Leipzig,  1901. 

FiscniiR  (Karl.  T.).  —  Der  naturwissenschaftliche  Unterricht  in  En- 
gland  insbosondere  in  Pliysik  und  Clictnie.  Mil  einor  Lcbi-rsiclil  der 
englischcn  Unterrichtslitleratur  zur  Physik  nnd  Choniie  imd  18  Abbildnn- 
gen  in  Text  und  auf  3  Tat'eln.  Un  vol.  in-8'^^',  relié,  de  9  j  p.  ;  prix  :  Mk. 
3,60;  B.-G.  Teubner,  Leipzig,  1901. 

KiTT  (Mor.).  —  Grundlinien  der  politischen  Arithmetik  I.  Tluil  : 
Zinseszins-und  RenU'iirecliuuiig.  IF.  l'hcil  :  Taijfdien.  Lu  \oI.  jj.  in-8", 
relie,  78  +  39  p.  ;  pi"ix  :  Mk.  3  ;  B.  (i.  'l'eiihner,  Leipzig,  C.  Graes(M' i^l  C''-, 
Wicn.  1901. 

Mi.TiK  (W.  Franz).    —  Differential  und  Integralrechnung.    lîaiid  I 
Differentialrcchnung  (l.  X  de  la  Collection  Schuherl).   Un  vol.  cartonnt'-.  de 
xviii-395  p.  ;  prix:  Mk.  :  9  :  (t.  .T.  (ioeschen,  Leipzig,    1901. 

Ad.  MiNF.LK.  —  Cours  de  Trigonométrie,  i'  édition,  i  vol.  gr.  in-8'\ 
280  p.  ;  Bruxelles,  J.-B.   Slevens,  1901. 

Netto  (Eug.).  —  Lehrbuch  der  Combinatorik.  Vn  vol.  gr.  in-8".  relié. 
36o  p.  ;  prix:  Mk.9.  — ;  ¥>.  G.  'leul)ii('r.  l.ei])zig,  1901. 

ScHL.^ErLi  (L.).  —  Théorie  der  vielfachen  Kontinuitaet,  herausgegeben 

im  Auftrage  der  Denkschriileu-Koniinission  der  scbweizer.  ?\alurtorscben- 
dcn  Gcsellschat'l  von  .1.-11.  (ùt.w,  Bern.  (Separalabdruck.  Band  xx.wiii) . 
Un  vol.   in-4",  ■i39  p.   ;  (j(>orgel  C''',  Bàle.  (ienève,  Lyon.   1901. 

Js.  Sciui;.  — Ueber  eine  Klasse  von  Matrizen  die  sicli  einer  gegebe- 
nen  Matrix  zuordnen  lassen  liiuigiiral-Diss.i.-iaiioin  ;  iu-.^ '.7t")  p.  : 
Berlin,   1901. 

A.  Tafklmacuku.  — Tratado  de  trigonometria  esférica.  eoidorme  al  l'ro- 

grama  del  cui'so  de  iiiicuieria  de  la  l  iiiversidad.  Sauliagi)  de  Ghile,  1901. 
I  brochure  gi-,  iii-8"  de  (lo  pp. 

Atti  délia  R.  Accademia  dei  Lincei.  — Aiuio  J98,  série  5   a.  volume  X, 

année   ii)oi.   Uouie  ;  ahoniieini'iil   annuel:    10   F. 

Septembre.    —  Mahcoioxco  :    Determinazione  délia    Inu/.ione  di   Green    di 
gratio  //.  nid  raso  di  una  sl'era. 


BLLLF.riy   lillil.lOGIÎAPIlIQi  i:  7J 

Oclubrc.  —  I.ALKici  LLA  :  Siille  fiiiizioiii  hianuoiiiclu'.  —  G.  Loki\  :  (lai'al- 
tcrc  di  divisibililà  [xt  iiu  luimcro  inli-ro  qualunqiie.  — -  A.\iali>i  :  Le  siipei- 
licic  con  inliiiile  ti-auslorinazioni  confoiMiii  in  sO  stesso. 

Déoeiiibre. —  TruGM:  :  Su  alciini  proljloiui  ili  otiiiilibi-o  clasllcu. 

Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France;  i.  XXIX,  1901  :  Paris, 

sic!40  (le  la  Sdcii'lc,  à  la  Sorboiuie. 

Fasc.  3.  —  L.  ToKKKS  :  Sur  les  rapports  onlre  le  calcul  iiiécaniiiue  et  le 
calcul  ijrapliique.  — -  L.  Toukis  :  Sur  l'utilité  des  exemples  cinématiquos 
dans  lexposition  des  théories  niatliéuialiques.  —  V .  G.  Gkeenhill  :  Appa- 
reil stéréoscopique  pour  mettre  en  relief  les  ligures  géométriques  se  rap- 
portant aux  tondions  elliptiques.  —  L.  Lecoknu  :  Sur  la  dynamique  des 
corps  déformables.  —  R.  DAduémak  :  Sur  une  inlégralion  par  approxima- 
tions successives.  —  M.  ^VKILL  :  Sur  une  classe  de  polygones  de  Poncelet. — 
E.  Maillet  :  Sur  les  systèmes  complets  d'équations  aux  dérivées  partielles. 

—  11.  Lemoine  :  Détermination  simple  de  la  direction  des  axes  d'une  conique. 

—  V.,  Maillet  :  Sur  certains  théorèmes  de  Géométrie  cinématique.  — 
J.  Hadamakd  :  Sur  l'itération  et  les  solutions  asymptomatiques  des  équa- 
tions dillérentielles. —  A.  Fkllet  :  Sur  la  méthode  d  approximation  de  New- 
ton. —  M.  Si.kvant  :  Sur  la  défornialiou  des  i[uaiiriqucs. 


Bulletin 


lletin  astronomique,   publié    par   l'Observatoire  de  Paris:    l.    XVIIl. 
<)Oi  ;  abonueini'iit  annuel:  Union  postale,  i8  h".  ;  Paris.  Gauthiel•-^"illal•s. 

Juin.  —  O.  C^vLLANUHKAV  :  Sui-  la  délerminalion  du  géoïde  au  moven  de 
l'ensemble  des  tiéviatious  de  la  verticale.  —  O.  Callandkeau  :  Sur  la  signi- 
fication de  Ihypothèsc  de  la  fluidité  dans  la  théorie  de  la  ligure  «les  pla- 
nètes. —  (i.  KouB  :  Sur  un  cas  d  instabilité  possible.  —  L.  Piuaut  :  Quelques 
relations  simples  entre  les  fonctions   de  Bessel. 

Juillet.  —  H.  PoiNGAKÉ  :  Sur  les  déviations  de  la  verticale  en  géodésie. 

Août.  —  G.  Bir.ouKUA.N  :  Sur  diverses  mesures  darcs  de  méridien,  laites 
dans  la  première  moitié  du  xmii'-  siècle. 

Octobre.  —  A.  Cok.nu  :  Sur  un  appareil  zénitiio-nadiral.  destiné  à  la 
mesure  des  distances  zénithales  d  étoiles  voisines  du  zénith.  —  G.  Bigovu- 
UAN  :  Sur  diverses  mesures  d'arcs  de  méridien,  laites  dans  la  première 
moitié  du  xviii''  siècle. 

Novembre.  —  F. -H.  Si :aiu:s  :  Sur  les  ([uadratures  mécaniques.  —  H.  Poin- 
<:aiié  :  Observations  au  sujet  de  1  article  précédent. 

Décembre.  —  O.  Calla.\1)iu:al  :  Sur  lapplication  dune  formule  de  qua- 
drature mécanique  à  l'évaluation  d  une  intégrale  dépendant  des  fonctions 
elliplitpH-s. 

Bulletin  des  sciences  mathématiques,  r.  dig.'  i)ar  <..  Dviuiorx.  i:.  Pi- 

CAiiiicl  J.    1a.\.mi;v;    -i'    série,  l.XX\,  second  semestre  njoi  ;  aliouneMieul 
annuel  :  Union  postale,  iofr.  ;  l'aris,  Gaulhier-Villars. 

A.  i>i;  SAiNT-<ini.MAiN  :  Sur  la  tension  de  la  tige  d'un  peudide  sphérique. 
—  H.  MiNKOwsKi  :  (Quelques  nouveaux  théorèmes  sui-  l'approximation  des 
quantités  à  l'aide  de  nombres  rationnels.  —  F.  I'icaui»  ;  Sur  la  ri-solulion 
de  certaines  (•quatiftns  à  deux  variables  à  l'aide  de    fonctiniis  ralioiinelhs.  et 
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sur  un  théorème  de  M.  Nœther.  —  .1.  Doi.h.m.v  :  Sur  un  cas  de  l'éduclibiliu- 
des  inlégrales  abélieunes.  —  H.  Boikgi  r  :  Sui-  une  classe  particulière  de 
groupes  hyperabéliens. 

Bulletin  of  the  University  of  Kansas.  in-8"  Lawrence,  Kansas. 
19U11.  —  B.  Xr.wxi.N  ;  (  )ii  tlic  ctjnsiruction  ot  collinoatious. 

1901.  —  B.  ><K\v¥().\  :   Ou  ihc  group  ot  '216.  collincation  iu  llie  l'iane. 

Bulletin  de  sciences    mathématiques    et    physiques    élémentaires. 

dirigé  par  L.   Gékard  et  Ch.   Michel;    'j'^   année,    1901-190-2;    abonnement 
annuel:  Union  postale,  6  fr.  ;  Paris,  Société  d'éditions   scientifiques. 

Décembre  1901.  —  Sur  le  ihéorèmc  d'Euler  (fj.-G.). 

Bulletin  de  la  Société  philomatique  de  Paris,  fondée  eu  1788;  9''  série, 
t.  III,  1901-1902;  Paris,  siège  de  la  Sociéit-,  à  la  Sorlionne. 

N'^  2.  —  L.  Lkav  :  La  délégation  pour  1  adoption  d  une  laugue  inlerna- 
tiouale  ;   appel  aux  Sociétés  savantes. 

Jahresbericht  derDeutschen  Mathematiker-Vereinigung. —  Ileraus- 
gcgeben  iui  Auttrage  des  Vorstandes  von  R.  Milhmki:  und  A.  Gvtz.mkh, 
Zehnter  Band  :  Zwciles  Heft,    i'''   Ilalfte.  B    G.  Teubner,  Leipzig,  1901. 

H.  Blrkiiakdt  ;   liulwickluugen  nach  oscillirenden  Funktionen. 

Dans  sa  dernière  réunion  annuelle,  tenue  à  Hambourg  en  septembre  1901, 
lAssocialion  des  mathématiciens  allemands  a  décidé  de  transformer  son 
organe  en  une  revue  mensuelle.  La  publication  sera  dirigée  par  M.  (ïtTZMKr.. 
professeur  à  lUniveisité  de  lena.  11.  Band.,  1902.  Doppel-Heft. 

Janvier-février.  — -  Paul  Sïackei.  ;  l'ber  die  Lntwicklung  des  Lnterrichts- 
belriebes  in  der  augewandten    Malh(Mnatik    an    den   deutschen  Universitiiten. 

—  R.  Y.  LiLiEiNTHAL  :  Uber  die  Bezichung  der  géométrie  der  Bewcgung  zur 
Differentialgeometrie .  —  ¥.  Klkin,  F.  Meyer,  A.  Sommerfei.d  :  Berichlei's- 
lattung  ùber  den  Stand  der  Encyklopadie  der  mathematischen  Wissenschat- 
len.  —  O.  Stolz  ;  Die  Zahlen  der  ebenen  P'iiichen.  —  H.  Bukkhaki>t  : 
Mathematisches  und  naluiwissenschaflliches  Denkeu.  —  L.  La.mpi  :  lîicliattl 
Doergens. 

Mathesis  :  Recueil  mathématique  à  lusage  des  écoles  spéciales  et  des  éta- 
blissements d'instruction  moyenne,  publié  par  P.  ^L\^•SIO^•  et  J.  JNeubeko  ; 
3^'  série,  t.  I,  1901  ;  abonnement  aiuniel.  Union  postale.  9  tV.  :  Garni.  Ad. 
Hoste  ;  Paris,  (iautliier-Villars  . 

Août-septembre.  —  P.  BAiiiiAKi.\  :  Li' ciuiiuièiue  livri' île  la  Mé-lagéomé-lrie . 

—  G.  Takky  :  l'héorènies  de  (ié'ouiétrie.  —  Stuyvai.kt  :  Application  des 
principes  d  homographie  et  de  dualité.  — J.  MALENGUtAr  :  Caractère  de 
divisibilité. 

Octobre.  — -F.  <i.  Ti  i.vi:ika  :  Sur  la  té'li'acuspidale  de  Bellavitis.  —  Dk 
RocfiL'iGNV  :  Sui'  les  progressions  aiilliiuétiques .  —  J.  Necbkkg  :  Sur  les 
quadrilatères. 

iS'ovombre.  —  P.  .NLvnsion  :   ii'ois  théorèmes  peu  connus  sur  les  polyèdres. 
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—  J.  Nkliukc  :  Sur  1  l'qiiJtlioii  l)i<iii;i<li;»liijiio .  —  l-.-N.  nAKitiiiN  :  Siii-  cor- 
lairios  enveloppes.   —  1*.  Mansion  :   lùisjjèiic  Hollranii. 

Déèombro. —  ('.-!•].  W  .vsrrEi.ti  :  Tlu'oi-èmes  île  nu'lat;éoiiiL'lrio.  —  f  iui  kmiii.l 
i>t  Catalan   :  Sur  mio  iVaolion  ratiouiu'llc. 

Il  nuovo  CimentO.  pulilii-  par  11.  Kf.i.îc.  A.  Bati-i.i.i.  N'.  Voi.terha.  orçaiio 
(iolla  Soci«  ta  italiaua  di  Fisica  :  soric  5,  l.  II;  AbonniMnont  annuel  :  l'nion 
postale.  L..  au:  Fise,  l'icraceiiii.   1901. 

Juillet.  —  G.  Ekcoi.im  :  Defonnazione  eleltriea  del  velro.  —  L.  fii\r.A- 
MNO  :  Sulle  tension!  nell  interne  'li  un  fluido  polarizzalo  inau;neticaniente  o 
dieleltricamente. 

Août.  —  A.  CiAKiiAsso  :  Sopra  il  coellicienlc  di  autoinduzioue  di  un  aneilo 
a  seziono  rcttansjolare.  —  A.  llioni  :  Sui  canipi  ellettroniagnetici  e  parlieo- 
larmcntc  su  quelli  ereati  da  eariehe  clettriche  o  da  poli  niagnetiei  in  inovi- 
uiento. 

Septembre.  —  D.  Mazzoito  :  Sulle  legsji  délie  vibrazioni  elettricbe.  — 
T.  Levi-(.ivit\  :  Sul  massinio  cimente  dinaniico  nci  sistemi  elaslici. 

Octobre.  —  A.  Rir.ui  :  Sulla  questioue  del  canipo  niaguelico  gcnerato 
tialla  convezione  clettrica. 

PraceMatematyczno-Fizyczcne,  r(  cueuli  polonais,  puldié  par  MM.  Dk  ks- 

TEIN,  CJosii;wsKi,   rSATANsoN.   WiiKowsKi   et   Z(jKA\vsKi,    1.    X  1 1 ,    1 1)0 1  ;    \  a  T- 
sovic. 

K.  ZoKAwsKi  :  Sur  les  conditions  d'invariance  de  (pudijues  «'•qualions  dif- 
férentielles pour  les  transtoruialions  iniinilésiniales.  —  G.  Ri<:i:i  et  Li;vi- 
CiviTA  :  Mi'thodes  di'  calcul  dilTércnliel  absolu  el  leurs  applications.  — 
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COXSIDb:RATIONS 
SUR  LA  NATURE  DE   L'ESPACE 


LA     QUESTION      DE     LA     FORME     DE     L    ESPACE 

On  sail  quo  parnii  les  propositions  qui  servent  Je  base  au  sys- 
tème de  Géométrie  parvenu  de  l'antiquité  jusqu'à  nous  se  trouve 
celle-ci  :  Par  un  point  il  ne  peut  être  tiré  qu'une  seule  parallèle  ix 
une  droite.  Des  essais  tentés  pour  en  prouver  la  nécessité  intrin- 
sèque ont  surgi  certaines  difficultés;  ceci,  nous  le  savons,  a  eu 
pour  conséquence  d'amener  à  douter  de  cette  nécessité,  et  à  con- 
sidérer une  forme  d'espace  dans  laquelle  la  proposition  susdite 
n'est  pas  admise 

C'est  ainsi  qu'il  s'est  formé  une  branche  très  étendue  de 
recherches  mathématiques,  que  l'on  nomme  le  plus  habituelle- 
ment Géométrie  non-euclidienne,  parce  qu'elle  s'écarte  de 
l'œuvre  d'Euclide  en  rejetant  la  proposition  ci-dessus  (').  On 
emploie  également  les  noms  de  Pangéométrie,  Géométrie  abso- 
lue et  Métagéomélrie. 

Les  deux  premiers  indiquent  que  la  nouvelle  étude  de  l'espace 
renferme  comme  cas  particulier  la  Géométrie  euclidienne  ;  le 
troisième  trouve  son  explication  en  ce  que  la  forme  de  l'Espace 
non-euclidien  sort  de  l'expérience  à  notre  portée,  en  telle  manière 
qu'il  v  a  le  même  rapport  entre  cet  espace  et  la  Géométrie  pra- 


(')  On  la  désigne  le  plus  souvent  sou3  le  nom  de  onzii-iiie  axiome  d'Eu<?lid<'.  Hlle 
n'a  été  ajoutée  au  svslèmc  que  plus  tard,  pour  remplacer  le  oinquièine  postulatiiiu 
établi  d'abord  par  ICuclide,  et  d'après  lequel  deux  droites  coupées  par  une  troi- 
sième doivent  se  rencontrer  nécessairement  lorsqu'il  y  a  entre  leurs  angles  une 
certaine  relation.  C  est  elTcctivcmcnt  lu  la  forme  employée  ultérieurement  pour  la 
conception  des  parallèles  d'IJuclide. 

Enseignement  malb.  G 
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tique  que  nous  étudions,  qu'entre  la  Métaphysique  et  la  Physi- 
que ['). 

Cette  Ijranche  des  recherches  géométriques  a  continué  a  se 
développer  dans  une  douhle  direction.  On  s'est  eflorcé  en  pre- 
mier lieu  de  construire,  à  Texemple  du  système  établi  parEuclide 
d'après  la  proposition  énoncée,  un  système  également  complet, 
indépendant  de  cette  proposition,  mais  dans  lequel  toutes  les 
autres  hypothèses  du  système  euclidien  sont  conservées. 

Cette  tâche  a  été  plus  particulièrement  entreprise  par  les  deux 
Hongrois,  W.  et  J.  Bolyai  et  par  le  Russe  N.-I.  Lobatschewsky, 
en  suivant  certaines  conceptions  que  Gauss  avait  déjà  formulées. 
Ils  sont  parvenus  de  la  sorte  à  établir  une  géométrie  qui  non  seu- 
lement renferme  la  Géométrie  euclidienne  comme  cas  particu- 
lier, mais  qui  se  rapproche  d'autant  plus  du  système  de  cette  Géo- 
métrie que  le  domaine  dans  lequel  les  figures  de  l'espace  sont 
considérées  a  des  dimensions  plus  restreintes.  En  conséquence 
on  doit  se  poser  cette  question  : 

L'espace  possède-t-il  véritablement  une  forme  difTérente  de 
celle  convenue  dans  le  théorème  des  parallèles  euclidiennes,  sans 
que  nous  puissions  avoir  connaissance  de  cette  déviation  de  la 
forme  euclidienne,  en  raison  du  peu  d'étendue  du  domaine  ouvert 
à  notre  expérience  ? 

En  même  temps  que  l'on  procédait  à  cette  construction  de  la 
Géométrie  non-euclidienne  qui  ne  se  sépare  des  hypothèses 
transmises  que  dans  la  question  dos  parallèles,  et  conserve,  par 
ailleurs,  toutes  les  autres  données  fondamentales,  on  se  prenait 
aussi  h  mettre  en  question  la  nécessité  absolue  de  ces  principes 
fondamentaux.  Au  premier  abord,  ce  n'était  que  très  naturel,  en 
raison  de  toutes  les  tentatives  faites  pour  prouver  l'axiome  des 
parallèles  d'Euclide.  Car,  au  fond,  toutes  ces  tentatives  consis- 
taient h  essayer  de  reconnaître  dans  cet  axiome  une  conséquence 
nécessaire  des  autres.  En  essayant  de  ramener  l'axiome  des  paral- 
lèles h  ces  hypothèses  de  la  Géométrie  euclidienne,  on  se  trouvait 
naturellement  conduit  à  se  demander  si  ces  hypothèses  étaient 
bien,  comme  on  le  crovait,  des  conceptions  nécessaires. 


(')  Quoicpie  le  nom  de  Métaphysique  n'eût  autrefois  qu'une  signification  pure- 
ment externe,  rien  n'est  changé  ù  la  signification  interne  qu'on  lui  donne  commu- 
nément aujourd'hui. 


COSSID  F  RATIONS   SUR   LA    SATIRE   DE   L  E  S  P  A  C  E  79 

Cette  recherche  a  toujours  continué  à  prendre  de  l'exlension; 
on  trouve  un  exposé  résumé  de  son  état  actuel  dans  le  mémoire 
publié  par  M.  D.  IlrLBEnr,  a  l'occasion  de  l'inauguration  du 
monument  de  Gauss-Weber  à  Gœttingue;  dans  cet  écrit  qui  a 
pour  titre  :  Grundloi^en  der  Géométrie  [^)  (Fondements  de  la  Géo- 
métrie), les  axiomes  sont  divisés  en  cinq  groupes,  et  dans  cliaque 
o-roupc  il  discute  les  conclusions  de  l'abandon  de  tel  ou  tel 
axiome. 

Cette  extension,  que  je  voudrais  signaler  comme  développe- 
ment philosophique  faisant  contraste  avec  les  opérations  cons- 
tructives  de  la  Géométrie  non-euclidienne,  a  été  favorisée  par 
une  série  de  circonstances  qui  Tout  maintenue  en  môme  temps 
dans  une  certaine  voie. 

Bklthami  remarqua  que  les  relations  qui  existent  dans  le  sys- 
tème de  Bolyai  et  de  Lobatschewsky  montrent  une  grande  ana- 
logie avec  celles  qui  existent  sur  les  surfaces  à  courl)ure  cons- 
tante et  négative.  Ceci  conduisit  h  établir  un  système  comparable 
h  ce  qui  se  passe  sur  les  surfaces  à  courbure  constante  et  posi- 
tive, et,  par  ainsi,  à  enrichir  la  Géométrie  d'une  forme  nouvelle 
d'espace,  dans  la(|uclle  on  abandonnait  en  mrme  temps  deux 
suppositions  jugées  jusque-là  indispensables  :  rimpossll)ilité  pour 
deux  droites  de  se  couper  en  plus  dun  point,  et  l'étendue  infinie 
de  l'espace. 

La  mesure  toujours  croissante  dans  laquelle  la  validité  des 
aperçus  géométriques  arrivés  jusqu'il  nous  a  été  soumise  h  un  ; 
examen  crili(jue,  a  eu  pour  résultat  de  résumer  toute  la  discus-  i 
sion  dans  la  (juestion  importante  de  savoir  quelles  sont,  dans 
notre  science  gé()mélrir|ue,  la  part  de  l'expérience  d'un  côté, 
celle  de  la  nécessité  logique  de  l'autre;  et  celte  apprécialion, 
que  cela  seul  est  logiquement  nécessaire  qui  peut  s'expiinier  par 
une  formule  mathémali([ue.  a  gi'g'ié  de  plus  en  plus  en  autorité. 
Quant  à  la  direction  dans  laquelle  toute  la  recherche  a  continué 
a  se  développer,  elle  s'est  précisée  dans  cette  idée  qui  ne  veut 
apercevoir  derrière  le  changement  des  figures  géométriques  que 
la  personnification  visible  de  la  transformation  algf'briquo. 


Cj  1J.  g.  Tklunku,  Leii)zig,  1S9;). —  Traduit  en  français  par  M.  L\ic;tL,  .^««.  de 
V  Ecole  Soi  mail-,  l.  XVll,   19.10.  (La  Hi;DA.cTio.->«.) 
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Arrivées  h  ce  point,  les  études  ne  se  sont  pas  bornées  a  l'es- 
pace à  trois  dimensions.  Partant  de  ceci,  que  dans  l'Algèbre  le 
nombre  des  variétés  d'expressions  est  illimité,  on  est  parvenu  à 
ne  considérer  l'espace  triplement  étendu  que  comme  cas  parti- 
culier d'un  espace  général  ayant  un  nombre  arbitraire  de  dimen- 
sions; en  ceci,  comme  presque  partout  ailleurs,  on  a  suivi  des 
voies  parcourues  d'abord,  ou  du  moins  indiquées  par  Gauss. 

Ainsi,  dans  nos  recherches  mathématiques,  les  choses  en  sont 
là  :  à  côté  de  l'espace  conforme  aux  suppositions  de  la  Géométrie 
euclidienne,  et  que  l'expérience  nous  rend  familier,  on  prend 
encore  en  considération  les  dilïerentes  autres  formes  possibles 
de  l'espace.  Tout  en  conservant  la  plus  grande  partie  des  hypo- 
thèses euclidiennes,  il  reste  toujours  encore  deux  catégories  de 
formes  d'espace  qui,  par  la  généralisation  d'un  aperçu  propre  à 
l'étude  des  surfaces,  sont  considérées  comme  espaces  de  cour- 
bure positive  et  négative;  entre  ces  deux  formes,  l'espace  eucli- 
dien, dont  le  signe  caractéristique  est  la  courbure  de  valeur  zéro, 
prépare  la  transition. 


II 

LES    PREUVES    DE    POSSIBILITÉ     d'cNE    FORME    XOX-EUCLIDI EXNE 
DE    l'espace 

Tout  en  m'apprètant  à  soumettre  i\  un  examen  critique  les  fon- 
dements de  l'espace  considéré  à  la  façon  moderne,  je  voudrais 
d'abord  mettre  en  pleine  lumière  les  points  de  vue  auxquels  je 
me  place  dans  cet  examen.  Je  ne  méconnais  en  aucune  manière 
les  progrès  que  la  recherche  mathématique  a  faits,  en  ce  sens 
cjue  chaque  conclusion  de  la  théorie  a  ])récisé  la  part  revenant 
aux  diiïerentes  hypothèses  du  système  géométrique  considéré. 
Le  bénéfice  que  la  recherche  géométrique  a,  sans  sortir  du  sys- 
tème euclidien,  retiré  de  son  travail,  nous  est  montré  clairement 
par  un  coup  d'œil  jeté  sur  la  Géométrie  projective;  tout  en  com- 
blant les  lacunes  laissées  par  M.  Vox  Staudt,  les  recherches  de 
la  Géométrie  non-euclidienne  ont  fourni  l'occasion  de  dévelop- 
per utilement  cette  branche.  Je  paie  un  tribut  d'admiration  à  la 
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sagacilégràce  àlaquellc,  moyennant  l'ahandon  de  quelques  hypo- 
thèses du  système  euclidien,  on  a  établi  et  fouillé  jusque  dans  le 
détail  de  nouvelles  formes  de  l'espace  conçues  sur  une  base  plus 
large. 

Mais  je  voudrais  aussi  établir  en  même  temps  ce  fait  ;  la  ques- 
tion de  savoir  si  l'une  de  ces  hypothèses  n'est  pas  ou  n'est 
qu'incomplètement  compatible  à  une  forme  d'espace  capable 
d'une  existence  réelle  ne  se  décidera,  ni  par  la  discussion  pure- 
ment théoiique  des  conclusions  provenant  du  doute  émis  sur  la 
conception  euclidienne,  ni  par  l'étude  détaillée  des  systèmes  qui 
ont  été  établis  en  conservant  une  partie  des  axiomes  d'EucIide. 

Voici  donc  la  question  :  Quelles  conditions  doit  remplir  une 
forme  d'espace  pour  qu'on  puisse  lui  attribue/'  une  réelle  exis- 
tence ?  C'est  à  cette  question  seule,  comme  Je  le  remarque  ici 
expressément,  que  s\idrcsseront  toutes  mes  discussions  suii'antes. 

Que  des  domaines  entiers  de  la  Géométrie,  comme  par  exem- 
ple la  Géométrie  projective,  aient  pu  être  créés  d'une  façon  entiè- 
rement indépendante  de  la  conception  des  parallèles  euclidiennes, 
ceci  naturellement  ne  prouve  rien.  Cette  indépendance  à  l'égard 
de  l'axiome  des  parallèles  et  des  propositions  connexes,  comme 
celle  de  la  somme  des  angles  d'un  triangle,  n'est  pas  une  nou- 
veauté; l'étude  delà  congruence  des  triangles  en  offre  aussi  un 
exemple  depuis  longtemps  connu,  mais  cet  exemple  n'a  jamais 
ébranlé  la  croyance  à  la  nécessité  intrinsèque  de  la  théorie  des 
parallèles  euclidiennes,  croyance  qui  s'est  conservée  pendant  des 
siècles  jusqu'à  nos  jours. 

En  admettant  môme  que  l'on  ne  soit  pas  parvenu  jusipi'à  pré- 
sent à  donner  du  Postulatum  d'Euclide  une  démonstration 
généralement  reconnue  et  \\  l'abri  de  toute  attaque,  ceci  n'est  pas 
un  signe  certain  (ju'une  telle  preuve  soit  absolument  impossible, 
et  qu'il  y  ait  lieu  de  concevoir  nn  autre  état  de  choses.  L'Histoire 
offre  trop  d'exemples  de  recherches  ([ui  pendant  longtemps  ont 
manqué  leur  but  parce  que  déprime  abord  elles  ont  été  engagées 
sous  une  forme  erronée  ou  dans  une  fausse  direction.  Mais  je 
trouve  beaucoup  plus  extraordinaire  ([ue,  malgré  le  mancpie  d'une 
base  hors  d'atteinte,  la  croyance  à  la  justesse  du  svsti'me  eucli- 
dien n'ait  eu  aucune  secousse  pendant  plus  de  doux  luiile  ans. 
SAccHKni  même,   aux  recherches  récemment  connues  durpicl  les 
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partisans  de  la  théorie  moderne  de  l'Espace  ont  eu  recours,  a 
repoussé  absolument  tout  doute  sur  la  réelle  existence  de  la 
forme  euclidienne. 

L'existence  du  système  admirablement  établi  par  Bolyai  et 
LoBATscHEwsKY  ne  possède  pas  non  plus  de  preuve  décisive.  Si 
des  contradictions  internes  n'ont  pas  jusqu'à  ce  jour  été  relevées 
dans  ce  système,  on  ne  peut  pas  en  conclure  avec  certitude  que 
de  telles  contradictions  n'existent  pas.  Ici  encore  il  se  peut  que  la 
recherche  de  ces  oppositions,  grâce  à  la  direction  peu  convenable 
qu'elle  aurait  prise  dès  l'origine,  ait  simplement  passé  à  côté  des 
points  essentiels  :  C'est  la  meilleure  garantie  contre  ces  contra- 
dictions, c'est-a-dire  l'évidence  pratique  qui  manque  au  sys- 
tème non-euclidien  de  Géométrie. 

Pour  cette  raison,  la  recherche  géométrique  moderne  a  jugé 
nécessaire  de  ne  pas  se  contenter  de  cette  base  négative  pour 
justifier  la  théorie  de  l'espace  non-euclidien;  elle  croit  pouvoir 
affirmer  la  possibilité  de  l'existence  des  formes  nouvelles  d'es- 
pace par  des  raisons  positives  directes.  L'une  de  ces  preuves  est 
dans  la  signification  géométrique  que  l'on  accorde  aux  transfor- 
mations algébriques.  Je  ferai  expressément  remarquer  que  la 
transformation  algébri(jue  ne  possède  par  elle-même  aucune 
force  probante  ;  aucun  calcul  du  monde  ne  peut  donner  à  lui  seul 
d'éclaircissement  sur  l'existence  des  relations  de  l'espace.  En 
tous  les  cas,  on  peut  bien  considérer  les  expressions  algébriques 
selon  le  sens  attaché  à  chaque  variété  d'expressions  comme 
signe  de  dillerentcs  figures  géométricjues  :  point,  ligne,  surface, 
etc.  ;  mais  quant  à  ce  qui  concerne  la  forme  de  ces  figures,  leurs 
relations  mutuelles,  et  leurs  positions  relatives,  surtout  leurs 
rapports  angulaires,  aucune  considération  purement  algébrique 
ou  analytique  ne  peut  jamais  donner  le  moindre  éclaircisse- 
ment. Tous  ces  faits  ne  doivent  provenir  que  d'une  source  exté- 
rieure, et  le  raisonnement  algébrique  ne  peut  recevoir  une 
certaine  interprétalion  géométricjue  (juen  emj)liivant  une  série 
de  moyens  (|u"il  n'oflVe  pas  par  lui-même.  11  est  clair  ([ue  pour 
cette  interprétation  le  critérium  (jui  s'attache  à  la  preuve  algé- 
bri([ue  ne  peut  plus  être  invo(jué. 

Et  niainlouant,  prenons  l'interprétation  courante  ;  les  exemples 
ci-après  mettront  en  évidence  sa  forme  arbitraire. 
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Le  premier  de  ces  exemples  concerne  une  lorme  d'espace  qui 
ne  se  contente  pas  de  rejeter  1  axiome  des  parallèles  d'Euclide, 
mais  cjui  introduit  des  relations  toutes  nouvelles.  On  y  considère 
les  points  d  une  droite  comme  des  figures  de  l'espace,  comme  les 
éléments  d'un  groupe  de  grandeurs  se  ramenant  ii  eux-mêmes 
par  la  translornialion  r' ^^  ),::  i^';.  En  consé(juence  on  a  l'expres- 
sion-;— ^  lo<î  -V  pour  la  distance  de  deux  points.  L'arbitraiic  de 
logA       ^    z     '^  1 

cette  conception  est  palpable. 

Comme  deuxième  exemple,  je  cite  le  calcul  des  distances,  (|ue 
IIiLBEUT  donne  dans  son  écrit  déjà  cité  (^)  ;  celui-ci  a  pour  base 
la  représentation  conforme  de  l'unité  au  moven  de  deux  seg- 
ments [Slrecken)  OE  et  OE',  choisis  sans  (ju'on  se  prét)ccupe  de 
savoir  s'ils  possèdent  ou  non,  dans  le  sens  ordinaire  du  mot, 
une  égale  longueur.  Ici  encore  il  est  à  peine  utile  d'insister  sur 
ce  que  l'hypothèse  a  d'arbitraire. 

Si  ces  deux  exemples  ont  un  intérêt  seulement  théorique,  en 
ce  que  les  auteurs  des  conceptions  que  nous  venons  de  citer  ont 
uniquement  pour  but  de  montrer  les  modifications  qu'exige  notre 
pensée,  par  l'abandon  de  certaines  hypothèses,  dans  la  repré- 
sentation de  l'espace  telle  qu'elle  nous  est  ])arvenue,  l'ajipcl  a  la 
transl'ormation  algébri(jue  par  la(|iu'lle  on  doit  justifier  l'exislonce 
du  système  de  Bolyal  et  de  Lobatchewsky  a  un  intérêt  jnatique 
d'autant  plus  grand.  Car  c'est  sur  ce  système  que  se  concentre 
particulièrement  l'attention  (|uand  il  s'agit  de  la  réalisation  pra- 
tique de  la  Géométrie  non-euclidienne  dans  le  sens  étroit  du 
mot. 

Je  puis  également  mentionner  ici  l'ouvrage  précédemment  cité 
de  Ihi.iiLirr  oii  il  est  dit  (')  :  «  Qu'on  se  figure  les  points,  droites  et 
plans  de  la  Géométrie  ordinaire,  en  tant  (pi'ils  sont  à  l'intérieur 
d'une  sphère  s(dide,  comme  éléments  constitutifs  d'une  Géométrie 
de  l'espace,  et  ({u'on  établisse  les  congruences  de  celte  Géomctrie 
au  moyen  des  transformations  linéaires  de  la  Géométrie  usuelle 
capables  de  ramener  la  sphi-re  solide  i»  elle-même  :  on  reconnaît 


(')  F.  Ki.KiN,    Math.    Annalcn,   IV,   p.    585  ;  voir  Pietzker,  Zlsc/ir.  /.  math,  und 
natur.   Int.,  .X.XllI,  p.  8i-io(i. 

(')  D.  HiLBF.RT.   l'vmlemcnls  de  la  Ccomélrie,  S  a4-3o. 
^1    IIlLIilKT.   FxnilciucnLi  de  la  Gcumétrie,  S   lo,    ûu. 
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par  des  définitions  appropriées  que  dans  cette  Géométrie  «  non- 
euclidienne  »  plusieurs  axiomes  euclidiens,  sauf  l'axiome  des 
parallèles,  sont  valables;  et  comme  la  possibilité  de  la  Géomé- 
trie ordinaire  est  établie,  celle  de  la  Géométrie  non-euclidienne 
s'ensuit.    » 

Les  termes  de  cette  citation  :  «  On  doit  établir  les  congruences 
au  moven  des  transformations  »,  montrent  clairement  sa 
grande  faiblesse;  on  reconnaît  déjà  par  là  qu'en  fin  de  compte 
toute  la  discussion  ne  porte  que  sur  une  conception  impropre  à 
laquelle  manque  la  précision  nécessaire. 

Ceci  devient  encore  plus  lucide  si  l'on  examine  en  détail  l'état 
de  la  question,  comme  cela  a  été  fait  d'abord  par  Caylev  (^).  Bien 
entendu,  leséquations  qui  résultent  de  là  entre  les  côtésetlesangles 
d'un  triangle  reposent  sur  l'emploi  des  fonctions  hyperbaliques, 
comme  dans  la  Géométrie  lobatschewskienne,  mais  les  longueurs 
de  côtés  et  les  grandeurs  d'angles  liées  ensemble  par  de  telles 
équations  ne  représentent  plus  les  grandeurs  des  côtés  et  angles 
tels  qu'ils  se  trouvent  réellement  dans  ce  triangle  ;  ce  sont  de 
nouvelles  grandeurs  qui  ont  un  certain  rapport  avec  ces  gran- 
deurs proprement  dites,  et  leur  sont  substituées  ;  et  cette  substi- 
tution n'est  légitime  que  si,  en  accomplissant  dans  les  grandeurs 
substituées  certaines  opérations,  les  valeurs  nouvelles  qu'on  leur 
fait  prendre  ont  entre  elles  un  rapport  égal  à  celui  qu'avaient 
auparavant  les  grandeurs  proprement  dites. 

Il  existe  donc  une  certaine  correspondance  entre  les  grandeurs 
proprement  dites  et  celles  qu'on  met  à  leur  place.  Il  va  sans  dire 
que  cette  correspondance  ne  donne  pas  le  droit  d'identifier  la 
première  classe  de  grandeurs  avec  la  seconde  ;  mais  ceci  devient 
encore  plus  clair  lorsque  l'on  représente  cette  transformation 
par  une  projection.  Il  se  trouve,  par  exemple,  qu'à  cha(jue  angle 
d'un  triangle  vient  s'adjoindre  un  deuxième  angle  et  que  la 
somme  des  angles  adjoints  qui  correspondent  aux  angles  du 
triangle  garde  en  efï'et  une  valeur  inférieure  à  deux  droits,  ce  qui 
est  conforme  aux  enseignements  de  la  Géométrie  lobatschews- 
kienne,  Mais  ces  angles  ne  sont  plus  du  tout  ceux  de  la  figure 
dont  il  s'agit;   ce  ne   sont  pas  davantage  les    angles  d'un   autre 


{')  Cayley,  On  the  non  euclidean  Geomciry,  Math.  Ann.,  V,  p.  63o. 
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triangle  plan,  ce  sont  plutôt  des  angles  n'appartenant  pas  même 
à  une  figure  rectiligne. 

Alfirmer  par  île  telles  transformations  la  possibilité  de  l'exis- 
tence de  ligures  planes  avec  une  forme  d'angle  compatible  au 
système  de  Lobatschewsky  c'est  émettre  une  assertion  en  l'air; 
cette  assertion  ne  serait  prouvée  que  si  l'on  identifiait  deux  gran- 
deurs distinctes;  elle  repose  donc  sur  un  développement  de  la 
notion  logl([uc  d'égalité,  contre  lequel  toutes  les  objections  éle- 
vées jus(ju'ii  présent  au  sujet  de  l'axiome  des  parallèles  parais- 
sent peu  de  chose. 

On  a  également  voulu,  pour  prouver  rexistcncc  de  la  Ciéomé- 
trie  lobatschewskienne,  faire  appel  à  l'analogie  que  Beltrami, 
déjà  cité,  a  reconnue  entre  cette  Géométrie  et  les  relations  pré- 
sentées par  les  surfaces  de  courbure  constante  et  négative.  En 
effet,  cette  analogie  est  parfaite  si  l'on  attribue  aux  plus  courts 
chemins  tracés  sur  ces  surfaces  le  rôle  qui  incombe  aux  droites 
sur  le  plan  euclidien.  Mais  si  l'on  en  tire  cette  conclusion  que, 
les  relations  intérieures  étant  les  mêmes  dans  les  deux  cas,  et 
qu'en  outre  sur  les  surfaces  données  la  Géométrie  euclidienne 
étant  valable  jus([u'à  la  proposition  des  parallèles,  l'existence 
d'une  Géométrie  indépendante  de  cette  proposition  serait  prou- 
vée, eh  bien  !  il  faut  absolument  contester  cette  conclusion.  Car  il 
n'est  pas  exact  que  la  Géométrie  à  deux  dimensions  sur  les  sur- 
faces de  courbure  constante  négative  soit  entièrement  conforme 
à  toutes  les  suppositions  de  la  Géométrie  euclidienne  déduction 
faite  de  l'axiome  des  parallèles. 

Ceci  est  tout  particulièrement  vrai  au  sujet  de  la  droite  dont 
on  n'a  pas  épuisé  la  notion  en  disant  qu'elle  représente  la  plus 
courte  distance  de  deux  points.  Souvent  aussi,  dans  la  Ciéométrle 
de  Bolvai  comme  dans  l'euclidienne,  la  qualité  fondamentale  de 
la  droite  employée  de  prélérence  est,  comme  nous  l'explnjuons 
plus  loin,  celle  d'être  une  ligne  entièrement  déterminée  par 
deux  points,  et  d'après  cela  parlailemcnt  relournable;  celle  ([ua- 
lité  ne  prend  naturellement  toute  sa  valeur  ([ue  si  l'on  envisage 
aussi  les  trois  dimensions  de  l'espace,  de  sorte  (jue  l'on  com- 
prend que  l'on  n'v  avait  pas  égartl,  (juand  on  marquall  1  analogie 
entre  le  plan  euclidien  et  la  surface  de  Beltrami. 
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ÉTAI5LISSEMENT     DE     LA    GÉOMETIUE    EUCLIDIENNE     PAU     LE     l'IUNCIPE 
DE    LA    DÉTEHMINATIOX    RÉCIPROQUE    AU    MOYEN    DE    COORDONNEES 

On  peut  en  tous  les  cas  établir  que  si  des  lacunes  ont  été  repro- 
\  chées  jusqu'à  présent  aux  essais  des  partisans  de  la  forme  eucli- 
:  dienne  de  l'espace,  il  n'y  a  pas  moins  de  grandes  faiblesses  dans 
'  les  arguments  par  lesquels  on  a  voulu  mettre  hors  de  doute  l'im- 
possibilité d'asseoir  sûrement  la  Géométrie  euclidienne. 

Conclusion  :  la  question  est  toujours  pendante,  et  l'on  ne  peut 
a  priori  renoncer  à  prouver,  par  un  nouvel  essai,  la  possibilité 
unique  de  la  forme  euclidienne.  Un  tel  essai,  pour  avoir  des 
chances  de  réussite,  doit  satisfaire  a  une  série  d'exigences  qui 
surgissent  du  développement  acquis  par  la  discussion  sur  la  ques- 
tion de  la  possibilité  de  l'Espace.  11  devra  éviter  les  fautes  qui 
ont  été  avec  raison  reprochées  jusqu'ici  aux  essais  de  preuve 
entrepris  dans  l'un  et  l'autre  sens,  renoncer  à  l'emploi  de  cer- 
taines idées  impropres  que  la  discussion  sur  la  Géométrie  non- 
euclidienne  avait  été  amenée  à  utiliser;  il  ne  sera  pas  moins 
)  obligé  d'écarter  des  notions  tout  à  fait  incapables  de  précision 
absolue,  comme  par  exemple  celle  de  direction,  admise  par 
quelques  preuves  de  la  conception  euclidienne. 

Cet  essai  de  preuve  doit  ensuite  satisfaire  à  la  condition  que  le 
domaine  de  l'espace  considéré  par  lui  possède  une  étendue  finie, 
ceci  afin  de   prévenir  dès  le  début  toutes  les  oljjcctions  qui  ont 
•   été  élevées,  par  exemple,  contre  la  preuve  de  Bertrand. 

En   même    temps,    la    critique   des  raisonnements    établis    en 
I    faveur  de  la    Géométrie   euclidienne  indique  de  façon   claire   et 
}    positive  la  direction  dans  laquelle  la  recherche  devra  se  tenir  si 
j    elle  veut   arriver   à  son  but.   Elle    devra  considérer   avant  tout, 
I    comme  des  facteurs  de  la  plus  grande  importance,  le  développe- 
ment multiple  de  l'espace  et  linversion  complète  de   la  droite, 
inversion  qui  n'a  de  sens  que  dans  cet  espace  mulliplement  étendu 
et  partout  homogène. 

On  peut   satisfaire  aux  prescriptions  négatives  et  positives  qui 
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viennent  d  être  citées  p;ir  une  démonstration  Ijasée  sur  la  repré- 
sentation de  lespacc  de  Lobatsehewsky.  Mais,  parmi  les  innom- 
brables possibilités  que  cette  représentation  de  Tespace  renferme 
en  soi  se  trouve  aussi  la  forme  euclidienne,  et  nous  allons  démon- 
trer ({uc  les  hypothèses  fondamentales  transportées  du  svstème 
euclidien  dans  le  système  de  Bolyai-Lobatschewsky  ne  peuvent 
trouver  leur  complète  réalisation  que  dans  le  cas  unique  de 
cette  forme. 

Pour  comprendre  cette  démonstration  ('),  établissons  d'abord 
quelques  propositions,  utiles  à  considérer,  qui  tantôt  s'appli- 
([uent  généralement  à  la  Géométrie  de  Bolyai,  et  par  consé([uent 
sont  valables  pour  la  Géométrie  non-euclidienne  comme  pour 
l'euclidienne,  tantôt  ont  une  lorme  diflérente  selon  que  l'on 
admet  ou  c[uc  l'on  rejette  la  forme  euclidienne  de  l'espace. 

A  côté  des  condi lions  de  congruencc  des  triangles,  sont  égale- 
ment vraies  dans  les  deux  formes  de  l'espace  les  propositions 
suivantes  : 

1"  Dans  cha(|ue  triangle,  le  plus  grand  côté  est  opposé  au  plus 
grand  angle,  donc  en  particulier  dans  le  triangle  rectangle  1  hy- 
poténuse est  le  })lus  grand  côté.  2°  Une  droite  perpendiculaire 
sur  deux  aulies  droites  sécantes  est  perpendiculaire  sur  le  plan 
qu'elles  déterminent.  3"  SI  une  droite  sécante  ii  un  plan  est  per- 
pendiculaire sur  une  droite  de  ce  plan,  sa  projection  orthogo- 
nale sur  le  j)lan  est  aussi  perpendiculaire  sur  la  seconde  droite. 
4°  Deux  droites  tombant  dans  deux  plans  et  perpendiculaires  ii 
la  ligne  d'intersection  de  ces  plans  au  même  point  forment  ([uel 
que  soit  ce  point  des  angles  de  même  grandeur. 

La  somme  des  angles  des  figures  planes  n  a  vmc  valeur  déter- 
minée cju'en  Géométrie  euclidienne,  où  la  somme  des  angles  du 
triangle  vaut  deux  droits,  et  celle  du  ([uadrilali-re  ([uatre  droits. 
Dans  tout  autre  cas  que  celui  de  cette  Géométrie,  la  somme  des 
angles  du  triangle  reste  inférieure  à  deux  droits,  et  celle  du 
(juadrilalèrc  inférieure  à  (juatre  droits.  D'après  cela,  l'existence 
d'un  quadi'ilatère  avec  quatre  angles  droits  séparés  n'est  possible 
que  dans  l'espace  euclidien. 


(')  On  trouve  un  di-vrloppornciit  plus  ample  de  ceUe  idée  dans  le  ménioirc  de 
l'auteur  :  Die  Ccstallung  det  Hattmes.  (La  forme  de  l'espace),  Brunswick.  O.  Salle, 
1891,  cliap.  Il,  p.    i8-a(j. 
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Commençons  maintenant  la  démonstration  proprement  dite, 
en  jetant  un  coup  d'œil  sur  cette  propriété  dont  jouit  l'espace 
'  euclidien  :  Une   détermination    entreprise    dans   cet    espace    au 

moyen  de  coordonnées  cartésiennes  est  entièrement  réversible. 
En  effet,  quand  on  a  OA  =  .r,  OB  =  ?/  représentant  les  coor- 
\  données   planes  et  rectangulaires    d'un  point  I;   on   a    en   même 

V  temps  de  l'autre  côté,  IB  =  .r,  lA  =  ?/  ;  ces  deux  segments 
[streckeji)  sont  perpendiculaires  l'un  sur  l'autre  au  point  I  et 
peuvent  déterminer  le  point  0  en  partant  de  I.  Cette  seconde 
détermination  n'est  que  le  pendant  réciproque  de  celle  par 
laquelle  le  point  I  a  été  obtenu  en  partant  de  0.  Cette  récipro- 
cité existe  aussi  quand  on  passe  du  plan  à  l'espace.  Pour  déter- 
miner le  point  Q,  ajoutons  aux  coordonnées  précédentes  la  troi- 
sième coordonnée  OC  =  c.  En  nommant  K  le  quatrième  sommet 
du  rectangle  formé  par  OA  et  OC,  L  celui  du  rectangle  formé 
par  OB  et  OC,  on  voit  qu'alors  A,  B  et  C  sont  les  quatrièmes 
sommets  de  trois  rectangles  qui  possèdent  le  sommet  commun  Q, 
et  sont  congruents  respectivement  des  rectangles  contigus  en  0 
précédemment  cités.  La  détermination  du  point  O  depuis  Q  est 
donc  aussi  dans  ce  cas  le  pendant  réciproque  de  la  détermination 
du  point  Q  depuis  0. 

Aussitôt  qu'on  renonce  aux  suppositions  de  la  géométrie  eucli- 
dienne, la  détermination  qui  vient  d'être  décrite  perd  le  carac- 
tère de  la  réciprocité.  En  effet,  en  abaissant  des  points  1  du  plan 
xojj  des  perpendiculaires  sur  les  axes  de  coordonnées  passant 
par  O,  dans  tout  autre  cas  que  celui  de  la  géométrie  eucli- 
dienne, non  seulement  ces  perpendiculaires  diffèrent  dans  leur 
longueur  des  segments  i^Strecken)  OA  et  OB,  mais  encore,  à 
considérer  leur  inclinaison,  on  voit  qu'elles  ne  forment  ensemble 
ni  un  angle  droit,  ni  même  un  angle  de  grandeur  invariable  pour 
tous  les  points  I. 

On  ne  parvient  pas  davantage  à  la  réciprocité  absente  si  l'on 
fait  concourir  à  la  détermination  du  point  I  au  moyen  des  coor- 
données OA=.r,  OB^?/les  lignes  particulières  que  l'on  nomme 
en  géométrie  lobatschewslviennc  écpiidistantes  d'une  droite.  En 
menant  par  le  point  A  la  ligne  de  distance  .r  ii  l'axe  OY,  et  par  le 
point  B  la  ligne  de  distance  y  à  l'axe  OX,  on  trouve  toujours 
naturellement  de  cette  manière  un  j)oint  1  bien  dolorminé,  mais 
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les  axes  de  détermination  qui  se  coupent  en  ce  point  ne  possè- 
dent même  plus  le  caractère  de  lignes  droites;  en  tons  cas  ces 
axes  ne  sont  pas  égaux  aux  premiers  axes  de  coordonnées. 

La  lorme  parfaitement  régulière  de  Tespaee  qui  est  supposée 
dans  la  géométrie  de  Lobatschewsky  exige  aussi  ])<)ur  l'espace 
obéissant  aux  lois  de  cette  géométrie  la  possibilité  d'une  déier- 
niinalioii  rcviprocjue  au  moyen  de  coordonnées.  Car  il  va  de  soi, 
par  la  nature  même  do  cette  détermination,  qu'en  établissant 
la  position  du  point  Q  d'après  le  point  de  départ  0,  se  détermine 
aussi  d'elle-même  la  position  du  point  O  vis-à-vis  du  point  Q  ; 
l'égalité  de  structure  de  l'espace,  telle  qu'il  n'y  a  aucune  diflé- 
rence  de  position  entre  les  points  O  et  Q, 
demande  impérieusement  (jue  cette  réci- 
procité de  position  s'exprime  par  la  ré- 
ciprocité de  hi  détermination  au  moyen 
de  coo)-données.  En  eilet,  on  peut  satis- 
faire h  cette  exigence,  quand  on  reste  dans  y^^^  , 
le  plan. 

La  manii're  dont  ceci  est  possible  est  indiquée  par  la  figure 
ci-dessus,  dans  laquelle  sont  tirés  à  partir  de  O  deux  axes  per- 
pendiculaires ([ui  Ibrment  avec  la  ligne  01  les  angles  ).  et  a.  Si 
Ion  lait  ensuite  sur  01  au  point  1  des  angles  égaux  respective- 
ment aux  précédents  et  occupant  par  rapport  à  eux  des  positions 
alternes,  on  forme  le  quadrangle  OAIB  qui  possède  des  angles 
droits  en  O  et  I,  tandis  que  les  angles  A  et  B  ne  sont  droits  que 
dans  le  cas  de  la  géométrie  euclidienne,  et  dans  les  autres  cas 
sont  aigus.  Je  désignerai  par  le  nom  de  rectangloïde  une  ligure 
de  l'espère  du  quadrangle  OAIB  et  j'appellerai  diagonale  prin- 
cipale la  ligne  ([ui  joint  les  sommets  des  deux  angles  tlroits,  et 
l'autre  diagonale,  diagonale  secondaire.  Comme  il  est  facile  de  le 
voir,  les  triangles  OIA  et  OIB  sont  congruents,  donc  IB  =  OA, 
et  lA  =  OB  ;  il  en  résulte  alors  que  la  diagonale  secondaire  doit 
partager  le  quadrangle  en  deux  triangles  congruents,  et  qu'en- 
suite les  diagonales  se  coupent  en  leur  milieu. 

De  cet  •'•tat  de  cboses  on  déduit  pour  déterminer  le  point  1  à 
partir  de  O  le  piortHlt'-  suivant  : 

Qu'on  trace  à  partir  de  O  deux  droites  perpendiculaires  sur 
les(|uelles   on  prend  les    segments  OA  =  x,  OB  =  y,  qu'on  tire 
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ensuite  la  droite  AB   et  qu'on  joigne  son  milieu  ii  O,  on  obtient 
le  point  I  en  prolongeant  d'une  longueur  égale  à  elle-même  au 
delà  du  milieu  cette  ligne   de  jonction.  La  construction  est  évi- 
demment tout  à  fait  retournable. 
'         On  voit  que,  pour  rétablissement  d'un  système  réciproque  de 
\    coordonnées  dans  le  plan  doublement  étendu,  il  n'est  pas  néces- 
;   saire  de  supposer    l'axiome    euclidien   de  parallèles;    en   aban- 
l    donnant  cet  axiome,  il  est  parfaitement  possible  d'établir  un  tel 
!      7j  système. 

Examinons  maintenant  la  situation 
que  nous  rencontrons,  en  employant 
ce  mode  de  détermination  poui"  l'es- 
pace à  trois  dimensions. 

A  cette  fin,  nous  choisissons  d'a- 
bord   un    point    quelconque    de   cet 
espace    comme   origine   de  détermi- 
nation ;  par  ce  point,  nommé  0,  nous 
traçons  trois  droites  perpendiculaires 
chacune  aux  deux  autres,  et  sur  ces 
droites,  nous  mesurons  les  serments 
OA=.r.    OB^^y,    OC  ^z,  la  question  se   pose  alors  de  savoir 
où  est  situé  le  point  de  l'espace   déterminé  par  ces  trois  coor- 
données. 

Dès  l'abord,  il  est  clair  que  ce  point  sera  le  point  d'inter- 
section de  trois  plans  passant,  l'un  par  le  point  A,  le  second  par 
le  point  B,  le  troisième  par  le  point  C;  mais  ces  déterminations 
ne  suffiraient  pas  pour  déterminer  assez  la  position  de  ces  plans. 
Donc,  il  est  nécessaire  de  chercher  une  règle  complémentaire  et 
aboutissant  à  une  construction  réciproque. 

Dans  la  géométrie  euclidienne  la  règle  est  la  suivante  :  on  y 
construit  les  plans  en  question  comme  perpendiculaires  aux 
axes  O.r,  0?/,  O'.  Mais  dans  notre  cas,  cette  construction  n'est 
pas  admissible  dès  l'abord,  puisque  nous  ne  supposons  d'avance 
que  les  hypothèses  et  les  théorèmes  que  connaît  aussi  la  théorie 
lobatschewskienne. 

jNIalgré  cela,  il  est  possible  de  parvenir  à  une  règle  suftisante 
en  considérant  la  figure  -i,  (pii  nous  montre  les  trois  coordonnées 
en  question. 


Fife^. 
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Nous  vovons  en  cette  ligure,  les  points  I^{I^',iJi',  qu'on  obtient 
en  construisant  les  reetangloïdes  OAIB,  OAKC,  OBLC.  Le 
point  I  a  les  coordonnées  .r  =  OA,  7/  =  0B,  r^O;  de  même 
les  coordonnées  de  K  sont  .r  =  OA,  ?/  =  0,  ^  =  0C;  celles  du 
point  L  sont  .v  =  O,  //  ^=  OB,  c  =  OC. 

Après  cela,  cherchons  la  position  du  point  dont  les  coordonnées 
sont  .r  ^  OA,  ?/:=  OB,  r  =  OC  Comme  la  règle  ([ue  nous  cher- 
chons doit  embrasser  aussi  le  cas  où  lune  ou  l'autre  des  trois 
coordonnées  est  égale  h  zéro,  il  faut  que  les  plans  passant  par 
les  points  A  et  B  renferment  encore  le  point  I  qui  a  les  coordon- 
nées .r  =  OA,  y  =  OB,  -  =  0. 

Pour  la  même  raison,  il  faut  demander  que  le  plan  passant  par 
le  point  A  renferme  aussi  le  point  K,  que  le  plan  passant  par  B 
renferme  également  le  point  L,  et  enfin  que  le  plan  passant  par  C 
passe  par  les  deux,  points  K  et  L.  Nous  arrivons  ainsi  à  la  règle 
cherchée  ([ui  nous  donne  une  détermination  complètement  sulli- 
santc  pour  la  détermination  des  trois  plans  en  question;  c'est  la 
suivante  : 

I*our  trouver  le  poijit  dont  les  coordonnées  sont  0\=j', 
0B=//,  OC=  ::,  on  construira  les  reetangloïdes  OAIB.  OAKC, 
OBLC,  puis  on  consiruira  les  trois  plans  lAlv,  IBL,  KCL,  le 
point  d  intersection  de  ces  trois  plans  est  le  point  cherché  . 

Cette  construction  résultant  nécessairement  de  la  construction 
énoncée  plus  haut  pour  la  surface  doublement  étendue,  et,  comme 
celle-ci,  ne  supposant  que  les  hypothèses  de  la  théorie  lobats- 
chewskienne,  ne  rem  pi  irait  pas  encore,  sous  la  forme  où  nous  venons 
de  l'obtenir,  la  condition  d'être  réciproque;  il  faut  la  compléter 
pour  ce  but.  Comme  nous  nous  en  souvenons,  le  princijie  des 
coordonnées  récipro([ues  aexigé  que  la  construction  parla([uelle  le 
point  Q  était  déterminé  vis-à-vis  du  point  O,  nous  donnât  une 
détermination  tout  équivalente  du  point  O  en  partant  du  point  Q. 

Le  point  O  est  le  sommet  commun  des  trois  quadrilatères 
OAIB,  OAIvC,  OBLC,  qui  sont  tous  reetangloïdes  ;  au 
point  Q  se  rencontrent  les  quadrilatères  ()lvLC,  (^IBL,  (^lAK; 
pour  que  la  construction  soit  réciproque,  il  faut  que  ces  trois 
quadrilatères,  d(»nt  la  forme  était  jusque-là  indéterminée, 
soient  cougiuenls  aux  reetangloïdes  O.VIB,  OAKC,  OBLC,  de 
manière  que  les  points  C,  A,  B,  répondent  aux  points  i,  K,  L.  ' 
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Par  exemple,  Taiigle  KCL  sera  alors  égal  à  l'angle  xVlB,  mais 
comme  celui  ci  est  égal  à  l'angle  AOB,  que  nous  avons  supposé 
dès  Tabord  comme  droit,  l'angle  KCL  aura  également  la  grandeur 
d'un  droit.  Parmi  les  angles  dont  les  côtés  partent  des  points  O 
et  C,  il  y  en  aura  donc  quatre  qui,  en  tous  cas,  se  présentent 
comme  angles  droits;  outre  les  angles  mentionnés  tout  à  l'heure 
AOB  et  KCL,  ce  seront  les  angles  AOC  et  BOC  ;  quant  aux  angles 
OCK  et  OCL,  ils  ne  seront  droits  qu'au  cas  de  la  géométrie 
euclidienne;  eu  tout  autre  cas  ces  angles  seront  aigus. 

Il  se  trouvera  alors  toujours  dans  le  voisinage  du  point  C  une 
infinité  de  points  jouissant  de  cette  propriété,  que  le  plan  pas- 
sant par  un  d'entre  eux  et  perpendiculaire  a  l'axe  OZ  coupe  CK 
aussi  bien  que  CL. 

Admettons  qu'un  tel  point  soit  le  point  H  de  la  figure  3  ;  le 
plan  perpendiculaire  h  OO  coupe  les  lignes  CK  et  CL  aux  points 

Kj  et  L^.  Alors  l'angle  Kj  H  L^,  qui 
mesure,  comme  l'angle  AOB,  lincli- 
naison  des  plans  AOC  et  BOC,  d'après 
la  proposition  énoncée  plus  haut  sous 
le  n"  4j  proposition  admissible  pour  la 
géométrie  non-euclidienne  aussi  bien 
que  pour  la  géométrie  euclidienne,  est 
éffal  à  l'anole  AOB.  et  vaut  un  droit. 
Mais  comme  l'angle  K^  CL^  serait  aussi 
droit,  l'on  aurait  sur  l'hvpoténusc  K^  L^ 
deux  triangles  rectangles  dont  les  hau- 
teurs devraient  avoir  le  même  pied  G,  en  vertu  de  la  proposition 
citée  plus  haut  sous  le  n"  3,  commune  aux  géométries  eucli- 
dienne et  non-euclidienne. 

Or,  le  triangle  CIIG  est  rectangle,  et  dans  ce  triangle  CG  est 
plus  longue  que  IIG.  Rabattons  alors  le  triangle  K^  CL^  sur  le 
plan  K^  HL,  ;  la  figure  4  montre  clairement  que  l'angle  K,  HLj 
doit  toujours  être  plus  grand  que  K^  C,  L^  et  que  par  conséquent 
ces  deux  angles  ne  peuvent  pas  être  en  même  temps  droits.  En 
acceptant  une  forme  non-euclidienne  d'espace  on  arrive  ici  h  une 
objection  qui  ne  peut  être  levée  autrement  que  si  l'on  suppose 
droits  les  angles  OCK  et  OCL,  c'est-à-dire  que  si  l'on  considère 
les   rectangloïdcs   comme  des  rectangles  parfaits    tels    qu'ils   se 
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présentent  dans  la  seule  géométrie  euclidienne;  on  aurait  prouvé 
par  là  la  possibilité  unique  de  cette  oéoniétrie. 

On  parvient  au  même  but  si  l'on  emploie  les  trois  coordonnées 
données  non  en  même  temps,  mais  successivement.  Déterminons 
dans  le  plan  si/,  au  moyen  des  coordonnées  OA  =  ,r,  OB  =^  y. 
le  point  I  comme  extrémité  de  la  diagonale  ^^ 

principale  du  rectangloïde  OAIB,  et  combi- 
nons ensuite  cette  diagonale  principale  01 
avec  la  troisième  coordonnée  OC  ^=  z  per- 
pendiculaire au  plan  ai/  de  façon  à  lornier 
un  rectangloïde  OIQC.  Il  est  indispensaljle 
que  la  position  du  point  Q  soit  indépendante 
de  l'ordre  dans  lequel  on  a  employé  les  trois  coordonnées  ;  et 
pour  cela  il  faut  par  conséquent  parvenir  au  même  point  Q,  si 
Ion  se  sert,  par  exemple,  au  lieu  du  rectangloïde  OAIB  lormé 
par  f  et  y,  de  celui  OAlvCl  lormé  par  .r  et  z,  et  dont  la  diagonale 
principale  se  combinerait  alors  avec  OB  =  >/.  Ici  également  Ton 
ilémontrc  que  l'angle  KCL  doit  nécessairement  être  égal  à  un 
ilroit,  et  la  conclusion  à  en  tirer  est  d'accord  avec  celle  qui  vient 
d'être  présentée  ci-dessus  [^). 


IV 
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Dans  le  clia[)ilre  précédent,  j  ai  iléniontré  tl  une  lacon  évidciile 
rimpossii)ilil(''  de  clia([ue  forme  d'espace  contraire  aux  supposi- 
tions d  lùiclide.  (letle  démonstration,  ([ui  ne  considère  ([ue  îles 
grandeurs  Unies,  se  base  uni<juemeiit  sur  les  hvpotlièses  ([lie  le 
système  de  Bolyai  et  Lobatschewskv  a  empiunlèes  au  svstènie  de 
géométrie  euclidienin'.  I'>n  parlant  de  ceci  :  (pieiilre  tous  les 
couples  de  points  de  l'espace  il  existe  toujours  une  détermina- 
tion par  coordonnées  récipro([ues,  je  n'ai  fait  f[ue  tirer  les  con- 
séquences de  lidis  livpotlièses,  ii  savoir  :  i"  cpic  la  sliuelure  de 
l'espace   est  partout  la    même;   :i"  (pie   cet  espace   renlerme   eer- 


(')  Voir  le  «ir-vi-loppemonl  de  colle  dénjonslralioii   d:iiis  le   travail  oilé  :    Die  Ges- 
taltung  des  liaumes,  p.  a'i-aj. 

Enscignemenl  matb.  7 
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laines  lignes  parfaitement  déterminées  par  deux  points  et,  par 
conséquent,  complètement  retournables  ;  3*^  que  tout  point  peut 
être  déterminé  en  mesurant  certains  segments  sur  plusieurs 
lignes    de    cette    espèce.    Ces    trois   hypothèses   ne    conviennent 

;;  pas  moins  à  la  géométrie  de  Lobatschewsky  qu'à  celle  d'Euclide. 
On  pourrait  donc  croire  la  question  tranchée  s'il  était  permis 
de  regarder  ces  hypothèses  comme  incontestables.  Or,  par  un 
coup  d'oeil  jeté  sur  le  développement  de  la  géométrie  non-eucli- 
dienne, l'on  reconnaît  déjà  ([ue  ce  n'est  pas  permis.  Et  même, 
il  est  inutile  d'invoquer  ce  développement,  car,  dans  la  géomé- 
trie euclidienne,  l'établissement  d'une  définition  de  la  ligne 
droite  partout  acceptée  a  suscité  déjà  beaucoup  de  difficultés.  A 
la  définition  de  la  ligne  droite  comme  ligne  parfaitement  déter- 
minée par  deux  points,  on  a  eu  raison  d'objecter  que  cette  défi- 
nition est  purement  négative,  aussi  l'a-t-on  souvent  remplacée 
par  celle   qui  considère  la  droite  comme   le   plus   court  chemin 

*' entre  deux  points  ('). 

Je  crois,  en  vérité,  que  cette  seconde  définition  est  encore  plus 
contestable  que  la  première,  laquelle  renferme,  au  fond,  tous  les 
attributs  que  l'esprit  accorde  d  une  façon  innée  à  la  droite.  Tou- 
tefois, les  objections  laites  à  la  définition  primitive  exigent 
impérieusement  qu'elle  soit  corrigée  par  des  attributs  positifs, 
et  ceci  ne  pourra  se  faire  que  par  une  analyse  de  la  nature 
même  de  l'espace. 

Cette  analyse  diffère  beaucoup  de  l'argumentation  usitée  ;  dans 
celle-ci,  au  lieu   d'étudier  l'espace    même,  on   part   d'une   série 


(')  Helmiioltz,  par  exemple,  est  de  cet  avis,  car  il  dit  ceci  dans  un  passage  de 
son  mémoire  Sur  l'origine  et  la  significalion  des  axiomes  géométriques  :  «  Nous  déter- 
minons des  droites  par  la  trajectoire  des  rayons  lumineux,  trajectoire  que  l'expé- 
rience nous  donne  comme  rectiligne  ;  mais  il  se  pourrait  que  dans  un  espace  ayant 
une  autre  courbure,  la  lumière  se  répandant  dans  un  milieu  réfringent  partout 
homogène  suivit  également  le  plus  court  chemin  ». 

En  réalité,  les  faits  sont  contraires  à  l'idée  de  Hulmholtz.  Nous  ne  pouvons  pas 
le  moins  du  monde  expérimenter  la  direction  rectiligne  dos  rayons  lumineux  qui 
ne  sont  pas  saisissahles,  nous  jugeons  plutôt  cette  direction  en  examinant  si  les 
points  qu'elle  renferme  paraissent  se  superposer  à  nos  yeux  ;  nous  admettons 
a  i>riori  que  le  chemin  du  rayon  lumineux  est  droit,  mais  cette  supposition  n'est 
point  le  résultat  d'une  expérience,  elle  j)récède  au  contraire  toute  expérience  qui 
sans  cela  serait  imi)ossible.  Son  origine  réside  dans  la  propriété  do  la  droite  d'être 
déterminée  par  deux  tle  ses  jioints.  Nous  croyons  roeliligne  lo  rayon  lumineux 
allant  du  point  A  vers  le  point  1!  parce  ([ue  la  ligne  droite  AB  est  la  seule  ligiu- 
assez  bien  déterminée  par  les  doux  points. 
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(1  axionirs,  et  l'on  ju^c  une  partie  crentre  eux  adniissihles  J'ajuès 
le  degré  où  ils  se  laissent  dénioiitrer  coinnie  conséquence  de 
laulre  partie.  Les  axiomes  isolés  ne  constituent  pas  la  notion  de 
l'espace,  notion  dont  chaque  axiome  ne  représente  qu'un  côté; 
et,  en  s  al)iinant  dans  la  considération  des  axiomes  isolés,  on 
risque  de  perdre  de  vue  l'idée  même  de  cet  espace. 

C'est  à  cette  idée  que  je  veux  maintenant  revenir,  et  j'exami- 
nerai dès  l'abord  jusqu'à  quel  point  l'on  peut  regarder  comme 
conceptions  nécessaires  les  bases  de  la  démonstration  donnée  au 
chapitre  précédent. 

Kn  analvsunt  l'idée  de  1  espace  d'après  le  sens  ilans  le([uel  elle 
a  été  partout  et  pendant  tous  les  siècles  interprétée  sans  contra- 
diction, je  définis  l'espace  comme  une  variété  intuitive,  partout 
homogène,  ii  dimensions  multiples,  c'est-à-dire  comme  l'en- 
semble d'éléments  dont  chacun  est  déterminé  par  un  certain 
nombre  de  grandeurs  variables  indépendantes  les  unes  des 
autres,  nombre  ii  examiner  plus  tard. 

Nulle  part,  je  crois,  on  ne  saurait  contredire  cette  analvsc  de 
la  notion  d  espace,  mais  la  grande  autorité  d'lIi:i..MHoi/rz  me  force 
à  dire  quel([ues  mots  sur  l'hypothèse  d'un  espace  qui  n'aurait 
pas  partout  même  structure.  Helmholtz  dit  <|ue  deux  figures 
([ui,  juxtaposées,  se  manifestent  comme  égales,  peuvent  éprou- 
ver en  se  déplaçant  des  déformations  ou  changements.  En  discu- 
tant ce  cas,  il  ne  remarque  pas  qu'il  faut  avoir  la  notion  d'égalité 
avant  que  l'on  puisse  concevoir  celle  de  changenîent,  et  (ju'une 
égalité  dans  l'espace  ne  peut  se  constater  qu'en  considérant  ii  la 
fois  divers  lieux  de  cet  espace;  une  chose  ne  peut  jamais  se  com- 
parer à  elle-même. 

Lhypotii«'se  d'une  forme  d'espace  changeant  d'un  lieu  ii 
l'autre  écarterait  la  notion  d'égalité  du  domaine  de  la  géométrie, 
(pii  cesserait  alt)rs  d'être  une  branche  des  mathémati(iues.  On 
sait  le  rôle  f[ue  cette  notion  joue  dans  toutes  les  mathémaliciues, 
rôle  si  essentiel  ([u'elle  constitue  la  forme  même  des  thèses  ilont 
on  se  sert  pres<jue  partout  dans  cette  science.  11  est  tl'une  haute 
importance  ([ue  la  formule  exprimant  le  contenu  des  théorèmes 
de  mathémati([ues  se  présente  pres(jue  toujours  comme  une 
écjualion. 

La  structure  parfaitement  homogène  de  1  espace  est  donc  une 
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de  ses  qualilns  essentielles.  Cet  espace  appai-aît  comme  ensemble 
d'une  foule  d'éléments  déterminés  par  les  dillercntes  valeurs  des 
grandeurs  variables  sus-énoncées.  Si  l'on  donne  a  chacune  de 
ces  variables  une  caleiir  parfaiiement  dèlevminèe  ^  on  obtient 
Télément  appelé /^om^;  l'ensemble  de  tous  les  points  obtenus  en 
faisant  varier  une  seule  des  grandeurs  est  la  ligne,  l'ensemble  de 
tous  les  points  qui  ne  dilTèrent  les  uns  des  autres  ([ue  par  les 
valeurs  de  deux  grandeurs  est  la  surface  (plan). 

En  raison  de  la  structure  partout  égale  de  l'espace,  l'établis- 
sement de  ces  valeurs  doit  avoir  lieu  de  la  même  façon,  quel  que 
soit  le  point  d'où  l'on  part;  il  est  donc  permis  de  choisir  ce 
point,  qui  est  T origine  de  la  détermination,  d'une  manière  arbi- 
traire, et  les  valeurs  mesurées  à  partir  de  cette  origine  pour 
déterminer  un  autre  point,  sont  les  coordonnées  de  ce  point. 

Je  renvoie,  comme  je  l'ai  déjà  annoncé,  au  chapitre  suivant 
l'examen  du  nombre  de  ces  coordonnées,  et  je  vais  discuter 
d'abord  l'aspect  de  l'espace  h  trois  dimensions,  le  seul  c|ui  nous 
soit  réellement  connu.  En  cet  espace,  tout  point  sera  déterminé 
par  les  trois  coordonnées  que  nous  désignons  par  les  lettres 
X,  i/,  z.  Si  nous  les  faisons  varier  en  les  soumettant  à  deux  rela- 
tions, nous  avons  une  ligne,  et,  de  toutes  les  lignes  ainsi  obte- 
nues, il  y  a  une  espèce  particulière  qui  porte  le  nom  de  droite. 
Nous  arrivons  à  la  notion  de  droite  par  la  considération  sui- 
vante. 

Fixant  la  coordonnée  z,  donnons  toutes  les  valeurs  possibles 
à  :v  et  à  //,  et  appelons  surface  :r  y  la  surface  résultant  de  cette 
opération.  Supposons  maintenant  qu'il  y  ait  une  é(|uation  entre 
les  coordonnées  x  et  y,  ceci  nous  permettra  de  ramener  ces  deux 
variables  à  une  seule  dont  les  différentes  valeurs  détermineront 
une  série  continuelle  de  points,  c'est-à-dire  une  ligne.  Chacun 
de  ces  points  sera  donc  déterminé  par  une  variable  unicjue  jouant 
le  rôle  d'une  nouvelle  coordonnée  :  en  ceci,  la  coordonnée  z  ne 
participe  en  rien.  Donc,  à  cause  de  l'indépendance  mutuelle  qui 
existe  entre  les  trois  coordonnées,  z^  ne  dtq>ondant  ni  de  s  ni 
de  ?/,  ne  dépend  pas  davantage  du  résultat  tle  la  conil)inaisoM 
de  X  et  y  faite  sans  son  concours. 

Conséquence  :  Toutes  les  lignes  que  l'on  obtient  en  hiisant  varier 
seulement  3   et  en  gardant  des   valeurs  constantes  à  .v  cl  a   //   ont 
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le  nir-me  i;ip[)(>rt  ;i  chacune  des  Ii<^nes  résultant  de  la  variation 
de  .r  et  y  taiulls  (jue  r  est  invariable;  dans  l'espace  intuitif,  ce 
rapport  entre  ileux  éléments  est  ce  qu'on  nomme  traditionnelle- 
ment la  position  d'un  élément  vis-ii-vis  de  l'autre,  donc,  on  peut 
échanger  entre  elles  toutes  les  lignes  qui  iHovienneut  de  la  seule 
varintion  des  coordonnées  x  et  y  sans  altérer  leur  rapport  h  la 
coordonnée  -. 

C'est-à-dire  :  abstraction  laite  de  ce  rapport,  la  surface  .r  // 
est  mol)il(>  sur  elle-même,  et,  comme  cette  (jualité  convient  :i 
chacune  des  surfaces  obtenues  en  faisant  varier  la  coordonnée  -, 
on  a  le  droit  de  dire  :  On  peut  laire  mouvoir  sur  lui-même  l'es- 
pace il  trois  dimensions,  en  sorte  qu'il  v  a  dans  ce  mouvement 
une  ligne  immobile.  Cette  ligne,  ayant  précisément  la  propriété 
qui  caractérise  la  droite  ii  la  (ois  dans  la  géométrie  d'Euclide  et 
celle  de  ï.obatschewsky,  sera  l'axe  des  coordonnées  z.  Or,  dans 
l'espace  considéré,  ([ui  a  partout  même  structure,  le  choix  de  cet 
axe  est  al)Solumenl  arbitraire;  disons  tlonc  :  Dans  l'espace  ii 
trois  dimensions,  on  peut  tracer  par  chaque  ])oint  une  infinité  de 
lignes  répondant  à  la  notion  de  droite  telle  ([u'elle  a  toujours  été 
reconnue  dans  la  géométrie.  L'existence  de  ces  droites  est  une 
conséquence  nécessaire  de  l'indépendance  mutuelle  des  gran- 
deurs fondamentales  fixant  les  points  de  notre  espace. 

Reconnaissons  la  nature  de  la  surface  ([ui  contient  tous  les 
points  pour  les([uels  .r  et  //,  par  exemple,  sont  variables,  tandis 
que  3  est  invariable.  Si,  gaiclant  ii  l'une  des  premières  coordon- 
nées une  même  valeur  constante,  nous  faisons  varier  l'autre, 
nous  avons  une  droile,  puis([ue  la  troisième  coordonnée  est  aussi 
constante;  donc,  en  toute  sa  longueur,  cette  droite  appartient  :i 
la  surface  en  (juestion,  et  cette  surface,  déjà  nommée  la  sur- 
face .Vf/,  a  précisément  la  (jualité  par  laquelle  on  dclinil  or<li- 
nairement  le />/(7/;,  autant  dans  la  g('oméfrie  d'Euclide  que  dans 
(•elle  de  Lobaischewskv. 

<)ii  voit  également  (ju  il  va  un  iKnubre  iiilini  de  tels  j)lans, 
puisque  le  choix  des  coordonnées  .r  et  y  est  pailailemcnl  arl)i- 
traire,  et  ([u'en  vertu  de  la  sliucture  partout  homogine  de  l'es- 
pace, ces  plans  sont  tous  congrucnis  entre  eux  et  composés  de 
parties  congruentes  entre  elles. 

Nous  somini'S  arrivés  aux  deux  notions   de  droite    et  de  plan, 
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qui  dépendent  l'une  de  l'autre,  par  ia  même  argumentation,  et  il 
nous  a  suffi  pour  cela  de  combiner  trois  principes  fort  simples, 
/.savoir  :   l'espace  est  intuitif,  partout  homogène,   et   les  mesures 
tiqui   déterminent   ses  divers  points  sont  indépendantes  les  unes 
'des  autres;  nous  avons  fait  appel  également  au  rapport  qui  existe 
entre  les  trois  dimensions  de  l'espace,  et,  en  particulier,  ce  n'est 
qu'en  quittant  la  surface  à  deux  dimensions  et  considérant  la  troi- 
sième coordonnée  que  nous  avons  vu  se  dévoiler  à  nos  yeux  la 
nature  de  la  droite. 

Je  rappelle  maintenant  le  raisonnement  donné  au  précédent 
chapitre  :  j'y  ai  démontré  que  la  géométrie  euclidienne  seule 
est  en  état  de  remplir  les  exigences  du  principe  de  détermina- 
tion de  coordonnées  réciproques.  Si  une  telle  détermination  est 
possible,  comme  l'on  s'en  souvient,  dans  le  plan  à  deux  dimen- 
sions, même  sans  l'emploi  des  parallèles  euclidiennes,  ceci  ne 
peut  plus  s'admettre  dès  que  l'on  fait  intervenir  la  troisième 
dimension  de  l'espace. 

Le  rôle  important  joué  dans  cette  argumentation  autant  que 
dans  les  considérations  exposées  ci-dessus  par  la  troisième 
dimension  fait  espérer  la  possibilité  de  démontrer  l'existence  des 
parallèles  euclidiennes  d'une  façon  plus  simple,  en  n'utilisant 
que  les  moyens  grâce  auxquels  j'ai  réussi  h  faire  surgir  la  notion 
de  droite,  c'est-à-dire  surtout  l'indépendance  mutuelle  des  trois 
coordonnées.  Cet  espoir  est  rempli  par  les  développements  ([ui 
suivent. 

Deux  coordonnées  étant  mutuellement  Indépendantes,  il  s'en- 
suit que  chacune  d'elles  a  le  même  rapport  avec  chacune  des 
deux  moitiés  de  l'autre  qui  sont  séparées  par  l'origine  du  sys- 
tème, ou  que  chacune  des  droites,  sur  lesquelles  on  mesure  ces 
deux  coordonnées,  est  perpendiculaire  à  l'autre.  Ceci  étant  vrai 
de  chaque  couple  de  coordonnées,  on  a,  comme  base  de  déter- 
mination, trois  droites  perpendiculaires  entre  elles.  1/homogé- 
néilé  de  l'espace  fait  en  même  temps  que  l'on  peut  construire 
un  tel  système  ii  ])artir  iX^:  tout  point,  en  sorte  que  les  coordon- 
nées partant  d'un  point  répondent  respectivement  aux  coor- 
données partant  d'un  autre.  Pour  parvenir  d'un  point  île  l'espace 
à  un  autre,  il  faut  donc  opérer  trois  nioiivements  rf|)ondant  aux 
trois    directions   de    coordonnées.    11    peut   se    l'aire   (jin-    l'un    ou 
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l'autre  ilc  ces  moiivenients  étant  mil.  un  in<tuveuicnl  uni(juo  sul- 
lise.  La  seule  coordonnée  qui,  en  ce  cas,  fixe  la  position  de  l'un 
des  points  vis-à-vis  de  l'autre,  est  déterminée,  c'est  la  grandeur 
appelée  ordinairement  distance  de  ces  points;  donc,  cett(>  dis- 
lance est  précisément  la  grandeur  (jui  représente  le  rapport  mu- 
tuel des  deux  points,  ce  rapport  étant  évalué  dans  le  sens  dune 
seule  coordonnée. 

Soient  maintenant  deux  points.  Prenons  leur  droite  comme 
l)ase  de  la  première  coordonnée  d  un  svstème,  et  un  point  quel- 
conque de  cette  droite  comme  origine.  Tant  ([ue  les  points  se 
meuvent  sur  cette  droite,  leur  position,  relativement  à  l'origine, 
sera  déterminée  par  une  valeur  unitpie.  Mais  cet  état  change  dès 
que  les  deu.x  points  ([uitlent  la  droite  pour  avancei"  sur  deux 
droites  perpendiculaires  à  la  première  ;  alors,  leur  position 
vis-à-vis  de  lOrigine  et  l<Mir  rappoil  muliir!  seront  délermim-s 
par  deux  valeurs  indi'pendanles  1  une  de  1  autre. 

Supposons,  en  particulier,  ([ue  les  mouvements  des  deux 
points  au  sens  de  la  seconde  coordonnée  soient  identi([ucs  ;  il 
est  clair  que  le  changement  de  position,  ()[)éré  dans  ce  sens, 
n'altérera  pas  le  rapport  mutuel  de  ces  points,  attendu  que  ce 
changement  est  identic[ue  pour  chacun  d'eux.  Après  le  mouve- 
ment comme  avant,  ce  rappoit  mutuel  ne  sera  déterminé  ([ue  ]>ar 
une  valeur  mesurée  dans  le  sens  de  la  première  coordonnée,  et, 
après  le  mouvement,  cette  valeur  sera  la  même  ([u'avant,  car, 
sans  cela,  la  première  coordonnée  serait  inllumcée  |)ar  des  évé- 
nements arrivant  dans  la  deuxième,  ce  (jui  répugne  éviilemment 
il  1  indé'pendance  mutuelle  des  trois  directions  fondamentales 
(pie  nous  avons  reconnue  comme  priqjiiétt'  indispensahle  de 
l'espace. 

(Jr,  (Hi  se  souvient  que  la  grandeur  ({ui  représente  le  rapport 
mutuel  de  ces  deux  points,  prise  dans  le  sens  d'une  seule  coor- 
donnée, n Clait  autre  chose  <pie  la  dislance  de  ces  points.  l)ii 
voit  donc  (jue,  si  deux  j)oiiils  se  meuvent  de  ([uanlilés  ('-gales  sur 
deux  perpendiculaiies  ii  la  droite  (|ui  joint  leurs  positions  j)ri- 
mitives,  pendant  tout  le  mouvement  leur  distance  denieuie  inva- 
riable, ce  ([ui  caractérise  la  géométrie  euclidienne,  i.e  ihéoième 
de  cette  géométrie  qui  déclare  ('-Ire  jiartoul  la  nu^-me  la  distance 
de  deux  droites  pcrpcndicidaires  à  une  troisième,  est  justement 
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la  consé(|ucnce  nécessaire  de  rindépendance   muluelle  quil  laiit 
supposer  entre  les  trois  directions  constituant  l'espace  ('). 

Cette  situation  ne  répond  pas  seulement  ii  la  théorie  dEuclide, 
mais  elle  répond  aussi  à  la  notion  de  parallélisme  telle  qu'elle  a 
toujours  été  conçue  par  un  esprit  dégagé  de  parti  pris.  En  tout 
temps,  le  sens  commun  a  legardé  deux  parallèles  comme  droites 
gardant  toujours  la  même  distance. 

Or,  c'est  le  devoir  de  la  recherche  scientifique  d'examiner  au 
point  de  vue  critique  cette  notion  innée,  afin  de  voir  si  elle  est 
compatible  avec  la  notion  de  droite  dérivée  des  propriétés  fonda- 
mentales de  l'espace.  Il  faut  regretter  qu'au  lieu  de  suivre  cette 
voie,  les  savants  aient  joréféré  adopter  une  nouvelle  définition  du 
parallélisme,  en  déclarant  comme  parallèles  deux  droites  qui 
ne  se  rencontrent  pas. 

•Certainement,  deux  parallèles  ne  se  rencontrent  pas,  mais, 
comme  nous  /i\u>o/)s  pas  de  moyen  direct  de  connaître  ce  qui  se 
passe  au  delà  des  homes  de  l  espace  limité,  ouvert  à  notre  expé- 
rience immédiate^  notre  compréhension  de  ce  fait  n'est  pas  une 
compréhension  primitive.  De  ce  que  deux  parallèles,  gardant  la 
même  distance  dans  l'espace  homogène  se  trouvent  toujours  l'une 
vis-à-vis  de  l'autre  dans  une  situation  identique  h  celle  d'où  elles 
étaient  parties,  situation  qu'elles  gardent  même  quand  on  les 
prolonge  indéfiniment,    nous  concluons    quelles   ne   se  coupent 


(')  C'est  maiiitoiiaiit  que  1  arg-uiiieiilalion  du  chapitre  précédent  se  ])ré.sonte  sous 
un  uoTiveau  jniir.  Nous  avons  exigé  que  les  coordonnées  fussent  indépendantes 
Tune  de  Tauli-e  ;  or,  la  détermination  d'un  point  par  des  coordonnées  réciproques, 
telle  que  l'explique  la  figure  i,  ne  satisfait  pas  à  cette  exigence  ;  en  cU'et,  la  coor- 
donnée OA  = .»  n'est  pas  la  seule  pour  déterminer  la  ligne  AI  partant  de  A,  et  la 
direction  de  cette  ligne  dépend  aussi  de  l'autre  coordonnée  01!=//;  une  détermi- 
nation réciproque  par  le  moyen  de  coordonnées  indéjiendantes  l'une  de  l'autre  n'a 
résulté  que  de  celte  hypothèse  :  Ai  et  BI  perpendiculaires  à  OA  et  Olî,  donc  OAlIî 
est  un  vérilaljle  rectangle  eu(!lidi(ii. 

Nous  voyons  de  même  que  les  ])lans  IAK,  IBL,  K(>L  (jui  se  ])réscnlent  dans  la 
figure  •?.  n'ont  pas  d'abord  la  ])osilion  complèlenKMit  déterminée  j>ar  une  coordon- 
née que  1  in(léj)endance  muluelle  tles  coordonnées  exige  ;  ils  ne  ré])ondeiil  à  cette 
exigence  qu'au  moment  où  l'on  est  sur  que  cr'esl  la  structure  euclidienne  de  l'es- 
pace qui,  seule,  garantit  la  j)arfaile  réciprocité. 

Aussi  com])rend-on  facilement  la  connexion  intime  qu'il  y  a  entre  celte  argu- 
mentation et  celle  que  nous  avons  donnée  ci-dessus.  Le  principe  de  réciprocité  a 
surgi  <li'  la  convertibilité  absolue  de  la  droite,  et  celle-ci,  à  son  tour,  est  résultée  de 
rindé])en(laiicc  nuituelle  des  trois  coordonnées  de  l'espace.  Comme  pour  atteindre 
la  notion  de  droite,  il  a  fallu  nlilisci'  les  raj)ports  niuluels  des  trois  tlimensions, 
il  n'est  pas  surprenant  que  dans  le  ciiapilre  précédent  il  ait  fallu,  pour  établir  la 
géométrie  euclidii'inie,  revenir  à   la  troisième  dimension. 
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jamais.  Mais  cette  propriél*'»  n'est  (jiiime  nutioii  (Icrivéc,  et  c'est 
en  essayant  de  baser  toute  la  théorie  du  {)arallélisnie  sur  celte 
notion  (jue  l'on  a  exercé  une  inlluence  latalc  sur  le  développe- 
ment  de  la  oéoiuétrie. 

n 

En  définissant  les  parallèles  comme  droites  ne  se  rencontrant 
pas,  on  a  substitué  à  une  idée  positive  et  innée  de  l'esprit  une 
définition  absolument  négative  ;  on  a  abandonné  le  fond  sur  des 
parties  de  l'espace  accessibles  à  notre  intuition  pour  des  théories 
basées  sur  des  parties  de  l'espace  fermées  à  notre  connaissance 
immédiate. 

C'est  de  celte  façon  (pic  Ton  est  arrivé  à  donner  cette  malheu- 
reuse définition  du  parallélisme  <[ui,  en  regardant  deux  paral- 
lèles comme  droites  se  coupant  à  l'infini,  introduit  déjà  insensi- 
blement dans  la  géométrie  toutes  les  conceptions  (jui  servent  de 
base  à  la  géoniélrie  non-euclidienne,  et  qui  sont  contraires  ii  la 
notion  naturelle  de  l'espace.  En  spécifiant  (piil  n'y  a  pas  de 
l)ornes  aux  constructions  géométriques  dont  nous  avons  l'idée, 
nous  considéi'ons  la  nolion  de  1  infini  comme  positive  alors 
([uelle  peut  être  essentiellement  négative.  Cet  emploi  de  la 
notion  de  l'infini  est  peu  compatible  avec  la  logique,  elpeut-èlre 
est-il  permis  de  croire  que  la  connaissance  de  cette  incompa- 
tihililé   va   croissant  de  jour  en  jour. 


^' 
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L'étude  précédente  a  donc  conduit  ii  ce  résultat  :  Dans  l'espace 
partout  luunogène  et  constitué  par  trois  dimensions  indépen- 
dantes l'une  de  I  antre,  il  ne  saurait  exister  d'autre  «réomé- 
trie  (pir  («'Ile  <[ui  «"sl  (1  accord  avec  les  hvjudlii'ses  eiiclitlieniies. 
dépendant,  la  recherche  de  la  forme  de  l'espace  n'est  pas  encore 
pour  cela  lennint'e.  vu  cpic  la  question  se  pose  aussitôt  de  savoir 
s'il  y  a  une  tlniduc  ayant  plus  de  trois  dimensions.  1/exainen 
crili<[iic  (le  celte  questi(»n  est  d  autant  plus  nécessaire  (|ue  Ton 
aperçoit  (acileineiit  une  ct>iiiiexion  intime  entre  elle  et  la  ([ues- 
lion  de  la  shuiluie  dv  l'espace,  llappelons-nuus  comment,  dans 
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j  le  chapitre  précédent,  nous  avons  fait  dériver  la  notion  de  droite; 
t  c'est  en  nous  basant  sur  rindépcndance  mutuelle  des  trois  direc- 
tions fondamentales  de  l'espace,  abstraction  faite  dune  qiiairVema 
dimension  possible.  Eu  égard  ;i  ce  nouveau  cas^  on   serait  peut- 
être  contraint  h  modifier  les  conclusions  obtenues. 

On  sait  ([ue  les  rapports  intrinsèques  des  figures  du  plan  eucli- 
dien ne  changent  pas  quand  on  déforme  ce  plan  en  le  faisant 
devenir  cylindre.  Cette  flexion  déforme  aussi  certaines  droites 
du  plan,  mais  de  sorte  qu'un  être  dont  l'horizon  serait  borné  à 
cette  surface  n'auiait  pas  conscience  du  changement. 

Nous  savons,  de  plus,  que  l'espace  euclidien  renferme  des  sur- 
faces de  courbure  constante  et  négative,  et  que,  ainsi  que  Bel- 
TRAMi  l'a  démontré,  les  théorèmes  de  la  géométrie  lobatschews- 
kienne  sont  vrais  sur  ces  surfaces,  h  cette  différence  près,  que 
les  lignes  qui  y  remplacent  les  droites  ne  sont  pas  des  droites 
absolues.  !Mais  un  être  dont  l'horizon  ne  dépasserait  pas  une 
telle  surface  ne  s'apercevrait  pas  qu'elles  ne  sont  pas  droites. 

D'une  façon  analogue,  on  n'est  pas  certain  d'abord  que,  s'il 
existe  des  lignes  droites  dans  l'espace  à  trois  dimensions,  cette 
qualité  franchisse  les  bornes  de  cet  espace;  peut-être  y  a-t-il 
lieu  pour  cela  de  supposer  que  cet  espace  fait  partie  d'un  espace 
ayant  plus  de  trois  dimensions  et  composé  d'un  nombre  infini 
d'autres  espaces  triplement  étendus  obéissant  à  des  lois  diffé- 
rentes, par  exemple  à  celles  de  Lobatschewskv. 

Les  amis  de  la  Pangéométrie  ont  encore  plus  besoin  de  sup- 
poser un  espace  à  plus  de  trois  dimensions,  et  il  suffit,  pour  le 
voir,  de  jeter  un  coup  d'œil  sur  les  formules  analvtiijues  des  nou- 
velles théories.  On  sait  que  les  diverses  formes  que  la  pangéo- 
métrie connaît  sont  caractérisées  par  les  valeurs  positives  ou 
négatives,  réelles  ou  imaginaires  de  certaines  grandeurs.  Tout  en 
employant  ces  valeurs,  il  ne  faut  pas  oublier  que  les  grandeurs 
négatives  et  imaginaires  n'existent  point  par  elles-mêmes;  elles 
n'ont  qu'une  existence  rehitive,  servant  de  pendant  à  celle  des 
grandeurs  positives  et  réelles;  sans  ces  dernières,  il  ne  serait  pas 
possible  de  parler  des  quantités  négatives  ou  imaginaires. 

Etablir  un  espace  caractérisé  par  une  valeur  imaginaire 
comme  un  espace  existant  seul  est  une  ])ure  al»surdité;  pour 
qu'une  grandeur  caractéristi(jue   se  présente  comme  imaginaire, 
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il  faut  ((u'il  existe  une  ffrandeur  analooue  mais  réelle,  à  Téuanl 
de  laquelle  peut  se  reconnaître  le  caractère  iniajrinaire  de  la  pre- 
mière  grandeur.   Donc,  hors   de   1  espace  en   (piestion,  il    laudra 
toujours    supposer    un    aulre    espace  ,    c'est-;t-dire    admettre    un 
espace  ii  quatre  tlimensions  renlermant  complètement  les  espaces 
il  trois  dimensions    susnommés.     De   toutes  les  manières,  on  se 
trouve  ainsi  conduit    i»    examiner   cette   {[uestlon    :    Quel   est   le  i 
nombre  des  dimensions   de  1  Espace?  Peut-on  établir  un  espace  i 
avant  plus  de  trois  dimensions?  Un  essai  sur  les  fondements  de! 
la  géométrie   <[ui   laisserait   celte  question    pendante  passerait   ii  ■ 
bon  droit  pour  imparfait. 

Gauss  a  éi\oncé  le  premier  cette  thèse,  ([u  il  n'est  pas  impos- 
sible que  l'Espace  ait  plus  de  trois  dimensions  :  Non  déconcer- 
tés par  l'autorité  de  ce  grand  géomètre,  c[ui  n'hésitait  ])as  ii  dou- 
ter de  l'intelligence  de  ses  contradicteurs,  examinons  si  son 
hypothèse  est  vraie.  Du  temps  de  Gauss,  on  le  sait,  elle  avait 
déjà  beaucoup  de  partisans;  aujourd'hui,  elle  a  presque  le  rang 
de  dogme,  aussi  faut-il  d'autant  plus  s'étonner  que  ceux  qui 
alfirnient  la  possibilité  d'un  Espace  i»  quatre  dimensions  con- 
testent néanmoins  avec  zèle  son  existence  réelle. 

Et  pourtant,  si  l'on  ne  peut  douter  de  la  possibilité  de  l'exis- 
tence de  cet  espace,  si  c'est  la  seule  infériorité  de  notre  esprit 
qui  nous  empêche  de  nous  l'imaginer,  nous  ne  pouvons  savoir 
elTeetivement  si  cet  espace  existe  en  réalité,  sans  que  nous  en 
ayions  une  connaissance  directe.  Si  les  spiritistes  admettent  que 
des  actions  émanées  d'un  espace  hors  de  notre  splière  peu- 
vent iiiduencer  le  monde  dans  lequel  nous  vivons,  perst>nne 
n'est  capable  de  les  réfuter.  (]e  qui  fait  ([ue  tout  le  monde  s'op-' 
pose  avec  énergie  ii  ces  hvpothèses,  c'est  évidemment  parce  que: 
le  sens  commun  ne  voit  pas  pourquoi  la  (juatrième  dimension,! 
tout  il  fait  semblable  aux  trois  dimensions  ([ue  nous  révèle  1  expé-| 
rience,  serait  iermée  ii  nos  yeux. 

Voyons  néanmoins  sur  ([uels  aiguments  est  basée  la  tluorii' 
de  l'espace  :i  plus  de  tr<tis  dimensions.  Le  plus  iin|toilaiil  est 
l'analogie  avec  1  algèbre,  ([ui  ne  connaît  ])as  de  bornes  j)<)ur  le 
nombre  des  grandeurs  variables  dont  ses  formules  s(>  composent, 
('et  argument  est  iirélulable  pour  une  conceptitui  ne  voxant 
dans  l'espace  que  le  svndxde  extéi-ieur  des  n-lations  algébriques  : 
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tant  que  ces  dernières  noiïrcnt  point  d'incompatibilité,  on  aurait 
alors  le  droit  d'admettre  des   formes  de  l'espace  od'rant  l'image 
réelle  des  formules  algébriques,  et,   par  ainsi,  on  établirait  évi- 
demment que  le  nombre  des  dimensions  de  l'espace   est  infini. 
p>      Mais  on   dévoile  la  faiblesse  de  cet  argument  aussitôt  que  l'on 
i;  considère  le  caractère  intuitif  de  Tespace  réel,  qui  est,  en  vérité, 
■    un    attribut  indispensable  de   cet  espace.  C'est  précisément   par 
cette  qualité  que   l'espace   géométrique   se  dilflTérencie   des  pré- 
tendus   espaces    algébriques,    et,    par   suite,  c'est  elle  que  rouî 
devons  examiner  pour  décider  la  question  des  dimensions. 

Analysons  pour  cela  ce  que  nous  sentons  en  déclarant  l'espace 
comme  notion  intuitive  ;  il  est  facile  de  reconnaître  que  cette 
notion  contient  un  fondement  essentiel  :  les  éléments  que  ren- 
ferme l'espace  ne  sont  point  nécessairement  isolés,  au  contraire, 
on  peut  embrasser  d  un  seul  regard  une  foule  d'entre  eux.  L'es- 
pace n'est  donc  pas  seulement  composé  de  points,  mais  doit 
être  considéré  comme  ensemble  d'éléments  qui  renferment  eux- 
mêmes  une  infinité  de  points,  de  lignes,  de  surfaces,  peut-être 
même  d'êtres  d  un  rang  plus  élevé  encore.  Ainsi,  l'on  parvient 
à  des  notions  parlaitcment  nouvelles  qui  ne  se  trouveraient 
point  dans  un  espace  conçu  seulement  comme  image  de  l'algèbre. 
Or,  si  l'on  fait  varier  une  des  giandeurs  qui  composent  la 
variété,  il  est  essentiel,  pour  la  notion  de  celle-ci.  ([ue  l'on 
puisse  avancer  de  chacun  de  ses  points  en  deux  directions 
opposées  ;  donc,  dans  l'ensemble  des  points  obtenus  par  la 
variation  de  la  grandeur  en  question,  c'est-à-dire  dans  la  ligne, 
on  peut  distinguer  deux  moitiés  séparées  par  un  ])()iut  quel- 
conque ;  chacune  des  moitiés  naît  du  mouvement  contraire  :i 
celui  par  lequel  l'autre  est  établie.  Ainsi,  chaque  ligne  a  un 
double  sens  ;  nous  allons  voir  que  1  ensemble  des  lignes,  ou  la 
surface  douljlenient  étendue,  peut  se  comprendre  aussi  en  un 
double  sens. 

Nous  avons  dcj;!  exposé  qu'une  telle  surface  s  obtient  en  laisaut 
varier  deu.x  des  diverses  grandeurs  indépendantes  entre  elles 
dont  la  variation  constitue  tout  l'espace.  Désignons  par  .r,  et  .r., 
ces  deux  variables,  et  considérons  la  surlace  qui  est  le  produit 
de  leur  variation.  Par  cha(|ue  point  de  cette  surhicc  on  pont 
tracer  la  ligne,  caractérisée  par  une   valeur    constante    de    .r,,   .r, 
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changeant  indéfiniment,  et  Ton  peut  aussi  tracer  une  seconde 
ligne  renlerniant  tous  les  points  obtenus  par  une  valeur  fixe 
de  u\  et  des  valeurs  indéllninient  variables  de  .v.,. 

Sur  chacune  de  ces  lignes  on  peut  distinguer  deux  moitiés 
séparées  par  le  point  commun  susdit,  et,  comme  elles  sont 
opposées  lune  à  1  autre,  il  est  permis  de  les  désigner  par -(-./j, 
—  .r,;  -i-.v.,.  — J-.,. 

Vax  dehors  de  ces  lignes,  il  y  en  a  une  infinité  d'autres  passant 
pai'  le  point  en  question;  on  les  obtient  en  faisant  varier  simul- 
tanément .^■^  et  .r,,  de  iaçon  à  ce  quelles  satisfassent  à  une  rela- 
tion quelcompie.  Par  exemple,  on  peut  passer  de  la  première 
des  lignes  susdites  aux  voisines  en  diminuant  peu  à  peu  la  varia- 
tion de  .r^  et  faisant  croître  conslammcnt  la  grandeur  .r„  primi- 
tivement fixe.  On  séloigne  ainsi  de  plus  en  plus  de  la  première 
ligue  pour  se  l'approcher,  en  même  temps,  de  la  seconde,  que 
caractérise  une  valeur  constante  de  a\.  Comme  les  deux  droites 
sont  dans  le  même  rap[)ort  l'une  à  l'égard  de  l'autre,  en  conti- 
nuant ce  mouvcnicnt,  on  reviendra  de  la  seconde  à  la  première. 

Voici  donc  une  marche  circulaire  par  laquelle  se  lait  l'établis- 
sement de  toute  la  sni'face  étutliée  ;  il  est  clair  que  cette  marche 
peut  avoir  lieu  de  deux  façons,  car  chacune  des  deux  moitiés  de 
la  première  ligne  ayant  le  même  rapport  à  chacune  des  deux 
moitiés  de  la  seconde,  deux  chemins  s'ouvrent.  En  suivant  le 
premier,  on  passera  de  la  première  ligne  à  la  seconde,  de  sorte 
que  tous  les  points  de  la  moitié  -)- .«",  viennent  coïncider  avec 
ceux  de  la  moitié -f-.r.^,  tandis  c[u'en  même  temps  la  moitié  — .r, 
coïncide  avec  — .r,.  La  conlinualion  du  mouveiniMit  lail  coïn- 
cider -(-.J\  axec  — .r,  et  — .r.,  avec  H-.r,. 

Kn  suivant  le  second  chemin,  la  moitié  -j- .r,  coïncidera 
d'abord  avec  — .r,,  et  — .i\  avec  -|-.r^;  ensuite  — .t.,  avec  —  r, 
et  +./j  avec-|-.r,.  C'est-à-dire  que,  pour  construire  le  plan  A\.r, 
par  le  mouvement  d'une  droite  passant  par  un  point  {juelcon([ue 
de  ce  plan,  on  peut  procéder  de  deux  manières,  en  suivant  l'une 
des  deux  disposilions  : 

-f  x,     +  .r^     —  .r,     —.1-,      +  x^ (A) 

+  -r,     —  -r^     —  X,     +  .r,     +  .r, (B) 

Il  n'v  en  a  point   d'autres;    elles  se  déduisent  l'une    de  l'autre 
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par  le  changement  de  ^r^  en  — .r.„  et  montrent  que  Ion  peut 
concevoir  le  plan  a\x\  comme  produit  par  le  mouvement  susdit 
en  double  sens. 

Ceci  posé,  considérons  le  rapport  de  ce  plan  à  la  troisième 
coordonnée  de  l'espace  a  trois  dimensions,  coordonnée  que  nous 
désignons  par  x^.  On  peut  mesurer  ses  valeurs  sur  une  droite 
passant  par  le  point  qui  était  déjà  l'origine  des  coordonnées  x\ 
et  .r, ;  sur  cette  droite,  nous  distinguons  deux  moitiés  que  l'on 
peut  désigner  par  -{- x^  et  — x^^  et  le  point  qui  les  sépare  est 
l'origine  commune  des  coordonnées  .r^,  x,  et  x^.  C'est  par  ce 
point  que  nous  avons  fait  passer  la  ligne  décrivant  dans  son  mou- 
vement le  plan  x^x^,  et  comme  ce  mouvement  peut  être  pris  dans 
deux  sens,  un  rapport  mutuel  entre  les  deux  moitiés  de  la 
droite  x.^  et  les  deux  dispositions  (A)  et  (B),  possibles  sur  le 
plan  x^x.^,  s'offre  de  lui-même.  Par  exemple,  on  peut  convenir 
(|ue  la  moitié  H-.r.,  et  le  sens  (A)  ont  entre  eux  la  même  relation 
que  la  moitié  — x^  et  le  sens(B). 

Ceci  est  toujours  vrai,  quel  que  soit  le  point  qui  sert  d'origine 
aux  trois  coordonnées,  chacune  des  droites  sur  lesquelles  on  me- 
sure la  coordonnée  x^  a  deux  moitiés  séparées  l'une  de  l'autre 
par  un  point  du  planXj.r,  ;  il  s  ensuit  que,  dans  un  espace  qui 
n'est  déterminé  que  par  les  trois  coordonnées  x^x.yX.^,  il  est 
impossible  de  parvenir  d  un  point  de  la  moitié  -\-x.^  à  un  point 
quelconque  de  la  moitié  — x.^  sans  traverser  le  plan  x^x.,\  les 
deux  moitiés  de  la  coordonnée  x.^  se  faisant  essentiellement  pen- 
dant vis-a-vis  du  plan  x^x^,  le  passage  d'une  moitié  a  l'autre  est 
déterminé  par  ce  plan  même. 

Aussi,  est-il  impossible  que  les  droites  fondamentales  de  l'es- 
pace à  trois  dimensions  soient  rentrantes  en  elles-mêmes  si  elles 
ne  quittent  pas  cet  espace.  Elles  ne  pourraient  revenir  ainsi  sans 
en  sortir,  ce  qui  entraînerait  inévitablement  cette  hypothèse  que 
l'espace  à  trois  dimensions  soit  contenu  dans  un  espace  à  plus 
de  trois  dimensions.  Et  si  l'on  était  conduit  à  nier  l'hypothèse 
de  cet  espace  multiple,  on  aurait  en  même  temps  le  droit  de 
déclarer  que  l'espace  triplement  étendu  n'est  nullement  un  élé- 
ment d'espace  supérieur,  mais  que  c'est  plutôt  un  espace  auto- 
nome, dont  chaque  dimension  est  infinie,  et  dont  les  lignes  fon- 
damentales ne  rentrent  jamais  en  elles-mêmes. 
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Par  ranalyse  de  la  structure  de  l'espace  triplement  étendu, 
que  nous  venons  de  donner,  nous  avons  maintenant  les  moyens 
de  juger  de  la  sliucture  ([u  il  faudrait  trouver  dans  un  espace  de 
quatre  dimensions.  11  est  clair  ([u  il  renleiinerait  un  nombre 
infini  d'espaces  a  trois  dimensions,  de  même  ([ue  celui-ci  est 
Tensemble  d  innombrables  surlaces  à  deux  dimensions. 

Nous  avons  vu  comment  l'espace  à  trois  dimensions  se  montre 
composé,  au  point  de  vue  d'un  tel  ensemble.  Nous  avons  pu 
choisir  chaque  point  d'une  surface  à  deux  dimensions  comme 
origine  des  deux  moitiés  d'une  droite  représentant  la  troisième 
dimension,  en  sorte  que  chaque  moitié  répondit  ii  l'une  des 
deux  conceptions  ([ui  sont  seules  admissibles  sur  cette  surface. 
Ceci  peut  s  exprimer  autrement,  ainsi  :  le  double  sens  dans 
lequel  on  peut  prendre  la  surface  doublement  étendue  lui  donne 
une  certaine  hilulcralUc,  ([ui  permet  d'enliler  un  nombre  indé- 
(ini  de  surfaces  pareilles  le  long  d'une  droite,  en  sorte  que,  si 
l'on  suit  cette  droite  dans  une  de  ses  deux  directions,  toutes  les 
surfaces  se  présentent  sous  l'un  des  deux  aspects  exposés  plus 
haut,  peut-être  sous  l'aspect  (A),  tandis  qu'en  suivant  la  droite 
dans  la  direction  opposée,  elles  se  présentent  sous  l'autre  aspect, 
peut-être  (B)  ('). 

Dune  façon  analogue,  il  faudrait  qu'un  espace  de  quatre 
dimensions  put  se  considérer  comme  Icnsemble  d'espaces  à 
trois  dimensions  enfilés  le  long  d'une  ligne  qui  représenterait  la 
([uatrième  dimension.  Chacun  des  espaces  que  caractériserait  une 
valeur  constante  de  la  quatrième  coordonnée  .r,  et  des  valeurs 
indéfiniment  variables  des  trois  premières  coordonnées  .r,  .r^j., 
serait  perct'  par  cette  ligne  en  un  point,  et  comme  elle  s'étend  ii 
partir  de  ce  point  suivant  les  deux  directions  -+-.''.  et  — .i\,  il 
serait  indispensable  <[ue,  pour  répondit'  au  choix  lait  de  1  une  ou 
de  l'autre  des  directions  de  la  ligne  ./•,,  chacun  des  espaces  \\ 
trois  dimensions  pût  aussi  être  pris  dans  un  double  sens. 

Bref,  il  faudrait    trouver  dans   l'espace  triplement  étendu   une 


(')  Toutes  les  surfiiocs  ont  un  doublo  sens  tel  <|uc  nous  l'avons  exposé;  il  ne  fiiul 
niênie  pas  en  exeepler  les  surfaces  qu'on  appelle  unilatrres,  c'est-à-dire  les  sur- 
faces dont  les  deux  eûtes  se  transforment  l'un  dans  l'autre,  car  en  faisant  mouvoir 
une  lijjne,  de  façon  à  ce  qu'elle  décrive  une  telle  surface,  il  y  n  deux  clieuiins 
opposés  pour  faire  reprendre  ù  cette  ligne  sa  position  initiale. 
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bUaléralilé  analogue  à  celle  que  nous  avons  analysée  plus  haut, 
dans  la  surlace  à  deux  dimensions.  Or,  rappelons-nous  que  cette 
bilatéralité  de  la  surface  est  le  produit  de  la  description  de  cette 
surface  par  le  mouvement  d'une  ligne  ii  une  dimension  autour 
du  point  fixe  par  lequel  passait  la  ligne  .r.,,  et  que,  pour  ce  mou- 
vement, on  pouvait  suivre  indifféremment  le  sens  (A)  ou  le 
sens  (B). 

Pour  se  conformer  à  cela,  il  faudrait  pouvoir  engendrer  Tcs- 
pace  triplement  étendu  dans  un  double  sens,  en  faisant  mouvoir 
une  surface  doublement  étendue,  de  façon  a  ce  qu'elle  contienne 
toujours  le  point  fixe  où  la  ligne  r,^  perce  l'espace  x^ij.,x... 

Ce  mouvement  ne  peut  s'opérer  qu'en  choisissant  une  ligne 
fixe  passant  par  le  point  considéré,  et  chacune  des  surfaces  ([ui 
contiennent  cette  ligne,  se  déplaçant,  de  sorte  que  cette  ligne 
garde  sa  place  primitive,  engendrerait  l'espace  triplement  étendu 
dont  nous  parlons.  On  pourrait,  par  exemple,  choisir  le  plan  x^.i\ 
pour  surface  génératrice.  En  remplaçant  successivement  la 
valeur  de  .r.,  par  d'autres  valeurs,  jusqu'au  moment  où  l'on 
reviendrait  à  la  valeur  primitive,  on  donnerait  à  ce  plan  un 
mouvement  qui  lui  ferait  engendrer  l'espace  x\x.,:i\,  et  durant 
lequel  la  ligne  .^•^  garderait  sa  position,  ce  que  nous  avions 
demandé. 

Il  est  clair  que  ce  mouvement  pourrait  se  produire  dans  un 
double  sens,  car  les  substitutions  de  la  coordonnée  variable 
seraient    susceptibles   d'avoir  lieu  dans   l'ordre  -}- .t% -{-.«'^ —''2 

—  .^3 +,r., ,  ou    dans    l'ordre   inverse    +  .r, — .r„  — .r^  -t- .<'.j 

-\-x.^ Il  semble  donc  que  Ton  ait  ainsi    découvert    la   bilaté- 
ralité demandée  dans  l'espace  à  trois  dimensions. 

Cependant,  il  est  facile  de  voir  que  cette  bilatéralité  n'est 
basée  que  sur  une  fausse  apparence.  En  efïot,  pour  l'obtenir,  il 
a  fallu  choisir  d'abord  une  ligne  qui,  pendant  tout  le  mouvement 
que  nous  venons  de  décrire,  demeurât  fixe.  Toutes  les  lignes  de 
l'espace  considéré  peuvent  remplir  ce  rôle  de  directrices,  car 
elles  sont  toutes  équivalentes  et  aucune  d'elles  n'est  privilégiée. 
Et  comme  nous  n'avons  pas  le  droit  de  donner  à  l'une  d'elles 
une  préférence  arbitraire,  il  y  a  un  nombre  infini  de  moyens  dis- 
tincts d'obtenir  la  bilatéralité  dont  nous  avons  besoin  })our 
l'espace  i»  trois  dimensions. 
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Mais  celte  l>ilalérallté  indéteriuinée  et  arbitraire  ne  sullit  pas  ii 
notre  objet  :  il  nous  faut  une  l)ilatéralité  cFespace  f[ui  nous  pei- 
niette  de  su|i])oser  une  relation  entre  les  deux  nioiliés  de  la 
li<4ne  .v.^  et  les  deux  conceptions  auxquelles  il  serait  possiide  de 
soumettre  lespace  .i\.v.,.v.y  Le  seul  élément  coninum  àcetleligne 
et  il  cet  espace  était  le  point  où  la  première  perce  le  deuxième; 
ilonc,  il  nous  lallait  une  bilatéralité  complètement  déterminée 
par  ce  point  seul,  et  résultant  nécessairement  de  la  nature  intrin- 
sèque de  1  espace  :i  trois  dimensions  considéré. 

Les  surfaces  ii  deux  dimensions  possèdent  cette  bilatéralité, 
mais  l'espace  à  trois  dimensions  en  est  privé,  puisque  nous  v 
avons  trouve  plutôt  un  noml)re  infini  de  iornies  sous  lesquelles 
il  nous  ap[)arait  c-c)mme  bilatéral,  selon  le  nombre  inlini  de 
lignes  directrices  (|ui  sollrent  pour  les  dillerents  cas  de  sa 
générati»)!!. 

Que  si  l'on  choisi!  un  de  ces  cas  en  particulier,  on  crée  une 
bilatéralité  (|ui  n'esl  pas  l'essence  même  de  cet  espace,  et  (ju'on 
lui  donne  arbitrairement.  Celle  bilatéralité,  cela  est  clair,  ne  lui 
appartient  pas  en  tant  (jue  ([ualité  intrinsèque;  elle  lui  est 
apportée  du  dehors,  et  ne  permet  j)as  d'établir  un  rapport  entre 
cet  espace  et  les  deux  moitiés  de  la  ligne  .r.,  rapport  que  nous 
avions  reconnu  comme  condition  indisj)ensablc  pour  admettre 
l'existence  il  un  espace  de  quatre  dimensions. 

Il  faut  donc  reconnaître  qu'il  n'y  a  pas  de  place  dans  l'espace 
pour  la  «piatrième  dimension;  celle-ci  disparaît,  el,  —  comme 
chacun  1<-  verra  aisément  en  analysant  ses  propres  sentiments, 
—  elle  disparait  à  la  suite  d'un  raisonnement  ([ui  n'esl  (pie  la 
traduction  exacte  des  motifs  pour  lesquels  le  sens  commun  a 
l«tujours  •■ntrgiquemenl  refusé  d'admettre  l'hypolhèse  d'un 
esj)ace  (b-(|uatie  dimensions. 

La  (piatririuf  (.llmension  disparue,  il  est  évident  qu'il  ne  sau- 
rait y  avoir  de  place  j)our  une  autre.  Le  seul  espace  capable  d'une 
existence  réelle  est  donc  l'espace  à  trois  dimensions,  et,  en  ce  qui 
le  concerne,  nous  avons  reconnu  j)his  haut  (piil  était  obligatoire 
de  lui  sujtposer  une   étendue  infinie   dans  toutes  les    directions. 

Voici  donc   notre  élude   achevée    (').    Vax   avançant  pas    ii  pas. 


(')  On  Iroiivo  (liMilrcs  i-ludos  sur  li-  lli.'nif  di^tuté  ti-dt's*iis.  iiiiisi  qu  en  pailicu- 
Ensc'i},'iicnieiil  nialti.  S 
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nous  nous  sommes  d'abord  convaincus  que  la  oéométrle  lobats- 
chewskienne  ne  répond  pas  complètement  aux  hypothèses  sur 
lesquelles  elle  est  basée,  et  qu  il  faut  reconnaître  la  nécessité  des 
suppositions  d'Euclide,  dont  elle  avait  douté  ;  nous  avons  pu,  en 
second  lieu,  mettre  hors  de  doute  que  les  notions  londauientales 
de  1  espace  euclidien  ii  trois  dimensions  résultent  nécessairement 
des  conceptions  que  chaque  esprit  intelligent  possède  sur  Tidée 
même  de  l'espace;  enfin,  nous  avons  pu  démontrer,  en  toute 
évidence,  que  la  nature  de  cet  espace  défend  de  lui  supposer 
une  quatrième  dimension. 

En  résumant  tout  cela,  nous  pouvons  énoncer  ce  résultat  :  Il 
n'y  a  efFectivcment  qu'une  seule  oéométrie  d'accord  avec  la  nature 
même  de  Fespace,  c'est  celle  de  l'espace  ii  trois  dimensions. 
infini  en  toutes  les  directions,  et  conforme  aux  hypothèses 
d'Euclide. 

Fr.  Pietzkkiî     Xordhausen). 

Note  de  la  nÉDACTiON.  —  Nous  dei>ons  la  rédaction  française 
de  cette  intéressante  étude  au  bienveillant  concours  de  M.  et 
jjme  B^nuj^niA,-^  ^  Bordeaux.  Ils  ont  bien  voulu  traduire  les  trois 
premiers  chapitres  et  revoir  la  traduction  des  chapitres  IV  et  V 
due  à  M.  Pietzker.  Au  nom  de  fauteur  et  en  notre  nom  per- 
sonnel nous  tenons  à  leur  exprimer  ici  notre  vive  reconnaissance 
pour  les  soins  qu'ils  ont  donnés  à  cette  rédaction . 


lier  un  examen  critique  des  théories  établies  par  divers  savants  sur  les  bases  des 
conceptions  nouvelles  de  l'espace,  dans  l'ouvrage  déjà  cité  tie  lautcur  Die  Geslal- 
tiing  (les  Raunies.    'La  forme   de  l'Espaeei.    (Voir  la   note.  [i.   ii.^ 
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Le  calcul  des  (juateniious,  doiil  rc\pos('>  orclinaiic,  Ici  ([u  il  a 
été  donné  par  son  inventeur  Sir  PiOAvan  Ha.miltox,  a  un  carac- 
tère assez  abstrait  (^),  peut  être  établi  d'une  manière  simple,  en 
partant  de  certaines  relations  bien  connues  r)  de  vecteurs  <jui 
seront  d'abord  rappelées  dans  les  paragraphes  i  à  5. 

1.  La  somme  des  vecteurs  A,B,C, on  somme  géométrique 

possède  les  mêmes  propriétés  qu'une  somme  algébrique  :  elle 
est  associative  et  commutative.  P.n  représentant  par  -l  la  lon- 
o-ueur  de  A,  par  -l,  -I-,  -l-,  les  longueurs  de  ses  composantes 
parallèles  à  trois  axes  rectangulaires  .vi/z^  lormant  un  système 
droit  (o.f  vers  l'est,  oy  vers  le  nord,  oz  vers  le   zénith),  on  aura 

si  i,j\  k  sont  des  vecteurs-nnité  dans  les  trois  axes. 

2.  L'expression  scalaire 

(2)  cl-i  95i  +  cl.^  332  +  -^k-i  ^3  —  --^'^^  <=os  (AB) 

formée  des  deux  vecteurs  A  et  13,  est  simplement  désignée  par 
A13  et  nommée  produit  scalaire  ou  interne  de  ces  deux  vecteurs. 
Cette  définition  nous  fournit  immédiatement  : 

(3)  AlJrr  BA 

(4)  A  A  s  A^  =  -Aoj  +  X\  +  Xi  =  .\,' 


('1  P. -G.  Tait  «lans  son  Traite  ctcmenlairc  ftcx  Qualeniion.i  (l.  |).  ('id)  iippi-Ilc  le 
ruisonncnienl  de  llainillon  «  presque  méliiphvsiquc  «,  et  O.  IIkavisidi:  {Etectncal 
Paners,  vol.  II.  p.  .">2S|  lrou\c  ([uc  t/ic  i/itatenunii  <  ns]...  fiini/tuiic/ifat  t<ifa...  rentiers 
tlie  establishment  «f  l/ie  ali^ebra  of  vectors  tvit/toul  ructa/>/ii/sies  a  very  difficutt 
maiter. 

C)  o.   Hkaviside.   Electrical  l'a/urs,  vol.  II.  p.    ■)28-")î3. 


111  M.    /■■/{.    DAMELS 

(5)  AB  +  AC  + =  A  (B  -{-  C  + ) 

(6)  (A  +  D)  (B  4-  C)  =  AB  +  AC  +  DB  +  DC 

AB  =  o  lorsque  A  est  perpendiculiùrc  ii  B  ; 

a  T=i  ij  r3  hk  =:   I  ;  V  ^=  .//•'  =  ^'  =  O. 

Le  produit  scalaire  est  donc  commutatif  (3)  et  distribulil'  (6) 
comme  un  produit  ordinaire. 

3.  Le  vccteui- 

(7)  {M  ^,  -  -X,  fBo)  i  +  (A.3  95^  -  a.,j  533}  y  +  (A,,  S_>  -  A,  fBj)  A- 

Ibrmé  de  A  et  B  est  représenté  par  YAB  et  nommé  produit  i>ec- 
toriel  ou  externe  de  ces  deux  vecteurs.  Il  est  perpendiculaire  h 
A,  car  son  produit  scalaire  par  A,  formé  d'après  l'équation  (2), 
est  égal  à  zéro  ;  il  est  de  même  perpendiculaire  à  B,  tandis  que 
le  carré  de  sa  longueur,  calculé  d'après  (4),  devient  : 

(Aj  953  —  A3  ^^Y  +  (A3  5h,  —  Aj  953)^  +  (Al  fB,  —  A2  ^,f 
=  (Ai^  4-  A.2  4-  A32)  (fB,-'  +  ^.^  +  ^.^)  —  (A,  95^  +  Ao  932  +  ^'^s  3^3  ■- 
=  A.-  93^'  —  a.2  932  cos^  (AB)  =  A.-^  93^  sin-:  (AB). 

La  longueur  elle-même  est  donc  AfJ3sin(AB),  et  quant  à  la  direc- 
tion, l'on  voit  facilement  que  A.  B  et  VAB  lormcnt  un  svstème 
droit,  car  en  prenant  /  ety  au  lieu  de  A  et  B,  on  trouve  k  pour 
le  produit  vectoriel.  La  définition  donnée  par  (7)  nous  fournit 
maintenant  les  relations  suivantes  : 

(8)  VAB  =  —  VBA 

(9)  VAA  =  o 

(10)  VAB  +  VAC  + =  VA  (B  +  C  + ) 

(j  i)  Y  (A  +  D)  (B  +  C)  =  VAB  +  VAC  +  VDB  -}-  VUC 

(12)  V/y  =  A  \jl;  =  i  V/./=y 

Le  produit  vectoriel  est  donc  dislribulif  comme  un  produit  ordi- 
naire (11);  mais  il  n'est  pas  commutatif  (8]. 

4.  Le  produit  scalaire  CYAB  des  deux  vecteurs  C  et  VAB  est 
d'après  (2)   et  (j) 

e,  (A,,  933  -  A.3  ÎÎ3,)  +  £,  (A..3  93,  -  A^,  933}  +  £3  (A..,  93,  -  A-.  93,) 
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OU  égal  au  determiuant 

I  Si-^v'^a  I  ; 

il  s'ensuit  que 

(i3)  CVAi;    -  AVBC  =:  BVCA. 

Si  les  trois  vecteurs  sont  clans  un   même  plan  —  coplanaires  — 
A  peut  s'écrire  niB  -\-  nC  et  l'on  aura 

(i  i)  AVEC  =  [mB  -f  nC)  VIÎC  =  ?h13V1K:  + //CVIJC  =  o. 

5.  Le  produit  i'ectoriel  \'CVAB  de  C  et  \\\l  contient  d'après 
y-)  six  termes.  Nous  n'en  écrivons  que  deux  : 

[£,  (.V^  ïi3,  -  .lu  ti3.)  -  £,  U\^,  îi3i  -  .1.^  ii^,^]i  +  [-],/  +  [-]k 

1-0  premier,  le  troisième  et  le  cinquième  ensemble  donnent 

,i}^,2,  +   ^.C.  4-   ^:,-:.)  (-^'  +  ^W  +   ^^'^) 

ou 

BC.A, 

tandis  que  les  trois  autres  lonrnissent 


Il  est  tlonc 


—  AC.13. 


VCVAB  =  A  r.c 


B.CA 


et  consé([ueniment 

(i6)  VCVAB  +  VAVIÎC  +  VBVCA  =  o. 

(S.  Qnafcrnions.  —  En  supposant  (fig.  i)  que  les  deux  vecteurs 
l{  et  R'  aient  lu  même  longueur  ■•\,  et  que  Assoit  un  vecteur- 
unité  perpendiculaire  ii  leur  plan,  nous  vovons  (i^  .î)  que  la  lon- 
gueur de  \  A,r>  aussi  sera  étrale  ii  ,t^»,  et  comme  U  csl  la  somme 
des  vecteurs  ()!'  et  <)Q.  nous  aurons 

H'  =  cos  OU  4-  ^iii  O.VA.li 
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ce  que  nous  écrirons  encore 

(cos  0  -f  sin  6  YA^;  H 


OU 


(cos  0  +  sm6Aj)R. 


VA,R 


De  la  même  manière  l'on  trouverait  S'  égal  ii 
co?  f).S+  sin  Û.YA^S 


OU 


Le  multiplicateur 


(cos  6  +  sin  0  aJ  s. 


cos  0  -|-  sin  0  A^ 


change  R  en  R'  et  S  en  S',  c'est-à-dire  il  tourne  tout  vecteur 
dans  le  plan  e  ou  dans  un  plan  parallèle  d'un  angle  h  autour  du 
vecteur-unité  A^  dans  le  sens  indiqué,  sans  en  changer  la  lon- 
gueur. R  est  évident  ([ue  l'opérateur 

m  (ces  6  -\-  sin  0  A,/ 

fait,  tout  en  tournant  d  un  angle  0,  la  longueur  m  lois  plus 
grande.  Cet  opérateur-là  est  un  quaternion  q  ; 

cos  0  -\-  sinOÂ^ 

en  est  le  «  verseur  »  LVy  ;  m  en  est  le  «  tenseur  »  T*^. 
Réci  p  roqu  e  m  en  t ,  coni  m  e 

(r-f  Â)  R^  [a  +  A.VA,)  R^v/,,^4-.l^r  "  +  '|^         ÂjIr 

(17)  =v'^rn-  -\-^c  -f  a.o-  -f  ct,^  (cos  0  -f  siu  ei;)  R 
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ropératcur  «  +  A  est  un  quatcrnion,  dont  le  tenseur 


et  dont  le  veii^ciir 

Vq  =  cos  0  +  sin  OAj, 

l'angle  0  étant  ililt-iininé  par 


cos  0  =r  a  :  ^  <i-  -|-  --^' 
et 


sin  0  =:  ;l;i  :  [>'  a- -\~  ^^"• 

La  «  partie  sealaire  »  Sr/  en  est  d,  la  «  partie  vectoiielle  '  »  \  q 
en  est  A.  11  est  entièrement  déterminé  par  les  ([iiatre  quantités 
a,  :l,,  -l  ,,    Ij  ;  c'est  de  là  que  vient  son  nom. 

L'égalité  de  deux  quaternions  inipli(|uc  aussi  l>ien  celle  de 
leurs  parties  scalaires  que  celle  de  leurs  parties  vectorielles  et 
réciproquement. 

j.  Le  multiplicateur 

m  [cos  (—  0)  +  sin  {—  0)  Â^] 
ou 

m  [cos  0  —  sin  0  A,J 

qui  touine  d'un  angle  — h  est  appelé  le  ([ualernion  conjugué  Kc/ 
de 

m  [cos  0  -\-  siii  0  A,J. 
tanilis  que 

—  [oos  0  —  sin  OXl 
rn 

en  est  le  cpiaterninn  inverse  fj~'  .  Il  est  évident  que  les  deux  opé- 
rations f/  et  Ky  eH'cclut'es  sur  le  vecteur  R  n'auront  d'autre 
résultat  <pn'   d  t-n    laire  la  longueur  nr  lois  plus  giande  : 

K r/  .  <y  =z  m-  =r  fj   Kq 


'   Le  V    pnijijovo   ici    puni'   l.i    pnrlii-   vocliirii'llo  dnii  iiunloriiion   est  dilleri'iil   ilo 
relui  fiii]ili>v('  jioiir  lo  prixliiit  vutloriel  <1<'  dfux  vecteurs. 
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tandis  ([ue  les  opérations  «y   et  y   '  eflecUiécs   sucoesslvenient  ne 
changeront  rien  au  vecteur  : 

7-1.7  =  I  =  7. «7-'. 

Il  existe  en  outre  la  relation 

IV7  =  (Tr,)^  7-1. 

8.  Addition.  —  Les  deux  quaternions 

p  ^  ;»j  (cos  0  -\-  siu  OAJ  ^  «  -)-  A 


et 


7  =:  /H2  icos  o  -\-  sin  o  B^  )  ^  />   -f-  ^^ 


peuvent  agir  sur  la  droite  commune  a  leurs  plans,   vi   la  figure  2 
fait  voir  que  y^R  =  R'  et  </R  =  R",  donc 

p\\  +  7R  Es^.  (p  +  7)  R  =  R'  +  R"  =  R'"  =  (7  +  /))  R. 
Nous  en  concluons  d'abord,  que  p -\- q  ^=z  (j -\- p  et   ensuite,   que 


--^^R 


l-'ig-.  1. 


cette  somme  est  éf[iiivalente  à  un  nouveau  ([ualernlon .  tournant 
d'un  angle  ^1/  tout  vecteur  dans  le  plan  (RR").  A  ce  nouveau 
quaternion  peut  être  ajouté  un  troisième 

r  =  c  +  c; 
l'ensemble  sera  alors  équivalent  ii  un  rpialrième  qualernion 

o  +  /'  +  c  +  A  +  13  +  C, 
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et  comme 

/)  -r  ?  -r  '■  =  '•  +  "7  +  P  =  {p  +  q)  +  >•  =  P  -    '/  +  '•) 

radditiuii    des   fjiiaternlons  est    aussi  bien   comimitative   qu'asso- 
ciative. 

().  Midliplicittion.  —  Pour  faire  coïncider    fig".  3)  le  vecteur  \\ 


l-iff.  3. 


avec  R  ",  nous  pouvons  dabord  lui  appli([uer  le  multiplicateur 
ou  verseur 

cos  0  -\-  sin  0  A^ 

c'est-ii-dire  le  tourner  d'un  an^^leO  autour  de  «  Taxe  »  A,,  ensuite 
par  le  verseur 

cos  o  -}-  sin  o  lî^ 

le  l'aire  tourner  d'un  anole  -^  autour  de  B,,  mais  nous  pouvons 
aussi  directement  lui  appliquer  le  multiplicateur 

cos  'i  -\-  siu  6  l)j  ; 

où  D,  est  un  vecteur-unité  normal  au  plan  passant  par  K  et  H", 
et  y  l'angle  que  (ont  entre  eux  ces  deux  vecteurs.  I.i-  *(  produit  )) 
des  deux  premiers  verseurs  est  donc  un  nouveau  verseur,  et  le 
produit  lies  deux  quatcrnions 


p  =  a+  A 


et 


un  nouveau  «juaternion  dont  l'expression  se  iléduit  de  : 

qpW  =  [h  +  B,  [a  -f  I;  R  =  (/;  -f  VH)  [,i\\  +  VAIV 

=  ahW  -{-  «VHU  -r  //VAU  -f   Vi:VAU. 
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I.es   idenlltcs   (i6)   et  (i5)   permettent   de    substituer  au  dernier 
terme  d'abord 


—  YAVRB  —  VRY13A 


et  ensuite 


—  AB.R  +  AR.B  —  YRYBA, 
ce  qui,  A  étant  normal  à  R  et  AR  zéro,  se  réduit  à 

—  AB.R  —  YRYBA, 
nous  trouvons  donc 
qpR  =  [ah  —  AB)R  +  rtYBR  +  ^YAR  —  YRYBA 


=  [ab  _  AB  4-  rtB  +  h\  4-  YBA'  R 
et 


II 8)  rjp  =  ah  —  AB  +  «B  +  ^A  -f  YBA. 

Les  deux  premiers  termes  forment  la  partie  scalaire,  les  trois 
derniers  la  partie  vectorielle  du  nouveau  quaternion.  A  cause  du 
dernier  terme,  prj  n'est  pas  égal  h  rjp  :  la  multiplication  n'est 
pas  commutative,  ce  qui  se  voit  d'ailleurs  facilement  par  la 
(igiire  3.  En  effet,  en  appliquant  au  vecteur  S  successivement 
les  opérateurs  q  et  y;,  nous  obtenons  d'abord  R'  et  ensuite  S"; 
pfj  est  donc  équivalent  h  un  quaternion  opérant  dans  le  plan 
SOS",  qui  est  différent  du  plan  ROR",  dans  lequel  opère  (jp. 

Considérons  maintenant  (fig.  4)  trois  quaternions  p,  q,  r  opé- 
rant dans  les  plans  Vj,  V,,  Vg.  Le  second  faisant  coïncider  le  vec- 
teur S  avec  Sj,  nous  aurons 

^1  =  7^  ; 

de  même 


et  conséquemment 


So  =  /"/S. 


11  en  résulte  que  pcj  opi^re  dans   le  plan  V,,   et    ([u  il  peut   faire 
coïncider   S,^  avec   S^,  pourvu  que  les  arcs  (SS.,)  et  (S.^S^)    soient 


égaux.  On  aura  donc  aussi 


^5   =  P'/^,' 


ensuite 

et  enfin 

('9) 
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Si  =  '-Sj 
Sj  ^  p(f  .rS.^. 


•'9 


Par  un  raisonnement  analogue,  nous  trouvons 


et 

donc 

et  enfin 
(ao) 


T.  =  fjrT,,  T.,  =  pT, 

T5  =  /^^'•Ts- 


I-es  équations  (19)  et  (20)  nous  montrent  que  pf/.  r  et  p-f/'' 
sont  des  (juaternions,  qui  opèrent  dans  les  plans  (S3S5)  et  (^T^T^), 
et  pour  que  la  multiplication  soit  associative  pq.  r  ^=:.  p.  qr,  il 
nous  faudrait  démontrer  que  les  quatre  vecteurs  S.,S3T.,Ï,  sont 
dans  un  même  plan,  et  ({ue  les  arcs  (SjSj)  et  (T.,T5)  sont  égaux, 
ce  ({ue  llamilton  lait  c.<i.  en  emplovant  certaines  pi-oj^riélés  des 
coniques  spheriques.  Mais  nous  pouvons  aussi  d('m(»iil  r(M'  l'éga- 
lité des  parties  scalaires  et  celle  des  parties  vecloiielles  pour  les 
deux  quaternions  pq.  r  et/-»,  (jr  en  ^[uestion. 
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Kn  effet 


S_,  =  pq'S  —  [nh  —  AB  +  fdJ  4-  b\  -\-  VAB)  S 


S,  =  /^(-/S.  =  p(i.r%  =  [ah  —  AB  +  «B  -\-  bA  -\-  YAB)  (c+  C]  S^, 
ce  qui,  multiplié  d'après  (i8),  donne  pour  la  partie  scalaire 
(2i)  ^pq-'-  =  (tl'c  —  (c.AB  -f  «.BC  +  h.CA)  —  CYAB 

tandis  que  la  partie  vectorielle 


(ah  —  AB)  C  +  c  (//B  +  ^A  -f-  ^■AB)  +  Y  uiB  +  h\  -;-  YAB;  C 
dont  le  dernier  ferme  est 


—  YCYAB 


—  BC  .  A  +  CA .  B 
peut  s'écrire 

Ypq.r  =  [hc  —  BC)  A  +  (crt  +  CA)  B  +  [ah  —  AB  )  C 


2)  +  rtYBC  —  AYCA  +  cYAB 

Pour  le  produit  y;,  r/r  nous  trouvons 


T.  =  //r,  =  p.f/rT.,  =  (a  +  A)  {hc  —  BC  +  />C  +  c-B  +  YBC)  T3. 

Les  parties  scalaires  et  vectorielles  en  sont  les  mêmes  que 
celles  de  jnj.  r.  D'une  manière  analogue,  on  prouve  que  la  mul- 
tiplication est  distri!)utive  :  p(// -\- f)  =/^y  +  /^'"-  L'n  produit  de 
quaternions  n'est  donc  pas  coininutalil,  mais,  en  dehors  de  cela, 
il  possède  les  propriétés  d'un  produit  ordinaire. 

10.  Si  les  composantes  reclançrulaires  de  A  et  B  sont  -l.,-l^^cl', 
et  35^95.,'B3,  l'équation  (18)  devient  : 

qp  ==  ah  —  -In^Sj  —  .l.,tB,  —  ^03^»,  +  [h-l.,  +  rrïB,  +  i^.A^  —  35.,cU^  / 

La  formule  du  produit  (18)  nous  permet  de  démontrer  quel- 
ques relations  importantes   : 


a) 


Kqp  =  Ky) .  Kr/ 
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et  aénéralement 

D 


Kp^p.^.  .  .  p„  =  Kp„\\p„  _  1 .  .  .  Kp^ 


En  ellet.en  changeant  ^^;6    le  signe  de  la  partie  vectorielle, (i8) 
nons  donne 

Afjp  =:  ah  —  Al]  —  «D  —  l7\  —  VÏÏÂ  ; 
tandis  ([ne 

\\p.K<l  —  fa  — Â)  (I,  —  \y  =  ah  —  AU  —  ^  —  ^V  4-  VÂB. 
Nons  avons  donc 

et  de  n)(Mne 

Ky^r/^  •  •  ■  <ln  =    lv((7, .  .  .  <y„^ .  Kr/^  =  K  (//,,y,  .  .  .  r/„) .  Kr/^ .  Kf/i 
=   .  .  .   =  Kr/„.  K</„  _  |.   K(/„  _  j.  .  .  \\(]^ 
h^  Sr/p  z=z  Syu/ 

et  en  général 

car,  comme  la  partie  scalaire  en  (i8)  ne  change  pas  lors(ju"on 
intervertit  Tordre  des  qualcrnions,nous  avons  d'abord  Sy/>'  =  S/)fj 
et  ensuite,  pourvu  (ju'on  garde  le  même  ordre  cvclique 

^7i72 . .  .  7"  =  ^  (Vt  •  ■  •  7')  (7'  +  1  ••  •  7")  =  y  (7'  +  i  ■•  •  7»)  (7i  ■  •  •  7') 
=:  y<7;  +  i7/  +  2  .  .  .  Vn7,7.>  ■••  7'- 

r)   Lor>(|u.'  p^^^ni  (cos  0  -[-  sin  0  A,)  l'écfualion  (i8)  donne 

pp  ^  p-  =:  /;<-  ^cos-  0  —  sin-  0  +  '^  f^i'>  '^  cos  GAJ  ^  m-  (cos  aO  -)-  sin  uOAj, 

et  généralement,  (juand  /•  est   un  nombre  entier  positif 

j)''  =:  ni''  (cos  /-O  -|-  sin  »'OAj) 

il  f-n  n'-sulle 


cos  -|-  sin A.   1     r=  A,. 

■lin  iiii  ' 
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ce  qui  conduit  tout  naturellement  à  la  convention 


et 


cos 1-  sin A,  ^  A, 

im  2/71 


cos  ■ 1-  sin .-^  A.  =:  A. 

ni       1  m       2 


Cette  dernière  formule  permet  d  identifier  un  verseur  quel- 
conque a  une  puissance  de  son  vecteur-unité. 

1 1 .  DwisioJi. —  Comme  q  [q^^p)  ou  [qq~^]pesi  équivalent  auqua- 
ternion/^,  il  est  tout  naturel  d'appeler  q~^ p  le  quotient  de  p  par  q, 

pour  lequel  on  pourra  encore  écrire —,  pourvu  qu'on  se  rappelle 

constamment  (|ue    cette   fraction   est  q~^  p   et  non  pas  y.»*?"' ' .   Sa 
valeur  (§  j)  est 

9"  V  =    b-^^^l^  ^''  ~  ^^  ('^   -^^"^  =  T^~^fW  '"^  +  ^^  +  bX-uB-\BA) 

Il  est  maintenant  facile  dinterpréter  une  fraction,  dont  le 
numérateur  et  le  dénominateur  sont  des  fonctions  entières  des 
quaternions  p.  <y,  /•, 

12.  Vcc(enrs.  Quaternions  élémentaires.  —  Un  quaternion  se 
réduit;»  un  vecteur  A  J^quaternion  élémentaire),  quand  sa  partie  sca- 
laire est  zéro,  c'est-à-dire  quand  son  angle  est  droit.  Les  règles 
trouvées  pour  les  quaternions  s  appli([uent  encore  ii  ces  vecteurs. 
Nous  allons  nous  conformer,  dans  la  suite,  ii  la  notation  la  plus 
répandue  des  (puiternionistes  qui  représentent  A.B.C,...  par 
a, 3,*,',..  leurs  tenseurs  par  Ta,T3...,  les  vecteurs-unité  Z^',/:  par 
i,j,k.,  AB  par  TaT^Scos^,  etc  ;  mais  il  sera  bon  de  rappeler  que 
A  s^  a  est  autre  chose  que  A.  Les  équations  que  nous  allons  trou- 
ver sont  des  égalités  de  quaternions,  dont  chacune  est  équiva- 
lente, en  général,  a  cpiatre  équations  entre  scalaires. 

a)  Ce  qui  a  été  trouvé  pour  l'addition  des  quaternions  permet 
de  conclure,  que  la  somme  des  vecteurs  a. 3,"..-  est  un  nouveau 
vecteur,  ([u  on  trouve  en  les  composant  comme  des  forces  don- 
nées; cette  somme  est  associative  et  commutative. 
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b)  Pour  les  produits  de  deux  vecteurs  a  cl  3,  qui  font  entre  eux 
rancfle  0,  IcMiuation  ^i81  nous  donne 

(23)  a.3  =  — AB+  VAB  ;ia=  — AB  + VBA 
Leurs  scalaires  sont  égales  : 

(24)  Saji  =r  S|îa 

avec  la  valeur  commune  —  Ta.  T^.cosO.  Leurs  parties  vecto- 
rielles dillèrenl  par  le  signe  : 

(25)  Va.'i  =  — VjEof 

le  premier  membre  de  (25)  est  Ta  Tp  sin  0.  /',  si  i'  est  un  vec- 
teur-unité perpendiculaire  à  a  et  ,3,  tel  que  a,  ,3,  i'  forment  un 
système  droit.  On  a  évidemment  encore 

(26)  a{i  -f  'pT.  =  -iS^p 
et 

(27)  «|i  '^OL    =  'l\ Ot)  . 

La  partie  scalaire  Sa3=  o,  lors([ue  a  est  perpendiculaire  à  3  ; 
la  partie  vectorielle  \  a,3  =  o,  lorsque  a  est  parallèle  à  ,3. 

c]  Pour  le  carré  d'un  vecteur,  les  équations  (23)  fournissent  ; 
?"  = —  T^-i  ^  ^  donc,  pour  le  carré  tl'un  vecteur-unité,  quel  qu'il 
soit —  I.  11  est  donc  r  =;= —  i  ;  i^  ;^r.i=  —  /,  etc. 

d)  Pour  le  produit  a,3v  de  trois  vecteurs,  l'on  trouve  d'après 
(21)  et  (22^' 


Sa3Y  =  — CVAB 


et 


VaSv  =  —  BC  .  Â  +  C A  .17  —  A  B .  C 
11  on  resuite 

(28)  ^-ap.'^Sii.-azr  870.3 
et 

(29)  Vï,:Y  =  ïî'^Y  —  ^Sya  +  Y?a.3 
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I.e  premier  memljre  de  lu  dernière  é(j[ualioti  peut  s'écrire 

Va(S.5y+Y^Y) 
ou 

a.S,3Y  + VaVpv, 
de  sorte  que 

(3o)  VaV3-;  =r  —  SSya  +  ySa.^ 

ce  qui,  lorsqu'on  y  substitue  le  vecteur  A  o£   au   lieu  de  a,   nous 
montre  ({ue 

(3i}     \\li\y:  =  —  pS-;  [oz  -  Soe)  +  yS  (os  —  S^e)  ?  =  -  :;Syoi  +  ySîs? 
e)  Enfin,  nous  avons  d'après  (i^  lo,  a)  et  (!:;  y") 

Kxja.aj.  .  .  a,,  ^  lv2„K3;„  _  i  . .  .  K^K^ 
OU 

Ka^a_,a., .  .  .  a„  =  ( —  i)-'  oi„ot„  _  i ^i^-i 

ce  qui  peut  s'écrire 

Sx^a^a,.  .  .  s,(  —  \  y-i^y-^y,-  ■  ■  y„^=  ( —  i;"  .Sa„3:„  _  i.  .  .  ZiH- A  3!„a„  _  i  .  .  .  a^j 

11  en  résulte  les  deux  équations  : 

{32}  Sy.^cii,u^.  .  .  2„  =  ( —  I  i"  Sa„  z,.  _  i .  .  .  a^ 

et 

(33)  Va^^t^.  .  .  a„  =(—  0  "  -  »  Va,,  a„  _  ,  .  .  .  a^ 

dont  (24)  6t  (25)  ne  sont  que  des  cas  spéciaux. 

Les  équations  (24  —  ^^3)  suffisent  pour  les  nombreuses  appli- 
cations du  calcul  des  quatcrnions. 

M.  Fr.  Daniels,  Fribouro-   Suisse  . 
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Société    mathématique    de  Berlin. 

Une  nouvelle  société  scientifique  a  été  fondée  à  Berlin  en  octobre 
1901,  sous  le  nom  de  Bcrlincr  Matlicmatiscltc  GescUscJiaft.  Dans  sa  pre- 
mière séance,  qui  a  eu  lieu  à  l'Institut  de  Physique  de  1  Université,  le 
3i  octobre,  la  Société  a  choisi  comme  président  M.  Weixgarten  et, 
comme  secrétaires,  MM.  Knesek  et  Jahxke.  Les  séances  seront  men- 
suelles et  les  communications  seront  publiées  dans  \' Arclii\-  dcr  Mathe- 
matik  itnd  Pliysik,  dirigé  par  MM.  E.  L.vmpe  et  E.  Jaunke. 

Bien  que  dans  la  suite  nous  ne  signalerons  que  les  communications 
se  rapportant  à  l'enseignement  des  mathématiques,  nous  indiquerons 
ici  la  liste  des  communications  présentées  aux  trois  premières  séances. 

Octobre  1901.  —  ^^'El^■(;Al^TE^  :  Ueber  eine  neue  Ableitung  des 
Ilauptsatzes  der  Ilolniholtzschen  Wirl)eltheorie.  —  Knese»  :  Ueber 
die  Begriuidung  der  Proportionslehre  unabhiingig  voni  Archimedischen 
Axiom. 

Novembre  1901.  —  E.  Lampe  :  Ueber  eine  Frage  des  geometrischen 
Mittelwertes.  —  E.  Jahxke  :  Ueber  E.  Lemoines  Bestimmung  der 
Axenrichtungen  eines  Kegelschnittes.  —  E.  Laxdat  :  Ueber  den  casus 
irreducibilis  bei  kubischen  Gleichungen. 

Décembre  1901.  —  P.  Kutter  :  Elementarer  Beweis  fiir  das  Jacobi- 
sche  Theorem  des  Kreieelproblems.  —  K.  IIeux  :  Ueber  die  Hertzsche 
Mechanik.  —  0.  IIermes  :  Zur  Ilerstellung  der  VieKlache. 

Comme  on  le  voit  d  après  cette  liste,  la  création,  à  Berlin,  dune 
société  mathématique  répondait  à  un  réel  besoin.  Et  nous  pouvons 
ajouter  que  la  B.    M.  G.  conqjte  déjà  plus  de  quarante  membres. 

Modèles  et  instruments. 

A  l'occasion  de  la  réunion  des  mathématiciens  allemands  à  Hambourg, 
il  avait  été  organisé  une  exposition  de  modèles  mathématiques  et  méca- 
niques les  plus  récents.  Ont  pris  part  à  cette  exposition  ^L^I.  les  pro- 
fesseurs 0.  Wiexer  (sept  modèles  de  surfaces  coniques  du  3"  ordre), 
G.  Hauck  et  Fr.  Scmi-i-iNf:  (modèles  pour  l'enseignement  de  la  Géomé- 
trie descriptive  et  projective),  Fr.  Schii.lin<;  (modèles  cinématiques 
pour  l;i  théorie  des  engrenages),  0,  Wiexe»,  O.  Lehmann  et  II.  Scuor.i. 

Enseignement  ranth.  9 


126  CORRESPOyDANCE 

(modèles  pour  la  représentation  dans  1  espace  des  lignes  de  force  et  des 
lignes  d  égal  potentiel  électrique),  Schiilke  ('modèles  pour  la  construc- 
tion de  ponts  et  de  charpentes  de  toitures)  et  Schlick  (modèles  relatifs 
au  problème  des  masses  dans  les  constructions  navales;.  La  plupart  de 
ces  modèles  se  trouveront  dans  le  commerce;  ils  seront  édités  par  la 
maison  Martin  Schilling  à  Halle. 

Les  mathématiciens  allemands  ont  reconnu  depuis  longtemps  la  haute 
valeur  pédagogique  des  modèles  dans  renseignement  des  malhénjatiques 
pures  et  appliquées.  Chacun  connaît,  ne  serait-ce  que  par  le  catalogue 
de  ]SL  W.  Dj'ck,  la  belle  collection  de  modèles  et  instruments  exposée 
à  Munich,  en  1892,  à  l'occasion  du  congrès  des  mathématiciens  alle- 
mands. Nous  sommes  certains  que  si  une  pareille  exposition  est  orga- 
nisée pour  le  prochain  Congrès  international  des  mathématiciens  qui 
doit  avoir  lieu  en  Allemagne  en    1904,  elle  o]>tiendra  un  grand  succès. 

Congrès  international  d  Histoire  des  Sciences. 

Le  Congrès  international  des  sciences  historiques  qui  devait  avoir  lieu 
à  Rome,  en  avril  1902,  a  été  renvoj'é  à  Tannée  prochaine. 
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Remarque  au  sujet  de  la  notion  de  nombre  dans  son  développement 

historique. 

Stockholm,  fcvi'icr  1902. 

Monsieur  H.  Fehr, 

J'ai  lu  avec  intérêt  votre  article  sur  les  extensions  de  la  notion  de 
nombre  {L'Enseignement  Mathématique,  IV,  p.  i6  à  27),  et  je  me  per- 
mets de  vous  adresser  quelques  petites  remarques  au  sujet  des  indica- 
tions historiques. 

P.  24.  —  L'indication  que  les  nombres  négatifs  furent  employés  par 
Descartes  d'une  «  façon  systématique  dans  les  calculs  »,  doit  sans 
doute  être  un  peu  modifiée.  Il  est  vrai  que  Descartes  poi'te  son  atten- 
tion sur  les  racines  négatives  des  équations,  mais,  en  outre,  il  ne  s  oc- 
cupe pas  beaucoup  des  nombres  négatifs. 

L'attribution  (*)  à  Descartes  du  premier  emploi  d'une  même   lettre 


{*)  Voir  p.   ex.  :  Encykl.  der  malb.  NViss.  I,p.  12,  note  18. 
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pour  désigner  une  quantité  positive  ou  négative  semble  dépendre  dun 
malentendu. 

P.  ■i.\.  —  Les  tractions  dont  li-  numérateur  est  1  unité  sont  appelées 
ordinairement  «  fractions  fondamentales  »,  parfois  «  (piantièmes  ». 

P.  ^j.  —  A  propos  de  la  notion  du  nombre  irrationnel,  il  convient 
de  faire  que,  pour  les  géomètres  grecs,  cette  notion  contenait  une 
contradiction.  Les  Grecs  s'occupèrent  de  quantités  irrationnelles,  tandis 
([ue  tous  les  nombres  étaient  nécessairement  compris  dans  les  quantités 
rationnelles. 

P.  ij.  —  On  peut  faire  observer  cpie  la  transformation  de 


\  a+[  0 


en   une  somme  de   deux  racines  carrées  se  trouve  déjà  dans  Euclide. 
Kn  etfet,  la  proposition  X,   j'i  des  /î/ementa  contient  le  théorème  : 


d'où  1  on  déduit  immédiatement  la  formule  pour 


\  "  +  \  l> 
en  posant 

a  =:  m        h  =  ni-  —  n-, 

c  est-à-dire 


y'  a-  —  0  =z  n 
P.  J-G.  —  Roger  Cotes  (7  171G)  a  découvert  la  formule 
log  (ces  X  -{-  i  siii  .»•)  z=:  i.v 
qui  est  essentiellement  idenli<pie  à  la  fornmle 
e'^  =  eus  or  -j"  '  ''iï'  '*^ 

(Voir,  Bibliothcca  Mat/ietn,  2,    kjoi,  p.   \'\'i.) 

P.  16.  —  ^L  A.  Pringsheim  {Ucbcr  die  crsten  Bet*eise  der  Irrationa- 
litàt  \on  e  und  tt;  Ber.  der  Akad.derWiss.  in  Miinchen,  t.  XW'III,  i8(j.S. 
p.  iiJ-3i'^)  a  fait  voir  :  i"  que  Lambert  a  démontré  complètcincnt  et 
/7^0M/-CHsc/«cnM"irrationalité  de  -;  -j."  que  Legendre  n'a  qu'abrégé  la 
démonstration  de  Lambert.  D'autre  |>art,  le  procédé  de  Legendre  per- 
met de  démontrer  aussi  l'irrationalité  de  --. 

G.  l'^NlibTUo.M. 
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Les  différents  modes  de  mesure  des  angles. 

Dans  la  plupart  dos  trailcs  de  Trigononiclrle  il  manque  un  chapitro 
spécial  sur  les  différents  modes  de  mesure  des  angles;  c'est  cependant 
une  question  des  plus  importantes,  surtout  pour  la  pratique. 

Comme  unité  de  mesure  on  prend  ordinairement  le  degré.  Dans  ce 
sens,  un  degré  est  un  angle,  mais  on  peut  aussi  le  considérer  comme 

un  arc  ( de  la  circonférence)  et  on  a  la  longueur  du  degré  si  on 

y  3bo  /  CD 

connaît  le  rayon. 

Au  lieu  du  degré,  on  enn)loie  aussi  le  grade,  qui  se  prête  aux  mêmes 

observations,  mais  dont  les  sous-divisions  sont  décimales.  C'est  le 

400 

de  la  circonférence. 

Cette  unité  fut  proposée  lors  de  la  création  du  système  métrique. 
Elle  offre  de  grands  avantages,  et  il  importe  de  savoir  convertir  en 
grades  les  degrés,  minutes  et  secondes,  et  réciproquement. 

Les  progrès  de  nos  instruments  actuels,  dans  les  observations,  per- 
mettent dévaluer  des  angles  d  une  seconde,  alors  que  Tycho-Brahé. 
avec  son  quart  de  cercle,  de  dimension  beaucoup  plus  grande,  n'arri- 
vait guère  qu'au  demi-degré. 

Lorsqu'il  s'agit  de  calculs  trigonométriques,  il  est  plus  avantageux, 
au  lieu  du  degré  ou  du  grade,  de  prendre  une  unité  empruntée  à  la 
nature  même  du  cercle.  Celle  qu  on  a  adoptée  est  le  radian,  arc  dont  la 
longueur  est  égale  à  celle  du  rayon.  Dans  ce  système,  un  angle  droit  a 

pour  mesure  —,  et  on  a  la  correspondance  c{ue  voici  entre  radians  et 

degrés 

R  D 

•2  -  36o 

—  90 

I  57   17'  4.1", 8 

ou  20G  iG4".8 

L'usage  du  radian,  ou  unité  trigonomélrique,  simposc  parfois  avec 
un  caractère  d  urgence. 

Si  11  est  le  rayon  d'un  cercle,  la  longueur  d'un  arc  est  aR,  si  l'angle 

correspondant  est  mesuré  en  radian,  pour  le  nombre  a,  et  ^^-7—  XarP», 

si  cet  angle  est  mesuré  en  degrés  par  le  nombre  q. 

L'avantage  saute  aux  yeux  ;  on  eu  trouverait  un  pareil  dans  la  com- 
paraison des  formules,  dt)nnant  une  vitesse  angulaire. 

l'.n  [)lanimétrie  on  démontre  ([ue  le  rapport  de  l'arc  de  cercle  à  sa 
corde  a  pour  limite   l'unité  (juand  la  corde   diminue  indéliniment  ;  et 
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ainsi  la  oordo,  pour  de  très  petits  arcs,  dilIV-re  si  peu  de  l'arc  qu  on 
peut  négliger  la  différence  et  dire  que  la  corde  est  égale  à  l'arc.  D'où  il 
suit,  sous  une  autre  forme,  qu'on  a  les  équations  connues  : 

sin.»' 
liin r=  I, 

lim 2 —  zr  i^ 

.«■ 

liai  cos  X  r=o, 

pour  lim  x  r=  o. 

Mais  elles  n  existent  que  si  i  angle  x  est  mesuré  au  moyen  de  1  unité 
trigonométrique. 

Si  l'on  remplace  sin  .r  par  n,  quand  l'angle  est  égal  à  1",  on  nljticnt 

R. 


■20b  ibi 


Quand  l'angle  d'une  seconde  sous-tend  un  arc  de  longueur  1 ,  le  rayon 
de  son  cercle  est  de  .ioG  16 "i  unités.  Par  conséquent  pour  voir  le  déci- 
mètre sous  un  angle  d  une  seconde,  on  doit  s'éloigner  de  '206  ■^ii't  déci- 
mètres ou  plus  de  '20  kilomètres,;  pour  une  minute,  léloignement  est 
de  'i  >o  mètres,  et  pour  un  degré  de  G  mètres  à  peu  près. 

Reiuarquons  que 


■206  26  j 
d'où  l'on  tire 

logsin  i"=  4,68557 — 10. 

Donc,  pour  trouver  approximativement  le  logarithme  d'une  foncticm 
goniométrique  d'un  petit  angle  on  pourra,  par  exenq)le,  écrire 

sin  1°  i5'  r=  sin  4  5oo"  =  4  ^00  siu  1  " 

ou 

log  siu  1'^  I  5'  =  lug  i  5oo  -j-  log  sin  i"  = 

=:  3,65321  -j-  4,68557  —  10  ^ 
=  8.33878—  10 

tandis  que  rigoureusement  le  nomhre  doit  être 

log  sin  1°  ï'i'  =z  8,3387^—  10. 

'^hi.uid  i>n  sait,  <|ue  Its  parallaxes  des  étoiles  fixes  (pii  fnil  été  dctcr- 
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minées,  sont  comprises  entre  o'  ,'2  et  2",  on  en  conclut  facilement  que  les 
étoiles  fixes  sont  i  000  000  à  100  000  fois  plus  loin  de  nous  que  le  soleil. 
Pour  la  constante  de  l'aberration,  on  trouve  également  ±0" ,  parce  que 
le  rapport  entre  la  vitesse  de  la  lumière  (ioo  000  kilomètres)  et  la 
vitesse  de  la  terre  autour  du  soleil  (3o  kilomètres)  est  à  peu  près  10  000. 
Toujours  quand  on  veut  mesurer  un  petit  angle,  comme  le  champ  de 
vision  d  un  télescope,  des  cercles  gradués,  etc.,  on  doit  faire  usage  de 
cette  formule. 

Inversement   quand    il   est   question   de   petites    quantités,    on    peut 
exprimer  une  longueur  en  mesure  d'angle.  Le  théorème  de  Kepler 

3C  =  i"  —  e  sin  *1" , 

où  JC  et  (g  sont  mesurés  en  degrés  et  où  c  est  très  petit,  peut  se  for- 
muler encore  ainsi  : 


Jv (^ 


J.-C.  BoLT  (Rotterdam). 


Remarque  sur  la  cycloïde. 

I.  La  cycloïde  peut  être  engendrée  par  le  mouvement  composé  dun 
point  qui  se  meut  sur  une  circonféi'ence,  pendant  que  celle-ci  glisse 
sur  une  droite,  si  l'on  suppose  que  les  espaces  parcourus  par  le  point 
mobile  du  cercle  et  par  le  point  de  contact  avec  la  droite  sont  égaux. 
C'est,  comme  on  sait,  sur  ce  mode  de  génération  que  1  on  s  appuie, 
pour  montrer  par  la  méthode  de  Roberval  que  la  normale  à  la  cycloïde 
passe  par  le  point  de  contact  correspondant. 

Ce  mode  de  génération  peut  aussi  être  présenté  d'une  manière  légère- 
ment différente,  comme  il  suit  : 

La  cvcloïde  est  engendrée  par  le  sommet  C  ou  D,  d  un  parallélo- 
gramme articulé  dont  le  côté  AB  glisse  sur  l'axe  ox,  pendant  que  les 
côtés  AC  et  BB  tournent  autour  des  points  mobiles  A  et  B  respective- 
ment, l'espace  parcouru  par  AB  étant  égale  à  l'arc  décrit  par  C  ou  D. 

En  effet,  comme  tous  les  points  du  côté  CD  décrivent  alors  évi- 
demment la  même  courbe  (en  des  positions  différentes),  1  on  peut, 
au  lieu  du  parallélograunue,  considérer  seulement  une  droite  AC  dont 
le  point  A  glisse  sur  Taxe  des  .r  et  qui  en  même  temps  tourne  autour 
de  A.  Comme  le  point  C  décrit  alors,  pour  un  observateur  entraîné  par 
le  mouvement  de  A,  un  arc  de  cercle,  et  que  ce  cei'cle  (si  on  le  décrit) 
glisse  sur  une  droite  parallèle  à  ox  à  distance  AC,  il  est  évident  que 
tovit  revient  au  mouvement  composé  cité  au  commencement.  M.  Schil- 
ling a  donné  dans  celte  Rd'iie  (II.  p.   ii  et  suiv.)  des  propositions  sur 
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les  courbes  ci/chïdales,  dont  celle  oi-Jessus  indiquée  n'est  qu  un  cas 
spécial  (une  des  deux  rotations  des  côtés  SK],  Slvj  du  parallélogramme 
s'est  réduite  à  une  translation);  mais,  comme  il  n'insiste  pas  sur  ce  cas, 
je  voudrais  donner  ici  la  démonstration  élémentaire  directe  de  ce  mode 
de  génération  de  la  cycloïde,  que  j'ai  donnée  à  l'Ecole  Militaire. 

■1.  Les  coordonnées  de  l'extrémité  C  sont,  si  l'on  prend  pour  axe  des 
y  la  droite  sur  laquelle  se  trouve  AG,  quand  elle  est  perpendiculaire  à 
l'axe  O'.r,  les  suivantes  : 

(i)  a-  =  r/sinO -i-o  (0),  r  =  rtcosO, 

où  f)=i/OC.  <T  ^  AC  et  '^(0)  est  l'espace  parcouru  par  le  point  A. 
D'autre  part,  les  équations  de  la  cycloïde  : 

X  =  a  (cy  —  siii  co),  r  =  «  ^  i  —  ces  w) 

transportées  aux  axes  o'  r,  o'y  seront  (coord.  de  O'  :  a-,  a  i  : 

X  rr  rtw  —  a  sin  w  —  a-,  y  =  «  (i  —  ces  « w)  —  a  z=:  —  ces  w, 


d'où 


1^  0  -|-~>  donc  sin  (orz  —  sin  0,  cos  (o  rr:  —  ces  0, 


,    JT  ^  «0  -\-  aT.-\-  a  sin  0  —  «r:  n:  rtO  +  a  sin  0, 
'  y  ■=z  a  cos  0, 


et  en  supposant  ':;  (0)  =  0(0),  l'on  a  bien  la  courbe  (i). 

C.  q.  f.  d. 

3.  En  partant  de  l'autre  mode  de  génération  :  du  mouvement  d'un 
point  sur  le  cercle  glissant,  on  démontre  que  la  courbe  est  une  cycloïde, 
comme  il  suit  : 

Les  coordonnées  relatives  de  M  (axes  parallèles  à  ceux  de  la 
cycloïde,  par  le  centre  du  cercle  dans  une  position  quelconque)  sont 

.r=:acosO,        jrrirtsinO        (0=i.rO.M) 

1)  autre  part,  on  a 

d  Où 

X  r=rt  (»<i -|- cosO).        Y  =  rt  (i -f-^^b»  0), 

et  comme 

1,- 
0  rr — «u,      cos  0  :=  —  sin  (u,      sin  0  z=  —  cos  (», 
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l'on  aura 


\  ■=:  a  {<j}  —  sin  oj) ,         Y z=.  a  [i  -\-  cos  oj). 

C.  q.  f.  d. 

N.-J.  IIatzidakis  (Athènes). 


Sur  la  formule  de  Biuet. 
La  formule  de  Binet 


se  trouve  ordinaii*ement  démontrée  dans  les  Traités  soit  indircctcmeni 
(c'est-à-dire  après  avoir  trouvé  la  formule 


.''  =  ct+fe)"] 


que  Ion  différentie),  soit  en  égalant  à  zéro  la  composante  de  l'accé- 
lération suivant  la  perpendiculaire  au  rayon  vecteur;  cela  est  direct, 
mais  assez  long,  parce  qu'il  faut  trouver  d'abord  les  deux  composantes 
de  l'accélération.  Le  moyen  suivant  est  direct  et  assez  court  :  on  a 


X  D 


X 


x" 


x" F^ 

X     ~  p    ' 

ou  encore 

x" 
cos  0 

Calculons  x"  et  ayons  égard  à  la  relation 

c  (f  0  c  .  c 

0'  nr  :  x' =z  o'  cosO  —  o  sinO.8  ^  —~-  cos  0  — r o  sin  0  — - 

p-  '  '  aO  p-  '  p- 

<>(-]  ■  'd'' 

V  ?  /                         sinO            „          ,          .     „     c 
=z  —  c  — ^ — —  cos  0  —  c ;     X    zzz  -\-  c  sm  0  --; cos  0 


(y)  . 

■       r      "'Crh 

c  c  .       c  c-  ,  I     I     ,  \  '    / 

cos  0    — ; C  sui    -:p  =: —  cos  0 1  — 

0  D-  ;-■  :/*  L  p 


d' 
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d'où,  en  reinpla<;ant  : 

On  peut  évidemment  aussi  partir  de  la  formule 

Y    _        D 

~y~~    ?  ' 

N.-I.  Hatzidakis  (Atiiènesj. 


A  propos  de  la  note  de  M.  Berdellé  :  Sur  une  question 
de  terminologie. 

M.  Berdellé  propose  (E.  M.,  i5  nov.  1901),  pour  les  Allemands,  les 
termes  :  aequivalent,  Aequivalcnz,  ou  bien  wertgleich  (gleicfigeltcnd), 
Wertgleic/i/icit  [Gleichgcltung),  pour  la  traduction  du  sens  cquhalcnt 
(figures  cquii'alentcs)  en  français.  Les  mots  les  plus  convenables  et  qui 
du  reste  sont  déjà  en  usage  (^'oir  D.  Ilili)ert,  Grundlagcn  dcr  Gconictric, 
p.  .',<))  sont  :  Fluclicngleich  [Flcic/icnglcic/i/tcit),  ou  bien  inlialtsglcicli 
(In/iaitsgleic/i/ieit).  (M,  Hilbert  y  considère  flàchcngleich  «  comme  un 
peu  plus  étroit  que  inlialtsglcich  »,  mais  c'est  une  nuance  de  dilférence 
dont  il  uesl  pas  question  ici). 

N.-I.    Hatzidakis  (  .\tliènes). 


Sur  une  simplification  de  démonstration. 

On  trouve,  au  Livre  II  de  tous  les  Traités  de  Géométrie,  les  pro- 
priétés suivantes  :  1"  la  dn)ite  de  Simson  d'un  point  M  du  cercle  cir- 
conscrit à  un  triangle  ABC,  dont  l'orthocentre  est  H,  passe  par  le 
milieu  du  segment  Mil  ;  2°  les  cercles  circonscrits  aux  quatre  triangles 
résultant  des  quatre  droites  données  ont  un  point  commun  P,  <|ui  a 
même  droite  dt;  Simson  p  par  rapport  aux  <|uatre  triangles. 

Mais  une  autre  propriété  importante  du  (piadrilatére  est  celle-ci  :  Lca 
orthocentres  des  quatre  triangles  sont  en  ligne  droite.  Cette  propriété  est 
toujours  rejetée  au  Livre  III,  et  môme  fort  loin  dans  le  Livre  III.  Ca- 
talan, dans  ses  Théorèmes  et  Problèmes  de  géométrie  élémentaire,  en 
donne  une  démonstration  complitjuée,  (jui  exige  la  connaissance  des 
propriétés  du  <|uadrilatère  conq)l(l,  des  axes  radicaux,  clc.  MM.  Ilouclié 
et  de  Comberouss»',  dans  leur  Traité,  en  font  l'objet  du  dernier  (n'^'ij/) 
de  tous  les  exercices  proposés,  non  sui"  le  Livre  III  bii-nième,  mais  sur 
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son  Appendice  non  exigé  par  les  programmes.  Cette  place  indique  suf- 
fisamment que  la  proposition  n'est  pas  regardée  par  les  auteurs  comme 
étant  de  démonstration  facile. 

Cependant,  puisque  c'est  au  Livre  II  que  Ion  a  parlé  des  propriétés 
(i"  et  2°)  rappelées  ci-dessus,  il  est  clair  que  c'est  au  Livre  II,  et  non  à 
la  fin  du  Livre  III,  que  l'on  doit  dire,  comme  coi'ollaire  immédiat  :  Les 
ortliocentres  des  quatre  triangles  sont  sur  la  parallèle  à  p,  dont  la  dis- 
tance à  p  est  égale  à  celle  de  V  à  t^. 

C'est  donc  un  théorème  ou  exercice  à  déplacer  et  une  démonstration 
à  simplifier. 

Votre  bien  dévoué, 

L.  RiPERT  (Poix,  Somme). 


Problème  remarquable  de  la  règle  de  société. 

Deux  bergers  voulaient  goûter  ensemble  dans  la  campagne  ;  l'un 
avait  cinq  petits  fromages  de  lait  de  chèvre,  1  autre  en  avait  trois.  Ln 
troisième  homme  qui  les  vit  de  la  route  arriva  vers  eux  :  Permettez - 
moi,  pour  de  largcnt  et  de  bonnes  paroles,  de  prendre  part  à  votre 
repas.  »  A  eux  trois  ils  mangèrent  donc  leurs  parts  égales  de  cinq  el 
trois,  cela  fait  huit  petits  fromages.  Sur  cela  le  troisième  homme  remercia 
les  deux  bergers  et  leur  donna  huit  doublons. 

L'un  voulut,  d  après  le  nombre  de  leurs  fromages,  en  garder  cinq  et 
en  donner  trois  à  l'autre.  L'autre  dit  :  «Ah!  c'est  comme  ça  que  tu 
arranges  les  affaires  !  Le  monsieur  nous  a  donné  l'argent  à  tous  les 
deux  :  ainsi  il  y  a  quatre  pièces  pour  toi  et  quatre  pour  moi.  Quant  à 
ce  que  tes  cinq  fromages  valaient  de  plus  que  les  miens,  je  veux  bien 
te  le  solder  !  » 

Comme  ils  ne  parvinrent  pas  à  s'entendre,  ils  portèrent  leur  différent 
devant  le  juge.  Le  bienveillant  lecteur  se  demande  :  «  auquel  des  deux 
le  juge  a-t-il  donné  raison?  »  Réponse  :  «  A  aucun  des  deux.  »  Car  il 
dit  :  «  D'après  ce  que  vous  venez  de  m  exposer  tous  les  deux,  le  pre- 
mier d'entre  vous  aura  sept  doul)lons  et  l'autre  une,  et  cela  d'après  le 
droit  !  J'ai  dit  !  » 

On  ne  croirait  pas  que  ce  verdict  soit  juste  ;  niais  il  n'y  a  pas  moyen 
de  se  tromper,  car  si  on  partage  chaque  petit  iromage  en  trois  parts 
égales,  autant  qu'il  y  avait  de  personnes,  les  5  chevrels  du  premier 
donnèrent  i5  parts,  les  i  de  l'autre  9,  en  tout  i'^  parts,  8  pour  chacun 
d'eux.  Donc  le  troisième  homme  eut  7  parts  des  i  j  du  premier,  car  S 
de  i5,  reste  7.  Des  9  parts  de  l'autre  il  n'en  eut  qu'une.  7  et  i  lont  8. 
Ainsi  d'après  les  règles  du  droit  le  premier  devait  avoir  7  doubhms  el 
le  second  seulement  un. 

Le  lecteur  bénévole  est  prié  d  en  conclui'e  : 
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Primo,  couimenl  on  peut  (Toire  souvent  quun  verdict  est  injuste, 
parce  qu'on  ne  se  rend  soi-nièrae  pas  compte  de  ce  qui  est  juste. 

Seconda,  combien  il  est  dangereux  de  commencer  un  procès,  même 
quand  on  croit  avoir  pour  soi  le  droit  le  plus  évident. 

(Trailuit  do  ralloiiuiiul,  par  Ch.  Berdellé). 

Hebel  ('). 

Note  du  Tn.vnrcTErn.  —  Dans  le  titre  qu'il  donne  à  son  anecdote, 
Ilebel  nous  la  présente  comme  un  exemple  remarquable  de  la  Régula 
Societatis;  il  semble  donc  qu'il  aurait  dû.  contrairement  au  verdict  du 
juge,  soutenir  la  solution  du  premier  berger;  et  cela  d'autant  plus 
qu'il  n'arrive  pas  souvent  à  un  juge  d'allouer  à  un  plaideur  plus  qu'il 
n'a  demandé  lui-même.  Quant  à  nous,  notre  sentiment  donnait  d'instinct 
raison  au  second  l)erger.  Kn  favorisant  tant  le  premier  aux  dépens  de 
celui-ci,  Hebel  prouve  presque  le  contraire  de  la  morale  qu  il  prétend 
donner  à  son  conte  ;  car  nous  y  voyons  qu'il  peut  arriver  qu  un  juge 
à  l'esprit  faux  vous  alloue  plus  qu'il  ne  vous  est  légitimement  dû,  plus 
que  vous  n  en  demandez  vous-même. 

Dans  Mathématique  et  Matliématiciens  de  Rebière  on  peut  lire  sur 
une  page  :  Nous  devons  plutôt  nous  fier  au  calcul  algébrique  quà  notre 
jugement  (Euler)  et  sur  la  page  suivante  :  Le  bon  sens  ne  perd  jamais 
ses  droits  :  opposer  à  l'évidence  une  formule  démontrée,  c'est  à  peu  près 
comme  si,  pour  refuser  à  un  homme  le  droit  de  vivre,  on  allégutiit  devant 
lui  un  acte  de  décès  authentique  M.  Beutu.vnd).  Or  le  conte  ci-dessus 
semble  imaginé  exprès  pour  montrer  coiiii)ien  jjertrand  a  raison  contre 
l'aider . 

Un  doublon  est  une  ancienne  pièce  espagnole,  répandue  jadis  dans 
l'Europe  centrale  et  valant,  à  quebpies  sous  près,  notre  pièce  de  Mt  francs. 
Un  des  fromages  en  question  [)ouvait  bien  valoir  un  gros  batz,  pièce  de 
()  kreutzer,  monnaie  du  pavs  où  l'Iiistoire  est  censée  s'être  passée, 
et  à  l'époque  où  elle  fut  publiée.  Ur  la  valeur  de  ce  batz  est  à  peu  près 
de  20  centimes. 

Maintenant,  discutons  d'abord  les  prétentions  des  deux  bergers  dans 
des  cas  dilférenls  de  ceux  du  procès. 

Suppos(ms  d  al)ord  ([u'au  lieu  de  donner  8  doui)lons  <•<>  monsieur 
n'ait  donné  que  la  valeur  des  8  fromages,  c'est-à-dire  8  batz. 


(')  Jfan-PieiTC  Hobcl  (i7(jo-i8a())  •■l;iit  (ils  d  un  tisserand  dn  llatiseii  (Oberlnnd 
Undoi>sj.  Paslcur  rofornié,  il  parvint  à  la  dij^nilé  do  pn-lat.  créée  pour  le  faire 
entrer  dans  la  Chanibre  haulr  du  pays  de  Bade.  .\nii  des  niu'urs  et  du  lan^^a^o 
populaji-)-  de  son  p.'ivs.  il  fut  sorloul  rélrbri-  par  ses  poésies  alliMnaiii(pios.  De  1807 
à  181',)  il  ri'dig'oa  IWlnianoeh  Badoi.s  sous  le  titre  l.'Ani!  de  In  Mnisim  rlic'nan,  cl 
en  republiii  plus  tard  les  articles  sous  le  nom  de  Scliatzhdxllein  (L'Ecrin). 

C'est  de  1  un  de  ses  volumes,  le  troisième,  qu'est  tirée  lanecdole  ei-dessus. 
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Dans  ce  cas  les  bergers  n'auraient  pas  porté  l'affaire  devant  le  juge  : 
leurs  deux  solutions  se  seraient  confondues. 

En  effet  le  premier  aurait  gardé  >  hatz  et  donné  3  à  1  autre.  Le  second 
aurait  donné  4  batz  et  en  aurait  gardé  4,  mais  pour  solder  la  différence 
de  leurs  mises  en  fromages,  il  aurait  rendu  i  de  ces  batz. 

Les  choses  se  seraient  passées  comme  si  le  monsieur  avait  acheté  les 
8  fromages  et  régalé  les  bergers. 

Deuxième  cas.  Le  monsieur  ne  paye  que  ce  qu'il  a  mangé,  c'est-à-dire 
il  ne  donne  ni  8  doublons,  ni  même  8  batz  valant  48  kreutzer  ;  il  ne 
donne  que  iG  kreutzer.  Dans  ce  cas,  l'affaire  ne  viendrait  pas  devant  le 
juge,  car  ne  recevant  que  la  valeur  de  ce  qu'ils  ont  fourni  ils  partage- 
ront naturellement  au  prorata  de  ce  que  chacun  a  fourni,  prenant  1  un 
14  kreutzer,  l'autre  2,  comme  le  juge  l'aurait  ordonné. 

Troisième  cas.  Le  monsieur  donne  8  doublons. 

Alors  la  disproportion  entre  la  valeur  de  la  chose  fournie  et  le  prix 
dont  le  monsieur  Fa  payée  montre  qu'il  a  moins  voulu  payer  sa  consom- 
mation que  reconnaître  l'hospitalité  empressée  avec  laquelle  les  deux 
bergers  l'ont  admis  à  leur  frugal  repas  ;  et  comme  l'intention  du  dona- 
teur doit  faire  loi,  il  semble  que  c'est  le  berger  que  le  verdict  du  juge  a 
lésé,  qui  était  le  plus  dans  le  vrai.  Je  comprends  qu'on  admette  la  solu- 
tion du  premier  comme  cote  mal  taillée  entre  le  bon  sens  dont  parle 
J.  Bertrand  et  la  formule  algébrique  d'Euler.  Si  les  bergers  m'avaient 
pris  pour  conciliateur,  j'aurais  tout  au  plus  coupé  leur  différent  en  deux, 
allouant  à  l'un  quatre  doublons  et  demi  et  à  l'autre  trois  doublons  et 
demi,  mais  il  aurait  été  plus  juste  de  donner  au  berger  des  trois  fro- 
mages les  quatre  doublons  demandés,  en  le  dispensant  même  de  rem- 
bourser la  différence  de  valeur  des  fromages,  pour  punir  le  premier 
d'avoir  fait  le  procès.  Pour  se  montrer  moins  malveillant  contre  le  pi"e- 
rnier  berger,  on  peut  encore  admettre  la  solution  suivante  :  lui  taire 
rendre  par  le  second,  non  le  prix  d'un  fromage,  mais  celui  de  deux, 
puis  partager  les  doublons  également.  Cette  solution  aurait  le  mérite 
de  mieux  faire  sentir  au  premier  la  justice  de  ce  verdict,  en  mettant, 
pour  ainsi  dire,  les  deux  plaideurs  à  la  place  1  un  de  l'autre  ;  en  outre 
elle  lui  laisse  tout  le  bénéfice  qu  il  peut  demander  pour  sa  différence  de 
mise,  puisqu'elle  la  lui  double. 

Ainsi  voici  un  problème  d'arithmétique  qui,  au  lieu  d'une  solution, 
en  offre  autant  qu  on  voudra  bien  en  imaginer,  et  ce  n  est  pas  étonnant, 
parce  qu  il  renferme  des  éléments  non  mathématiquement  appréciables, 
et  que  c'est  en  même  temps  un  problème  de  droit.  Si  je  connaissais  des 
Fuembres  dune  conférence  d'avocats,  je  leur  soumettrais  la  question. 

Le  professeur  de  la  rhétorique  scientifique  d'un  lycée  pourrait  y 
trouver,  ce  me  semble,  un  sujet  de  discours  sortant  un  peu  de  1  ordi- 
naire classique,  en  distribuant  aux  élèves  de  sa  classe  les  rôles  d  avocals 
des  deux  parties,  de  niinislèrc  public,  de  juge  prononi;ant  un  verdict 
motivé,  de  rédacteurs  de  journaux  de  droit  (ou  de  njathématiques)  ren- 
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dant   l'ouipte  du  procès,  et  fournissant   chacun  une  nouvelle  solution 
conforme  à  sa  propre  manière  de  sentir. 

Avant  de  terminer  cet  article,  proposons  un  autre  dénouement  à 
riiistoire,  en  supposant  que  le  juge  a  lu  les  fables  de  Lafontaine. 

Il  fait  donc  déposer  les  huit  doublons  ;  il  fait  convertir  lun  deux  en 
menue  monnaie,  paye  là-dessus  à  chaque  berger  le  double  de  la  valeur 
de  ses  fromages,  donne  le  reste  de  la  menue  monnaie  à  partager  aux 
huissiers,  greffiers  et  avocats,  et  puis...  empoche  majestueusement  les 
sept  autres  doublons. 

Nouveau  problème  à  résoudre  alors,  purement  mathématique  celui- 
là,  et  nous  donnant  d'une  façon  bien  plus  réelle  la  leçon  de  morale  <ju(! 
Hebel  a  voulu  mettre  dans  son  conte  : 

«  Combien  chacun  des  plaideurs  aurait-il  gagné  à  admettre  la  solu- 
tion de  son  adversaire  ?  » 

Ch.   Berdellé. 


A  propos  des  nouveaux  <>  Éléments  de  Géométrie»  de  M.  Méray. 

Lille,  le   i()  décembre   lyoï. 
Monsieur  le  liédacteur. 

L'exhumation  des  Nouveaux  Eléments  de  Géométrie  de  M.  Ch.  MÉ- 
RAY, qui  a  fait  de  votre  part  l'objet  d'un  intéressant  article,  me  suggère 
l'idée  de  vous  signaler  deux  tombes  modestes  où  furent  enterrés  deux 
enseignements  jadis  bien  vivants  et  singulièrement  séduisants. 

En  i8(JG,  à  1  Occasion  de  la  création  par  Dliiuy  de  renseignement 
secondaire  spécial,  furent  rédigés  des  programmes  officiels  fort  détail- 
lés et  pleins  d'intérêt.  De  jolis  petits  livres,  publiés  presque  aussitôt 
par  M.  Saint-Loup,  professeur  à  la  faculté  de  Strasbourg,  serrèrent 
ces  programmes  de  si  près  qu  on  serait  tenté  de  croire  que  l'auteur  fut 
aussi  le  rédacteur  des  programmes.  Plus  désireux  de  montrer  les  véri- 
tés géométriques  que  de  les  démontrer,  M.  Saint-Loup  fait  un  appel 
judicieux  aux  données  expérimentales,  et  il  serait  aujourd  hui,  à  mon 
sens,  un  excellent  guide  pour  les  élèves  des  classes  de  lettres  désii'cux 
de  comprendre  la  Géométrie  avant  de  l'apprendre.  Mais  ces  ouvrages 
sont  devt-nus  introuvables. 

A  la  même  épocpie,  en  iS^i;,  J.  Caqik  lut  chargé,  à  l'Kcole  nationale 
et  spéciale  des  Beaux-Arts,  d  enseigner,  entre  autre  choses,  la  Géomé- 
trie élémentaire,  fonction  qu'il  garda  jusqu'en  i88'j  ;  libre  de  son  pro- 
gramme et  désireux  de  donner  à  ses  élèves  des  démonstrations  d'une 
grande  simplicité,  il  adopta,  comme  il  dit  modestement,  une  méthodi; 
d'exposition  sensiblement  dilfércnte  de  celle  que  l'on  suit  habituelle- 
ment. Cet  excellent  professeur  divisait  son  cours  en  trois  parties, 
menant  de  front  l'étude  du  plan  et  celle  de  l'espace  : 

i"  Propriétés  résultant  de  la  superposition  des  figures  ; 
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■20  Propriétés  déduites  de  la  théorie  des  lignes  proportionnelles  ; 

30  Mesure  des  grandeurs  géométriques  (angles,  surfaces  et  vo- 
lumes). 

Chaque  partie  est  développée  logiquement,  d'une  manière  très  liée, 
avec  peu  d  appels  à  lexpéi-ience.  11  s'y  rencontre  des  analogies  avec 
les  vues  de  M.  Méray.  On  trouverait  sans  doute  au  secrétariat  de 
l'Ecole  ce  programme  dont  j'ai  eu  en  mains  un  exemplaire,  édité  par 
1  Imprimerie  nationale  en  novembre  1880,  et  peut-être  pourrait-on  le 
réimprimer.  Ce  Cours  de  Géométrie  a  été  supprimé  à  la  mort  de  Caqué. 

Pour  mon  compte,  j'ai  eu,  il  y  a  une  douzaine  d'années,  à  enseigner 
la  géomélrie  à  l'Ecole  des  Beaux-Arts  de  Lille  ;  les  documents  qui  me 
servirent  de  guide  furent  ce  programme  de  Caqué,  les  livres  de 
Ch.  Méray  et  de  L.  Saint-Loup,  et  aussi  un  vieux  livre  de  Bergery  sur 
la  Géométrie  appliquée  aux  arts.  J'ai  pu  ainsi  vérifier  la  supériorité  de 
ces  méthodes  d  enseignement  sur  l'exposé  de  Legendre,  quand  on 
s'adresse  à  des  jeunes  gens  qui  ont  besoin  de  comprendre  et  d'appli- 
quer la  Géométrie,  et  non  de  la  réciter  aux  examens  du  baccalauréat, 
.lai  échangé  bientôt  cet  enseignement  contre  celui  de  la  Stabilité  des 
Constructions,  et  la  tradition  euclidienne  a  été  reprise. 

Il  me  semble  que  tout  cela  confirme  la  justesse  des  opinions  émises 
dans  votre  article,  mais  ne  donne  guère  l'espérance  darriver  à  les 
faire  prévaloir. 

Veuillez  agréei",  Monsieur  le  Rédacteur,  l'expression  de  mes  senti- 
ments de  respectueuse  sympathie. 

A.  Boulanger. 


Questions  et  remarques  diverses. 

l'i.  —  Formules  pour  les  variétés  des  k  dimensions  dans  l'espace 
linéaire  E„  à  n  dimensions.  Dans  1  espace  à  3  dimensions,  les  formules 
d'OLiNDE  RoDKiGCEs  constituent,  pour  les  surfaces,  en  quelque  sorte 
le  pendant  des  formules  de  Fhenet  (Sekret)  pour  les  courbes.  Quelles 
seraient,  pour  un  E„  ,  les  formules  l'elatives  aux  variétés  des  k  dimen- 
sions qui  constitueraient  le  pendant  des  formules  de  Bklnel  pour  les 
courbes  de  cet  E^  ? 

N.-I.  Hatzidakis  (Athènes), 

1  t.  —  Défaut  d'analogie  en  Géométrie  (V.  i<)oi,  p.  •228).  —  Si  deux 
triangles  ABC,  A'B'C  sont  tels  que  les  parallèles  menées  par  A,  B,  C 
à  B'C,  C'A',  A'B'  concourent  en  un  point  P,  les  parallèles  menées  par 
A',  B',  C  à  BC,  CA,  AB  concourent  en  un  point  P'  (AEAS,  Ajaccio, 
1901  ;  mémoire  sur  les  triangles  parallélogiques).  Si  deux  tétraèdres 
ÀBCD,  A'B'C'D'  sont  tels  que  les  plans  menés  par  A,  B,  C,  I)  parai- 
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lèleiuent  à  B  C  D  ,...  A  B'C  concourent   en  un  point  P,  la   réciproque 
n'a  pas  lieu. 

L.  RiPEUT  (Poix,  Somme). 

1  j.  —  Il  existe  plusieurs  ouvrages  édités  il  y  a  plus  de  cinquante  ans, 
et  dont  les  récentes  éditions  ont  été  annotées  par  des  mathématiciens 
contemporains,  pour  être  misesau  couranldesprogrès  de  la  science.  Ne 
pourrait-on  demander  que  les  annotateurs  voulussent  bien  donner  quel- 
ques lignes  de  biogi'aphie  de  1  auteur  de  1  ouvrage  ainsi  réédité?  Rien 
ne  semble  plus  facile,  et  l'on  obtiendrait  sans  doute  d'intéresser  les 
éditeurs  eux-mêmes  à  la  réalisation  de  ce  vœu. 

II.    BltOC.MÎI). 


L  attention  delà  Rédaction  a  été  appelée  par  M.  II.  Brocard,  sur  les 
questions  suivantes  (n"*  iG  à  -21)  publiées  par  V Intermédiaire  des  Ma- 
thématiciens et  restées  jusqu  ici  sans  réponse.  Ces  questions  concernant 
renseignement,  il  y  a  un  réel  intérêt  à  attirer  sur  elles  1  attention  des 
lecteurs  de  V Enseignement  Mathématique. 

iG.  —  En  i8j}>,  dans  le  tome  II  de  son  Manuel,  Catalan,  employant 
1  équation  actuelle  F  (x,  y^z)  =  o  de  quadrique,  écrivait 

F',  =  A, -f- B"y  +B, -f  C... 

en  spécifiant  que  F'j.,  F',^,...  représenteraient  des  demi-déri\^-ées.  Cette 
convention,  qui  était  commode,  n'est  plus  admise  aujoiird  hui  parce 
que  1  on  a  pensé  que  la  désignation  par  F'^,  F'y,...  des  déri^'ées  entières 
est  seule  conforme  à  la  délinition  fondamentale  de  la  déinvée  d'une  forme 
algébrique.  Mais  aujourd  hui  aussi,  on  considère  comme  discriminants 
des  formes  quadratiques  à  -i,  i,...  n  variables,  parce  que  cela  est  com- 
mode, les  fonctions  de  coefficients 

y,  =  [W].       1,  =  (AAA"),  . .  .  A„  =  (AA'.  .  .  A"  -  i), 

tandis  que  l'application  de  la  définition  fondamenlale  du  discriminant 
d'une  forme  algébrique  donne 

A.  -  -i-  (AA'),       A3  =  2-'  (AAA") ...       A„  =  a"  (AA'.  .  .  A"  -  i). 

Je  désirerais  connaître  les  dates,  probablement  rapprochées,  où  ont 
été  prises  les  décisions  d'employer,  pour  les  formes  cpiadratiques, 
d'une  part  des  dérivées  entières,  d'autre  part  des  fractions  de  discri- 
minants. Je  demande  en  outre  si  cette  opinion  est  partagée  que  les  deux 
décisions  ne  sont  pas  logiquement  conciliables  et  qu'il  y  aurait  lieu  de 
revenir  à  la  pralitpie  usitée  en  i8j8  des  dcmi-déri\ées,  <jui  sont,  comme 
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les  fractions  de  disc-riniinants,  la  conséquence  naturelle  de  l'introduc- 
tion des  nombres  i  dans  les  coefficients  de  F  =  (>. 

L.    RiPERT. 

(Question  i^yy  de  V Intermédiaire). 

I  -.  —  N'y  aurait-il  pas  lieu  d'adopter,  pour  représenter  l'équation  du 
second  degré  à  deux  variables,  la  notation  anglaise,  au  lieu  de  celle 
que  nous  employons  et  que  la  routine  seule  peut  justifier  ?  Moins 
expressive  peut-être  que  la  notation  à  indices  multiples  de  Clebsch 

«ii-^i-  +  »Yi-^-^  +  •  •  ■   +  2a,2.r,.r,  -f  .  .  . 

elle  est  plus  commode  pour  l'écriture  manuscrite.  M.  Picquet  est  le  seul 
auteur  français,  à  ma  connaissance,  qui  lait  préconisée.  Elle  présente 
d'immenses  avantages  dans  l'étude  générale  des  coniques  ;  elle  donne 
des  formules  dans  lesquelles  la  symétrie  est  d'un  grand  secours  pour 
les  retenir  et  les  employer.  Pour  quelle  raison  ne  se  décide-t-on  pas  à 
l'adopter  ?  Je  désirerais  au  moins  les  connaître  si  elles  existent. 

Besouclein. 

(Question  142',  àeV Intermédiaire). 

i8.  —  En  18',  I,  ^'allès  a  publié  :  Etudes  pliilosopltiques  sur  la  Science 
du  Calcul,  i''*  partie.  Vers  la  fin  il  y  a  quelques  pages  sur  une  méthode 
de  calcul  semblable  au  calcul  des  équipollences  de  Bellavitis.  Vallès 
avait-il  lu  les  publications  de  ce  dernier  en  i833,  i835  et  1837,  ou  a-t-il 
réinventé  ?  A-t-il  donné  une  seconde  partie  à  ses  Etudes  plnlosopln- 
ques  ? 

De  1869  à  i8'j6,  il  a  encore  publié  :  Des  formes  imaginaires  en 
Algèbre  (trois  volumes,  dont  un  lithographie).  Est-ce  tout  ce  qu'il  a 
écrit  sur  ce  sujet  intéressant  ? 

C.  Beudellé. 

(Question  iGoG  de  Y  Intermédiaire). 

ig.  —  Existe-t-il  des  Traités  de  Géométrie  analytique  où,  respecti- 
vement à  la  suite  de  la  discussion  de  l'équation  générale  du  second 
degré  à  deux  et  à  trois  variables,  on  discute  aussi  l'équation  générale 
à  deux  et  à  trois  variables  ne  renfermant,  outre  le  terme  connu,  que 
des  termes  du  quatrième  et  du  second  degré 

A.r'*  -j-  A'r'*  -j-  i^x-y-  -\-  aCjr*  -|-  aC'r-  -(-  D  =r  o, 
Ax*  -f  Ay  +  A"-''  +  iBxY  -f  iWx'^z^ 

4-  ■i]i"y^-J  +  iCx'-  -f  2C  j-  +  iC'z-  -f-  D  =  o . 

Je  ne  demande  qu'un  renseignement  bibliographique. 

C.  Berdellé. 

(Question  1607  de  l'Intermédiaire). 
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20.  —  Nous  avons  fondé,  en  Ilalic,  une  sociélé  qui  s  appelle  Matliesis, 
Âssociazione  per  studi  fra  gli  insegnanti  di  Mateniatica  dellc  Sciiole 
medi'c,  dont  le  but  est  de  perfectionner,  au  point  de  vue  scientilique  et 
au  point  de  vue  didactique,  les  écoles  de  Malliéiuatiques  et  leurs  pro- 
fesseurs. 

Nous  nous  proposons  de  parvenir  à  ce  but  en  od'rant,  particulière- 
ment aux  membres  de  l'Association,  des  questions  détude,  en  nous 
aidant  les  uns  les  autres  dans  nos  recherches,  en  discutant  les  méthodes 
d  enseignement,  les  programmes,  les  livres  de  texte,  et  tout  ce  qui  se 
rapporte  à  l'élude  des  Matiiémallques  dans  les  écoles  moyennes.  Nous 
serons  très  obligés  à  tout  lecteur  de  l  Hnseignenicnt  Mat/ié/nati'jtic  qui 
voudra  nous  procurer  les  renseignements  suivants  : 

1°  S  il  y  a  des  institutions  semblables  à  la  nôtre  hors  d'Italie,  et 
lesquelles,  en  y  joignant  leurs  règlements,  si  c'est  possible  ; 

■2°  Quels  sont  les  programmes  de  l'enseignement  des  Mathématiques, 
dans  les  écoles  moyennes  (classiques  ou  techniques),  dans  les  divers 
pays  du  monde. 

Les  réponses  peuvent  être  adressées  à  l' renseignement  Matliéniatiqitc 
ou  directement  au  soussigné  (^). 

Rodolphe  BiiTTAzzi  (Turin). 

(Question  911  de  l  Intcrmcdiairc).  • 

21 .  —  On  sait  (pie  l'on  peut  exposer  la  théorie  des  fonctions  elliptiques 
de  diverses  manières  ;  au  moyen  de  1  inversion  de  l'intégrale  elliptique, 
en  appliquant  la  théorie  générale  des  fonctions  aux  fonctions  double- 
ment péi'iodiques  ;  en  partant  des  fonctions  de  Jacobi,  et  eniin,  par  une 
méthode  élémentaire,  analogue  à  celle  qu On  emploie  pour  les  fonctions 
trigonométriques  (Biot  et  Bouquel,  Ch.  llermite,  Halphen,  Greenhill, 
Tannery  et  Molk,  Pascal,  etc.).  Quelle  est  la  méthodi'  la  plus  rccom- 
mandable  au  point  de  vue  de  l'enseignement  ? 

Je  crois  que  la  question  a  une  importance  capitale  et  je  serais  heu- 
reux de  la  voir  discuter  dans  un  des  congrès  internationaux  de  mathé- 
maticiens. 

Juan-.I.  DuHAN  Loni(;A  (La  Corogne). 

(Question  iB^'i  de  l' Intcrmcdiairc). 

Celte  dernière  question,  capitale  dans  l'Knseignement  supérieur, 
vient  d  être  agitée  à  nouveau  par  M.  A.-O.  (îreeiihill  dans  im  remar- 
quable article  publié  par  l  Anniinirc  des  Mutitcniaticicns.  L  éminent 
professeur  insiste,  comme  dans  toutes  ses  publications  passées,  sur 
les  méthodes  élémentaires  qui  prennent  naissance  ])ar  la  sinq)le  consi- 
dération des  intégrales  de  cei'tains  j)roblèmes  de  dynamitpje  et  iiionti-c 
la  grande  valeur  de  ces  méthodes  pour  les  futurs  praticiens. 


(')  Mon  ndrcsso  est  :   R.,  Lyréc  Cavour.  Turin  (Italie). 
Enseigriciiiciit  inalli. 


l'/i  rORRESPOSDASCF 

22. — Après  la  savante  communication  de  M,  Beman,  relative  à  Caspar 
Wessel  (y o\Y  l'Enseignement  Mathématique,  i''^  année,  1899,  p.  162-184), 
il  sera  extrêmement  intéressant  de  signaler  une  note  de  Caurhy,  sui- 
vant laquelle  il  est  possible  que  la  priorité,  passée  déjà  d'Argand  à 
Wessel,  doive  être  attribuée  à  un  troisième  inventeur.  Effectivement, 
dans  une  étude  intitulée  :  Sur  les  quantités  géométriques,  et  sur  une 
méthode  nouvelle  pour  la  résolution  des  équations  algébriques  de  degré 
quelconque  {Comptes  rendus,  t.  XXIX,  p.  25(),  3  septembre  1849). 
Cauchy  ajoute,  en  note  :  «  Une  grande  partie  des  x'ésultats  de  ces 
recherches,  avait  été,  à  ce  qu'il  paraît,  obtenue,  même  avant  le  siècle 
présent  et  dès  1786,  par  un  savant  modeste,  M.  Henri  Dominique 
Truel,  qui,  après  les  avoir  consignés  dans  divers  manuscrits,  les  a 
communiqués,  vers  l'année  18 10,  à  M.  Augustin  Xonnand,  construc- 
teur de  vaisseaux  au  Havre.  » 

Je  nai  pas  retrouvé  de  ti'ace  de  ces  documents  dans  les  catalogues 
de  manuscrits  de  Paris  ni  de  la  province  ;  il  serait  vivement  à  désirer 
que  des  rechei^hes  fussent  faites  pour  avoir  un  aperçu  des  résultats 
obtenus  par  H.  Truel. 

H.  Brocard. 
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Carlo  Iîouki.kt.  —  Cours  de  mathématiques  à  Tusage  des  élèves- 
architectes  et  ingénieurs,  i  vol.  iii-8',  iii  pages;  prix:  8  Ir.  ;  .Vaud, 
Paris,  it)02. 

Ou  pciil  dire  do  ce  potit  livre  qu'il  est  appelé  à  rendre  des  sernees 
sérieux.  ludépeiidammeut  des  jeunes  gens  auxquels  il  est  spécialement  des- 
tiné, les  bous  élèves  de  mathématiques  élémentaires,  qui  voudront  bien  le 
lire,  y  tit)uveronl  clairement  exposées,  les  premières  notions  de  géométrie 
analytique  et  de  calcul  infinitésimal:  ce  leur  sei-a  une  excellente  préparation 
au  cours  de  mathématiques  spéciales. 

Même  il  serait  tout  inditjué  aux  personnes  qui,  sans  faire  des  niatbénia- 
liques  le  but  exclusit  de  leurs  études,  seraient  soucieuses  d'acquérir  les 
premières  notions  de  1  analyse. 

Le  premier  chapitre  est  consacré  à  1  élude  systématique  des  dérivées  et 
des  dillereiitielles.  L  auteur  ne  s  attache  point  à  élucider  les  difficultés  inhi'- 
renles  à  la  notion  de  limite  et  il  a  raison:  son  but  a  été  de  faire  un  ouvrage 
élémentaire.  Suivent  quelques  applications  simples  sur*  la  variation  des  fonc- 
tions, puis  les  éléments  de  la  gc-ométric  analytique  du  plan  :  la  droite,  le 
cercle,  les  coniques,  la  théorie  des  tangentes,  des  normales  et  du  rayon  de 
courbure.  Çà  et  là  quelques  mots  sur  des  résultats  dont  la  démonstration 
n'entre  pas  dans  le  cadre  de  l'ouvrage,  par  exemple,  la  propriété  du  cercle 
de  courbure  de  traverser  en  général  la  courbe. 

Un  chapitre  enfin  se  rapporte  au  calcul  intégral,  intégales  iiulélinies  et 
définies,  aires  planes  et  rectification  des  courbes  planes,  puis  l'auteur  1»  i- 
mine  par  un  bref  exposé  des  principes  delà  géométrie  analytique  à  tmi-. 
dimensions. 

R.  nr  MoNTrssvs     Setilis'. 

J.  H  vDAM.\RD.  —  La  série  de  Taylor  et  son  prolongement  analytique. 

(uMîdela  collection  Scionlia]  un  vol.  iu-8"  écu,  de   lOi  pages:  prix  a  fr.  ; 
C.  iS'aud,  Paris,  1901. 

La  lecture  du  polit  livre  que  M.  J.  lladamard  vient  de  consacrer  à  la 
série  de  Taylor  dans  lu  collection  Scienlia  est  véritablement  attachante.  On  ne 
sait  ce  qu'on  doit  le  plus  admirer,  de  l'efforl  considérable  acconipli  diins  les 
quinze  dernières  années  par  MM.  Borel,  Fabry,  lladamard,  Leau,  Lecornu, 
Lerch,  Lindclof,  Méray,  Miltag-Leffler,  PaLulevé  et  Pringsheim  auxquels  il 
faut  joindre  le  regretté  Stielljes,  ou  de  la  clarté,  de  larl  avec  lesquels 
M.  lladamard  expose  le  lien  et  la  raison  d'èlre  de  travaux  en  apparence  si 
disparates  dont  le  résultat  a  été  de  nous  faire  pénétrer  plus  avant  dans  la 
nature  des  fonctions  analyliqnes  et  de  leurs  singularités. 
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L'analyse  d'un  ouvrage  aussi  concis  et  qui  est  lui-nièinc  une  analyse 
d'autres  ouvrages  n'est  guère  possible.  L'auteur  recherche  d'abord  coniiueut 
on  peut  reconnaître  qu'un  point  du  cercle  de  convergence  est  singulier  cl 
que  ce  cercle  est  une  coupure  essentielle  (dans  ce  dernier  cas,  la  question 
du  prolongement  analytique  de  la  fonction  n'existe  pas).  Il  montre  comment 
un  changement  de  variables  permet  d'étendre  le  domaine  où  l'on  peut  suivre 
la  marche  de  la  fonction  ;  il  étudie  les  expressions  diverses  de  la  même 
fonction  qui  permettent  de  sortir  du  cercle  de  convergence  el,  après  avoir 
rappelé  les  séries  asjmplotiques  de  M.  Poincaré,  il  nous  fait  comprendre  le 
rôle  important  que  jouent  les  séries  divergentes  sommables  de  M.  Borel,  les 
fractions  continues  de  Stielljes  et  les  séries  de  polynômes  valables  dans  les 
étoiles  de  M.  Mittag-Lefflcr.  Le  problème  a  enfin  acquis  toute  son  ampleur 
lorsqu'on  a  ramené  l'étude  d'une  série  représentant  une  fonction  à  celle 
d'une  seconde  série  représentant  une  autre  fonction;  il  y  a  évidemment  bien 
des  voies  ouvertes  aux  chercheurs  dans  cette  direction.  C'est  ainsi  que  la 
connaissance  des  points  singuliers  de  deux  séries  de  Maclaurin  entraîne 
colle  des  singularités  possibles  pour  la  série  qui  a  comme  coefGcicnts  les 
produits  de  deux  coefficients  de  même  rang  des  séries  données.  Mais,  mal- 
gré les  travaux  de  M.  Hurwitz,  de  M.  Piucherlc  et  de  M.  lladamard  lui- 
même,  les  résultats  obtenus  sont  encore  peu  nombreux. 

JVous  sommes  loin  d'avoir  énuméré  tous  les  sujets  abordés  ou  indiqués 
par  M.  Hadamard  qui  termine  en  montrant  l'intérêt  de  ces  recherches  tant 
pour  la  résolution  des  équations  algébriques  ou  transcendantes  que  pour 
1  intégration  des  équations  difTéreutielles.  Nous  en  avons  assez  dit  pour  faire 
comprendre  le  plaisir  que  nous  avons  eu  à  lire  ces  cent  pages. 

Lucien  Lévy  (Paris). 

W.  R.  Hamilton.  —  Eléments  '^of  quaternions,  2"  édition,  edited  by 
C.  J.  Joly;  vol.  I,  1899;  XXXIII-583  p.,  73  fig.  ;  vol.  II,  1901,  LIY-5o2  p., 
14  fig.  ;  in-j"  ;  prix  42  fr.  ;  Londres,  Longmans,  Green  and  C". 

Les  Eléments  of  quaternions  constituent  l'œuvre  capitale  du  grand  géo- 
mètre Hamillon.  Ils  furent  publiés  en  1866,  après  la  mort  de  1  auteur  (surve- 
nue eu  i865)par  les  soins  de  son  fils,  William  Edwin  Hamilton,  en  un  volume 
gr.  in-8'';  l'ouvrage,  heureusement,  était,  on  peut  le  dire,  entièrement 
achevé  ;  c'est  à  peine  si  quelques  additions  furent  nécessaires.  Depuis  lors, 
la  méthode  des  quaternions  a  pris  une  extension  considérable,  dos  travau.\ 
ont  paru  sur  ce  sujet  dans  presque  tous  les  pays  du  monde,  et  le  volume  des 
Eléments  était  épuisé.  C'est  dans  ces  conditions  que  M.  C.  J.  Joly  a  eu 
l'heuieuse  inspiration  d'en  publier  une  édition  nouvelle.  Il  faut  d'autant  plus 
s  en  réjouir  qu'il  s'agit  d'une  exposition  magistrale  de  la  doctrine  des  qua- 
ternions, et  que,  malgré  l'élévation  des  idées,  qui  entraînent  sur  certains 
points  des  difficultés  réelles,  il  règne  d'un  bout  à  l'autre  de  ce  livre  une 
admirable  clarté.  Quiconque  voudra  véritablement  s'assimiler  le  calcul  des 
quaternions,  après  en  avoir  trouvé  les  premières  notions  dans  l'un  des  livres 
plus  récents  publiés  depuis,  devra  toujours  se  reporter  à  l'œuvre  originale 
de  l'inventeur,  à  cet  exposé  didactique  écrit  à  la  veille  de  sa  mort,  et  résu- 
mant ses  longues  recherches  en  un  tableau  définitif. 

Dans  la  foi'nic,  cette  édition  nouvelle  dilfère  beaucoup  de  l'ancienne  :  il  y 
a  doux   volumes   au  lieu   d'un   seul;    le   foi'mat  a  été  agrandi  (c'est  l'in-j'^^'  au 
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lieu  do  rin-8'^)  ;  le  texte  est  moins  compact;  et,  disons-le  tout  de  suite,  l'im- 
pression atteint  une  pcrFection  c[ui  l'ait  le  plus  grand  honneur  aux  éditeurs. 
MM.  Longmans,  Greeu  et  C"',  et  aux  imprimeurs,  MM.  Ponsomby  et  Wel- 
drick.  Cependant,  comme  M.  Joly  a  soin  de  nous  en  prévenir  dans  la  pré- 
face qu'il  a  écrite,  le  texte  original  a  été  conservé  avec  le  plus  grand  soin, 
sauf  la  correction  d  un  très  petit  nombre  d'erreurs  flagrantes.  II  a  ajouté 
des  notes  [entres  crochets]  lorsqu  il  les  a  jugées  utiles;  le  nombre  des  réfé- 
rences a  été  accru,  et  un  index  alpiiabétique  fort  précieux  a  été  introduit  à  la 
lin  de  chai[ue  volume.  La  table  des  matières  a  été  amplifiée,  bien  qu'elle 
fût  admirablement  détaillée  déjà  par  Ilamilton;  et  elle  présente  une  analyse 
de  chaque  article;  le  but  poursuivi  est  d'aider  le  lecteur  autant  que  possible 
dans  l'élude  du  texte  et  dans  la  récapitulation  des  notions  acquises.  Enfin, 
on  s'est  encore  conformé  à  l'indication  de  Ilamilton  sur  un  autre  point;  il 
avait  indiqué  le  plan  d  une  étude  réduite,  s'étendant  à  environ  200  pages, 
pour  les  lecteurs  désireux  de  prendre  seulement  un  premier  aperçu,  assez 
complet  cependant,  de  la  méthode;  ce  plan,  légèrcnient  étendu,  est  indiqué 
très  clairement  par  un  tableau  placé  à  la  suite  de  la  table  des  matières,  et 
sera  notamment  précieux  pour  les  étudiants  qui  veulent  chercher  surtout 
dans  les  quaternions  ce  qui  peut  leur  être  utile  pour  les  applications  aux 
sciences  physiques. 

Mentionnons  enfin  un  important  appendice  composé  de  plusieurs  notes 
importantes,  et  sur  lequel  nous  reviendrons  tout  à  l'heure. 

Avant  de  présenter  un  tableau  sommaire  des  matièi'es  contenues  dans  cet 
important  ouvrage,  nous  croyons  devoir  rappeler  que  la  méthode  des  qua- 
ternions est  devenue  aujourd'hui  d  un  usage  de  plus  en  plus  fréquent  au 
point  de  vue  des  applications.  Kn  Géométrie,  en  Mécanique,  eu  Physique 
mathématii[ue,  elle  rend,  conjointement  avec  la  méthode  de  Grassmann,  les 
plus  grands  services,  donne  une  vision  plus  nette  des  choses,  rapproche  le 
symbole  de  1  objet  et  abrège  l'écriture.  Hoi'iel,  qui  en  avait  reconnu  les 
grands  avantages  et  qui  a  fait  tant  d'elforls  pour  la  propager,  avait  proposé 
un  système  de  notations  plus  judicieux  et  plus  simple,  à  notre  avis,  que 
celui  de  l'inventeur.  Xaturellemenf,  dans  l'ouvrage  que  nous  analysons  ici, 
les  notations  anglaises  ont  été  conservées,  et  jusqu'à  présent  elles  restent 
les  plus  répandues.  D  ailleurs,  on  doit  reconnaître  qu  il  n'y  a  là  aucune  dif- 
ficulté sérieuse,  même  lorsqu'on  partage,  ce  qui  est  mou  cas,  la  façon  de 
voir  de  Houel. 

L'ouvrage  se  compose  de  trois  livres,  subdivisés  en  chapitres,  les  chapitres 
étant  eux-mêmes  sous-divisés  en  sections,  plus  les  notes  de  M.  Joly,  qui 
constituent  l'appendice.  Dans  le  premier  volume,  on  Irouvc  les  deux  premiers 
livres,  et  les  chapitres  I  et  II  du  tioisième.  Nous  donnons  ci-après  la  subs- 
tance de  lOuvrage,  en  suivant  la  table  des  matières.  Elle  est  tellement  bien 
faite,  si  détaillée,  il  faut  le  répéter,  qu'en  la  pui>liant  à  part  on  aurait  un  véri- 
table résumé  du  calcul  des  ([ualcrnions,  présentant  d'une  façon  remarqua- 
blement ordonnée  toute  la  substance  de  cclti-  doctrine  cl  d<s  iiomlireuses 
■    applications  qui  figurent  dans  l'ouvrage. 

Le  livre  I  traite  des  vecteurs,  en  dehors  de  leurs  relations  avec  les  angles 
ou  avec  les  rotations.  II  se  divise  en  trois  chapitres  :  cli.  i,  principes  fonda- 
mentaux relatifs  aux  vecteurs;  ch.  11,  applications  aux  points  et  aux  droites 
dans  un  plan  donné;  ch.  m,  application  des  vecteurs  à  l'espace.  On  rencontre 
là,   en  dehors  de  la  déllnilion  des  vecteurs  et  de  l'égalité   de  deux   vecteurs. 
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ce  qui  a  trait  à  l'addition  et  à  la  soustraction  des  vecteurs,  aux  coefficients 
numériques  des  vecteurs,  aux  équations  linéaires  entre  vecteurs  de  même 
origine,  aux  propriétés  géométricjues  et  à  la  représcntution  des  figures 
planes  au  moyen  d  équations  vectorielles.  Puis,  les  équations  entre  vecteurs 
non  situés  dans  un  même  plan,  conduisant  à  l'étude  des  figures  de  l'espace, 
aux  barycentres,   et  à  la  considération  des  différentielles  de  vecteurs. 

Arrivons  au  livre  II,  des  quaternions,  considérés  comme  quotients  de  vec- 
teurs et  comme  comprenant  les  relations  angulaires.  Il  comprend  également 
trois  chapitres  :  ch.  i,  principes  fondamentaux  relatifs  aux  quotients  de  vec- 
teurs ;  ch.  II,  sur  les  quaternions  coplanaires,  ou  quotients  de  vecteurs  dans 
un  plan;  puissances,  racines  et  logarithmes  de  quaternions;  ch.  m,  qua- 
ternions diplanaires,  ou  quotients  de  vecteurs  dans  l'espace:  principe  asso- 
ciatif de  la  multiplication  de  tels  quaternions.  C'est  là,  on  peut  le  dire,  la 
partie  fondamentale  de  la  doctrine  des  quatei-nions  :  la  notion  du  quatcrnion, 
sous  la  forme  du  rapport  de  deux  vecteurs,  se  présente  d'une  façon  toute 
naturelle  et  véritablement  philosophique.  De  là  résultent  les  opérations  qui 
donnent  naissance  aux  quaternions  réciproques,  conjugués,  opposés,  aux 
verseurs,  tenseurs,  etc.,  à  l'assimilation  symbolique  d'un  vecteur  avec  un 
qiiaternion  rectangle,  et  à  diverses  formules  importantes.  Les  applications 
au  plan  sont  très  utiles  comme  initiation;  mais  si  la  méthode  devait  borner 
là  sa  puissance,  elle  serait  avantageusement  remplacée  par  celle  des  équi- 
poUences,  qui  n'exige  aucune  règle  algébrique  spéciale.  C'est  dans  les  faits 
de  l'espace  que  les  quaternions  interviennent  de  façon  si  heureuse  ;  tout 
dérive  de  la  propriété  associative  (et  non  commutative)  de  la  multiplication, 
qui  est  ici  admirablement  exposée,  et  qui  du  reste  n'est  que  la  traduction 
d  une  vérité  géométrique. 

Le  livre  III  est  consacré  en  très  grande  partie  aux  applications;  il  a  pour 
titre  :  quaternions,  considérés  comme  produits  ou  puissances  de  vecteurs; 
quelques  applications  des  quaternions.  Voici  les  chapitres  qu'on  y  trouve  : 
ch.  I,  interprétation  d'un  produit  de  vecteurs,  ou  puissance  d'un  vecteur 
comme  quaternion;  ch.  ii,  différentielles  et  développements  de  fonctions  de 
quaternions;  quelques  applications  des  quaternions  à  des  questions  de  Géo- 
métrie et  de  Physique;  ch.  m,  quelques  applications  additionnelles  des  qua- 
ternions, et  quelques  remarques  finales.  Cette  énumération  suffît  à  faire 
entrevoir  les  sujets  qui  se  trouvent  traités  dans  le  livre  III  ;  il  faut  cependant 
le  regarder  de  près,  pour  avoir  une  idée  de  la  richesse  et  de  la  variété  des 
applications,  qui  remplissent  à  peu  pi^s  tout  le  deuxième  volume  ;  elles 
portent  sur  les  sujets  les  plus  divers  :  Géométrie,  Mécanique.  Electricité, 
Astronomie,  etc.  ;  et,  malgré  une  absence  de  classification  qu'on  pourrait 
reprocher  à  l'auteur  si  son  but  n'avait  pas  été  simplement  d'illustrer  sa 
méthode  et  de  donner  une  indication  d'ensemble,  elles  montrent  bien  à  tout 
esprit  impartial  et  non  prévenu  l'étendue  et  la  portée  de  cette  analyse  nouvelle. 
Nous  avons  déjà  dit  ijuc  la  nouveauté  essentielle  de  cette  tienxième  édition 
est  due  essentiellement  à  l'appendice  de  M.  Ch.-J.  Joly,  qui  ne  comprend 
jjas  moins  de  ii5  pages.  Les  notes  qu  on  trouve  dans  cet  appendice  sont  au 
nombre  de  treize,  et  portent  sur  les  sujets  suivants  :  déteruduants  de  quater- 
nions; propriétés  diverses  de  deux  fonctions  vectorielles  linéaiix?s  ;  la  fonction 
de  déformation  ;  sur  la  spécification  des  fonctions  linéaires  vectorielles  ; 
invariants  des  fonctions  linéaires  vectorielles  ;  sur  le  système  d^s  fonctions 
'j  -j-  jO;  sur  la  transformation  générale  linéaire  dans  l'espace  :  sur  la  théorie 
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des  vis:  sur  les  d«iplacemeuts  liais  :  sur  1  élude  ciuéinaliquc  de«  courbes; 
sur  létude  cinéiualiquc  des  surlaccs;  sur  les  systèmes  de  rayous;  sur  lopé- 
rateur  A  d<?  Hamilton. 

Telles  sout  les  matières  contenues  dans  celte  deuxième  édition  de  louvrag»; 
capital  de  Hamiltou.  Cette  publication  ne  peut  manquer  de  pjovoquer  1  at- 
tention des  mathématiciens,  et  surtout  des  jeunes,  sur  celte  remarquable 
méthode  des  quaternions  ;  et  elle  vaudra  à  celui  qui  la  entreprise  la  recon- 
naissance du  monde  savant  pour  le  travail  si  considérable  qu  il  s'est 
imposé. 

Juste  au  moment  où  nous  terminons  ce  compte  rendu,  nous  venons  de  rece- 
voir une  brochure  donnant,  au  mois  de  mai's  1901,  l'état  de  \  International 
association  for  promoting  the  study  of  quaternions  and  allied  systèmes  of 
mathematics.  Nous  y  constatons  avec  plaisir  que  M.  Ch.-J.  Joly  en  est  pré- 
sident pour  les  années  1901  et  190a.  Xul  assux'ément  ne  méritait  plus  que 
lui  cette  distinction,  et  chacun  y  applaudira,  surtout  après  avoir  édudié  1  é- 
dition  nouvelle  des  Eléments  dont  nous  venons  de  parler. 

C.-.\.    L.VISANT. 

IQANNOY  N.  XATZIAAKI,  'OÀoxÀT.pto-'./.ô;  Ào-;:tr;jiô;.  Tvjlo;  -p  Ôjto;,  1901. 
Ev  'AOrlva-.;.  SîÀ.  488.  Jean  X.  Halzidakis.  Calcul  Intetcral.  A'olumc  I, 
488  pages;  Athènes,  1901. 

Ce  livre,  qui  vient  de  paraître,  est  le  premier  traité  sur  le  calcul  intégral 
en  langue  grecque.  Il  contient  la  matière  que  1  auteur  enseigne  à  l'Lniversité 
d'Athènes  sur  les  Quadratures  et  les  Intégrales  déhnies.  Une  seconde  partie, 
qui  paraîtra  plus  lard,  traitera  de  la  Théorie  des  Equations  Différentielles  et 
du  Calcul  des  Variations,  dans  lélendue  que  leur  donne  1  auteur  à  ses  cours 
de  l'Université,  étendue  plus  que  moyenne. 

Le  premier  «  Livre»  du  présent  volume  (page  i-i.i8)  contient  les  quadratures 
dans  1  étendue  ordinaire  des  Traités  :  Généralités,  Intégration  des  expressions 
rationnelles,  des  Expressions  algébriques,  quelques  mots  sur  les  Intégrales 
ellipticpies,  hyperclliptiques  et  abéliennes,  et  enlin  1  Inlégralion  des  fonctions 
transcendantes.   L  auteur  y  considère    aussi  un  cas  nouveau,  où,  dans  l'inté- 

gration    de    l'expression  rationnelle  -7— r,   1  on  peut   éviter   la   décomposition 

usuelle   en    facteurs  linéaires.   [C'est  le   cas  où  l'intégrale  est  de  la  forme  : 

(S(jr)\ 
,    ;   1  fvoir  «  WOrvà  »,  Tome  XI,  p.  56-^:  une  traduction  française  de 
<i>[x)  J   ^  '  >   r  /    1 

cet  article  paraîtra  peut-être  plus  lard  dans  1  «  Enseignement  Maliiéuia- 
lique  »]. 

La  deuxième  partie  du  Livre,  la  plus  étendue,  contient  la  ihéori»'  des  inté- 
grales définies  qui  est  exposée  (s\irlout  dans  sa  partie  générah-)  très  longue- 
ment et  très  minutieusement,  comme  dans  aucun  autre  livre  peut-èln-,  l'auteur 
sachant  par  rexpérience  que  cett^î  partie  du  (Calcul,  qui  est  une  des  plus 
fécondes  de  la  science,  est  aussi  une  des  plus  diiliciles  à  comprendre  pour  les 
commençants. 

^J^'  contenu  de  cette  partie  se  résume  ainsi  :  Intégrales  simples  (avec  des 
chapitres  sur  les  int<''grales  dont  les  limites  ou  la  fonction  intégré^e  devien- 
nent infinies,  diffé-rentiation  et  inli'-gration  des  s<'ri«>s,  etc.)  ;  Intégrales  douhles 
[avec  des  chapitres  sur  leur  transformation  gt-nérale  et  sur  les  délerminanls 


i43  BIBLIOGRAPHIE 

jacobiens  (Funktionalde(ermiaantcn)j;  Méthodes  pour  l'évaluation  des  inté- 
grales d'Euler;  Applications  analytiques  des  intégrales  définies  (formule  de 
l'aylor,  séries  de  Fourier,  démonstration  (par  Gauss)  de  l'existence  des 
racines  du  polynôme,  démonstration  de  la  transcendance  de  e,  de  llilbert,  etc.); 
Applications  géométriques  (Rectification  des  arcs  des  courbes,  aires  des  sur- 
faces, volumes,  avec  de  nombreux  exemples)  :  Intégrales  triples  (avec  leur 
transformation  et  des  applications);  Intégrales  multiples  en  général  (théorie, 
transformation,  réduction  d  intégrales  multiples  à  des  intégrales  culériennes); 
Intégrales  curvilignes  :  et  enfin  un  chapitre  sur  les  Intégrales  complexes 
(comme  application,  la  démonstration  de  la  transcendance  de  tt,  par  Hilberl) 
et  sur  les  Théorèmes  fondamentaux  de  la  théorie  des  fonctions  (surfaces  de 
Riemann,  formule  de  Cauchy,  etc.). 

Le  livre  contient  aussi  une  collection  de  nombreux  exercices  qui  sont 
répandus  dans  les  différents  chapitres. 

Outre  les  difficultés  ordinaires,  la  composition  du  présent  livre  avait  à 
envisager  aussi  la  question  des  termes  mathématiques  ;  car,  comme  on  sait, 
nous  autres  Grecs  modernes,  nous  n'empruntons  point,  par  principe,  ni  dans 
la  langue  de  tous  les  jours,  ni  dans  la  langue  de  la  Science,  des  mots  étran- 
gers, mais  nous  puisons,  quand  il  le  faut,  dans  le  trésor  de  la  langue  ancienne  ; 
c'est  pour  cela  que  ce  livre  ne  serait  point  difficile  à  comprendre  à  quiconque 
aurait  fait  la  connaissance  du  grec  ancien.  A  titre  d  exemple,  en  voici  les 
deux  termes  du  titre  même  :  '0).o/.Xr,pw:'./.ô;  AoyiTiJiô;  (calcul  intégral),  du 
grec  6Àôx"/.-/;poc  (entier),  ô).oxÀr, pôw  (j  intègre,  je  fais  entier),  'OÀo/./.r^pwr-'.ô; 
(qui  fait  entier,  qui  intègre);  AoyiTfxôî  (calcul),  de  Aôyo;  (raison,  calcul), 
/.oy.^w.  (Peut-être  aurons-nous  prochainement  l'occasion  de  publier  dans  ce 
journal  un  petit  vocabulaire  grec  et  français  des  termes  mathématiques  mo- 
dernes). 

En  finissant,  nous  voudrions  compléter  les  lignes  précédentes  par  la  liste  — 
très  courte  encore,  hélas  !  —  des  livres  et  traités  néo-grecs  sur  les  Mathé- 
matiques supérieures  : 

i).  I.  N.XATZIAAKI,  A-.X'^op'./.ô,-  Aoy'.7;jlÔ;  (J.-X.  Hatzidakis,  Calcul  diffé- 
rentiel), 1889,  p.  5i3. 

2).  I.  N,  XATZUAKI,  'AvaÀJT'.XT,  Tzuiiitzpîy.  (J.-X.  Hatzidakis,  Géométrie 
analytique),  en  deux  volumes:  'E-trîoo?  (plane),  2«  éd.,  1891,  p.  4i6:  I.-:ipii 
(de  l'espace), i88o,  p.  207. 

3).  r.  N.  XATZIAAK:!,  E-.TaywY;,  EU-  -T,v  i-no-ioTi  "Xly.?poi.-i  (J.-X.  Hatzi- 
dakis, Introduction  à  l'Algèbre  supérieure);  1"  éd.,  1899,  p.  196. 

Ce  dernier  livre  contient,  outre  les  chapitres  ordinaires  sur  les  limites, 
les  déterminants,  les  dérivées  des  polynômes,  la  démonstration  de  lexislencp 
dos  racines,  etc.,  une  exposition  très  détaillée  des  différents  systèmes  de 
nombres  complexes  (quaternions,  etc.). 

N.-J.  Hatzidakis  (Athènes). 

H.-C.-E.  Martus.  —  Mathematisclie  Aufgaben  zum  Gcbrauche  in  don 
obersten  Klasscn  hùiiercr  Lehraustalllon.  Aus  den  bci  Reifeprùfungen  au 
deutschen  Schulen  gestelten  Aufgaben  ausgewiihlt.  III'''"  Theil  :  Aufga- 
ben ;  lY"'"  ïheil  ;  Ergehnisse  der  Aufgaben.  1  vol  iu-8'',  prix  :  Mk,  4; 
C.  A.  Koch,  Dresde  et  Leipzig,  1901. 
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parmi  les  questions  proposées,  depuis  une  dizaine  d  années,  aux  examens  de 
maturité  aux  gymnases  allemands.  C  est  un  complément  au  recueil  i[u'il 
publia  en  iHOi  sous  le  même  titre  (t.  I,  questions  ;  t.  II,  solutions)  et  qui  en 
est  aujourd  hui  à  sa  dixième  édition.  Les  tomes  III  (questions)  et  lY  (solu- 
tions! qui  viennent  de  paraître  forment  à  eux  seuls  un  excellent  recueil  qui 
peut  être  recommandé  à  la  fois  aux  maîtres  et  aux  élèves  des  classes  supé- 
rieures des  gymnases. 

L'auteur  a  groupé  les  problèmes  en  six  chapitres  ilout  voici  1  énumé- 
ration  : 

\.  Trigonométrie.  —  II.  Stéréométrie.  —  III.  Progressions,  intérêts  com- 
posés, annuités.  —  IV.  Equations  du  troisième  degré.  —  V.  Trigonométrie 
sphérique.  —  VI.  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

Melch.  Palvgyi.  —  Neue  théorie  des  Raumes  und  der  Zeit.  Une  bro- 
chure iu-8*,  XII,  -îH  pages,   lùi^^elmaun,  Leipzig,    lyoï. 

Dans  cette  brociiure  lauteur  se  propose  de  donner  nue  théorie  nouvelle 
de  l'espace  et  du  temps. 

Nous  eu  indiquerons  les  principaux  points  sans  les  accompagner  de  com- 
mentaires. 

Sa  théorie  consiste  à  considérer  l'espace  et  le  temps  comme  deux  faces 
abstraites  d  une  seule  et  même  forme  de  1  intuition  Yesvdce  puent,  et  à 
établir  entre  elles  une  sorte  de  dualité  ou  de  réciprocité  qui  serait  la  source 
de  la  dualité  de  la  géométrie  projective.  L'espace  ordinaire  (statitjne)  n'est 
que  l'espace  instantané,  l'ensemble  des  points  totalisés  en  nu  instant  ;  donc 
l  instant  est  l'espace.  Inversement,  l'ensemble  des  instants  s'écoule  en 
ciiaque  point  de  l'espace  ;  donc  le  point  est  le  cours  du  temps.  Il  y  a  autant 
d'espaces  (statiques)  que  d'instants.  Un  point  de  l'espace  décrit  dans  le 
temps  une  ligne,  et  même  une  ligne  droite,  parce  que  chacun  de  ses  points 
couvre  tous  les  autres  :  «  A  chaque  instant  correspond  un  espace  ;  à  chaque 
point  correspond  une  ligne  de  temps.  »  C'est  pourquoi  le  cours  du  temps 
se  ligure  par  une  ligne  droite.  C'est  le  temps  qui  nous  donne  l'idée  et  le 
type  de  la  dimension.  Nous  découvrons  les  3  dimensions  de  l'espace  en 
objectivant  une  dimension  subjective.  Mais  en  dehors  des  3  dimensions 
objectives,  il  doit  toujours  subsister  une  dimension  subjective,  qui  est  pré- 
cisément le  temps  ;  et  voilà  pouri[uoi  nous  ne  pouvons  avoir  1  intuition  inté- 
grale de  cette  forme  à    \  dimensions  cjui  est  l'Lspace-Temps. 

D'"  -Max  Si.mon.  —  Euclid  und  die  sechs  planimetrisclien  BUcher.  l'n 

volume    in-8<*    de    Vl-iji    pagts.     l'iix  :     "j     .M.    15. -ti.     lenbner,    édileui-, 
Leipzig. 

Dans  une  courte  introduction,  l'auteur  indique  les  sources  bit»graphi(jues 
d'Euclide  et  les  principaux  commentateurs  ou  tiaducleurs  des  L'iéments  : 
ce  livre  que  les  savants  les  plus  célèbres  ont  couvert  déloges  dejjuis  Arelii- 
mède  jusqu  à  Descartes,  depuis  Apollonius  ou  Pappus  jusqu  à  Newton  et 
Lagrange. 

Si  toutes  les  proposili(jns  énoncées  dans  cet  ouvrage  n'appailicMiicnl  pas 
en  propre  au  gi'and  gé-omèlre  grec,  s'il  est  même  plausible  d  en  altriltuer 
une  bonne  partie  à  Pylhagore,  à  Hypocrate  de  Chios.  à  Kndo.x»-  et  ù 
Méucchoie,   on  ne   peut  lui  contester    le    mérite  d  avoir  coordonné    1rs   théo- 
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rèmes,  simplifié  les  démonstrations,  réduit  le  nombre  des  vérités  primor- 
diales admises  jusqu'à  lui  comme  axiomes  et  donné  en  plusieurs  endroits 
des  méthodes  souvent  élégantes  là  où  ses  prédécesseurs  se  servaient  de  rai- 
sonnements compliqués. 

Aussi  les  Eléments,  malgré  les  défauts  que  les  modernes  y  ont  décelés, 
constituent  une  œuvre  géniale.  Ce  qui  le  prouve  d'ailleurs  mieux  que  tous 
les  éloges,  c  est  qu'après  vingt  siècles  leur  succès  n'est  pas  épuisé,  puisque 
M.  Max  Simon  vient  encore  de  publier  une  traduction  allemande  des  6  pre- 
miers livres  avec   des    commentaires  et  des    éclaircissements  scientifiques. 

J.  BoYini  [Paris) . 

L.  ScHLEsiNGER.  —  Einfuhuiig  in  die  Théorie  der  Differentialgbî- 
chungen  mit  eiser  unabhaengigen  Variabeln.  La  volume  relié  de 
400  pages;  prix  :  M,  8.   G.-J.  Goeschen,  Leipzig,  1900. 

Cet  ouvrage  est  le  numéro  XIII  de  la  Collection  Schubert  dont  le  but  a 
été  exposé  à  cette  place  aux  lecteurs  de  cette  Revue.  Le  livre  que  nous 
leur  signalons  aujourd'hui  est  une  excellente  monographie  sur  un  sujet  dont 
l'importance  ne  saurait  être  exagéive.  Il  s'adresse  aux  étudiants  qui  con- 
naissent déjà  les  premières  méthodes  formelles  pour  l'intégration  des  équa- 
tions diflerentielles,  et  désirent  s'initier  aux  points  de  vue  et  au  méthodes 
modernes  d'intégration,  basées  sur  la  théoi'ie  des  fonctions  analytiques. 
L'auteur  ne  vise  point  à  être  complet  et  préfère  mettre  bien  en  lumière  les 
idées  fondamentales  en  les  éclairant  par  des  exemples  aussi  simples  que 
possible  ;  aussi  s'est-il  limité  aux  équations  algébriques  du  premier  ordre  cl 
aux  équations  linéaires  du  second  ordre. 

Parmi  les  applications,  citons  l'équation  de  Riccate,  les  équations  de 
Focks  à  intégrales  régulières,  l'équation  hypergéométrique  et  les  fonctions 
P  de  Riemann,  l'équation  de  Briot  et  Bouquet,   etc. 

Ce  petit  livre,  où  rien  d'essentiel  n'est  oublié,  peut^re  recommandé, 
non  seulement  aux  élèves,  mais  aussi  aux  professeurs,  tes  derniers  ne  sau- 
raient trouver  de  guide  mieux  informé  et  d'exposé  plus  concis  sur  un  sujet 
dont  l'importance  dans  l'enseignement  croît  de  jour  en  jour.  Ajoutons  que 
le  traie  de  M.  Schlesinger  est  la  reproduction  du  cours  donné  par  lui  à  l'Uni- 
versité de  Klauseuburg. 

C.  ("aillek  (Genève). 
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I.  —  .MM.  S.  Gi  NTiiKi!  ^'^  ot  Fr.  PiicT/.KFJt  ^-)  iious  oiit  clôciit. 
d'iino  maniiTC  fort  altray;mte.  les  didÏTents  cfTorts  faits  :i  la  lin 
du  moyen  âge  pour  arriver  à  1  individualisation  des  éct)les  supé- 
rieures en  Allemagne.  L'iniluence  vivifiante  de  l'éducation  clas- 
si(jue,  jointe  plus  tard  à  celle  de  la  Réformation  et  favorisée  en 
oulic  pai'  lémulalion  entre  les  tllvers  états  furent  des  lacleurs 
puissants  pour  amener  le  développement  individuel  de  ehaeune 
des  écoles  secondaires  et  supérieures. 

Toutes  ces  circonstances  favorables  firent  défaut  a  1  Autriche. 
l^cndant  tout  le  \vi'  siècle  encore,  Tordre  des  jésuites  dominait 
en  maître  dans  tout  renseignement  supérieur  de  l'Autriche  et 
s'applitjnait  avec  succès  h  faire  disparaître  toute  difTérencc,  tout 
liait  individuel,  dans  les  divers  élablissenients  de  IKtat, 

Un  seul  et  même  plan  d'études  servait  à  tous  les  gymnases, 
c'était  la  ratio  stiidiuntni  ;  les  mêmes  manuels  étaient  obliç^atoires 
partout  et  Ton  ne  dut  s'écarter  de  ce  plan  pendant  deux  siècles 
durant.  La  mathématicpie,  cette  science  si  vivante,  ne  put  trouver 
aucun  terrain  favorable  dans  ces  circonstances.  D'ailleurs  elle  ne 
fut  d'abord  enseignée  nulle  part.  Il  fallut  des  commissions  réité- 
rées et  des  menaces  de  la  j)art  de  l'impératrice  Marie-Thérèse 
pour  (jue^  vers  le  milieu  du  xviii'  siècle,  rArilhméli([ue  reçût  une 
place  foit  modeste  dans  le  plan  d'étuib's;  mais  en  ij6()  le  Père 
lanovka  se  plaint  encore  en  disant  :  «  U  nous  vient  des  Gymnases 


(')  L'enscii^neineni  matliémalique  en  Allemagne  pendant  le  .\'/X°  siècle.  Voir  ccUo 
Revue,   III"  année,  p.  a-a.î.  77-97;   1901. 

(')  Le  tlcfcloi>/)cmen(  historitjue  de  renxcignemcnl  malhcmalifjuc  en  Allemagne. 
Voir  celle  Revue.  II«  uniiéc,  p.  a37-a()5;   1900. 
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pour  entrer  en  philosophie  des  jeunes  gens  qui  ignorent  cette 
branche  d'études  ou  ne  la  comprennent  que  mal  », 

L'enseignement  mathématique  de  nos  écoles  des  jésuites  ne 
comprenait,  du  reste,  pas  autre  chose  que  les  quatre  règles  ! 
Dans  la  première  classe  les  élèves  devaient  apprendre  la  numéra- 
tion, dans  la  deuxième  ils  apprenaient  à  additionner,  dans  la  troi- 
sième à  soustraire,  dans  la  quatrième  à  multiplier,  dans  la  cin- 
quième, appelée  la  première  classe  des  humanités,  à  diviser,  et 
dans  la  classe  supérieure  (ou  la  deuxième  classe  des  humanités) 
on  apprenait  éventuellement  la  règle  de  trois. 

La  Géométrie  était  donc  entièrement  exclue  (^). 

La  mathématique  était  un  peu  mieux  traitée  dans  les  gymnases 
des  piaristes  qui  apparurent,  du  reste  en  petit  nombre,  depuis 
le  commencement  du  xviii^  siècle  et  qui  avaient  introduit  de  leur 
plein  gré  l'Arithmétique  dans  leur  plan  d'études  ;  aussi  celui-ci 
était-il  moins  obligatoire  que  celui  des  écoles  des  jésuites. 

3.  —  Après  l'expulsion  des  jésuites  (1773)  on  se  mit  bien  à 
introduire  quelques  petites  réformes  ;  mais  h  part  le  fait  qu'on 
manquait  d'autres  fonctionnaires,  et  qu'on  avait  laissé  dans  leurs 
chaires  les  ex-jésuites,  ces  réformes  tendaient  plutôt  à  introduire 
dans  les  svmnases  la  lanoue  maternelle,  l'allemand,  qui  en  était 
pour  ainsi  dire  exclu,  pour  extirper  le  fameux  «  latin  de  cuisine  » 
qu'à  relever  l'enseignement  mathématique.  Au  contraire  on 
recommanda  à  plusieurs  reprises  que  «  la  mathématique  ne 
devait  être  traitée  constamment  que  comme  branche  accessoire  ». 

Mais  ce  sont  justement  ces  ordonnances  qui  font  reconnaître 
qu'à  divers  établissements  les  maîtres  avaient  commencé  à  rendre 
justice  à  l'importance  des  mathématiques.  Le  «  Projet  d'organi- 
sation pour  les  Gvmnases  et  les  Académies  »  de  Icx.vz  Mathes 
Hess  qui,  il  est  vrai,  ne  lut  jamais  réalisé,  eut  égard  aux  mathé- 
matiques (")  et,  lorsqu'en  i8o5,  le  projet  de  Lang  reçut  Tassenti- 
ment  de  l'Empereur  François,  il  sembla  que  l'enseignement 
gymnasial  n'exclurait  pas  plus  longtemps  de  son  programme  les 


(')  D' J.  Kici.Li;.  Die  Jcsuiicn^i/mnasicii   in  Oesterreiclt  :  Prag,    iS;!;  Forlsotzunp 
davon  :  MUiiclioii,  187(1. 

(*)  IIkss.  Scliiiflen  iibcr  Svliuhycscn,  Erziehutii^  u.  U'issciisc/in/'lvn.  Wicn.    1781. 
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niatliénialiques.  Le  plan  d'étiulcs  loillgL'  par  Lang  met  bien 
comme  branche  principale  l'enseignement  du  latin  ;  il  demande 
pour  les  mathématiques  «  autant  qu'un  élève,  eu  égard  h  son 
âge.  peut  en  absorber  sans  préjudice  du  latin  et  (juc  l'élève 
leeoive  aussi  une  instruction  lui  apprenant  comment  et  par 
quels  moyens  il  pourra  dans  la  suite  se  former  lui-même  ». 
Dans  les  deux  classes  supérieures,  dans  lesquelles  on  devait  pro- 
céder à  une  répétition  de  ce  qui  avait  été  enseigné  dans  les 
quatre  classes  inférieures,  l'enseignement  des  mathématiques 
devait  aussi  être  donné  en  latin.  Des  instructions  assez  étendues 
et  en  partie  détaillées  étaient  adjointes  au  plan  d'études  (').  Mais 
l'année  iSic)  ramena  un  recul  dont  ne  purent  se  relever  nos 
gymnases  pendant  les  trente  années  qui  suivirent.  Après  les 
grandes  secousses  que  l'Etat  avait  éprouvées  à  l'extérieur  on 
chercha  ii  revenir  à  l'organisation  adoptée  pendant  les  pre- 
mières années  du  règne  de  Marie-Thérèse  dans  l'école  et  dans 
l'administration.  La  «  Commission  des  études  »,  qui  était  alors 
l'autorité  suprême  de  l'enseignement,  ordonna  d'écarter  le  j)lus 
possible  des  gymnases  les  branches  «  réaies  ».  Le  curieux 
partage  des  gymnases  en  deux  divisions  fut  encore  accentué. 
Jusque  vers  le  milieu  du  siècle  écoulé,  le  gymnase  était  divisé 
en  deux  parties  entièrement  disparates  et  incohérentes,  à 
savoir  :  le  gymnase  de  six  ans  et  les  deux  classes  dites  du  cours 
de  philosophie.  Les  six  classes  du  gymnase  étaient  toujours 
essentiellement  des  écoles  latines  et  ne  se  dislinffuaient  des 
anciennes  écoles  des  jésuites  cpie  par  leur  «  moindre  suite  dans 
l'enseignement  ».  Dans  les  deux  années  de  philosophie  subsé- 
quentes, l'horizon  des  élèves  devait  èlre  subitement  élargi  ;  dans 
cet  espace  on  n'accorda  au  latin  <[u'une  place  bien  reculée,  tandis 
que  les  mathématiques,  les  sciences  naturelles,  l'histoire,  la  phi- 
losophie occupèrent  soudain  le  premier  plan.  Il  est  évident  (jue 
ces  deux  années  suffisaient  amplement  pour  faire  oublier  le  latin, 
si  péniblement  appris  dans  les  six  pretnières  années  d'école. 
Quant  aux  sciences,  leur  compréhension  se  développe  ii  partir  du 
degré  de  la    simple    intuition    et  pendant  tout  le    temps  que    la 


(')  Sain/iiluriff   tler    Veronlnungcn  und    Vorsclirifleit    l'i/irr    ilir   Vcrfamnng  u.  Ein' 
liclilung  lier  Gyinnasicn,  1808. 


i6o  OTTO    SIMON 

réflexion  s'éveille  ;  elles  doivent  être  pour  les  élèves  un  objet 
d'étude  et  d'exercice  continuel  et  ne  pouvaient  être  apprises  dans 
l'espace  de  deux  ans.  Bien  plutôt  l'enseignement  de  ces  sciences 
se  bornait  à  la  mémorisation  de  «  compendiums  (abrégés),  pour 
les  oublier  aussitôt  (^)  ». 

Des  hommes  éclairés  élevèrent  de  plus  en  plus  leurs  voix  contre 
ce  svstème  de  suppression  des  sciences  naturelles  et  même  des 
autorités  exprimèrent  parfois  leur  opinion  défavorable  aux  insti- 
tutions hostiles  à  renseignement  des  mathématiques  dans  les 
écoles  supérieures. 

Les  Oesterr.  Bldtter  fui'  Liltevatur  iind  Kunst  s'emparèrent 
entre  autres  du  projet  de  réforme  généralement  discuté.  Des 
hommes  tels  que  Ficker,  Arneth,  Feuchterslebe.v  et  d'autres, 
citèrent  dans  cette  publication  périodique  les  écoles  de  la  Prusse 
dans  lesquelles  on  accordait  aux  mathématiques  six  heures  d'en- 
seignement par  semaine  ;  ils  rappelaient  l'importance  des  gym- 
nases au  point  de  vue  delà  vie  pratique  pour  laquelle  une  instruction 
sérieuse  en  Arithmétique  est  indispensable,  et  ils  demandèrent 
avec  insistance  l'introduction  de  la  Géométrie.  Malgré  tous  ces 
appels,  la  Commission  des  études  resta  muette.  Ce  fut  seulement 
en  1841  que  l'autorité  supérieure  de  l'enseignement  constitua  un 
Comité  pour  préaviser  sur  une  réorganisation  possible  des  gvm- 
nases.  On  reconnut  que  la  Géométrie  devait  être  admise  dans  le 
plan  d'études  et  que  l'enseignement  des  mathématiques  devait 
être  confié  à  des  maîtres  spéciaux.  Alors  les  événements  de 
l'année   1848  vinrent  mettre  fin  à  tous  ces  débats. 

3.  —  Cette  année  de  tourmente  iit  époque  ;  elle  amena  un  chan- 
gement complet  dans  l'ensemble  de  l'enseignement  en  Autriche. 
La  Commission  des  études  créée  par  l'Impératrice  ^Marie-Thérèse 
eu  176^  se  transforme  en  cette  année,  sous  le  souffle  tempétueux 
des  temps  nouveaux,  en  un  ministère  de  1  Instruction  publique  ; 
on  accorda  aux  Universités  la  liberté  d'enseigner  et  aux  étudiants 
celle  des  études,  pendant  que  les  gymnases  recevaient  une  nou- 
velle  organisation.    Encore    aujourd'hui,   après   plus  dun   demi 


(')  lioNirz,  Zeitsclirifl  fur  uslerr.  Gi/mnasicn.  Jalirgang,    i8;l(J. 
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siècle,  le  projet  d' organisa  (ion  ('),  élaboré  par  Exxek  et  Bomtz 
forme  encore  la  base  de  l'orf^anisation  actuelle  tle  nos  ofvninases. 
Ledit  projet  a  atténué  au  moins  partiellement  la  prédominance 
séculaire  de  l'enseignement  des  langues.  Les  deux  cours  de  phi- 
losophie forment  actuellement  avec  les  six  classes  inféi-ieures  un 
organisme  commun  (jui,  par  le  partage  en  un  gvmnasc  inférieur 
comprenant  quatre  classes  et  un  gvmnase  supérieur,  reçoit  ainsi 
une  division  naturelle  en  deux  sections.  Le  gymnase  inférieur  ne 
préparc  pas  seulement  au  gvmnase  supérieur,  mais  en  embrassant, 
dans  son  enseignement  les  branches  dites  réaies  (les  Mathéma- 
tiques, la  Physique,  Tllistoire,  la  Géographie,  les  Sciences  natu- 
relles) il  arrive  h  un  certain  point  terminus  et  offre  un  tout  bien 
déterminé  d'une  certaine  culture  générale.  Ceux  qui  l'ont  par- 
couru peuvent  alors  entrer  dans  les  écoles  spéciales,  les  écoles 
de  commerce,  etc.  Le  gymnase  continue  l'enseignement  d'une 
manière  plus  scientifique  et  forme  l'école  préparatoire  de  lUni- 
versité. 

D'après  les  instructions  qui  accompagnent  le  projet,  l'ensei- 
gnement des  mathématiques  dans  les  classes  inférieures  doit  de 
préférence  s'attacher  à  linluition  élémentaire  ;  il  doit  développer 
chez  les  élèves  une  certaine  facilité  dans  les  opérations  arithmé- 
tiques et  exercer  chez  eux  la  conception  mathématique,  en  faisant 
en  première  ligne  place  à  l'intuition  plutôt  qu'à  des  considérations 
d'ordre  logique.  Le  gymnase  supérieur  poursuit  un  but  plus  élevé. 
Il  donne  aux  élèves  la  connaissance  de  la  liaison  systématique  qui 
existe  entre  les  opérations  fondamentales  et  leur  enseigne  le 
développement  de  l'idée  du  nombre.  Malgré  cet  excellent  plan 
d'études  on  ne  pouvait  atteindre  un  meilleur  l'ésultat  aussi  long- 
temps que  le  système  des  maîlics  de  classe,  suivant  le([uel  le 
même  maitic  avait  ii  enseigner  toutes  les  branches  dans  la  même 
classe,  était  maintenu.  Déjà  avant  ([u'on  eût  étendu  le  champ  de 
l'enseignement  des  niathémati([ucs,  ce  système  avait  porté  des 
fruits   fort   curieux.    Ainsi    Wilhelm  (■)  raconte     l'anecdote    fort 


(')  Enluiirf  lier  Or^nnisalion  <ler  Gi/ninasien  utul  Uraiitcliiilfn  in  Oslcrrviili. 
liorjiiisg'f'f,'cb('n  voin  .Minisli-rium  f(lr  Cullus  und  Uiilorriclil.  Wicn,    iHiçj. 

■')  Wii.iiKi.M.  Dax  iK'xlcrificliixcfu-  l'olfk.i.  ii.  Millc/si/iu/t\-cseii  in  dm  //<tii/itini)- 
mcnlrn  sciricr  Entivickliini^  scil.   iSia,    Pr;ig,    iS7i. 
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amusante  qu'un  philologue,  qui  avait  pris  un  zéro  pour  la  lettre 
0  énonça,  comme  axiome,  le  théorème  «.0=0. 

4.  —  Un  autre  inconvénient  fut  que  les  places  à  repourvoir 
étaient  remplacées  jusque-là  à  la  suite  de  concours  auxquel  se  pré- 
sentaient des  candidats  appartenant  aux  vocations  les  plus  diverses. 

Il  fut  remédié  à  ces  inconvénients  par  un  décret  (le  Gymna- 
sial-Lehramts-Priifimgsgesetz)  (')  qui  établit  les  groupes  suivants  : 
1°  la  philologie;  2"  l'histoire  et  la  géographie;  3"  les  mathéma- 
tiques et  la  physique  ou  les  mathématiques  et  les  sciences  natu- 
relles. Les  examens  des  candidats  a  l'enseignement  devaient  se 
faire  devant  une  commission  d'examen  permanente.  Le  projet 
organique,  auquel  étaient  jointes  également  des  instructions  fut 
presque  généralement  approuvé  par  les  cercles  compétents  du 
pays;  en  Allemagne  il  fut  également  examiné  et  donna  lieu  à  des 
rapports  élogieux. 

Ainsi  la  HaWsche  LittcraturzeitUJ^g  dit  que  «  le  projet  est  un 
acte  qui  fait  le  plus  grand  honneur  au  ministère  ». 

Toutefois,  le  nouveau  projet  ne  tarda  pas  à  soulever  une  oppo- 
sition violente.  Il  fut  allégué  que  les  mathématiques  qui  n'avaient 
eu  jusque-là  qu'une  demi-heure  d'enseignement  par  semaine  et 
les  sciences  naturelles  qu'on  n'avait  pas  enseignées  du  tout  allaient 
obtenir  chacune  trois  heures  par  semaine,  tandis  que  l'enseigne- 
ment du  latin  perdrait  beaucoup  de  sa  position  dominante.  Les 
adversaires  de  la  réforme  demandèrent  en  i858  un  nouveau  pro- 
jet par  lequel  la  Géométrie  serait  entièrement  bannie  des  trois 
classes  inférieures,  que  la  4*^  classe  ne  pourrait  admettre  aucun 
nouvel  enseignement  en  Arithmétique  et  que  l'enseignement  des 
sciences  naturelles  devait  être  entièrement  supprimé  dans  le  Gym- 
nase inférieur  au  profit  du  Latin.  La  crainte  que  ces  propositions 
pussent  être  acceptées  n'était  que  trop  juslifiéc,  vu  ([ue  le  Gouver- 
nement, bien  que  seulement  d'une  façon  conditionnelle,  se  fût 
prononcé  en  leur  faveur.  Ces  propositions  soulevèrent  une  vive 
discussion  dans  la  Zeilsclirifl  fin-  osterreirJusche  (ji/miKisien  (■), 
revue  fondée  par  le  gouvernement  en   1849- 


(')  Entré  dt'liiiilivomoiil    on    vi^urur    par    ordonnance    ministôriollo    le    19  jnil- 
Ict   iS.ïC). 

(*)  Elle  est  encore  aujoui'd  hiii   Idrj^ane  directeur  du  Gviunasc  classique. 
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Prcs([ue  toutes  les  voix  s'uiuieut  poiif  eoiulainnerces  nouvelles 
atl;u[ues  contre  renseignement  des  mathématiques.  Le  fait  aussi 
qu  il  côté  de  spécialistes  tels  ([uc  GEiiNKinn,  F. -G.  Lott  et 
d'autres,  de  même  que  des  philologues,  comme  Bonitz  prirent 
la  défense  des  mathématiques,  montre  combien  rimportance  de 
renseignement  de  cette  branche  était  déjii  reconnue.  La  18"  assem- 
blée des  philologues  et  des  fonctionnaires  de  l'enseignement 
allemand  (')  qui  se  prononça  presque  à  l'unanimité  contre  les 
efforts  antimathématiques  fit  de  nouveau  pencher  la  balance  en 
faveur  du  plan  d'études  introduit  depuis  1849, et  ^*^^  propositions 
de  réforme  au  préjudice  de  l'enseignement  des  mathémati(|ues 
n'aboutirent  à  aucun  résultat. 

5.  —  Grâce  à  la  victoire  décisive  du  projet  d'organisation, 
l'importance  des  mathématiques  fut  affirmée  dans  nos  gym- 
nases et  Ton  put  dès  lors  se  vouer  de  plus  en  plus  à  l'orga- 
nisation intérieure  et  au  relèvement  de  la  méthode  de  l'ensei- 
gnement de  cette  science.  Depuis  ce  moment,  les  instructions 
relatives  aux  mathématiques  furent  changées  dans  des  points 
secondaires;  la  tendance  de  ces  changements  consiste  en  une 
diminution  de  la  matière  de  renseignement  en  faveur  de  plus  de 
profondeur  et  d'une  instruction  systématique  complète.  Lorsqu'en 
1884,  ^6  Ministère  de  l'Inslruction  publi(|ue,  se  basant  sur  les 
expériences  didacti([ues  faites  pendant  les  trente  dernières 
années,  fit  une  nouvelle  édition  des  instructions,  il  plaça  l'ensei- 
gnement des  matht'mali([ues  «  entièrement  sur  le  même  rangcjue 
ceiiii  des  langues  et  celui  de  l'histoire  (')  ». 

11  y  a  deux  ans,  le  ministère  a  publié  une  seconde  édition  (^) 
([ui  renferme  une  diminution  peu  importante  de  la  matière  d'en- 
seignement dans  les  classes  supérieures,  sans  diiniiuicr  poui'  cela 
le  nombre  d<'s  heures  consacrées  il  l'enseignemen  I. 

().  —  !,(■  plan  d  l'Iudcs  de  Kjoo,  encore  au)<)nr(l  luii  en  vigueur 
est  ainsi  conçu  : 


(')   Llle  siégou  ù  Vienne  vers  lu  lin  de  l'aulnninc    i8,ïf). 

(*)  Imlruclionen  fiir  deii  Unlcrrichl  an  dca  Gi/iwiiisicn  tu  Ocstcncich.  Wion,  iSS;. 

(^)  Le   nii>iiu'  ouvriif,'e.   -i"  édition.   Wien.   hjoo. 
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i'"'"  classe,  3  heures  par  semaine,  —  Aritlunètique  :  Les  quatre 
opérations  effectuées  sur  les  nombres  entiers  et  décimaux  ;  divi- 
sibilité; exercices  préliminaires  pour  le  calcul  des  fractions. 

Géométrie  (première  étude)  :  Notions  préliminaires  ;  propriétés 
simples  du  triangle. 

2"  classe,  3  heures  par  semaine.  —  Arithmétique  :  Fractions, 
proportions,  règle  de  trois  simple. 

Geo/nef77"e (première  étude)  :  Segment  de  droite,  angle,  bissec- 
trice ;  égalité  des  triangles;  le  cercle;  le  quadrilatère  ;  le  poly- 
gone. 

3"  classe,  3  heures  par  semaine.  —  Arithmétique  :  Les  quatre 
règles  effectuées  sur  des  nombres  entiers  ou  fractionnaires;  carré, 
racine  carrée. 

Géométrie  (première  étude)  :  Transformation  des  figures, 
mesures   des  aires;  théorème  de  Pythagore  ;  similitude. 

4®  classe,  3  heures  par  semaine.  —  Arithmétique  :  Equations 
du  premier  degré;  cubes,  racines  cubiques;  règle  de  partage. 

Géométrie  (première  étude  instructive)  :  Introduction  à  la  Sté- 
réométrie. 

But  de  l'enseignement  mathématique  au  Gymnase  inférieur  : 
Sûreté  dans  le  calcul  numérique,  son  application  dans  la  pratique  ; 
connaissance  des  formes  géométriques,  de  leur  propriétés  les 
plus  importantes  et  leurs  rapports  basés  surtout  sur  une  méthode 
intuitive  bien  ordonnée. 

(;VMNASE     SUPÉRIEUR 

5°  classe,  4   heures  par  semaine.  —  Arithmétique   (algèbre)  : 
Les  quatre  opérations  fondamentales  ;  règles;  proportions  ;  équa- 
tions du  premier  degré. 
.  Géowé^/7'e  :  Planimétrie. 

6"  classe,  3  heures  par  semaine.  — Arithmétique  :  Puissances, 
racines,  logarithmes,  équations  du  second  degré. 

Géométrie:  Stéréométrie;  Trigonométrie  jusijuaux  triangles 
quclcon<[ues. 

^^  classe,   3  heures  par  semaine.  —  Aril/unéfique  :    l'"(|uations 
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(lu  second  degré  h  deux  inconnues;  écjuations  de  Diophunle  ; 
progressions;  règles  d'intérêts  composés. 

Gêoinètrie  :  Trigonométrie.  Géométrie  an;dvtif[ue  a  deux 
dimensions. 

8'^  classe,  2  heures  par  semaine  y'  .  —  Exercices  de  résolution 
de  problèmes  mathémati([ues. 

Revision  des  parties  les  plus  importantes. 

Le  but  de  l'enseignement  mathématique  au  Gymnase  supérieur 
est  de  fournir  une  connaissance  approfondie  des  mathémati(|ues 
élémentaires  a  laide  d'exercices  multiples. 

y.  —  Après  avoir  terminé  la  8''  classe,  l'élève  aura  ii  suhii'  un 
examen  plus  étendu  appelé  examen  de  maturité,  comprenant 
deux  parties,  l'une  écrite  et  l'autre  orale;  celle-ci  se  fait  environ 
deux  mois  après  la  première.  On  exige,  pour  les  mathématiques, 
une  compréhension  basée  sur  la  connaissance  des  principaux 
théorèmes  des  mathématiques  élémentaires  et  de  leurs  démons- 
trations, puis  la  sûreté  et  la  facilité  de  leur  application,  de  1  habi- 
leté dans  la  résolution  des  équations,  dans  le  maniement  des 
tables  de  logarithmes  et  dans  la  résolution  de  prol)lèmes  stéréo- 
métriques. 

Ce  n'est  qu'après  avoir  subi  avec  succès  cet  examen  qu'on 
obtient  le  droit  d'entrer  dans  une  école  lechni([ue  ou  celui  de 
suivre  les  cours  de  1  Université. 

8.  —  Les  prescriptions  concernant  l'examen  des  candidats  :i 
l'enseignement,  introduites  en  1846,  ont  été  revisées  en  1884  et, 
la  dernière  fois,  en  189^.  Pour  être  admis  à  passer  les  exa- 
mens, il  laut  piiuiver  ([ue  pendant  ([ualrc  aiim-es  on  a  cludic  ht 
branche  dans  une  Université  du  pays,  —  une  année  d'études 
passée  dans  une  Université*  de  rAllemagne  peut  être  comptée 
comme  faisant  partie  de  la  durée  des  quatre  années.  L'examen 
se  partage  en  trois  parties:  un  liavail  lail  à  doniicilc  ([ui  doit 
être  livré  au  plus  lar<l  dans  l'espace  de  six  mois,  un  cxanicii  (ait 
il  huis-clos  et    un    examen   r>i"al    ([ui  s'v  rattache.    Le   di-oii   d'en- 


(')  Li"  jn'iiji-l  i>rj;;iiiifnie  n'avnil  mis  qu'une  lieuro.  (^e  n'fsl  ((ur  l'Einjurlc  ri_vni«- 
sinle.  qui  .si<'-f^c;i  à.Vifiinr  fii  1X71»,  (|ui  riMissil  à  fiiiiv  ailmcUro  la  scchikIi'  ticurc. 
Voir  los  débats  «le  la  (^oiuiuissiuii  il'ciKjuêle  en   .inliiinni'  1870;   NVioii,    i>i7i. 
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seigner  les  niathémati([Lics  aux  gymnases  siipérieiiis  ne  peut  être 
obtenu  qu'en  eonnexion  avec  la  faculté  d'enseigner  la  Physique. 
—  Les  maîtres  de  sciences  naturelles  au  gymnase  supérieur 
doivent  prouver  leur  capacité  d'enseigner  les  mathématiques  et  la 
Physique  au  gymnase  inférieur.  Les  exigences  sont  les  suivantes  : 

A.  Dans  V examen  pour  l enseignement  au  gymnase  entier  :  Con- 
naissance de  l'Arithmétique  générale  (Algèbre),  de  la  Géométrie 
synthétique  et  de  la  Géométrie  analytique.  Connaissance  du  cal- 
cul différentiel  et  intégral  et  de  son  emploi  en  Géométrie,  puis 
les  éléments  du  calcul  des  variations,  connaissance  des  notions 
fondamentales  de  la  théorie  moderne  des  fonctions. 

B.  Pour  Vexamen  des  candidats  à  V enseignement  au  gymnase 
inférieur  on  demande  :  la  connaissance  des  mathématiques  élé- 
mentaires, sûreté  complète  et  facilité  dans  l'emploi  des  méthodes 
de  calcul  et  de  construction  dans  cette  branche. 

Après  avoir  réussi  cet  examen,  tout  candidat  est  attaché  à  un 
gymnase  pour  acquérir  l'aptitude  pratique  de  l'enseignement.  Ce 
n'est  qu'après  cette  année  d'épreuve  qu'il  obtient  une  place  dans 
une  école  moyenne  (^). 

9.  —  Les  Mathématiques  et  la  Physique  étant  en  général  ensei- 
gnées par  le  même  maître,  celui-ci  a  l'avantage  de  pouvoir  utili- 
ser pratiquement  les  Mathématiques  dans  ses  leçons  de  Physique. 
Si  l'on  tient  compte    en   outre  de    l'emploi   des    Mathématiques 
dans  l'enseignement   des  sciences    naturelles  et  de   la  Cristallo- 
graphie, on   voit  que   les  maîtres  enseignant   les  mathématiques 
en  Autriche  peuvent  être  satisfaits  de  la  position   accordée  à  leur 
branche  dans  le  plan  des  études  secondaires.  Les  dernières  ins- 
tructions (1900)  font  ressortir  expressément  qu'elles  ne  veulent 
donner  que  des  conseils   et  servir  de  guide  surtout   aux    maîtres 
qui    commencent    leur  carrière  ;    elles   laissent   toute    latitude   à 
l'individualité    de   chacun  des  maîtres   sans  leur  imposer  aucune 
barrière.  Ce  fait  permet  d'envisager  avec  confiance  le  développe- 
ment ultérieur  de  l'enseignement  mathémati([ue  en  Autriche. 
Otto   Simon  (Ung.  Hradisch,  Autriche). 


(')   Cl-   nom   s'applique  commuiuMnoiil    aux   (îyiuiiaso.     Ecole  Uéalo.  Ecole  Indus- 
trielle, Séminaire  des  Maîtres  et  licoles  du  uièinc  genre. 
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CONSTRUCTIONS  (GEOMETRIQUES 


Les  constructions  géométriques,  faites  avec  la  règle  et  le  com- 
pas, paraissent  susceptibles  d'une  extension,  qui  se  présente 
naturellement  à  l'esprit,  dès  qu'on  remplace  l'opération  gra- 
phique inatcrielle  par  une  opération  mentale  et  fictive.  Rien 
n'est  plus  l<)gi{[ue  que  cette  extension,  si  le  géomètre  n'envisage 
(jue  1  indélini,  c"ost-à-dire  1  indéfiniment  grand  ou  l'indélinimenl 
petit  ;  mais  si.  comme  cela  arrive  souvent,  il  fait  intervenir  l'in- 
fini dans  cette  extension,  la  conclusion  n'est  rien  moins  que  cer- 
taine; elle  se  réduit  presque  toujours  à  l'expression  d'une  contre- 
vérité  évidente. 

Il  y  a  efTectivement  trois  sortes  d'état  pour  une  grandeur 
variable  :  le  fini,  l'indélini  et  l'infini.  Une  ligne,  par  exemple, 
est  dite  finie,  si  elle  s'étend  h  partir  d'un  point  jusqu'à  une  cer- 
taine extrémité.  Elle  est  dite  indéfinie,  si  elle  peut  augmenter 
ou  diminuer,  à  partir  d'un  de  ses  points,  autant  (ju'on  le  veut, 
sans  cesser  d'avoir  une  extrémité.  Elle  est  dite  in/lnie,  si  elle 
n'est  pas  finie,  ni  indc'fiiiie,  le  mot  infini  ayant  ainsi  un  sens 
purement  négatif  par  iiqq)()it  aux  deux  autres. 

Le  fini  est  fourni  par  rexpérience  ;  du  fini  :i  l'indéfini,  le  rap- 
port est  facile  i»  saisir,  l'imagination  y  sutlil,  puis(|ue  l'indéfini 
n'est  qu'une  variété  du  fini;  mais  il  n'en  est  pas  de  môme  pour 
l'infini,  r<'\[)éiience  et  l'imagination  sont  incapables  de  nous 
représenter  ce  (jui  n'a  point  d'extrémité,  et  c'est  par  un  acte  de 
la  laison  seule  (jiie  nous  concevons  cet  état  d'une  ligne  tjui  est 
plus  petite  que   tout   ce   ([u On  peut  imaginer  dindelinimeiil    petit 
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ou  plus  orandc  que  tout  ce  qu'où  peut  imagiuer  trindcliuiiueut 
grand. 

Cela  posé,  examinons  ce  qui  en  résulte  sur  quelques  exemples 
simples. 

Construisez  un  cercle  de  rayon  fini  ;  rien  n'empêche  d'en 
construire  un  autre  qui  ail  un  rayon  plus  grand  ou  plus  petit, 
et  même  d'en  imaginer  un  qui  ait  un  rayon  indéfiniment  grand 
ou  indéfiniment  petit.  Mais,  si  vous  supposez  que  le  rayon 
devienne  infiniment  grand  ou  infiniment  petit,  le  cercle  dispa- 
raît absolument,  il  n'y  a  pas  de  cercle  possible  qui  ait  un  rayon 
infini  ou  un  rayon  nul  :  on  exprime  cet  anéantissement  du  cercle 
en  disant  qu'il  s'est  transformé  en  ligne  droite  ou  qu'il  s'est 
réduit  à  un  point;  mais  cette  manière  déparier  n'en  est  pas  moins 
une  contradiction  formelle  de  la  définition  du  cercle. 

Regardez  une  droite  d'une  certaine  distance,  vous  la  voyez 
sous  un  angle  qui  est  déterminé  par  les  deux  rayons  visuels 
menés  de  l'œil  aux  extrémités  de  la  droite;  si  la  droite  s'éloigne, 
en  restant  perpendiculaire  à  1  un  des  rayons  visuels,  l'angle 
diminue,  et,  si  l'on  imagine  qu'elle  s'éloigne  indéfiniment,  ce 
qui  est  permis,  l'angle  diminue  indéfiniment.  De  là,  à  admettre 
que  l'angle  devient  nul,  lorsque  la  droite  est  supposée  s'éloigner 
à  l'infini,  il  n'y  a  qu'un  pas  ii  faire  et  qu'on  fait  sans  hésitation, 
bien  qu'il  soit  avéré  que  deux  droites,  partant  du  même  point 
et  faisant  entre  elles  un  angle  nul,  restent  confondues  en  une 
seule  et  même  droite  dans  toute  leur  étendue. 

Vous  divisez  avec  le  compas  une  longueur  donnée  en  deux 
parties  égales,  puis  l'une  des  parties  en  deux  autres,  et  ainsi  de 
suite;  il  est  clair  qu'on  peut  obtenir  ainsi  des  parties  aussi 
petites  qu'on  le  veut,  il  sulllt  de  répéter  l'opération,  en  pensée 
ou  en  acte,  autant  do  fois  qu  il  est  nécessaire.  Mais  est-il  pos- 
sible d'arriver  de  la  sorte  à  une  partie  infiniment  petite  c'est-à- 
dire  de  longueur  nulle,  comme  on  serait  tenté  de  l'admettre  .' 
Evidemment  non  ;  car,  si  l'on  parvenait  à  trouver  au  bout  du 
compas  nuMilal  une  partie  de  longueur  nulit^  l'autre,  (|ui  lui  est 
égale,  serait  aussi  de  longueur  nulle,  et  les  deux  parties  qui 
foraient  ensemble  la  dernière  jKutie  divisée  donneraient  un  total 
de  longueur  nulle;  i'avanl-ticinièrc' auiall  de  uiême  une  huigueur 
nulle,    et,  eu    remonlaul    la   série  tics    opérations,   ou   trouxciail 
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que  toutes  les   lignes  divisées,  jusqu'il   la   pretuiî're,    seraient  tle 
lonnueur  nulle;  ce  fjui  est  absurde. 

Voici  un  autre  exemple,  où  1  extension  à  linllni  conduit  ;i  une 
conclusion  (jui  n'est  guère  moins  paradoxale.  C.onsidérons  un 
triangle  (juelconque,  et  joignons  le  milieu  de  sa  base  au  milieu 
de  cliacun  des  autres  côtés  ;  nous  aurons  lormé  deux  triangles 
partiels,  dans  lesquels  la  somme  des  quatre  côtés,  autres  cjue 
leur  base,  est  égale  à  la  somme  des  deux  côtés  du  triangle  con- 
sidéré. En  répétant  la  même  construction  sur  les  deux  triangles 
partiels,  on  en  lormera  ([iiatre  autres  plus  petits,  dans  Icscjuels 
la  somme  des  liuit  côtés,  autres  ciue  leur  base,  est  encore 
éoale  à  celle  des  deux  côtés  du  triano;Ie  considéré  ;  en 
continuant  ainsi  indéfiniment,  il  est  clair  ([u"on  pourra 
obtenir  un  nombre  indéfini  de  triangles  partiels  de  plus 
en  plus  petits,  dans  lesquels  la  même  propriété  sera 
encore  vraie.  Mais,  si  l'on  veut  étendre  la  construction 
il  rinfini.  on  devra  dire  cjue  les  côtés  des  triangles 
partiels  deviennent  nuls  \\  l'infini,  qu  ils  se  réduisent  ii 
des  points,  se  confondaiit  avec  les  points  de  labase  du 
triangle  considéré,  et.  par  suite,  c[ue  la  base  du  hiaiigle 
considéré  est  égale  ;i  la  somme  de  ses  deux  autres  côtés  ; 
ce  qui  est  une  contrevérité  manifeste. 

Je  citerai  encore  un  cas,  qui  a  donné  lieu,  dans  ces 
dernières  années,  ii  des  développements  extraordi-  ij.,  , 
naires.  Soit  un  triangle  isocèle  MOA,  dont  OM  est  la 
base;  prolongeons  le  côté  ().\  d'une  longueur  AB  égale  ii  Ihypo- 
tcMuise  AM,  et  menons  l'oblicjue  MB  ;  prolongeons  de  même  le 
côté  ()B  d'une  longueur  BC  égale  \\  l'iupoténuse  BM,  et  menons 
l'oblique  MC  ;  et  ainsi  de  suite.  Il  est  clair  ([uc  rien  ne  s'oppose  ii 
ce  que  celte  construction,  au  moins  par  la  pensée,  soit  continuée 
indc-fininien!  :  on  obtiendra  ainsi  une  suile  ind(''finie  de  triangles, 
de  j)lus  en  j)lus  grands,  ayant  pour  base  commune  ()M  et  pour 
sommets  les  points.\,  B,  C,.. .  Les  angles  au  sommet  de  ces  triangles 
sont  de  plus  rn  plus  petits,  et  l'on  peut  dire  ménie  (pi  ils  vont  en 
din>inuaut  indéfiniment;  mais  peuvent-ils  diminuer  infiniment, 
autrement  dit.  l'un  d'eux  peut-il  devenir  nul,  ainsi  (jue  l'ont  sup- 
posé quehjues  géomètres  ?  Une  telle  supposition  n'est  pas  admis- 
sible ;  en  edel.  si  l'un  de  ces  angles,  C  par  exemj)li'.  dcxcnail  nul. 
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Tangle  BMC  qui  lui  est  égal,  puisque  le  triangle  CBM  est  iso- 
cèle, d'après  la  construction,  serait  nul  aussi;  or,  Tangle  BMC 
ne  peut  être  nul  qu'à  la  condition  que  les  deux  droites,  MB  et 
MC,  qui  partent  du  même  point  ]\I,  se  confondent  en  une  seule 
et  même  droite,  et,  si  ces  deux  droites  n'en  font  qu'une,  elles 
doivent  rencontrer  OC  sous  le  même  angle;  donc,  si  l'angle  C 
est  nul,  l'angle  B  l'est  également,  et,  en  remontant  la  série  des 
opérations  qu'on  a  faites,  il  faut  que  toutes  les  obliques  menées 
du  point  jNI  fassent  avec  OC  des  angles  nuls  ;  ce  qui  est  absurde. 

Les  propositions  de  ce  genre  abondent  dans  la  géométrie  ;  on 
en  trouve  aussi  dans  le  calcul  des  séries,  qui  est  l'image  déco- 
lorée d'une  construction  géométrique.  Cauchy  a  dit  d'ailleurs, 
dans  ses  Leçons  de  physique  générale,  que  «  c'est  précisément 
pour  avoir  admis  l'existence  de  séries  composées  d'un  nombre 
infini  de  termes  que  de  très  habiles  géomètres  ont  été  plusieurs 
fois  conduits  à  des  résultats  inexacts  ». 

Considérons  les  deux  séries  :  i  -|-  3  -|-  5  +. . .  et  2  -|-  4  -|-  fi  +•  •  •  « 
leurs  sommes  sont  différentes,  si  on  les  considère  avec  le  môme 
nombre  fini  de  termes  ;  quelque  grand  que  soit  ce  nombre,  la 
seconde  surpasse  toujours  la  première,  et  d'autant  plus  que  le 
nombre  des  termes  est  plus  grand.  iNIais,  si  l'on  étend  à  l'infini 
cette  conclusion,  la  proposition  n'a  plus  de  sens;  car,  on  recon- 
naît facilement,  dans  ce  cas,  que  chacune  des  sommes  est  plus 
grande  ou  plus  petite  que  l'autre  et  même  que  sa  moitié,  son 
tiers,  son  quart,  etc.,  suivant  la  manière  dont  on  groupe  et 
compare  leurs  termes  ;  ce  c[ui  est  manifestement  absurbe. 

Les  deux  séries  que  nous  venons  de  considérer  sont  divergentes. 

Soit    maintenant    la    série    convergente:    i 1--^ r-  + 

Si  l'on  suppose  que  le  nombre  des  termes  y  est  fini,  on  sait 
qu'elle  donne  une  valeur  approchée  de  l'i,  et  d'autant  plus 
approchée  que  le  nombre;  des  termes  y  est  plus  grand,  de  telle 
sorte  qu'on  peut  dire  ([ue  la  valeur  exacte  de  cette  série  indé- 
finie a  pour  limite  /.>.  Mais,  si  l'on  suppose  que  le  nombre  des 
termes  y  est  infini,  cette  conclusion  n'est  plus  acceptable  ;  en 
efTet,  on  voit  aisément  qu'en  additionnant,  après  les  quatre  pre- 
miers termes,  les  cinq  termes  positifs  suivants,  on  trouve  pour 
leur  somme  a  une  (luimiilc  plus  grande   (pic   \  f\  \   de    même,  en 
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acklilionnanl  les  quinze  termes  positils  suiv;uils,  on  trouve  une 
somme  h  plus  grande  que  i/3  ;  puis,  pour  les  quarante-cinq 
termes  positifs  suivants,  une  somme  c  plus  grande  que  i/3,  et 
ainsi  de  suite.  La  série,  dotée  d'un  nombre  infini  de  termes, 
équivaut  donc  à  celle-ci  : 


'--  +  -r--^+ ("-irj+  '^-yl  +  i'--     )  + 


Or,     les    parties  a -,h —,c ....    sont    en    nombre 

^  o  o  10 

infini,  et  chacune  d  elles  est  plus  grande  que  1/6,  puisque  «,/>», 0,... 
sont  plus  grands  que  i '3  ;  il  en  résulte  que  la  série  considérée 
croît  sans  limite;  ce  ([ui  contredit  la  première  conclusion. 

En  résumé,  rabsurdité  qu'oti  rencontre,  dans  les  constructions 
géométriques  et  dans  les  séries  de  nombres,  lorsqu'on  les  étend 
\\  rinfini,  provient  de  deux  causes  :  premièrement,  de  la  confu- 
sion qu'on  fait  couramment  de  l'indéfiniment  petit  avec  zéro  et 
de  rind(''finiment  grand  avec  rinfini;  secondement,  de  ce  fait, 
([u  (»n  oublie  oufju'on  ignore,  savoii-  ((u  une  conslrucllon  gc-omé- 
trique  peut  toujours  atteindre  les  dernières  limites  de  Tindéfini, 
mais  rinfini  et  le  zéro  jamais.  Au  fond,  le  passage  de  Tindi-lini  à 
rinfini  ou  à  zéro  reste  tellement  mvstérieux  qu'il  nous  paraîtrait 
sage  de  supprimer  partout,  dans  l'enseignement  des  mathéma- 
tiques élémentaires,  ces  deux  termes  d'infini  et  de  zéro,  qui  ne 
correspondent  h  aucune  idée  positive,  ni  précise,  et  qui  d'ailleurs 
ne  sont  nullement  indispensables. 

J.-F.  BoNNF.i.  (Lyon). 


SUR  L'INFJMMENT  PETIT  AJiSOLU 

A  PROPOS  DUiN  ARTICLE  RÉGENT  SUR  UATOME  DAys  LA  GÉOMÉTRIE  C) 


Dès  1892,  dans  mon  Etude  du  sijstènie  des  foi-ces  (Appendice)  ("), 
j'ai  défendu  la  nécessité  de  la  considération  de  linfininient  petit 
actuel  comme  mi/iimttm  de  la  griuideur  ;  je  suis  revenu  récem- 
ment sur  cette  question  dans  une  note  intitulée  Etude  du  principe 
de  la  limite  (^).  Mou  argument  consistait  :  i"  dans  la  mention  de 
problèmes  classiques  dont  la  solution  met  en  fait  en  présence  de 
cette  notion;  2°  Dans  une  remarque  à  mon  avis  capitale  sur  le 
vrai  sens  du  symbole  céro,  qui  exprime  simplement  la  non  exis- 
tence delà  grandeur,  mais  que  Ton  sest  habitué,  sous  Finfluence 
du  langage,  a  considérer  comme  un  état  de  la  grandeur.  De  cette 
simple  remarque  résultait  la  conception  du  moindre  état  ou  de 
V infiniment  petit. 

Le  récent  article  de  M.  Bonnel  vient  donner,  plus  tôt  que  je  ne 
Tespérais,  un  appui  et  une  confirmation  h  la  vitalité  et  au  bien 
fondé  de  cette  thèse.  Sous  le  nom  (Witonie,  l'auteur  reproduit  la 
même  notion  du  minimum  de  la  srrandeur.  «  Dans  la  collection 
des  états  actuels  de  la  grandeur,  avais-je  dit,  il  en  existe  un 
moindre  que  les  autres;  il  faut  bien  l'envisager  et  lui  donner  un 
nom  ;  et  ce  moindre  état  de  la  gr-andeur  est  Vinfiniment  petit  et 
non  zt'/'o,  par  la  simple  raison  que  zéro  n'est  pas  un  de  ces  états  ». 
M,  Bonnel  de  son  côté  définit  l'atome  d'une  espèce  «  la  plus 
petite  de  loutesles  grandeurs  infiniment  petites  de  cette  espèce  », 
Je  donnais  pour  exemple  d  infiniment  petit  la  distance  minimum 


(')  h' Atome  dans    la   Gcomc/rie.  par  M.  Bonnel.  IV*  année,  n»   1,  de  ceUc  revue 
(ifi  janvier  1902J. 

(*)  Me  m.  de  I  Aead.   ruy.  de  Bel  i,'..  t.  XLVIII,  p.   (lo:  et  suiv. 
(^)  Bull,  de  l'Acad.  roy.  deBelg.,   i<)(H,  n"' 9-10  (Sept. -Cet.). 
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entre  deux  points  fliflerents  d'une  ligne,  distance  minimum  en 
cette  qualité  même  nécessairement  indivisible.  L'atome  géomé- 
trique de  M.  Bonne!  reproduit  cette  même  idée  (*). 

Un  second  travail  faisant  suite  au  premier  (et  dont  la  substance 
nùt  l'objet  d'un  billet  cacheté  déposé  h  l'Académie  de  Belgique 
dans  sa  dernière  séance)  énonce  et  démontre  le  lait  capital  et 
essentiel,  non  seulement  de  Végaliié,  mais  aussi  de  Videntitè  de 
nature  de  cet  atome  on  infiniment  petit  absolu  (celui  qui  sert  de 
solution  aux  problèmes  traités  dans  mes  travaux  antérieurs  cités 
plus  haut)  dans  la  ligne  droite  et  les  lignes  courbes,  dans  le 
plan  et  les  surfaces  courbes. 

L'apparition  du  travail  de  M.  Bonnel,  si  encourageant  et  si 
caractérislicfue  de  ce  mouvement  d'idées,  m'engase  à  faire  con- 
naître  le  plus  t«\t  possible  ce  dernier  point  décisif.  Le  sujet  est  de 
principe  et  il  va  solliciter  de  plus  en  plus  la  méditation  des  ma- 
thématiciens. Qu'il  me  soit  donc  permis  de  reproduire  ici  un 
extrait  du  billet  cacheté  que  je  mentionnais  plus  haut  : 

«  L'infiniment  petit  absolu  s  étant  le  dernier  état  de  la  gran- 
ileur  avant  le  zéro,  ou  le  premier  que  l'on  rencontre  en  en  venant 
(ou  la  première  différence  que  Ton  rencontre  en  venant  d  une 
grandeur  A,  £  est  un  indivisible,  il  n'a  pas  de  parties  car  sa  moitié 
serait  déjàin  fi  ni  ment  petit  absolu,  et  il  n'est  pas  cé/o  puisqu'il  existe. 

Les  £  de  deux  grandeurs  de  môme  espèce  BjB„  (comme  une 
ligne  droite,  une  ligne  courbe),  non  seulement  sont  égaii.v,  Sj, 
:=:  Sj  (car  il  s'agit  d'une  donnée  propre  à  la  seule  notion  de  gran- 
deur), mais  ils  sont  identiques,  c'est-à-dire  indépendants  des 
variétés  B^B^.  Démonstration  :  Si  A.r,  A?/  sont  des  accroissements 
de  B,B^  el(iu'()n  ait  Ay  ==  o  (A.r)  (par  exemple  r  est  abscisse  et 
1/  est  soit  l'ordonnée,  soit  l'arc  d'une  courbe),  la  nature  de  B^^ // 
est  exprimée  par  la  fonction  '^.  Si  t.^  dépend  de  o,  on  aura  (i) 
e^  =  'f  (A.r),  A.r  étant  un  certain  accroissement  de  .r,  ou  (?.)  s, 
=  'f  (s.).  Or  (i)   est    impossible;   car   comme,    pour  A.r  :=  <»,  A// 


(f)  Ce  miniimiin  do  prandour  n'est  autre  que  la  «  particule  nalsxanlc  dos  quan- 
tités finies  »  de  Newton  (n  particule  par  laquelle  il  faut  bien  prendre  panle  de  ne 
pas  entendre  une  particule  finie  «dit  Newton.  Pr.  Math.  Liv.  II.  Leinmc  II).  II 
admet  donc  des  j,'randeurs  ni  iiutlex  ni  fiiiirs.  Mais  rinlrodui-tinii  du  temps  pâte 
tout  dans  la  conception  de  l'infiniment  petit  sta(i({ue  aclucl.  .\u  fond  l'atome  de 
Newton  est  ici  un  atonie  de  temps. 

Enseignement  math.  i-i 


174  en.    LAGRANGE 

=  cp  (o)  =  o,  il  existe  un  ^x  tel  que  o  (A.r)  =  Ay  <  'i  (A.r), 
c'est-à-dire  qu'il  existerait  un  A?/  <  e^i  ce  qui  est  contradictoire 
à  la  définition  de  s^  5  ^'t  (l>)  n'a  pas  lieu  non  plus,  sauf  pour  la 
fonction  d'égalité,  puisque  £2  =  -,•  Donc  t.,  est  indépendant  de 
la  fonction  cp.  Tous  les  s^  :=:  s^  =  ...  de  même  espèce  sont  donc 
identiques  en  nature. 

Application  aux  Usines  courbes.  —  Les  infiniment  petits  absolus 
de  courbe  et  de  droite  étant  identiques,  une  courbe  est  «  un 
polygone  »  d'infiniment  jjetit  absolu,  et  la  tangente  a  en  commun 
avec  la  courbe  non  pas  un  point  (c'est-à-dire  un  néant  de  ligne) 
(ce  qui  rendrait  le  fait  de  sa  détermination  de  position  inconce- 
vable), mais  bien  un  infiniment  petit  absolu.  Cette  notion  explique 
seuls  les  faits  de  principe  de  la  Géométrie  curviligne,  de  la  ciné- 
matique, de  la  Mécanique  (');  contacts  de  divers  ordres  des  lignes 
et  surfaces,  etc. 

La  notion  de  l'infiniment  petit  absolu  conduit  à  celle  des  infi- 
niment g/-ands  absolus  propres  à  des  collections  de  grandeur. 
Exemple  :  la  première  ordonnée  que  l'on  rencontre  à  partir  de 
l'axe  des  ?/ dans  l'hyperbole  ?/ =  -7-  ;  la  somme  des  circonférences 
concentriques,  celle  des  rayons,  dans  le  cercle  de  rayon  R. 

\i  infiniment  petit  absolu  et  V infiniment  grand  absolu  considérés 
comme  limites  (au  lieu  de  o  et  —  )  donnent  un  sens  rationnel  au 
((  principe  de  la  limite  »  qu'ils  transforment  en  théorème  en  rem- 
plaçant le  zéro  par  V  infiniment  petit  absolu,  et  font  disparaître 
un  cas  en  défaut  ». 

Enfin,  d'accord  avec  la  belle  remarque  de  M.  Bonnel  sur 
l'atome  unité  de  toutes  les  grandeurs,  «  toute  grandeur  contient 
un  nombre  entier  d'infiniment  petits  absolus,  car  sinon  elle  en 
contiendrait  un  nombre  entier  et  une  partie,  et  cela  est  impos- 
sible puisqu'il  est  indivisible.  L'infiniment  petit  absolu  est  donc 
l'élément  premier  de  la  construction  arithmétique  de  toutes  les 
grandeurs  ». 

Ch.    L.vfMîANcr.,  (Bruxelles) 


(')  Voir  F.tiulc  (lu  sijstt-Dif  (les  forces,  p.  ('>S(>  ot  siiiv. 


ÉQUIVALENCE  DES  ROTATIONS 

AUTOUR   D'AXES   PARALLÈLES   ET   DES  TRANSLATIONS 
DUX   SYSTÈME   INVARIABLE 


§  I.  Nous  imaginons  un  système  i]  invariable,  matériel  ou 
géométrique  avant  pour  éléments  des  points.  Nous  allons  consi- 
dérer le  mouvement  de  I  quand  il  passe  d'une  position  S^  à  une 
autre  position  S,  sans  avoir  égard  à  sa  cause.  Nous  nous  occupe- 
rons seulement  de  son  changement  de  position,  de  la  vitesse  et 
des  accélérations  de  ses  points,  lesquels  gardent,  puisque  i]  est 
censé  invariable,  une  distance  invariable  entre  eux  pendant  son 
mouvement.  Le  système  S  et  ses  positions  Ii  et  ï^  iorment  de  cette 
manière  trois  systèmes  congruents.  Le  système  ï  est  dans  la 
position  Sj,  quand  des  éléments  homologues  des  deux  systèmes 
coïncident;  -est  passé  de  la  position  S,  à  la  position  -^i  qui^^d 
les  éléments  homologues  de  ï  et  S,  coïncident,  après  que  tous  les 
points  iiomologues  de  S  et  de  ^^  ont  coïncidé.  Si  nous  nommons 
A  un  élément  de  S,  alors  A^  et  A^  représenteront  les  éléments 
correspondants  de  ï^  et  de  i]^. 

Si  le  système  S  passe  d'une  position  ï^  à  une  autre  position 
-,,  la  nature  du  mouvement  de  S  est  donnée  ou  elle  est  incon- 
nue. Nous  allons  ici  supposer  le  premier  cas  et  nous  allons  regar- 
der le  mouvement  de  ï  quand  il  sera  ti'ansporté,  moyennant  des 
rotations  autour  d'axes  parallèles  et  des  translations  dune  posi- 
tion ï,  dans  une  autre  position  ï,. 

La  méthode  de  recherches  de  laquelle  nous  nous  servirons  est 
fondée  sur  le  calcul  géomélri(jue.  Le  lecteur  trouvera,  ce  qui  est 
nécessaire  de  savoir,  dans  le  traité  :  «  Application  de  la  méthode 
vectorielle  de  Grassmann  à  la  géométrie  inlinltésimale  »,  par 
Henri  h'ehr  (Paris,  Carré  et  Naud,   1899,. 
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§  2.  Rotation  iV n?i  angle  w  du  nystème  invariable  1  autour  rC un 

axe  fî:re  a. 

Quand  un  système  invariable  S  tourne  autour  d'un  axe  fixe 
a,  chaque  point  du  système  décrit  un  arc  circulaire.  Le  plan  de 
la  trajectoire  dont  le  centre  est  situé  sur  l'axe  est  perpendicu- 
laire audit  axe  de  rotation. 

Soit  (fig.  i)  OA  l'axe  de  rotation,  0  un  point  fixe  quelconque 
sur  cet  axe,  s  son  vecteur  d'unité,  w  l'angle 
duquel  S  tourne  autour  de  l'axe,  OM^^^  p^ 
le  radius  vector  d'un  point  quelconque  du 
système,  M^  ou  M^  =  0  H-  o^  un  point 
quelconque  du  système  avant  le  commen- 
cement du  mouvement  (de  S  ii  la  posi- 
tion Sj,  M  =  0  -[-  p  la  position  de  ce 
point  après  que  la  rotation  a  eu  lieu  (le 
point  homologue  dans  Sj,  de  sorte  que  M^ 
et  M  se  trouvent  dans  un  plan  perpendi- 
culaire à  l'axe,  et  que  les  perpendiculaires 
de  Mp  et  M  qui  tombent  sur  l'axe  s'y  coupent  en  un  point  N 
de  l'axe.  On  aNM/-  =  NMi.  Mettons  NM"„^:=  o„,  NM  =  5,  faisons 
attention  que  OM  =0N  +NM.  Prenons  le  vecteur  unité  s,  de 
telle  manière  que  la  rotation,  regardée  de  son  élément  final,  se 
fasse  comme  le  mouvement  dune  aiguille    de    montre,    rotation 

que  nous  fixons  comme  positive.  Alors  subsistent,  puisque  M„NM 

=  (V  (fig.  i)  les  équations 


Fig.  1. 


mais  puisque 


0  =:  cos  u'Cq  -(-  sin  u'I  (eO(, 


^>o  =  ?o— (-l?o)^'  ("o)=(£?o)' 


il  vient  aussi 


p  =  (£|py)  £  —  COS  ir  I  (e|po)  £  —  p^,]  -|-  sin  .i'|  (eo,,), 


OU 


p  =  (i  —  cos  ir)  (£[pol  £  +  COS  u'Pq  -f  sin  H'|  (eOq^  , 
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Il  S  ensuit  de  l'équation  pour  o^,  si  nous  rappelons  que  nous 
avons  oz.  =  ô-, 

^-.—  [?o  — (e|?o)  ^l". 
ou 

si  r  représente  la  longueur  du  radius  vector  p,  qui  est  constante 
pour  le  point  M,  pour  Téquation  de  la  trajectoire  du  cercle  de  ce 
point  du  système. 

Pour  un  point  du  système  qui  se  trouve  sur  Taxe  de  rotation, 
on  a  Mo  =  X,  (elpj  s  =  p„,  (eoj  =  o,  de  manière  que  0  =  p„. 
Cela  veut  dire  que  les  points  du  système  qui  coïncident  avec  Taxe 
de  rotation,  ne  changent  pas  de  place  pendant  le  mouvement 
de  S. 

La  vitesse  du  point  M  du  système  est  la  dérivée  de  son  radius 
vector  p  par  rapport  au  temps  t. 

En  didérentiant  l'équation  relative  à  p  par  rapport  à  t  quand 
nous  désignons  la  vitesse  du  point  M  part', 

V  =  -^j-  =  -^  ;  sin  «'  [(e|po)  £  —  ?o]  +  cos  »•!  (£po)  {. 

ou,  quand  nous  mettons  [^chv  :  dt)  =  av,  représente  la  vitesse 
angulaire  du  système  S  autour  de  l'axe  a, 

u  =  w  !  cos  «•!  (spo)  +  sin  tr  [{t\z^)  £  —  Po]  | , 

mais  nous  obtenons,  en  multipliant  l'équation  en  0  par  £, 

(£?;  =  cos  »■  (£pj  +  sin  »■  [t\  (îpj] 

—  cos  »»'  (epu)  +  sin  ir  [{z\ùq)  t  —  p^], 

par  consé([uent  on  a  aussi 

"  =  w|  (cp)=rw|(£0). 

La  quadrature  intérieure  des  membres  de  cette  équation 
donne 

v-  =  u-  =r  w-  (ip)-  ■=.  w-  (îp)^ . 
et  il  vient,  avec  o-  .=  //', 

»'  rz  \\r  sin  (î,p)r::  w/i . 


1/8  /■'.    KliMT 

La  vitesse  v  du  point  M  est  perpendiculaire  au  plan  déterminé 
par  l'axe  de  rotation  et  le  point  M,  Sa  grandeur  est  égale  au  pro- 
duit de  la  vitesse  angulaire  du  système  au  même  temps  par  la 
distance  de  ce  point  à  l'axe. 

§  2'.  Si  le  système  S  fait  une  rotation  infiniment  petite  autour 
de  l'axe  a  de  l'angle  d\v,  alors  nous  avons,  a  cause  de  cos  dw  :=  i, 

sin  dw  ^=  div. 

?  =  ?o  +  d»'\  (ïpo). 
dp  rr  p  —  Pq  :^  rfu'l  (îpf,), 

Il  résulte  de  la  dernière  équation,  pour  la  vitesse  v,  si  nous  la 
difFérentions  par  rapport  au  temps  t,  l'accélération  -s  du  point  M 
du  système  au  temps  /.  savoir 

dv  d-o  ,/     dp\    ,     d\\      ,    , 


ou,  avec  la  valeur  de  -y-  et  —r-  =w'.  qui  est  l'accélération  angu- 
dt  dt  *^  ^ 

laire  du  système  S, 

O  =  W  I  [£W  I  (sp)  I  -f  w'  1  (£0). 

ce  qui  peut  s'écrire 

o  =  -  w2  1  p  -  (s  I  p)  t  \  +  w  I  (çp).  ô|  £  =  o. 

ou 

o  =r  —  w'-o  -\-  w'  I  (îo) . 

D'après  ce  qui  précède,   l'accélération  cp  paraît  être   la  somme 
de  deux  composantes  'j„  et  cs^  savoir 

0„    = \V-  (£p)  ]  £  =  W-6, 

o,  =  w' I  (£p)  =  w' I  (£Ô)  nz  —  f  ; 

la  première,  cp„,  est  normale  à  la  trajectoire  du  poiul  du  svsti'mc. 
sa  direction  tend  vers  l'axe,  sa  grandeur  (^st  égale  au  cairé  de  la 
vitesse  angulaire  multipliée  par  la  dislance  du  point  du  système 
h    l'axe;  la  seconde   va  direclcment   du   côté    de  la  vitesse  v\  -:,,, 
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et  '^^  sont  appelés  à  cause  de  cela  la  composante  normale  et  la 
composante  tangentielle  de  raccclératio"  o,  qui  est,  à  cause  de 
a  [e  =  o,  perpendiculaire  h  Taxe. 

Pour  l'angle  dinclinaison  b.,  de  'j  vers  0  nous  obtenons 

,  V  (^?)'  '^'^'' 

de  sorte  que  les  accélérations  de  tous  les  poinls  du  système  avec 
les  normales  de  leurs  trajectoires  renferment  le  même  ant^lc. 

En  élevant  les  côtés  de  l'équation  o  h  la  quadrature  intérieure 
nous  obtenons  pour  la  grandeur  de  Taccélération. 


o^  ^  (w*  4"  w'-)  oL.        o  =1  h  ^w'>  -\-  w-. 

La  difTércntiafion  successive  de  l'équation  du  radius  vector  p 
du  point  M  h  l'égard  du  temps  nous  conduit  à  des  vitesses  et 
aussi  à  des  accélérations  d'ordres  supérieurs  de  ce  point  de  sys- 
tème. 

Il  suit  de  l'équation 

par  différentiation  par  rapport  ii  ( 

+  ^v"|(^=)^-w'|  (£?'), 

et,  en  remar([uant  que  -J  =  w]  (so),  il  résulte 

rr  —  ')W\v'o  —  (\v"  —  w")  |  (îo),      o^  '  |  î  rr  o . 

Aussi  cette  vitesse  paraît  composée  d'une  composante  noiinalc 
et  d'une  composante  tangentielle,  elle  se  trouve  de  même  dans  le 
pian  de  la  trajectoire  du  point  M. 

i'our  l'angle  diiulination  h.^  de  la  troisième  vitesse  vers  la  nor- 
male de  la  trajectoire  (M)  nous  obtenons 

tant:  h.  —  "  ^    '_J-    —  — , 

?,|,7(*)  3ww' 
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il  est  le  même  pour  tous  les  points  de  système.   De   plus,  nous 
obtenons  pour  la  grandeur  de  cette  vitesse 

Il  est  évident  qu'on  peut  aller  plus  loin. 
En  général  on  a,  comme  nous  voyons 

z=  o„o  +  />„  1  (so) . 

L'équation  générale  du  radius  vector  de  la  ligne  droite  qui 
passe  par  les  points  A,  =  0  +  p,,  B^  =  0  +  o.,  du  système  ï 
dans  la  position  S^  ou  de  S  au  temps  t  est 

Les  vitesses  successives  d'un  point  quelconque  de  cette  ligne 
sont 

dp  dp^  dp^ 

—T—  =  m  — ^   -4-  n  — ^, .  .  . 
dt  dt       '  dt 


OU 


et 


p"  =z  H(p/'  -f-  npj'.       m  -f-  «=  I, 
p!")  =:  /«pjt»)  +  po("' . 

Posons 

alors  nous  obtenons  encore 

/.  =  '"/a  +  "/,j'        w  4-  /i  =  I . 

Avec  o',  o",...  p'"'  et  /.  comme  radius  vector  toutes  ces  équa- 
tions sont  celles  de  lignes  droites,  ce  qui  l'ait  que  nous  arrivons 
au  théorème  suivant  : 

Uliodograplie  des  yilcsscs  de  tout  ordre  des  poiiUs  d  une  droite 
du  système  est  une  ligne  droite.  Les  éléments  terminaux  des 
vitesses  de  tout  ordre  des  points  d' une  droite  du  si/stè/ne  se  trou- 
vent sur  une  lii^ne  droite. 
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Nous  appelons  renseinble  des  vitesses  d'orrlre  n  des  points  du 
système  i]  son  système  des  vitesses  d'ordre  n. 

Puisque  v  =  w|  (^es),  l'équation  de  Ihodographe  de  vitesse  de 
la  droite  du  système  est 

Il  faut  donc  que  pour  une  droite  du  système  soit  sans 
vitesse 

m  (îpj)  -f  n  (tpy  =  o. 

Celte  équation  existe  seulement  quand  on   a 

(Epip.)    =    O, 

OU 

î jj  ^  o  et  tp.^  z=  o. 

Il  faut  donc  qu'à  cause  de  la  première  de  ces  équations  les 
vecteurs  s,  o^  et  p.,  soient  parallèles  à  un  plan,  c'est-à-dire  il  faut 
que  la  droite  coupe  l'axe  de  rotation;  son  intersection  avec  l'axe 
n'a  pas  de  vitesse.  Le  second  résultat  nous  enseigne  qu'il  faut 
que  p,  et  p,  soient  parallèles  à  î,  de  sorte  qu  il  iaut  que  la  droite 
coïncide  avec  l'axe  de  rotation,  c'est-i»-dire  que  tous  les  points 
du  système  qui  se  trouvent  sur  Taxe  de  rotation  sont  sans 
vitesse. 

Pour  une  droite  du  système,  dont  les  points  ont  une  même 
vitesse,  il  laul  que  1  on  ait 

ou 

d'où  s  ensuit 

s  (?i  —  Pi)  =  ". 

c'est-à-dire  il   iaut  (juc    la    droilr    boit    parallèle  à   l'axe   de    rota- 
tion. 

Les  points  d'une  droite  du  système  parallèle  ii  l'axe  de  rotation 
possèdent  la  même  vitesse.  Par  consé([uent  toutes  les  secti<ins 
j)lan»'s  du  système  1  [xi'pciuliculaiies  à  Taxe  tle  rotalum  oui  le 
même  mouvement  ou  des  mouveuienls  coimruen  ts. 


i8j, 
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§  3.  Le  système  invariable  S   tourne   successivement  autour  des 
axes  a  et  [j,  qui  sont  parallèles  Vun  à  l'autre,  des  angles  w^  et  w,. 

Soit  z  le  vecteur  unité  des  axes,  OL  =  a  la  distance  de  l'un  h 
Vautre,  on  a  (s  |  ).)  =  o,  puisque  OL  est  perpendiculaire  à  a  et  |j 

(fig.  2).  Avant  le  commencement 
du  mouvement,  soit  M^  =  0  -f-  p,, 
un  point  quelconque  du  système. 
Par  suite  de  la  rotation  autour 
de  Taxe  a  d'un  angle  i\\  le  point 
de  système  iNI^  vient  en  Mj  =  0 
H-  Pj,  le  point  L  :^  0  +  A  du 
second  axe  [ii  en  Lj  ^^  O  +  Ai,  et 
Taxe  |j  dans  la  position  ^^. 
11  vient  donc  selon  le  §  2  : 

P)  =(i— COS.fj)  [t\  Pq)î  +  COSU'^P„ 

)i  :=  cos  ir^À  -}-  sin  u'^  |  (îX), 


Fig.   -1 


L^.M,=p.=  p,  — Xi 


—  (i_cos  »■,)(£  I  po)£  +  cosir^  (?o  — À)  +  sin.i'J[£(p(,  — X)]. 
L'équation  de  l'axe  [j  est 


celle  de  Taxe  Iji 


pj  :=  X  -)-  uz, 


Alors  le  système  S  tourne  autour  de  l'axe  |ji  de  l'angle  n'^.  Par 
cela  même  le  point  de  système  Mj  vient  à  la  position  INI  =:  L,  -|-  p^, 
et  on  a 

Pj  =  (  I  —  cos  te,)  (£  1  p^)  £  +  cos  h'jP^  +  sin  us  |  (eo.,)  . 

Prenons  nialulcnant  M  =  O  +  p  =  O  -|-  a^  +  p.^,  alors  nous 
obtenons,  en  posant  p.,  =  p  —  ^>i,  p^  ^  ?!  —  ^'i' 

p  =z(l  —  COSifo)  (£|  Pi)  £+  COSir,  (p,— Xi)4-siuirJ   £(p,—  Xi)]  +  ^i. 
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la  substitution  des  valeurs  ci-dessus  de  p^  et  A^  dans  cette  équa- 
tion donne 

p  =  (l   —   COS  ..g   )    (l  —  COS  »■,)    (£  1  po)  +  COS.rj  (£  I  pj    ;    £ 

-f  COS.I^    )    (l  —  COSirj)   (£|  p„)  £+  r^OSil'i  (p^  —  ).)   -f  siu  ll'i  |  [£  (Oq  —  X)  |   j 

+  sin  tfj  I  I  COS  ir,E  (pu  —  À)  -f-  sin  .rj£  |  [£  (p^  —  X)]  { 
-}-  COS  n'j).  -[-  sin  n'j  I  (îÀ), 

et,  si  nous  réduisons,  en  faisant  attention  que 

l^[M?o->-)]  =  -[M?o-À);U  =  -!(?n->0-(M?o)^î, 

nous  trouvons 

p  =  COS  .rj),  +  sin  i.'i  1  (eX)  +   J   i  —  cos  (.r,  +  if.,)  }   (e  |  pj  £ 
+  c'i^  ("•.  4-  ♦<■.)  (?o  —  >0  +  sin  («'i +  »■.,)  I  [£  (Po  -  À)], 
ou,  si  nous  posons 

p  =  (cos  u'i  —  COS  («■)  X  +  (sin  ir,  —  sin  ir)  |  (sX) 
+  (  I  —  COS  tr)  (£  I  p„)  £  4-  COS  u'p^  +  sin  ir  \  (£p„) . 

Cette  équation  représente  le  radius  vector  d'un  point  du  sys- 
tème  quelconque,  les  rotations  autour  les  axes  a  et  [i  ayant  lieu. 

Pendant  la  seconde  rotation  Taxe  ^3,  ne  change  pas  de  place,  il 
résulte  de  la  dernière  équation  et  de  p^  =  ).  -j-  //s, 

p^,  ■=.  COS  «■,/  -\-  sin  H|  I  ^eX'  -|-  iti. 

comme  plus  haut,  mais  Taxe  a  passant  h  la  position  a,,  nous  obte- 
nons, avec  p„  =  lit, 

paj  =1  (cos u'j  —  COS ((■)  X  -|-  (sin  ir,  —  sin  n)  |  (îX)  -(-  ut 

comme  équation  de  cet  axe  après  les  deux  rotations. 

Par  ces  deux  rotations  le  vecteur  A  =  OL  vient  dans  la  posi- 
tion LX,;  O"  a 

pL^  nz  (cos  i»'j  —  COS  li)  X  -|-  (sinir,  —  sinn')  |  (îX), 

et  comme 

X  z=.  cosUjA,  —  sin  ir,  I  (eXj), 

nous  trouvons 

?Lj  =  ^1—  !  cosuy,  4-  sin  II..  |  [it  ^)  [ . 
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de  sorte  qu'il  vient 


LiL,2  =  Pl2  —  >.i  =  —  \  cos  (f.p.j  +  sinir^  |  [t\)  {  . 

Si  nous  prenons  le  point  Lj  comme  pôle  des  coordonnées,  il  s'en- 
suit pour  l'axe  a^,  puisque  maintenant  p^  =  —  >'>i  4-  ut  est 
l'équation  de  a, 

p^a,  —  (i  —  COS  tr^)  [  e  I  («£  —  /j)]  £  -j-  cos  ir^  [ut  —  h^) 
+  sin.rj  [£  (m£  —  Àj)], 

ou 

p'ao  :=  —  )  cos  n'^Àj -(- sin  u'jl  (îX,)   J  +  "-• 

Si  M^  ^=  O  +  ijLjj,  Nj,  =  0  -|-  v^  sont  deux  points  du  système  avant 
le  commencement  des  rotations,  M  :^  O  +  |j.,  N  =  0  +  v  les 
positions  de  ces  points  après,  on  a 

(v  —  |a)  =  (i  —  cos  w)  [t  I  (vq  —  f^,,)]  £  4-  cos  »■  (vp  —  (ij 
+  ^i'i"i[î  (vu—  l-io)], 


MN  =  (i  —  cos(v)  [£]  M|jXoJ  s  +  cosii'M,jN(,  -f  sinif  |  [£Moi\J. 

Chaque  vecteur  du  système  et  par  conséquent  aussi  chaque 
droite  du  système  tourne,  ii  cause  des  deux  rotations  du  système  1 
autour  les  axes  a  et  [3  de  l'angle  k' =  {yi\  -\-  h'J.  Les  axes  a  et  ^ 
font  seuls  une  exception,  le  premier  tournant  de  l'angle  n'^,  le 
dernier  de  l'angle  w^,  ce  qui  est  clair  d'après  les  équations  don- 
nées pour  a^  et  [i,. 

Maintenant  nous  allons  examiner  si  le  système  invariable  S  a 
des  points  qui  ne  changent  pas  de  positions,  malgré  les  deux 
rotations. 

Si  U  :=  0  +  Pc  est  un  tel  point,  il  faut  donc  que  la  condition 
Pc  =  Og  =  p,  existe  pour  lui  et  par  conséquent,  à  cause  de  l'équa- 
tion pour  p,  cette  condition  devient 

Pc  r^  (costr^  —  costr)  X  -{-  (siiin'j  —  siuir  |  (îX) 
+  (i  — cosir)  (îlp,)  £  +cosirpc-}-  siiiir  |  (£p(.), 

OU,  en  réduisant, 

(cosir,  —  cosir)  X  -f-  (simr,  —  sinu')  |  (£X)  —  (i   —  cosn)  \[t^r]  \z\ 
-\-  sinn'l  (sp,.)  n:  o. 
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Alors,  le  radius  vector  p,  peut  toujours  être  décomposé  numé- 
riquement en  trois  vecteurs  non  coplanaires,  nous  posons  donc 

De  cette  équation,  suit 

(eO,)  =  U,  (£))  4-  lt^\^>).  I  {tOc)  =   U,\  (SÀ)   —  II,   (£/)  I  £. 

(£P,)|£     =     «;/.     +       »;,|(£A)- 

La   substitution    de    ces    valeurs    à    Téquation     de    condition 
pour  Oj    donne 

5  cosn'j  —  cos«'  +  î/j  (i  —  cosii')  —  î/.j  sintr  {  X 
4-  }  sinnj  —  sintc  -|-  ii^  simi «s  (i  —  cosu)  {  ]  (£X)  =  o. 

Cette  équation  ne  saurait  être  remplie;  c'est 

cosn'j  —  COSU'  -\-  M,  (i  —  cosu)  -]-  «3  sinu'  =r  o, 
sin  d'j  —  siiiir  -)-  '/g  simi'  —  u^  (i  —  ces  «■)  =r  o, 

qui  donnent  des  relations 


Le  coefficient  //,,  au  contraire,  reste  indéfini. 

Si  nous  formons  avec  ces  valeurs  la  dernière  équation 
pour  Op,  il  résulte  alors,  comme  éc[ualion  de  radius  vecteur  du 
lieu  des  points  sans  déplacement 


^  eos  —  u',X  +  sin  —  .r,  |  (eX)      +  «£. 


d'où  il  suit  : 

L'endroit  des  points  de  si/stènic,  qui  ne  changent  pas  de  situa- 
tion par  les  deux  rotations,  est  une  ligne  droite  parallèle  aux 
deux  axes  de  rotation. 

Plaçons  maintenant  le  point  de  rotation  en  un  point  quel- 
conque de  cette  ligne  singulière.  D'après  la  première  équation 
pour  0^,  il  viendra,  si  nous  mettons  (p  —  p^)  =  y, 

/.    =    (l    —  CQS.i')   j    £|  (po  —  pf)    j    e    +    CCS  U'    (po  —    pr)    +  S'»  "'  |   !    '   (?0  "  ?<)   ]  ' 
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OU,  en  prenant  (p^,  —  0^,)='/^, 

y  —  [i  —  cosn')  (el'/g  z  +  cos»7_(,+  siu.i'|  (e/^J. 

Le  système  S  tourne  donc,  par  suite  des  deux  rotations  autour 
des  axes  a  et  |i,  autour  d'un  axe  y,  qui  est  parallèle  h  a  et  [5,  de 
l'angle  n'  =  (iv^ -f-iv.,). 

Les  trois  axes  a,  |i  et  y  sont  les  arêtes  d'un  prisme,  les 
axes  a,  |jj  et  y  ceux  d'un  second  prisme,  les  deux  prismes  ont  les 
arêtes  a.  et  y  en  commun,  ils  sont  symétriquement  congruents. 

Pour  rintersection  C  de  l'axe  y  et  du  plan  passant  par  ).  et 
perpendiculaire  à  s,  on  trouve,  avec  C  =  0-|- o^^  =  L -|- p'^,  les 
équations 

I 

siii  ir^    . 


COS  U'j/   -}-    SUl  H 


lIV- 


sm  

"'i   / 

o',  — ■ 

•1 

V  ''1 

I 

Slll  

II' 

car 

on  a 

,1 

i'n  —  ^' 

—  ).  ;  de 

I 

z=  tanç:  — 

plus,  n 

>■  1  ?n 

-  ifj. 

par 

conséquent, 

,  il  vient 

LOC  zz:  — 

-   "'n 

U'.,/  Slll 


•■.K^À)  ;, 


\\  '  .^^    =r  —  tans 


OLC  — a 


N'ayant  rien  supposé  de  particulier  à  l'égard  des  angles  \\\ 
et  nf,  et  de  leur  manière  réciproque  d'être  engendré,  les 
résultats  sont  généraux. 

Le  système  invariable  S  tourne  maintenant  d'abord  autour  de 
l'axe  (i  de  l'angle  h'.,,  ensuite  autour  de  l'axe  a  de  l'angle  ^^\. 

Dans  ces  conditions,  en  choisissant  le  point  L  comme  l'ori- 
gine des  coordonnées,  le  calcul  se  fait  ainsi,  en  mettant  LMy=p^, 
LO  =  À'^=  —  À,  LM  =  p',  précisément  comme  avant,  et  si  nous 
échangeons,  dans  les  résultats  tout  à  l'heure  obtenus,  w.,  avec  li',, 
X  avec  A^,  py  avec  a\,  nous  obtenons  immédiatement 

p'  ■==.  (cos  u'^  —  COS  «•)).'  -j-  (siuir.,   —  siu  u')  |  (eA') 
4-  (i  —  COS»')  {e|  p'J  £  +  cosu'piy  4-  sinii'l  {zo\), 
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de  plus,  avec   i\I=L-|-o'.  pour  le  lieu   des   points   sans   dépla- 
cement 


SIU    H' 

-I  —  ~ 


SIU   H' 


J  ,^S  -^  uj.l    +   siu  -^  .»■,  I  (EÀl)    I  -f   UZ 


Prenons  maintenant  le  point  O  comme  pôle  des  coordonnées, 
alors  il  faut  mettre  a' ^= — À,  pj  =  (py — À),  p'=(p,  —  a),  d'où 
il  résulte 

pi  r=  (i  —  cosir^)  À  -f-  (sinif  —  sinir^)  |  (sÂ) 

+  (i  —  co«"')  (s|  ?u)  '-  +  cos.rp,  +  siiur]  \t  (?o— >•)]  ^  p. 

et  Téquation  de  l'axe  de  rotation    sera  (en  observant  que  Pci  = 

^•  +  ?ô)  '        ■ 

I 

sm  <r 

■-il                I  .1                   ^  ) 

Or, —  )    OOS tr.,).   4-  sin ir.,  Ii'îÀ)  Î  +  Hî  ^   Or. 

1     1  /.                             j                    I                 2  -                            2           "  1                            ' 

sin  if 

2 

Mettons  l'origine  des  coordonnées  en  n'importe  quel  point  de 
l'axe  de  la  rotation  résultante  (pd),  mettons  (p,  —  z^.^^='/\, 
[0^  —  p^i]=yj^,  alors  nous  trouvons  de  la  même  manière  que 
pour  l'axe  (pj  : 

/i  =  (i  —  cosir)  {tyj)  £  +  cos  iiyM-i-  ^m^v\[v/J). 

Dans  le  second  axe,  les  points  du  système  ont  donc,  après 
les  deux  rotations,  une  position  difTérente  de  celle  du  premier 
cas;  l'axe  de  la  rotation  résultante  n'est  pas  le  même  dans  le 
second  que  dans  le  premier  cas,  cependant  les  deux  axes  sont 
paiallèles  aux  axes  de  rotation  donnés,  et  les  amplitudes  des 
rotations  résultantes  sont  égales  entre  elles.  L'ordre  de  la  suite 
des  rotations  n'est  pas  ii  changer. 

«  Si  un  système  invariable  i]  tourne  successivement  autour  des 
axes  a  et  [j,  parallèles  l'un  à  l'autre,  des  angles  iv^  et  w^  respec- 
tivement, alors  son  mouvement  est  équivalent  à  sa  rotation 
autour  d  un  troisième  axe  v,  parallèle  aux  axes  donnés,  de 
l'angle  n' =  [ii'j -f- h'^)  et  l'ordre  de  successions  des  rotations 
n'est  pas  à  changer.   » 

Si   les    amplitudes    des    rotations    n',  et  w ,  sont    opposées    ou 
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égales,  c'est-à-dire  s'il  s'agit  d'un  couple  de  rotation,  alors  iv^ 
est  censé  positif,  et,  le  premier  cas  supposé,  l'amplitude  de  rota- 
tion résultante 


le   radius    vector   d'un  point   du  système   quelconque    après  les 
rotations  autour  des  axes  a  et  '^ 

p  =  (cosn'i  —  i)  X  -f  sin-.rj(c"/.)  -f  p^, 

et   si  -:  désigne    le  déplacement  total   de    ce  point  du  système, 
alors  nous  avons 

T  1=  p  —  po  ^^  (cosn'i    —    l)   /  -)-  silKCjl  (cÀ)  . 

Mais  l'expression  pour  i  est  la  même  pour  tous  les  points  du 
système  ;  h  cause  de  cela,  le  système,  par  les  rotations  autour 
les  axes  a  et  ^  successivement,  dont  les  angles  sont  w^  et  —  n^j, 
subit  la  translation  t. 

Il  résulte  de  l'équation  pour  t 

de   plus,    l'équation  de  l'axe  de  rotation  résultante  est  à  présent 


oc  J   COS  -^    „,;y.  .^    si„  _    „.^  I  (;X)    j    _|_ 


et  on  a 

(X,  -.  X)|  j  cos  -i-  .r,X  +  sin  -^  .<•  J  (eX)  j  =  o. 

comme  on  voit  aisément,  quand  on  calcule  le  produit  avec  la 
valeur  de  (Xj  —  À)  sur  le  membre  gauche  de  cette  équation. 

Conséquemment,  la  translation  t  est  perpendiculaire  aux  axes 
des  rotations  donnés  et  à  la  bissectrice  de  l'angle  LOLj. 

Pour  la  grandeur  de  la  translation,  nous  obtenons 

Tr  :=  (cosii'j  —  i)-  /-  -|-  sin-ir,/-  =r  2  (i  —  costi'j)  l^ 

.    ,     I 

zn  4  siii-  ■  II',/-. 

2 

Si  le  système  S  d'abord  tourne  aulour  de  l'axe  |B  de 
l'angle  — ir,,  ensuite  autour  de  l'axe  a  par  l'angle  i\\,  nous  obtc- 
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nous  pour  le  radius  vector  dun  point  du  système  quelconque, 
avec  L  comme  pôle  de  coordonnées,  après  les  deux,  rotations 

p'  =  (cosii'j  —  i)  À'  —  siiuf,  I  (eÀ')  -\-  p'y. 
T^  =  p'  —  p'o  =:  (cos  «',  —  I  )  ).'  —  sin  »»■,  I  (£À') . 

et,  avec  le  point  0  comme  pôle,  il  résulte 

•::'=  pi—  po  =:  —  ;  (cosii'j  —  1)).  -|-  sin.i'j  |  [ù.)  \  ^  -■ 

La  translation  du  système  nest  pas  égale  maintenant  à  celle 
du  cas  précédent. 

«  La  suite  de  deux  rotations  opposées  égales  autour  d'axes  paral- 
lèles est  une  translation  équivalente  et  l'ordre  de  cette  succes- 
sion ne  se  peut  intervertir  ». 

Si  les  axes  a  et  -t  coïncident,  1  =  0,  l'axe  y  coïncide  avec 
eux;  n'  =  tVj-|-tVj  et  on  peut  changer  l'ordre  de  la  succession 
des  rotations;  avec  "'0=^==  —  "'1,  t>ii  aura  tv=^o.  Des  rotations 
opposées  égales  autour  du  même  axe  s'annulent, 

s;  3'.  Si  les  rotations  autour  les  axes  a  et  3  sont  inliniment 
petites,  si  leurs  angles  sont  dw^  et  d\\\„  nous  obtenons  immé- 
diatement, en  verlu  des  résultats  pour  des  rotations  finies, 
les  équations  dont  il  s'agit  maintenant,  en  mettant  pour  iv,  et  \v., 
les  amplitudes  infiniment  petites  ds\\  et  div.,  resp.,  remarquons 
([u  alors  cos  div  ^=  i  ^  sin  d\\'=  dsv. 

Si  successivement  les  rotations  infiniment  petites  ont  lieu 
autour  les  axes  a  et  ,3,  alors  le  radius  vector  d'un  point  M  du 
svstèmc  quelconque,  après  que  les  deux  rotations  sont  achevées 

p  =r  —  t/n',[  £À}  -|-  py  +  dw  I  lîpj,        c/n'  =  dwy  +  «'"'iî 

les  équations  des  axes  a  et  [j,  à  la  lin  du  mouvement  du  sys- 
tème, sont 

paj  :=  </ii'j  1  ().î)  -{-  m  H5  ut, 

?h  =  ^^  +  ^"'i  I  'A)  +  "t  =s  y.+  in, 

ces  axes  se  déplacent  iiiliniiiicnl  prn  piM  itriidicujaiicmcnt  au 
plan  [î).',  de  sorte  que,  si  des  «piaiitilcs  infÏMiiMi-nt  pi-lilcs  sont 
négligées,  ils  ne  changent  pas  de  situation  dans  l'espace. 

Ensci(;ncnicnt  math.  i3 
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Pour  l'axe  de  rotation  résultant  v  nous  obtenons  Téc^uation 
<^'*'>   (  -     ,      '     J    ,     -  ^  )    , 

^"■.     -, 
Pc  =  —j-^    I.  +   HE, 

et  si  nous  prenons  le  point  L  pour  le  pôle  des  coordonnées  et  si 
nous  désignons  le  radius  vector  de  Taxe  v,  pris  en  partant  de 
lui,  par  pe'';  <^>u  alors  p^'  ^"^^  — >*■?  on  -^ 

if)  =  —  -^  ^  \—d^V^_\{ù)  \  H-  uz, 


d^ 
dn' 


f!'>  =  -4^>+-. 


de  sorte  que  l'axe  v  est  parallèle  aux  axes  a  et  ^i,  et  situé  dans  le 
plan  déterminé  par  eux,  partageant  le  vecteur  ),  en  proportion 
inverse  aux  anodes  des  rotations  d\v,  et  </u'.,. 

Si  d'abord  la  rotation  du  système  I  a  lieu  autour  de  l'axe  '"!> 
de  l'angle  dn\,  et  puis  autour  de  l'axe  a  de  l'angle  f/ti',,  on  obtient 
les  mêmes  résultats,  les  axes  de  rotations  résultants  des  deux 
cas  tombant  sur  la  même  ligne  droite.  L'ordre  de  la  succession 
des  rotations  infiniment  petites  autour  des  axes  parallèles  peut 
donc  s'intervertir. 

En  choisissant  maintenant  un  point  de  l'axe  v  pour  ])ôle  des 
radii  vectores,  le  radius  vector  du  point  M  sera  alors 

-/.=  ?  —  ?'  =  {?(i  —  ?.•)  +  ^"'  1  [-  ^.?o  —  Pc)] 


L  =  7.0+  ^«'K^Xo)- 

le  système  -  tournant  autour  d'eux  de  l'angle  dw  ^^ch\\^  d\\\. 
Un  système  invariable  S  tournant  successivement  autour  de 
deux  axes  parallèles  dilTérents  d'angles  infiniment  petits;  son 
mouvement  est  équivalent  ii  une  rotation  infiniment  petite 
autour  d'un  troisième  axe  parallèle  à  ces  axes  et  situé  dans  le 
plan  de  ces  axes;  ram{)lihule  de  la  rotation  autour  de  ce  troi- 
sième axe  est  égale  à  la  somme  des  amplitudes  données  et  1  ordre 
de  la  succession  des  rotations  données  est  iiidillerent. 
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Si  les  angles  des  rotations  iiiliniinent  petites  </iv,  et  fAr^  sont 
opposés  et  égaux,  alors  nous  trouvons,  avee  ^/u-.,  =  —  d\\\, 

?  —  ?o  +  d^^i  I  (îX),         d'=  p  —  p^=  dM^  1  (£"/.), 
Pc  =  3C  ).  -j-  «£,  f/t»'  r=  o. 

«  La  suite  de  deux  rotations  infiniment  petites,  opposées  égales 
autour  des  axes  parallides  est  é({uivalente  à  une  translation  infi- 
niment petite  perpendieulaire  au  plan  de  ces  axes,  Taxe  de  la 
lotation  résultante  est  situé  infiniment  loin  dans  le  plan  des  axes 
donnés,  l'angle  de  la  rotation  est  nul,  et  Tordre  de  la  succession 
des  rotations  peut  être  interverti.  » 

Par  cela,  la  rotation  du  système  -  autour  des  axes  a  et  [ii,  qui 
sont  parallèles  l'un  à  1  autre,  est  ramenée  à  la  rotation  autour 
d'un  troisièn\e  axe  parallèle  aux  deux  premiers. 

Si  les  amplitudes  des  rotations  données  sont  infiniment 
petites,  alors  Télément  de  la  trajectoire  d  un  point  quelconque 
du  système  est 

d?=  ?  —  ?o  =  d^''-2 1 'M'  +  <^"'l  (^=o)  ; 
par  conséquent,  la  vitesse  de  ce  point  est 
do  du:,  , ,-   X    1     div 


V  =  w, ;  /.£;  +  w  1  ^ipu  '.  w  =  wj  +  w.,  ; 

nous  avons  aussi 

d?  —  7.  —  Zo  =  du'  I  (£/_,,  ,  y  =  Nv  I  {f/J . 

Dans  ce  cas-ci.  on  peut  écriic  ré([uation  de  l'axe  île  la  rotation 
résultante 

/  rf.r.  d.r   \  . 

?'=[-7r- -Tir) '•  +  '"■ 

On  a  alors  aussi 

:,  =  — --  A  -r  ut,     3  •'  = *-  A  -f  lit. 

w  '  '  w 

Si   les   rotations  infiniment   petites  autoui'  des  axes  y.  et  [j  sont 


icyi 
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opposées  et  égales,  la  translation  du   système  qui  en  résulte  est 
infiniment  petite 

et  sa  vitesse  de  translation  est 


On  voit   facilement  d'après   le  §  2'   comment    on    arriverait  aux 
vitesses  d'ordre  supérieur. 

^  4-  ^^  système  iiwariable  2  possède  une  rotation  autour  de 
V axe  a  de  Van^le  sv  et  une  translation  ■z parallèle  à  cet  axe. 

Soit  O  un  point  fixe  de  Taxe  a,  son  vecteur  unité  c,Mj  =  0+ p^ 
un  point  quelconque  du  système  (fig.  3)  avant 
le  commencement  du  mouvement.  Par  suite  de 
la  rotation,  le  point  M^  vient  dans  la  position 
M^O  -]-  Pj,  et  on  a,  d'après  le  §  2, 

Pi  =  (  I  —  cos  ir)  (s  I  po)  +  cos  (t'po  +  sin  w  \  [zp^)  ; 

par  la  translation  du  système,  qui  s'efl'ectue 
ainsi,  le  point  du  système  passant  de  l'en- 
droit M,  à  l'endroit  M  ==  Mj  + -:=  O  -j- p,  de 
sorte  que  le  radius  vector  d'un  point  du  sys- 
tème quelconque,  après  que  les  deux  mouve- 
ments ont  eu  lieu,  est  donné  par  l'équation 

p  =  Pi+T  =  (i  —  cosu')(cloj£4-cosirpo4-  sin.rli£pJ-l-T. 

Cette  équation  nous  enseigne  que  l'ordre  de  la  suite  de  rota- 
lion  et  de  translation  est  arbitraire,  et  aussi  que  les  deux  mou- 
vements peuvent  se  faire  en  même  temps. 

Chaque  point  du  système  se  meut  sur  un  cylindre  circulaire 
l'axe  de  celui-ci  coïncidant  avec  l'axe  de  rotation,  la  longueur 
du  demi-diamètre  de  ce  cylindre  est  A  =y/(^£p|j)z. 

i;  4'-  Si  l'angle  de  rotation  et  la  translation  sont  infiniment 
petits  égaux  à  c?n'  et  à  dr:=^dut,  alors  le  radius  vector  d'un  point 
quelconque  du  système,  après  les  deux  mouvements,  est 

P    =   Po  +   t?i»'l(£po)-f  C?H£. 


FiR.  i. 


ÈQUIVALENCi:  DES    ROTATIONS  ig'J 

L'rléjiient  de  la  trajectoire  décrite  par  ce  point,  dans  rélément 
du  temps,  dt  est 

dp  =  p  —  ?o  ^^  ^"'  1  (^?o)  +  '^"^  ) 

sa  vitesse  est  donc 


Hp 
dt 


,     du 


"  1/      \    I  '^" 


et,  il  légard  du  i;  i\ 


wl    (£0^)    +"„S. 


Puisque  alors  (r  |  o)=^o,  la  vitesse  de  chaque  point  du  svs- 
tème  est  donc  normale  îi  la  perpendiculaire  qui  tombe  de  lui  sur 
Taxe  de  rotation. 

On  conclut  de  la  même  »''([uation 


{V\t)=  Mo, 


il')  £=»„£. 


les  projections  des  vitesses    des  points  du  système  sur  la  diiec- 
lion  de  Taxe   de     rotation  a   sont   égales  l'une  ii  l'autre  et  égales 

o     o 

il  la  vitesse  de  translation  parallèle  à  a. 
De  plus,   nous  avons 

(£1')  =  w  [£]  (eoo)  I,  (ei')r  =  w2  {zo^)i  —  w^A^ 

de    soite    que    nous    obtenons    pour    1  anrrle    b,     (jue   lonnent     la 
vitesse  r  avec  la  direction  tle  l'axe    a, 


lang  b  : 


\/(c"l-     _      >V 


-     h. 


F, a  grandeur  delà  vitesse  '"  résulte  de  la  même  ('([uation  pai-  sa 
(juadrature  intérieure 


V  =  Vw-A-H-«-o. 

Il  n'y  a  pas  de  point  du  svstèmc  sans  vitesse,  cai'  la  vitesse  ii^ 
est  commune  ;i  tous  les  points  du  système. 

De  Oy=()  résulte  — r-^//£,  tous  les  points  de  svstème  sur 
l'axe  y.  se  meuvent  donc  avec  la  vitesse   n,. 
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La   diflércntialion    successive   de    l'équation  de  la    vitesse  par 
rapport  au  temps  conduit  aux  vitesses  d'ordre  supérieur  du  point 
du  système,  c'est  son  accélération  a  l'égard  du  §  2' 
d-p 


dt- 


■w--^o,j  -fw'KcOo)  +  "V- 


§  5.  Le   sijstcnie  -  tojirne  autour  iV un  d.re  a  de  l'angle  w  et  il 
possède  une  translatio/i  t  inclinée  sur  cet  axe. 

Soit  le  point  ()  sur  Taxe  de  rotation  a  le  pôle  de  coordonnées, 
iMij^O  +  Cg  un  point  de  système  quel- 
conque avant  le  commencement  du 
mouvement.  Par  suite  de  la  rotation  et 
de  la  translation,  le  point  INI^^  prend  la 
position  ÎM  =  0 H- p  (fig.  4)  dans  l'espace. 
On  a  évidemment 

p  =  (i  — cos.r)(£|p,))£-f  cosn'po  +  siu|(£po)  +  T, 

l'ordre   de  la    suite   de   rotation    et    de 

translation    est    échangeable,  les   deux 

T-      ,  mouvements  peuvent  avoir  lieu  simul- 

tanément. 

L  équation   d'une  droite   du    système  avant  le  commencement 

du  mouvement  étant 


Po 


X  +-/. 


XIc=o, 


son  équation,  après  que  la  rotation  et  la  translation  ont  eu  lieu 
si  nous  substituons  cette  valeur  de  c,,  pour  0  dans  l'équation,  est 
alors 

p  =  X  (i  —  COS.,.)  (£|  3)  £  +  cos.r  (X  +  Xi)  +  sin|>X  +  x  (£.3)1  +  x. 

S'il  laut  (jue  le  système  S  possède  une  droite,  dont  les  points 
se  déplacent  autour  du  vecteur  t„,  alors  il  faut  pour  cette  rangée 
de  points  que  l'on  ait  la  condition. 

X  (i  —  cos  ir)  (£  j  [3)  £  +  cos il'  (>.  -j-  x,3)  -f  sin ir | \t\  -|-  x  (e^)] 
+  -=>•  +  •"■?  +  'û. 


OU 


Y.  I  (i  — COS  H')  [(£|jî)£—  [3]  -)-  sinir|(£,3)  |    +  (cosii-  —  i)  X 
+  sin.r|(£X)  =To  —  T. 
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Parce  que  h^  —  -)  seulement  peut  être  un  vecteur  invariable, 
il  faut  donc  pour  une  telle  droite  du  système 

(I  —  cos.r)  [{t\^B—  '^]-{-  siiuf|(î;î)  =o, 
{ I  —  cos  n')  A  —  sin  \y  \  (îÀ)  -{-  {~.^^  —  t)  =  o  . 

De  la  prenuère  de  ces  équations  résulte,  s'il  elle  est  exacte. 

et,  puis({ue  de  la  j)remière  de  ces  relations  résulte  la  seconde,  il 
l'aut  que  3  soit  parallèle  à  t,  soit  la  droite  cherchée  parallèle  iï 
Taxe  a,  de  soite  (jue  d'abord  l'équation  de  celte  droite  est 

-/=:À+X£,  £|X=o. 

De  la  seconde  condition  suit,  par  inultijjlication  avec  \t, 

(To—   X)|£  =  0,  Tol£=Tlc, 

c'est-à-dire  la  translation  des  ])()inls  de  cette  droite  est  égale  à 
la  projection  de  la  translation  dt)nnée  sur  sa  direction,  c'est-à- 
dire  la  direction  de  l'axe  a. 

^hiintenant  il  (aut  encore  détcrminei-  la  distance  du  vecteur 
À  =  OU,  de  la  droite   ii    l'axe    d<>  rotation  a. 

Prenons 

-:— -o='i-         'ih  =  o> 
alors  il  faut  que 

(i  —  cosir)  À  —  siiij(cA)  3r  Tj  ^  (£x)|£, 

la  multij)li(  alion  de  cette  é(juation  avec  î  donne 

(,  _  cosir)  (£/.)  —  sin i.£|(£À)  =  [t'i)  =  (£x), 

de  sorte  c[ue 

(  I  —  cos  («•)  1  {z\)  4"  sin  117,  =r  [  (ex)  , 

on  a  donc 

it~]  —  sintrX 


!("'=     ,-c,„„. 


et  j)ar  coMsccjueiil 


(i  —  cos  ir)  ), ll(îx)  —  sin  11')  !  r=  (ex)|£, 

I    COSU' 
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d'où  il  suit 


1  = 


I    ( 


colang   -l-„.l(sT)+(£T)le;, 


et  conséquemment  l'équation  de  la  droite  du  système  qui   autour 
du  vecteur  To  se   déplace  en  elle-même  est 

Pour  la  distance  de  cette  droite  à  l'axe  nous  obtenons 
l^  r=  Ài:= ]  I  -4-  cotan" «■     (e-r 


4  sin- • 


^^^__sin(E.x)     ^         ^^^_ 


Si    nous    faisons    tourner    maintenant    le    système     S    autour 
de    cette  droite   comme  axe  d'un   ancrlc   tr.  et  donnons  en  même 

o  1 

temps  au  système  la  translation  Tq  parallèle  audit  axe,  alors  en 
posant  My  =  0,  -)-  pj,  et  désignant  par  M'  =  Oj  -f-  p",  en 
appelant  ]VP  l'endroit  de  M^  après  les  deux  mouvements,  on  a 

p'=  (i  —  cosfcj  (£lp'o)e  -f  cos«'ip'„-|-siu«'jl(cpiQ)  -f  t„, 

et  avec  O  comme  pôle  des  coordonnées  il  vient  en  mettant  0M  = 

Pi  =  p'  —  \  pl  =  po  —  >M 


pi  =(1— cosM'i)  [(elpjc  — /]  +  cosu'jPo  +  sin.fjKsp^  — £À)  -|- 


'■0- 


Si  nous  voulons  que  par  le  second  mouvement  le  svstème 
passe  à  la  même  position  comme  par  le  premier  mouvement, 
alors  il  faut  que  l'on  ait  M'  =  M,  o^  =  p>  i»  cause  des  équations 
pour  p  et  Pi,  si  nous  rappelons  la  valeur  ci-dessus  (t  — t^),  il 
vient 

(cos  «._  cosi.'j)    ;  [t  I  pj  £  —  p^,  -f  À  I   —  (sin.r  —  siu.r,)  |   )  z  (p„  —  >.)  [  =  o, 
équatipn  qui  ne  saurait  être  satisfaite  qu'avec 

cos  ir  —  cos  ii'j  z=  o,  sin  ir  —  sin  ir^  =  o, 

de  sorte  que 

ii'j  nz  1»',  ou  ii'j  r=  —  (a~  —  •«•), 
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doit  être  1  'angle  de  la  rotation  autour  du  nouvel  axe  égal  à 
langle  donné,  ou  égal  i>  sou  complément  pris  négativement  à  2-. 
Faisons  tourner  à  présent  le  système  S  autour  du  second  ax<> 
de  Tançrle  »<'-  et  effectuons  la  translation  t„,  alors  le  radius  vector 
d'un  point  quelconque  du  système  après  le  changement  de  lieu 
est 

p'  =  (I  —  cosif)  (£|p'g)  £  -f-  cos.ro'^,  +  sin]  [£py   +  To. 

doù  il  suit  avec  p'  ■=  Oj  —  À,  pj  =  p„  —  A, 

pir=(i  —  cosii')  (£|po)£+  cosirp„+  simrKspo)  +  t  =  p . 

On  voit  (jue  le  second  niouveuient  est  é([uivalcnt  au  premier. 

La  rulation  aitloiir  d'un  axe  a  cV un  an^le  w  cl  la  transla- 
tion T  inclinée  sur  cet  axe  d'un  système  invariable  ^  sont  indé- 
pendantes de  Vordre  et  équivalentes  à  une  rotation  autour 
d'un  certain  axe  parallèle  à  l'axe  ol  du  mcnie  ani^le  et  à  une 
translation  parallèle  à  cet  axe,  égale  à  la  projection  de  la  trans- 
lation donnée  sur  la  direction  des  axes. 

Que  le  svslème  ï  tourne  autour  de  l'axe  a  de  langle  n'  et 
qu'il  subisse  la  translation  t,  alors  le  radius  vector  d'un  point  du 
système  ([uclconcjue,  apri's  que  les  deux  mouvements  ont  eu  lieu, 
est 

p  =  (  I  —  cos  .«•)  (£  1  po)  £  +  cos  icp^,  +  sin  ir  [  [£p J  +  T . 

Que  le  même  svstème  tourne  de  plus  autour  île  l'axe  p,  paral- 
lèle à  a,  de  l'anfrle  iv.  cl  (lu'il  subisse  la  translation  t',  alors  le 
radius  vector  d'un  point  ([uelconque  du  système,  après  que  les 
deux    mouvements  ont  eu   lieu,    si  le  point  O,  de  [j  est  point   de 

relation  est 

p,  =  (i  — cosir,)  (ïlp'Je  -f  cos.r,p'o  +  sin.ril(£p'u)  +  x' . 

Posons  00,  =^=  A,  '/Jz  =^  o,  alors  pû=  p.,  —  A,  pi  =;  p'  —  A,  et 
avec  ces  valeurs  on  arrive  à  la  dernière  équation 

p'  =  (r  —COS.»',)  (Etpje+cosu'j  (p^  — X)  4-sinii',|  [£  (p^  —  XjJ-f-x'  . 

S'il  faut  ([ue  le  second  mouvement  soit  é(|uivaleiit  au  premier 
mouvement,  il  faut  avoir  0^  z=  p,  ou 

(cos le  — cos IV,)  }  (e|pje_p^|  _  (si,,,,' —  siiiu',)  |  (epj 
-|-  (i  —  costri)  À  —  sinw,  |  (£/)  -}-  '^'  —  T  =:  o, 
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par  conséquent  on  auia 


n'j  rr  n', 
-:'  rr  t  -}-  (cos  ir  —  i  )  X  -f-  sin  ii'  |  (£/,) , 


et  la  dernière  relation  entraînera 


Si  un  système  invariable  ^  subit  une  rotation  autour  d'un 
axe  a  et  une  translation^  son  mouvement  est  équivalent  à  une 
rotation  de  juéme  ani^le  autour  d' un  axe  quelconque  |j,  parallèle 
à  V axe  donné  et  à  une  translation.  Cette  dernière  translation  est 
dépendante  de  la  distance  réciproque  des  deux  axes,  sa  projec- 
tion sur  la  direction  des  axes  est  égale  à  la  projection  de  la  trans- 
lation donnée  sur  cette  direction. 

§  5'.  A  présent,  supposons  que  le  sijstème  -  subisse  une  rotation 
infiniment  petite  de  l'angle  cUv  et  une  translation  infiniment 
petite  à-. 

Il  s'ensuit  par  ce  qui  précède  que  nous  obtenons  immédiate- 
ment, si  nous  mettons  dans  les  résultats  ci-dessus,  à  la  place 
de  iv  et  T  resp.  d^v  et  d-z^  pour  le  radius  vector  d'un  point  quel- 
conque du  système  après  les  deux  mouvements 

de    plus   l'équation    de    Taxe   autour    duquel    le  système   iait  un 
mouvement  de  vis  infiniment  petit  est 

sa  distance  du  point  O  est 

-,            I      1 ,    ,  >             I         siin  (z.d-.)     ,  ,  /-r~r 

y.  = —, —  lUdx],  1  = V^ du,  dii  =  l/d'i, 

la  translation  parallèle  à  Taxe  a  est 

dx,   =d'   +    Ju-l  (£A)   ^dz-   [td')\t, 
dz,\z=d-z\z,  d'.,=  {dz\t)'.. 

L'élément  de  la  trajectoiie  d'un  point  du  svstème  parcouru 
dans  l'élément  de  temps  dt  est 
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do  =  0  —  p^  =  <^'«■|(^;u)  +  d-, 

ou 

do=  p<  — p',=  dsv\{tzy)  -\-dzo, 

par  conséquent  la  vitesse  de  ce  point  est 
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i"  =  ^^- 1  (^=o)  +  "  =  ^^- 1  (s-'o)  +  «0- 
•  L'équation  de  Taxe  de  vis  peut  s'écrire 


il  en  résulte 


■/.  =  -^\{^^^+^' 


À  =  —  1  [tu],  1=  -—sin  (£,«), 


de    sorte     qu'il    y  a  moyen   de    construire    facilement   Taxe    du 
mouvement  infiniment  petit  de  la  vis. 

Pour  la  vitesse  parallèle  à  cet  axe  nous  oljtenons 


~dT 


[il     t]  s.  «Il  ^=   U    COS  (£,«) 


Si  le  système  ^  louinc  autour  de  Taxe  duquel  nous  venons  do 
parler  de  l'antrle  dw  et  s  il  possède  la  translation  ^/t,,,  alors  la 
vitesse  d'un  point  du  système  quelconque  est 

~-^v|;£(p,  — À)  1 +  //.,£, 

1  éfjuation  du  premier  axe  avec  O^  comme  point  de  relation  est 

pt„  =  -À4->^s, 

par  conséquent  les  vitesses  des  points  de  la  droite  du  système 
<{ui  coïncide  avec  cet  axe  (en  mettant  pour  v  dans  l'équation 
p„  —  A=  pi)  sont 
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mais  on  a  à  cause  de  réquation  relative  à  /., 

wl(£>.)=:  —  (£»    i£, 

par  conséquent 

de  sorte  ([ue,  par  suite  du  second  mouvement  du  mouvement 
infiniment  petit  de  la  vis  du  système,  les  points  du  système  sur 
le  premier  axe  ne  possèdent  que  la  vitesse  de  translation  //, 
comme  il  faut  que  cela  soit. 

Avec  cela  le  mouvement  du  système  est  ramené  ii  son  mouve- 
ment du  paragraphe  précédent. 

Si  le  système  il  tourne  autour  de  Taxe  a  de  l'angle  dn'  et  sil  a 
encore  la  translation  autour  du  vecteur  (h.  ou  a  alors 

?  =  ?o  +  d'v  1  (£pj  -f  d-. . 

Si  Ton  veut  que  le  même  résultat  soit  obtenu  par  sa  rotation 
autour  d'un  axe  ^  parallèle  à  celui  de  a,  lesquels  axes  pos- 
sèdent la  distance  réciproque  ).,  et  une  translation  (h^,  alors  il 
faut  que,  selon  ce  qui  a  été  dit  à  la  fin  du  «5  5,  1  angle  de  rota- 
tion autour  de  l'axe  p  soit  égal  à  d^^^  ;  la  translation 

dz^  =  ^-  +  Jh'|{£À). 

la  vitesse  angulaire  égale  la  précédente  et  la  vitesse  de  la  trans- 
lation 

On  peut  comparer  ce  développement  avec  les  articles  corres- 
pondants d'Appell  et  Schell  sur  la  cinématique  théorique  ;  on 
verra  alors  les  avantages  ([u'odVe  le  calcul  géométri([ue  sur  les 
développements  usuels. 

FkHOINAM)   KdAIT.   iZuuicH.) 


SUR  LA  SO.MMI-    DKS  PUISSANCES  SEMBLABLES 

DES  RACINES  1)  UNE  ÉQUA'l  ION  AU^ÉBIUQUE 


I.  —  L'évaluation  de  la  somme  dont  il  s'agit  est  de  la  plus 
grande  importance  pour  le  calcul  des  fonctions  symétriques. 
Aussi,  ce  problème  est-il  tlevenu  classique.  Il  est  résolu  dans  la 
plupart  des  Traités  d'Algèbre  et  figure  dans  les  programmes  de 
nombreux  concours. 

invariablement,  croyons-nous,  le  calcul  de  la  somme  des  puis- 
sances semblables,  pour  des  exposants  entiers,  se  (ait  au  moven 
des  formules  de  Xewton,  qui  permettent  d'obtenir  les  sommes 
successives  par  récurrence.  Le  moyen  n'est  assurément  pas  mau- 
vais, mais  il  n'en  serait  pas  moins  intéressant  de  donner  directe- 
ment une  expression  analytique  de  chacune  des  sommes  cher- 
chées, sans  faire  intervenir  les  autres,  et  de  pouvoir  indiquer 
également  un  procédé  de  calcul  direct.  C'est  ce  qu'il  est  facile  de 
faire,  et  ce  cpii  a  été  fait  (car  nous  ne  prétendons  pas  apporter 
ici  rien  de  nouveau]^  ;  mais,  en  dépit  de  la  simplicité  de  la 
méthode,  elle  semble,  du  moins  en  France,  n'avoir  pas  pénétré 
dans  renseignement  ;  et  c'est  ce  qui  nous  engage  i»  publier  la 
présente  note;  nous  avons  l'espoir  qu  elle  pourra  intéresser  quel- 
ques professeurs  de  Mathématiijues  spéciales. 

•'..  —  Soll  f[.ij  =- o  une  et[nalion  algébri(jue  de  degré  /??,  dont 
les  racines   sont    r/,,  a^,...    </,„.  Appelons  en  général  S^,  la  somme 

I  =  r;i 

-    «',',  l'exposant  j)   pouvant   prendre   une   valeur    entière    (luel- 
•  =  I 

conque,  positive  ou   négative. 

/*' 
Formons  la  dérivée  lofTarithmi(nic  ^ — '■:>  i.v]  du  premier 
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membre  de  l'équation.  Nous  avons  l'identité 

-o(x)=y — i — 

Par  dérivations  successives,  nous  en  déduisons 

— o"  (a-)  =  2  y  - — ^ — - , 


Si,  dans  ces  identités,  nous  venons  à  faire  .r  =  o,  il  s'ensuit 
que  nous  avons  dune  façon  générale,  pour  toute  valeur  entière 
positive  de  y;, 

4'^  (o)  ^p/V -^  =p.'s_,,^ .,. 

ou 

o"'>  (o) 


S_ 


(?>  +  1)  — 


ou  encore 


fo 


Considérons    maintenant  l'équation  aux  inverses  des   racines, 
(:r)  =  o;  sa  dérivée  logarithmique  est 


^{^) 


r(-^-)=V^- 


K^)  '  ■  '     lux 


ai 


et  de  là,  en  répétant  textuellement  ce  (jue   nous  venons  de  dire 
plus  haut,  nous  déduirons 

Les  formules  (i)et  ('i)  résolvent  la  question  proposée.  En  outre, 
nous  avons  S,  =  y(o),  S_i  ='i(o). 
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On     peut    rappeler    que    la    lonetion    g  [x)    n'est    autre    que 

I     '      i.r  m 


x'"  f  [— )  ,  de  sorte  que  v  ^.r^ 


./  f  A  — 


I     [X) 


3. —  Si  nous  développons  les  fonctions  'j(x),v(j-)  suivant  la 
série  de  Maclaurin,  nous  avons 

,    o"  fo)  o'i'^  (o) 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  ce  qui  précède, 

o  {x)  =:  S_  ,  +  S_  ;  .r  +  S_  3  J-^  +  ...  +  S_(p+.)  xv+  ..., 
Y  {x)  =  S,  +  S,.r  +  83^2  +  ...-}-  Sp  +  1  x."  +.. ., 

Or,  ces  développements  s'obtiennent  simplement  par  division, 
en  ordonnant  les  polynômes  suivant  les  puissances  croissantes 
de  la  variable.  Par  conséquent,  la  division  de  — /' (.r)  par /"(j^) 
en  ordonnant  le  quotient  suivant  les  puissances  croissantes,  don- 
nera, comme  coefficients  de  ce  quotient,  toutes  les  sommes  S_,,; 
et  pareillement,  la  division  de  — g'[x)  par  i;  {x)  donnera  les 
sommes  S^,. 

4.  —  En  parlant  de  là,  on  peut  très  simplement  retrouver  les 
(ormules  de  Newton. 
Soit  en  elVet 

ax)  =  A,r  +  A,.-"'  -  '  + +  A  „.  _  ,r  +  A„,, 

d'où 

-(.r)=  Ao  +  A,.r  + +  A„,  _  ,.r"' ~  '  +  A,„x"' . 

Pour  obtenir  les  S,,  successives,  il  faut  faire  la  division  de 
—  i:'{.r]  par  A'(.r).  Or,  par  le  mi-eanisme  même  de  ropéralion,  il 
est  visible  «jnc  \r  prniiirr  tcirin'  du  ([uoticnt  ne  peut  dépendre 
(pie  de  A„  et  .\,  ;  le  deuvli-me,  (pie  d<'  A„,  .V,,  A^  ;  et,  en  général, 
le  //,  de  A^,  A,,...  A  p. 

Par  conséquent,  pour  le  calcul  de  la  somme  S,,,  on  peut 
substituera  l'équation /■(.r)=:  o   toute  autre  (pu  aurait  les  m(!-mcs 


•iO/j 
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coelficients  A,,,  Aj,  A,,...  A^,  En  particulier,  par  exemple,  pour 
le  calcul  respectif  de  S,,  S,,...  S,,,  on  pourra  considérer  les 
équations 

k^x  +  Aj  =  o, 

AqX-  -|-  AjX  +  Aj  =  o, 


et  les  résultats  seront  les  mêmes. 

Or,  la  substitution  des  racines,  dans  les  équations  précé- 
dentes, suivie  de  l'addition  des  premiers  membres,  donne  immé- 
diatement les  identités  / 

AoS,  +  Aizno, 

AqSj  -\-  A,S^  +  aA^  =:  o, 


c'est-a-dire   précisément  les    formules    récurrentes   de    Newton. 
Nous  supposons,  naturellement,  que /j  ne  surpasse  pas  m. 
On  a  évidemment  aussi 

AS     ,  +  A        ,  =o, 

AS     ,  +  A         S     ,  +2A„     .,  =  0, 

m    —  2     '         m  —  1     —  1     '  m  —  1 


AS       +A         S     ,       ,+.-.+pA„,      „  =  o. 

m    —  p     '         m  —  l     —  {p  —  1      '  '       "1  —  /' 
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REPONSE   DE   M.    A.   NAQUET 

A   MADAME    CLÉMENCE    110  YER 


Selon  M""^  Rover,  (')  la  chaleur  résulte  des  vibrations  qui 
s'accomplissent  aux  surfaces  contiguës  des  atomes. 

Si  Ion  se  place  par  hypothèse  dans  linlini,  il  est  certain  que 
la  somme  totale  de  ces  vibrations  ne  pourra  être  diminuée,  puis- 
que la  somme  de  Ténergie  est  constante  et  que  rien  ne  peut  sor- 
tir de  l'infini,  l'infini  n'ayant  pas  de  bornes.  C^est  à  ce  titre  qu'il 
est  permis  de  dire  de  l'univers  qu'il  ne  peut  pas  se  refroidir. 

Mais  dès  qu'on  considère  une  masse  matérielle  limitée,  telle 
([uun  soleil  ou  une  étoile,  les  choses  changent.  Une  telle  masse 
peut  ravoiiner  sa  chaleur  dans  l'espace  et  ne  pas  recevoir  de  ce 
dernier  une  somme  d'énergie  égale  à  celle  ([u'elle  émet.  Il  sem- 
ble bien  que  dans  ce  cas  l'amplitude  des  vibrations  intératomi- 
ques  doit  diminuer,  que  la  masse  sidérale  doit  se  refroidir.  Ce 
refroidissement  pourra  être  fort  lent  si  la  masse  est  très  volumi- 
neuse ;  mais  lent  ou  rapide,  il  n'en  existera  pas  moins. 

Et  ceci  me  paraît  indépendant  des  suppositions  que  1  on  peut 
faire  sui-  la  nature  propre  du  caloricpir.  Ou  dit  en  droit:  «  Donner 
et  retenir  nevaut  ».  Ce  principe  me  paraîtapplicableen  science;  et 
si  M'"*^  Rover  était  dans  le  vrai  les  astres  suHisamment  volumi- 
neux donneraient  et  retiendraient  en  même  temps...,  à  moins  ([ue 
iOii  n'admette  la  création  de  l'énergie  ex  ni/iilo,  création  contre 


(')  Lorsque  j'ai  écrit  colnrliole  on  rôpoiiso  à  M""  Hoyt'r,  j'i-lais  loin  de  tiw  douter 
«jue  cette  belle  iiilelligenec  s'éteindrait  avant  qu  il  eût  jiaru.  Aussi  ai-je  hésité  à  le 
laisser  paraître  étant  donné-  qu'elle  ne  pouvait  plus  y  répondre.  J'ai  cependant  fait 
taire  mes  hésitations,  la  vérité  étant  supérieure  à  toute  considération  de  personne. 
C'est  d'ailleurs  rendre  un  hommage  dernier  et  mérité  à  l'auteur  de  «  la  constitution 
«lu  monde  »  que  de  discuter  encore  ses  vastes  conceptions  alors  (ju'elle  n'est  plus. 
C  est  là  surtout  ce  qui  a  détermine  uia  décision. 

Enseignement  math.  14 
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laquelle  M'"*  Royer  proteste  autant  que  nous!  — Aussi,  quelques 
savantes  que  puissent  être  ses  déductions  relativement  à  l'état 
statique  et  dynamique  des  forces,  elle  n'arrive  pas  à  me  convain- 
cre, (^uand  bien  même  les  forces  balancées  produiraient  de 
l'énergie  libre  — ce  que  d'ailleurs  mon  esprit  se  refuse  a  conce- 
voir —  ces  forces  balancées  n'étant  pas  infinies  devraient  finir 
par  s'épuiser  si  elles  se  dépensaient  éternellement  sans  se  renou- 
veler jamais  du  debors. 

Le  pbénomène  astronomique,  souvent  observé,  qui  consiste 
dans  l'apparition  soudaine  d'étoiles  de  première  grandeur  qui 
s'éteignent  rapidement,  semble  d'ailleurs  prouver  contre  la  théo- 
rie de  M™"  Royer. 

D'après  Grabani,  les  atomes  des  corps  simples  représenteraient 
les  plus  petites  portions  de  matière  que  nous  puissions  obtenir 
par  les  forces  dont  nous  disposons  ;  mais  ne  représenteraient  pas 
la  limite  de  la  divisibilité  des  corps.  Ils  seraient  eux-mêmes  com- 
posés de  particules  plus  petites  toutes  identiques  entre  elles,  aux- 
quelles le  savant  anglais  avait  donné  le  nom  d'ultimafes,  et  qui  per- 
mettraient de  concevoir  l'unité  de  la  matière.  Si  nous  disposions 
de  moyens  suffisants,  nous  pourrions,  d'après  cette  vue,  diviser 
les  atomes,  mettre  en  liberté  les  ultimates,  et  transmuter  les 
uns  dans  les  autres  nos  prétendus  corps  simples.  Les  atomes 
deviendraient  ainsi  des  molécules  d'un  premier  degré. 

Or,  une  règle  veut  que  jamais  une  molécule  ne  se  forme  dans 
les  conditions  où,  si  elle  était  formée,  elle  se  détruirait.  ÏNIcttez 
de  l'oxygène  et  de  l'hydrogène  ensemble  à  une  température  suf- 
fisante pour  dissocier  intégralement  l'eau  en  ses  éléments,  et  pas 
une  particule  deau  ne  se  produira. 

Si  les  atomes  sont  des  molécules  formées  par  des  combinai- 
sons d'ultlmates,  ces  atomes,  qui  constituent  nos  corps  simples 
actuels,  ne  se  protluiront  ([ue  lors([uc  les  conditions  du  milieu 
seront  de  nature  à  en  assurer  la  stabilité.  Il  arrivera,  par  suite, 
dans  un  astre  en  voie  de  refroidissement,  que,  selon  leur  plus  ou 
moins  de  stabilité,  les  différents  corps  simples  se  formeront  les 
uns  après  les  autres.  Il  semble  bien  qu'en  ellet  les  choses  se 
passent  ainsi.  Notre  soleil  observé  au  spectroscope  accuse  la  pré- 
sence en  lui  des  principaux  éléments  terrestres  et  notamment  de 
l'hydrogène  ;  mais  la  raie  de  l'oxygène  n'v  apparaît  jkis. 


J{j:po.\si;  a  madame  c.  hoyer  io-j 

Va  cependant  si  la  terre  est  un  morceau  détaché  du  soleil,  il 
est  inadmissible  (ju'un  élément  si  abondant  sur  notre  globe,  soit 
absent  dans  1  astre  central. 

Avec  1  hvpothése  de  Graham  tout  s'explicjue.  Au  début,  sur  le 
soleil,  la  température  a  pu  atteindre  de  telles  proportions  <[ue  la 
matière  y  iùt  entièrement  réduite  à  l'état  d'ultimates.  Puis  à 
mesure  que  l'astre  s'est  refroidi,  et  dans  l'ordre  de  leurs  stabili- 
tés respectives,  les  difï'érents  corps  simples  se  sont  formés.  11 
suffit  de  supposer  à  l'oxygène  une  stabilité  mlnlma  pour  expli- 
quer son  absence  actuelle  sur  le  soleil. 

Transportons-nous  maintenant  sur  une  étoile  lointaine  beaucoup 
plus  vieille. 

Le  refroidissement  a  été  tel  ([ue  laslre  s'est  obscurci  au  point 
de  nous  devenir  invisible.  ^lais  à  un  degré  donné  de  refroidis- 
sèment,  l'oxvgène  devenu  stable  s'y  est  formé,  puis,  le  refroi- 
dissement se  continuant,  l'eau  est  devenue  stable  à  son  tour,  et 
alors  l'hydrogène  prenant  feu  l'astre  s'est  embrasé.  De  H» 
l'éclat  nouveau,  mais  éphémère,  ([ui  l'a  lait  apparaître  à  nos  veu.x 
comme  une  étoile  de    première    grandeur  j)romptement  éteinte. 

Cette  explication,  récemment  donnée  par  M.  Janssen  de  l'Insti- 
tut, est  rigoureusement  conforme  aux  principes  des  sciences  phy- 
siques et  chimiques,  et  ouvre  des  jours  nouveaux  sur  ce  qu'on  me 
permettra  d'appeler  la  vie  sidérale  et  la  constitution  de  la  matière. 
Admettez  l'hypothèse  de  M'""  lloyer  sur  la  permanence  éternelle 
de  la  chaleur  dans  les  masses  sidérales,  le  phénomène  astrono- 
mique des  étoiles  éphémères  ne  s'expli([ue  plus,  et  l'absence  de 
l'oxygène  sur  le  soleil  pas  davantage.  Nos  hvpothèscs  ne  pouvant 
être  considérées  comme  des  vérités  métaphysiques,  mais  comme 
des  images  capables  d'exprimer  des  rappt)rts  exacts  et  d'en  expri- 
mer le  plus  grand  nombre  possible,  ceci,  en  dehors  du  raisonne- 
ment ([ue  j'ai  donné  plus  haut,  suffirait  \\  me  faire  repousser  la 
théorie  de  .M'"-  lloyer  et  ii  me  faire  persister  dans  la  théorie 
mécanupie. 

.Mired  Xaoii^t. 


ENQUÊTE   SUR  LA  METHODE 

DE 

TRAVAIL   DES   MATHÉMATICIENS 


Le  but  poursuivi  [^)  n'étant  pas  la  satisfaction  d'une  vaine  curio- 
sité, mais  un  résultat  profitable  aux:  jeunes  mathématiciens, 
nous  rappelons  à  chacun  qu'il  lui  est  parfaitement  loisible  de  ne 
répondre  que  sur  les  points  à  sa  convenance  et  qu'il  ne  doit  voir 
dans  notre  pensée  aucune  tentative  d'indiscrétion.  Par  contre  il 
ne  saurait  nous  opposer  aucun  argument  emprunté  à  une  sorte  de 
fausse  modestie.  Chacun  a  le  droit  de  dire  :  «  la  manière  dont 
je  travaille  n'a  pas  d'intérêt  pour  les  autres.  »  Mais  il  est  certain 
que  la  manière  dont  V ensemble  des  mathématiciens  travaille  a  le 
plus  grand  intérêt.  Et  même,  de  l'inévitable  diversité  des  répon- 
ses, doit  sortir  un  très  utile  enseignement. 

QUESTIONS     (;ÉXÉKALES     d'oUDUE     PHILOSOPHIQUE 

1.  —  A  quelle  époque,  d'après  vos  souvenirs,  et  dans  quelles 
circonstances,  le  goût  des  sciences  malhéniati([ues  s'cst-il  emparé 
de  vous  ? 

2.  —  Quelles  sont  les  branches  de  la  science  mathématique 
vers  lesquelles  vous  vous  êtes  senti  plus  particulièrement  attiré? 

3.  —  Ètes-vous  plutôt  attiré  par  l'intérêt  de  la  science  mathé- 
matique en  elle-même,  ou  par  les  applications  de  cette  science 
aux  phénomènes  de  la  nature  ? 

^.  —  Avez-vous  conservé  un  souvenir  précis  de  votre  manière 
de  travailler  lorsque   vous    poursuiviez   vos  études,   alors   que  le 


(')  Voir  VEns.  math..   '5»  année,  p.  58,    p>.8.  au),  et,  4»  année,  p.  /, . 
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but  était  plutôt  de  s'assimiler  les-richesses  d'autrui  que  de  vous 
livrer  à  des  recherches  personnelles?  Avez-vous  sur  ce  point 
queh[ues  renseignements  intéressants  à  fournir? 

r>.  —  Une  lois  les  études  mathématiques  usuelles  (correspon- 
dant par  exemple  au  programme  de  la  licence  mathématique  ou 
de  lagrégatioii  ou  de  doux  licences)  terminées  dans  <|uel  sens 
avez-vous  cru  devoir  oiit'uler  vos  études  ?  Avez-vous  d  alxMcl 
cherché  ii  accjucrir  nue  instruction  générale  très  étendue  sur 
plusieurs  points  de  la  science  avant  de  produire  ou  de  publier 
quelque  chose  de  sérieux?  Avez-vous  au  contraire  cherché  à 
approfondir  d'abord  un  ])oint  particulier  en  n'étudiant  à  peu 
près  que  ce  qui  était  indispensable  dans  ce  but;  et  n'est-ce  qu'en- 
suite que  vous  vous  êtes  étendu  peu  à  peu?  Et  si  vous  avez 
emplové  d  aulics  méthode  pouvez-vous  les  indiquer  sommaire- 
ment. Quelle  est  celle  que  vous  préférez  ? 

6.  —  Avez-vous  cherché  ii  vous  rendre  comple  de  la  genèse 
des  vérités,  découvertes  par  vous,  auxquelles  vous  attachez  le 
plus  de  prix? 

j.  —  Quelle  est  selon  vous  la  part  du  hasard  ou  de  l'inspiration 
dans  les  découvertes  mathématiques  ?  Cette  part  est-elle  aussi 
grande  toujours  ([u'clie  le  parait  ? 

8.  —  Avez-vous  reniar(pie  ])arf()is  (jue  des  découvertes  ou  des 
solutions,  sur  un  sujet  complètcm«'nt  étranger  à  vos  recherches 
du  moinciil.  \(Mis  aient  apparu,  alors  qu'elles  corresj)oudaieiit  ii 
des  recherches  antérieures  infructueuses  ? 

9.  —  Kstimez-vons  (|ue  vos  principales  découvertes  aient  c[c 
le  résultat  ilun  travail  voulu,  dirigé  dans  un  sens  précis,  ou 
bien  se  soienl  prcscnlc'es  à  votre  espiil  sponlanemenl  pour  ainsi 
dire  ? 

10.  —  I.ors(jue  V(tus  avez  obtenu  uu  résultai,  sur  un  sujet  (|ue 
vous  pruu'suivez  en  vue  de  |iul>lier  vos  l'echerelies,  rédigez-vous 
immt-dial.Murnt  la  partie  tb;  votre  travail  correspondante?  Au 
contraiie.  accumuIe/.-vous  vos  résultats  sous  forme  de  simples 
notes,  pour  n  aborder  la  rédaction  que  sur  un  ensem])le  inq)oi'- 
tant? 

11.  — -  I)  uiKî  manière  gem-iale,  cpielle  est  la  part  d  iuqior- 
lance  (|ue  vous  attribuez  aux  lectures  eu  uialière  de  recliercbes 
matliiiu  at  irpies  .'   (hiels  conseils   doniieriez-vous   ii  ce  su|et    ii    nu 
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jeune  mathématicien  pourvu  de  rinstiuction  classique  habi- 
tuelle ? 

12. — Avant  d'entamer  un  travail,  cherchez-vous  tout  d  abord  à 
vous  assimiler  les  travaux  qui  ont  été  produits  sur  le  même  sujet  ? 

i3.  —  Préférez-vous  au  contraire  laisser  à  votre  esprit  son 
entière  liberté,  sauf  à  vérifier  ensuite,  par  des  lectures  sur  le 
sujet,  la  part  qui  vous  est  personnelle  dans  les  résultats  que  vous 
avez  obtenus  ? 

14.  —  Quand  vous  abordez  une  question  cherchez-vous  à  étu- 
dier de  suite  d'une  façon  aussi  générale  que  possible  les  pro- 
blèmes plus  ou  moins  précis  que  vous  vous  posez?  Préférez-vous 
habituellement  traiter  d'abord  des  cas  particuliers,  ou  un  cas 
étendu,  pour  généraliser  ensuite  progressivement? 

i5.  —  Faites-vous  une  distinction,  au  point  de  vue  de  la 
méthode,  entre  le  travail  d'invention  et  celui  de  rédaction? 

16.  —  Vos  habitudes  de  travail,  depuis  vos  études  terminées, 
vous  semblent-elles  avoir  été  sensiblement  les  mêmes? 

ij.  —  Dans  vos  principales  recherches,  avez-vous  poursuivi 
constamment  votre  but,  sans  discontinuité,  ou  bien  avez-vous 
abandonné  le  sujet  à  certains  moments,  pour  y  revenir  plus  tard? 

Si  vous  avez  pratiqué  les  deux  méthodes,  de  laquelle,  en 
fifénéral,  vous  êtes-vous  le  mieux  trouvé  ? 

18.  —  Quel  est  d'après-vous  le  temps  minimum  qu'un  mathé- 
maticien ayant  d'autres  occupations  journalières  doit  consacrer 
dans  sa  journée,  sa  semaine  et  son  année  aux  mathématiques  pour 
arriver  à  cultiver  avec  fruit  certaines  branches  des  mêmes  mathé- 
matiques? Vaut-il  mieux  quand  on  a  le  choix,  d'après  vous,  travailler 
tous  les  jours  un  peu,  une  heure  par  exemple  au  minimum. 

19.  —  Les  occupations  ou  distractions  artistiques,  littéraires. 
la  musique  et  la  poésie  en  particulier,  vous  semblent-elles  de 
nature  à  détourner  de  l'invention  mathématicjue,  ou  bien  la  lavo- 
risent-clles,  par  le  repos  qu'elle  procurent  à  l'esprit  momenta- 
nément ? 

20.  —  Si  vous  avez  des  occupations  professionnelles  absor- 
bantes, comment  vous  appli([uez-vous  à  les  concilier  avec  vos 
travaux  personnels? 

21.  —  (^uels  conseils,  en  résumé,  dttnncriez-vous.  rt]  A  un 
jeune  homme  poursuivant  ses  éludes  mathématiques? 
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b)  A  un  jeune  malh«>nialieien,  avanl  achevé  ses  éludes  ojdi- 
naires,  et  désireux  de  poursuivre  une  carrière  scientifique.' 

(1 V  E  s  T I  ()  N  s    p  A  une  i'  1. 1  i;  u  e  s    it  e  i.  a  t  i  \'  ic  s    a  r    m  o  d  v.    n  v.    v  i  e 
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"XI.  —  Croyez-vous  utile  au  mathématicien  d't)l)server  cjuelqucs 
règles  particulières  dans  l'hygiène  :  régime,  heures  des  repas, 
intervalles  h  observer.' 

23.  —  Quelle  durée  normale  ([uc»tidienne  de  soninu-il  vous 
semble  nécessaire  .' 

24'  —  Le  travail  ilu  malhémalicien  dans  une  journée  doil-il 
être  coupé,  selon  vous,  par  d'autres  occupalions,  ou  par  des 
exercices  physi<[ues  proportionnés  ;t  Tàge  et  auxiorces  de  chacun  } 

aj.  —  Faut-il  au  contraire  persévérer  dans  sa  tâche  la  journée 
entière,  sans  se  laisser  détourner  par  rien,  saui  :i  prendre  ensuite 
des  journi-es  entières  de  repos.* 

'Ai.  —  Quels  exercices  physi([ues  prati([ue7.-vous  ou  avez-vous 
prati([ués,  comme  diversion  aux  tiavaux  intellectuels  .'  Aux(|uels 
donnez-vous  la  prc-h'-renee  .' 

•>.~ .  —  Donnez-vous  la  prélérence  au  travail  du  malin  on  à 
celui  du  soir  ? 

28.  —  Les  pi-iiodes  de  vacances,  si  vous  en  prenez,  sont-elles 
utilisées  par  vous  à  des  travaux  mathématiques  (et  dans  (pielle 
mesure  .')  ou  bien  consacrées  entièrement  à  la  distraction  ou  au 
repos  .' 

Observation  hnale  :  Si  (juchpics  personnes  avanl  connu 
d'assez  près  des  mathématiciens  disparus  aujoui'irhui,  ('taient  i» 
même  de  (ournir  des  indications  les  concernant  sur  une  partie 
des  ([UcsiioMs  qui  prt'cèdcnt,  nous  leur  diiiiandons  iiisl;iinnient 
de  vouloir  bien  le  faire.  Elles  apporteront  ainsi  une  contribu- 
tion importante  et  utile  :i  l'histoire  de  la  science  malhémali([ne 
et  de  ses  développements. 

Si  d  autre  paît  ceitains  pensait-nt  pouvoir  louiiiir  des  riMisei- 
gnements  inté-ressants  ne  ré[)ondant  pourtant  ;i  aucune  des  ques- 
tions précédentes,  les  présentes  lignes  les  invitent  it  les  donner 
sans  hésilei'. 

I.A     Hi:i)A(.TION. 


CHRONIQUE 


M.  Alfred  Cornu. 

La  Science  universelle  vient  de  faire  une  perle  immense  en  la  per- 
sonne de  M.  A.  Cornu,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris. 

L  illustre  savant  a  succombé  soudainement,  à  la  suite  dune  courte 
maladie  alors  que  rien  ne  faisait  prévoir  ce  dénouement  fatal  ;  nous 
nous  souvenons  personnellement  l'avoir  vu  à  l'Académie,  il  y  a  quelques 
semaines  à  peine,  alerte,  souriant  et  empi'essé  avec  tous  ceux  qui  l'aboi"- 
daient. 

jNI.  a.  Cornu  donne  1  exemple  dune  ])rillante  carrière  scieiitilique  : 
ses  recherches  l'avaient  déjà  rendu  célèbre,  alors  qu'il  n  avait  pas 
trente  ans.  Depuis  ce  fut  une  suite  ininterrompue  de  travaux  admi- 
rables, et  la  mort  nous  l'enlève  à  soixante  ans,  alors  qu'on  pouvait 
espérer  beaucoup  encore  de  cette  vaste  intelligence  qui  vient  certaine- 
ment de  s'éteindre  trop  tôt. 

L'illustre  savant  parlait  souvent  des  autres  comme  nous  devons  mainte- 
nant parler  de  lui-même.  Le  1 1  juin  189'»,  on  inaugurait  la  statue  d'Arago 
située  en  face  du  parc  de  1  Observatoire  de  Paris,  et  ce  fut  ^L  Cornu 
qui  prit  la  parole  au  nom  de  l'Académie  des  Sciences  et  du  Bureau  des 
longitudes.  11  cita  les  travaux  d'Arago  et  Fresnel  qui,  en  Optique, 
devaient  définitivement  jeter  à  bas  la  théorie  de  1  émission  et  particu- 
lièrement de  la  polarisation  chromatique,  de  1  interférence  des  rayons 
polarisés,  de  la  scintillation  des  étoiles  et  surtout  des  admirables 
méthodes  préparées  par  ces  deux  savants  et  qui  devaient  conduire 
M.  Fizeau  à  mesurer  pour  la  première  fois  la  vitesse  de  la  lumière  sur 
de  faibles  distances. 

Or,  ce  que  M.  Currui  disait  de  ses  collègues  disparus,  nous  pouvons 
le  répéter  maintenant  pour  lui-même.  Il  fut  le  continuateur  d'Arago 
et  de  Fresnel  :  la  mesure  de  la  vitesse  de  la  lumière  surtout  rappelait 
sans  cesse  son  attention.  De  1872  à  1874  il  reprit  les  expériences  de 
Fizeau.  11  s'aperrut  qu'une  des  causes  d  erreur  dans  lemploi  de  la  roue 
dentée  était  la  vitesse  de  rotation  de  la  roue,  qui  n'était  jamais  rigou- 
reusement uniforme.  11  imagina  d  enregistrer  la  loi  du  mouvement  à 
l'aide  d'un  cylindre  tournant  accessoire  sur  lequel  des  styles  mar- 
quaient le  temps.  La  vitesse  qu'il  obtint,  un  peu  inférieure  à  liooooo  ki- 
lomètres par  seconde,  semble,  à  l'heure  actuelle,  bien  proche  de  la 
vérité. 


M.   AiiKKi.  COI^M 


Mr.Miuu;  Dic  I.  i.NSTiTi  r   i:t  di    iii;iu;Ai     dks    ioncmii  di.s 
l'iîoi  KssF.rii   A   I,  Kcoi.r.   l'oi.v  i  i.ciimoi  k 
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11  appartient  à  des  plumes  plus  autorisées  que  la  nôtre  d'ànalysex* 
en  détail  Iteuvrc  du  physicien.  Mais  c'est  de  grand  c(Kur  que  nous 
rendons  honiiuage  à  la  mémoire  de  l'homme  de  bien  et  du  profond 
penseur,  ainsi  <.\\\k  celle  du  professeur  sympathique  et  éclairé  dont 
l'enseignement  vivra  longtemps  encore  dans  1  esprit  et  le  cceur  de  ceux 
qui  Tout  entendu. 

La  Uî:dactiox. 


Nécrologie. 

Belgique.  — Le  1 1  octobre  1901  est  mort  à  Louvain  M.  Biiiinnoi", 
professeur  à  l'Université  de  cette  ville,  et  bien  connu  par  ses  ouvrages 
sur  la  Géométrie  descriptive.  M.  lîreithof  était  né  le  io  août  18  |0.  Il 
enseignait  la  Géonjétrie  descriptive,  la  Géométrie  descriptive  appli- 
quée, la  Graphostatique,  la  Géométrie  projective,  la  Géométrie  supé- 
rieure synthétique.  Le  premier  de  ces  cours  a  été  confié  à  M.  Sihkxa- 
LER,  les  deux  suivants  à  ^L  Dal'iîhesse,  et  les  deux  derniers  à  M.  de 

MUVXCK. 

Le  l'i  janvier  lyoa,  est  mort  à  Liège  M.  Ronkav,  professeur  à  ITni- 
versité  de  la  même  ville.  ]\L  Ronkav  était  né  à  Liège  le  i(S  août  iSjj. 
Il  a  publié  dans  les  Mémoires  et  les  Bulletins  de  l'Académie  royale  de 
Belgique  divers  travaux  sur  la  mécanique  de  l'écorce  terrestre.  M.  Ron- 
kav enseignait  la  Mécani([ue  rationnelle  et  la  Physique  mathématique. 
Ses  cours  ont  été  attribués  à  M.  MiiUitlCK. 

Le  '23  février  dernier  est  mort,  à  Liège,  M.  François  Dkhlyts,  pro- 
fesseur à  la  Faculté  des  sciences  de  l'Université  de  Liège  et  corres- 
pondant de  l'Académie  royale  de  Belgique.  M.  Deruyts  avait  38  ans.  Il 
enseignait  la  Géométrie  supérieure.  Il  a  publié  de  nombreux  travaux, 
notamment  sur  les  involutions  dOrdre  supérieur,  dans  les  Recueils  de 
l'Académie  de  Belgicjue  et  dans  les  Mémoires  de  la  Société  royale  des 
sciences  de'Liège. 

Portugal.  —  A  l'annonce  des  décès  précédents,  nous  ajouterons  celui 
de  M.  P.  A.  ViANNA,  (jui  fut  professeur  à  l'Académie  polytechnique  de 
Porto,  de  i8ji  à  i88'{.  C'est  un  mathématicien  connu  dont  les  articles 
ont  été   surtout  publiés  dans  le  Jornnl  de  Sciencias  matlie/natiras. 

Il  laisse  également  des  ouvrages  de  vulgarisation  et  de  philosophie 
qui  ont  eu  du  succès  dans  les  pays  de  langue  portugaise. 

Association  allemando  pour  l'avancement  de  l'Enseignement. 

L'Association  allemande  pour  ravaiuemeiit  de  l'enseignement  tics 
sciences  malhémalicpies  et  naturelles  (  Vereiri  zur  Fôrderung  des  L'nter- 
rictits  in  der  M(ttlirniatik  und  den  Nalunvissenscliaften)  tiendra  sa  on- 
zième réunion  aiuiuellf  du  /i    au  -t ',    Mai    pniihain   à   Ihisscldorf.    Sont 
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annoncées,  dans  le  domaine  des  sciences  nialliématiques,  les  communi- 
cations suivantes  : 

ScHOTTEN  (Halle)  :  A  propos  d'un  projet  d'une  encyclopédie  des 
mathématiques  élémentaires. 

Leisen  (Diilken)  :  Sur  les  difficultés  du  travail  du  maître  et  des 
élèves  dans  l'enseignement  des  sciences  mathématiques  et  naturelles, 

BocHOw  (Magdebourg)  :  Contribution  à  letude  des  polygones  régu- 
liers. 

Ley  (Linz  a.  R.)  :  Les  problèmes  de  constructions  dans  l'enseigne- 
ment mathématique  au  Gymnase. 

En  outre  l'Association  sera  appelée  à  discuter  la  délimitation  du  plan 
d'études  a)  de  la  Géométrie  descriptive  b)  de  l'Algèbre. 

Congrès  des  mathématiciens  allemands. 

La  prochaine  assemblée  annuelle  de  l'Association  allemande  des 
mathématiciens  (^Deutsche  Matlieniatiker-Vereinigun^)  aura  lieu  à  Karls- 
had,  du  xi  au  •i.'-j  septembre  prochain,  en  même  temps  que  la  soixante- 
quatorzième  réunion  des  naturalistes  et  médecins  allemands.  Les  com- 
munications figureront  à  l'orde  du  jour  de  la  section  I  (Mathématiques, 
Astronomie  et  Géodésie)  de  la  dite  réunion. 

L'Histoire  abrégée  de  l'Astronomie. 

Nous  sommes  heureux  de  signaler  que  l'Académie  française  a  cou- 
ronné V Histoire  abrégée  de  l  Astronomie  de  M.  E.  LEnox.  Le  prix 
décerné  est  le  prix  Furtado.  destiné  à  récompenser  1  auteur  d'un  livre 
de  littérature  scientifique  et  nous  reconnaissons  de  grand  cœur  que 
l'Académie  ne  pouvait  faire  un  choix  plus  judicieux. 

Le  conseil  de  la  Société  astronomique  de  France,  pi'ésidé  pai* 
^L  H,  Poincaré,  a  d'ailleurs  désigné  ^L  Lebon  comme  délégué  au 
Congrès  des  Sciences  historiques  de  Rome. 

Nouvelles  universitaires, 

Portugal.  —  On  vient  de  créer  une  nouvelle  chaire  d  Analyse  à  1  Uni- 
versité de  Coïinbre.  Jusqu'à  présent  existaient  dans  cette  université 
deux  chaires  consacrées  à  l'Analyse  mathématique,  l'une  pour  la  pre- 
mière année,  où  l'on  enseignait  1  Algèbre  et  la  Géométrie  analytique, 
l'autre  pour  la  deuxième  année,  oij  l'on  enseignait  le  Calcul  iniinitési- 
mal.  La  nouvelle  chaire  est  consacrée  principalement  à  la  théorie  des 
fonctions  analyti(jues  ;  elle  est  destinée  aux  étudiants  ayant  lait  au  moins 
les  études  des  deux  années  précédentes. 

A  signaler  aussi  la  création  d'une  nouvelle  chaire  de  Physique  à 
l'Académie  polytechnique  de  Porto,  destinée  surtout  aux  ingénieurs  et 
où  l'on  fera  plus  largement  usage  des  mathématiques  que  dans  celle  qui 
existait  déjà  et  était  destinée  à  tous  les  élèves  sans  dif- tiiiclioii. 
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Sur  les  heptagones  et  les  ennéagones  réguliers. 

L'intéressant    arlicle  publié  sous  ce  titre   pai- M.  J.  Jofkroy  (i<jo.i. 
p.  'i'2-34),  rue  paraît  appeler  quelques  remarques. 
Le  théorème  I  exprimé  par  l'identité 
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traduit  immédiatement  une  propriété  connue  du  triangle  équilatéral  ins- 
crit (et  en  général  d'un  polygone  régulier  inscrit)  d'avoir  le  centre  du 
cercle  pour  centre  des  moyennes  dislances.  Il  suffit  de  le  rapporter  à 
un  diamètre  et  de  prendre  pour  sommets,  sur  la  circonférence  divisée  en 
angles  de  20°,  les  points  correspondant  aux  angles  80°,  8o°-j- 120°:^ 200" 
et  v(»o"  -|-  32(1°.  On  a  alors 
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Le  théorème  II  est  énoncé  dans  Matlicsis  (quest.  G69),  1889,  p.  280 
et  démontré,  Ibid.,  1890,  p.  4;' 

Il  se  rattache  à  une  identité  signalée  par  M.  Saint-Loup  [Now.'.  An- 
nales de  Ma  th.,   187»,  p .   1  1 G  j . 

Le  théorème  III  est,  comme  la  indiqué  M.  J...,  un  corollaire  du 
théorème  IL 

Note.  —  Ces  remarques  ne  tranchent  pas  la  question  de  priorité, 
mais  elles  montrent  que  ces  propriétés  ont  été  rencontrées  et  signalées 
par  ailleurs,  ce  que  demandait  aussi  M.  J... 

Quant  à  la  mesure  approchée  0,8677  du  côté  de  l'heptagone  réguliei- 
inscrit,  sa  comparaison  avec  le  double  du  module  des  logarithmes 
<),8G83,  ne  peut  être  aisément  réalisée  par  un  segment  linéaire,  tandis 
qu'on  obtient  un  résultat  très  satisfaisant  au  point  de  vue  graphique, 

en  disant  simplement  que  le  côté  de  l'heptagone,  2  sin —  i^::: 0,867767, 

se  confond  très  sensiblement  avec  le  demi-côté  du  triangle  équilatéral 

inscrit,  l-_  =r 0,8660 2  j,  remarque  déjà  ancienne,  indiquée  par  exemple 

dans  le  Cours  clcni.  de  dessin  de  J.-B.  HtNiiv,  des  Vosges  (Paris,  Fou- 
raut,  i8V,j.  H.  Buocard. 
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Quelques  remarques  sur  la  recherche  du  nombre  des  racines 
positives  d'un  polynôme. 

Au  sujet  de  cet  article  de  àNI.  P.  Zervos,  publié  au  volume  de  igor 
(4'.i3-428),  il  ne  sera  pas  sans  intérêt  de  rappeler  que  des  théorèmes 
tout  à  fait  analogues  à  ceux  qu'il  renferme,  ont  été  énoncés  et  démon- 
trés, il  y  a  plus  de  trente  ans,  par  M.  A. -G.  Colombier.  Voir  en  effet 
Nonv.  Annales  de  MatJt.,  1868;  Mémoire  sur  les  symptômes  d  imagina- 
rité  des  racines  des  équations  algébriques  (3()8-'^i8  et  jui-£»i^,  p.  àii^, 
on  a  annoncé  une  suite  qui  n'a  jamais  paru). 

Les  deux  propositions  fondamentales  de  ce  ]\Iémoire  sont  ainsi  for- 
mulées : 

Soient  f  Çv)  =  o  une  équation  algébrique  rationnelle  et  entière  ; 
«1,  a^...,  a,j  des  nombres  positifs. 

I.  i.Ki  le  nombre  des  variations  perdues  lorsqu  on  passe  de  f{^)  au 
produit  (.r  -|-  Cj)  f  (x)  ;  iK,  le  nombre  analogue  lorsqu'on  passe  de 
{■'^  +  «1)  /"  (■'')  à  (-r  -h  «1)  (.r  +  ao)  /"  (x)  ; 

II.  2K1  +  I  le  nombre  des  variations  gagnées  lorsqu'on  passe  de 
f  (.r)  à  (,r  —  fli)  f[x)  ;  2K2  +  i  le  nombre  analogue  lorsqu'on  passe  de 
(x  —  «1)  f  (x)  à  (.r  —  rtj)  (.r  —  ao)  f  (.r)... 

Cela  posé  l'équation  donnée  à  au  moins  -2  (K^  -\-  Ko  -[-  ...  -|-  K,,) 
racines  imaginaix'es  (ce  nombre  peut  être  nul). 

Pour  une  étude  de  même  genre  (il  s'agit  de  la  multiplication  d  une 
équation  algébrique  par  x  -{-  3,  x  -\-  4,  .r  -|-  5),  voir  au  Journal  des 
Sai'ants  [1  et  9  avril  168  j»)  : 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  Ozanam,  Mathématicien,  à  M.  de  la  Roche, 
Conseiller  au  Parlement  de  Grenoble,  écrite  le  26  décembre  1684  et  com- 
muniquée à  l'Auteur  du  Journal  (i34-i35). 

Démonstration  de  ce  qui  a  été  proposé  dans  le  Journal  précédent  tou- 
chant les  Racines  fausses  imaginaires,  Par  M.  OzANAM  (i4o-i4i). 

Voir  aussi  :  Lettre  du  R.  P.  Fiacre,  P.  Cap.,  écrite  de  Meudon  à 
l'auteur  du  Journal,  touchant  un  système  de  racines  imaginaires  et  la 
solution  du  problème  proposé  dans  le  1^''  journal  de  cette  année  (i686, 
p.  '^o')  ;   ifiSf),  p.  3  1 4-3 16). 

H.  Brocard. 


Au  sujet  d'un  article  de  M.  Boit. 

L'article  de  M.  Boit  sur  Les  différents  modes  de  /ncsurc  des  angles, 
renferme  une  assertion  qui  nie  paraît  le  lait  dune  erreur  de  copie  ou 
d  impression.  Il  y  est  dit  (p.  12^)  que  Tycho  Brahe,  avec  son  quart  de 
cei'cle,  de  dimension  beaucoup  plus  grande  que  celle  des  instruments 
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aujourd'hui    employés   dans   les   observations,   Tiarrivait   guère    qu'au 
demi-degré. 

Comment  des  mesures  astronomiques  de  si  peu  de  précision  auraient- 
elles  suffi  aux  vérifications  de  Kepler,  quand  on  se  rappelle  que  c'est 
justement  la  précision  exceptionnelle  des  observations  de  Tj-cho  Brahe, 
qui  donna  enlin  à  Kepler  le  moyen  de  dégager  les  lois  fondamentales 
du  mouvement  de  Mars  et  des  autres  planètes  du  système  solaire  ? 

Comment  admettre  que  Tvcho  ne  pouvait  obtenir  que  le  demi-degré, 
alors  que  Ptolémée  a  donné  toutes  les  positions  géographiques  par 
multiples  de  cinq  minutes  d'arc  ? 

Le  demi-degré  est  parfaitement  visible  sur  un  simple  rapporteur  à 
dessin,  dont  le  rayon  est  à  peine  de  7  centimètres. 

Au  surplus,  l'alidade  à  pinnules,  employée  en  arpentage,  donne  cer- 
tainement, non  pas  seulement  le  demi-degré,  mais  une  approximation 
de  deux  minutes,  c'est-à-dire  une  division  quinze  fois  moindre. 

Ces  reuîarques  très  simples  me  donnent  à  croire  qu'une  erreur  s'est 
glissée  dans  le  paragraphe  ci-dessus  rapporté. 

II.  BiiocAno. 


Remarque  sur  le  nombre  r  et  le  calcul  des  intérêts  composés. 

A-t-on  déjà  remarqué  ou  pliilùt  utilisé  dans  l'enseignement  cette 
remarque  que  la  génération  du  nombre  c  pouvait  être  interprétée  très 
simplement  au  moyen  d'une  comparaison  fournie  par  la  théorie  des 
intérêts  composés'.' 

Soit  poursimplifierunesomme  de  1  franc  qui,  placéeà  intérêts  simples, 
serait  doublée  au  bout  d  un  temps  bien  déterminé  dépendant  du  taux 
adopté.  A  cinfj  pcjur  cent,  ce    serait  vingt  ans. 

Tout  en  laissant  la  somme  placée  pendant  ce  même  temps,  on  ima- 
gine maintenant  d'augmenter  le  revenu  en  divisant  ce  temps  en  n  pério- 
des telles  qu'au  bout  de  chacune  les  intérêts  se  capitalisent.  A  l'expira- 
tion   de  la  n  ième   et  dei'nière,   on  possédera 

>  + 

On  voit  que  1  avoir  total  n'augmente  pas  indéfiniment  lorsqu'on  rap- 
proche indéliniment  les  périodes  de  capitalisation  d'intérêts  en  aug- 
mentant indéfiniment  leur  nombre.  La  limite  est  précisément  r.  Ainsi  la 
somme  de  i  franc  qui,  à  intérêts  s/////;/t\s  au  taux  de  5  p.  100,  est  douiWée 
en  vingt  ans,  donne  une  somme  évidemment  supérieui'e  si  l'on  adopte 
un  placement  à  intérêts  conqiosés  ujais  si  l'on  clu  relie  à  l'augmenter 
sans  c(,'sse  en  capitalisant  les  intérêts  au  bout  de  périodes  éciuidistantes 
de  plus  CM  plus  comtes,  le  résultat  admet  pour  limite  .1.  francs  71H... 
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11  y  a  là  une  image  simpliste  et  même  un  peunaïve  du  nombre  e,  mais 
elle  peut  aider  des  élèves  à  qui  on  en  parle  pour  la  première  fois  à 
mieux  se  le  représenter. 

Le  calcul  de  cette  limite  et  dautres  de  la  même  nature  pourrait  même 
se  rencontrer  dans  un  problème  tel  que  le  suivant,  qui  n  est  pas  absolu- 
ment dépourvu  de  caractère  pratique. 

Un  usurier  prête  1  franc  pendant  n  années  au  taux  de  100  v  pour  cent. 
Pour  une  raison  ou  pour  une  autre,  ilinniine  n  a  pu  être,  dans  le  choix  de 
ce  taux,  aussi  malhonnête  qu  il  le  désirait  et  il  espère  se  rattraper  en 
prétendant  qu  il  ne  peut  prêter  audit  taux  que  si  on  lui  capitalise  sans 
cesse  les  intérêts. 

Quelle  est  la  limite  assignable  à  une  pareille  prétention  ? 

Soit  d  abord  k  le  nombre  de  périodes  de  capitalisation  dans  une 
année.  Il  y  a  kn  périodes  en  tout. 

L'intérêt  de    i  franc  pendant  une  période  est  —  et  il  vient,   pour  la 

somme  limite  cherchée  : 


^+T 


A.  B. 


Sur  le  système  de  vente  dit  ((  Boule  de  Neige  ». 

Les  Tribunaux  allemands  viennent  récemment  d  interdire  en  Alle- 
magne un  système  de  réclame  fort  ingénieux  en  apparence  et  grande- 
ment susceptible  d  intéresser  les  mathématiciens.  C'est  un  exemple 
d'une  chose  mathématiquement  honnête  et  qui,  pourtant,  au  point  de 
vue  moral,  est  absolument  inacceptable.  Comme  le  dit  M.  Berdellé, 
dans  ce  même  recueil,  en  analysant,  dans  le  précédent  numéro,  une 
curieuse  anecdote  de  de  Hebel,  on  ne  saurait  méconnaître  que  des 
arguments  purement  théoriques  conduisent  parfois  à  des  conséquences 
morales  déplorables,  et  c'est  faire  œuvre  grandement  utile  que  de 
signaler  la  possibilité  de  pareilles  contradictions. 

Expliquons  maintenant  en  quoi  consiste  le  fameux  et  extrêmement 
intéi'essant  système  de  réclame  si  justement  condamné  parles  lois  dun 
pays  voisin.  Nous  prendrons  dans  cet  exposé  les  chilfres  réellement 
employés  par  1  entrepreneur. 

Moyennant  une  somme  de  6  francs,  une  personne  A  se  rend  acqué- 
reur d'un  bon  portant  cinq  coupons  à  détacher.  Elle  doit  vendre  ces 
coupons  à  cinq  personnes  quelconques  moyennant  i  franc  chacun. 
VA\c  recueille  ainsi  5  francs  qui  lui  restent  en  toute  propriété,  si  bien 
qu  elle  n'a  déboursé  en  réalité  cpiuii  franc  seulement. 

Les   cinq  personnes   ayant   acheté   les  coupons    doivci-.t  en    avertir 
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rentreprtiieui"  qui  envoie  à  chacune  un  bon  seuiblabie  à  celui  primiti- 
vement po5;sédé  par  A,  moyennant  un  remboursement  de  5  francs, 
mais,  comme  ces  secondes  personnes  peuvent  vendre  les  coupons  de 
ce  nouveau  bon,  elles  rentrent  dans  les  j  francs  donnés  en  second 
lieu  et  ne  dépensent,  au  fond,  qu'un  franc  aussi. 

Ces  secondes  personnes  ayant,  par  hypothèse,  vendu  leur  bon  à  des 
troisièmes  personnes,  ces  dernières  agissent  de  même,  et  ainsi  de  suite. 

Or,  quand  A  a  vendu  ses  coupons  et  que  ses  acheteurs  ont  rede- 
mandé chacun  un  bon  nouveau,  moyennant  5  francs,  A  a  droit  à 
3o  francs  de  marchandises  tout  en  n'ayant  déboursé  qu'un  franc. 

Il  en  sera  de  même  pour  les  acheteurs  de  ses  coupons. 

La  chose,  on  le  voit,  ne  man(|ue  pas  d'intérêt. 

L'entrepreneur  prétend,  avec  raison,  que  personne  ne  perd  son 
argent.  Si  une  personne  ne  peut  vendre  tous  ses  coupons,  l'entrepre- 
neur lui  oflre  autant  de  fois  G  francs  de  marchandise  qu  elle  a  trouvé 
d'acquéreurs  ayant  consenti  ensuite  à  envoyer  5  francs.  Si  une  per- 
sonne ne  pouvait  placer  aucun  coupon,  son  bon  resté  intact  lui  donne- 
rait droit  à  6  francs  de  marchandise,  et  si  cette  dernière  clause  était 
respectée,  l'entrepreneur  serait  certainement  dune  honnêteté  scrupu- 
leuse et  parfois  bien  désavantageuse  pour  lui.  Supposons  en  effet  cjue 
les  cinq  personnes  ayant  acheté  les  coupons  de  A  se  soient  procuré  de 
nouveaux  bons  dont  le  placement  des  coupons  leur  soit  impossible.  De 
guerre  lasse,  elles  finiraient  chacune  par  exiger  6  francs  de  marchan- 
dise et  l'entrepreneur,  qui  aurait  reçu  6-1-5.5  =  3i  francs,  serait  dans 
l'obligation  d  en  fournir  pour  3o -|- 5.G  =  Go  francs.  Il  y  a  à  craindre 
qu'il  ne  prévienne  des  cas  semblables  en  donnant  de  la  marchandise 
dont  le  prix  de  revient  est  inférieur  à  ses  dires  d'une  somme  plus 
élevée  que  celle  qui  pourrait  représenter  un  bénéfice  honnête. 

On  ne  peut  reprocher,  il  nous  semble,  à  l'entrepreneur  de  ce  système 
de  vente  de  spéculer  sur  la  cupidité  humaine  pour  réaliser  des  béné- 
fices énormes  ;  il  n'en  peut  rien  être,  car,  chez  un  peuple  qui  admet- 
trait l'emploi  de  ces  bons,  le  nomi)re  de  coupons  que  chacun  pouri'ait 
vendre  tendrait  asymptotiquement  vers  un  d'une  façon  rapide.  Cela 
reviendrait  pour  lui  à  peu  près  au  même  que  s  il  recevait  directement 
des  demandes  de  G  francs  de  marchandise. 

En  résumé,  il  y  a  là  une  chose  curieuse  qui  ne  serait  pas  déplacée 
dans  un  ouvrage  de  récréations  mathémati<pics. 

Le  regretté  savant  que  fut  Hdouard  Lucas  a,  d'ailleurs,  à  ce  sujet, 
considéré  des  choses  à  peu  près  analogues. 

Seulement,  quelle  idée  se  faire  d'un  peuple  ou  seulement  des  habi- 
tants d'une  ville  où  un  pareil  système  serait  en  usage.  Chacun  voulant 
vendre  ses  coupons  serait  porté  à  perdre  un  temps  qui  pourrait  être 
beaucoup  mieux  employé;on  aurait  vite  épuisé  le  cycle  de  ses  connais- 
sances, on  s'aborderait  entre  inconnus,  on  irait  déranger  des  gens 
chez  eux  ;  tout  cela  serait  insupportable  et  nous  croyons  bien  fjue  tous 
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les  mathématiciens  qui  réfléchiront  un  peu  à  la  question,  approuveront 
les  juges  allemands  qui  ont  interdit  la  chose.  L'entrepreneur  a  tenté  de 
faire  observer  qu'elle  était  tolérée  dans  d'autres  pays,  en  France 
notamment.  Nous  croyons  bien  que  si  les  lois  françaises  ne  s  en  sont 
pas  occupées  jusqu'ici,  c'est  parce  qu'elle  n'a  jamais  existé  dans  le  pays 
d'une  façon  sérieuse,  et  nous  sommes  convaincus  que  s  il  devait  en 
être  ainsi,  les  magistrats  français  ne  pourraient  que  suivre  l'exemple 
de  leurs  collèsrues  d'Allemagne, 


Sur  les  comptes  rendus  du  Congrès  de  Paris,  de  1900. 

3  mai  1902. 

Monsieur  le  Rédacteur, 

Ne  pourrais-je,  par  votre  entremise,  obtenir  quelques  renseigne- 
ments sur  la  date  probable  d'apparition  des  Comptes  rendus  du  Congrès 
International  des  Mathématiciens  de  1900  ?  Un  délai  de  près  de  deux 
ans  est  véritablement  inacceptable  ;  je  suis  loin  d'en  rendre  respon- 
sable M.  Duporcq,  le  secrétaire  du  Congrès,  mais  il  lui  appartient  de  ■ 
faire  connaître  qui  est  responsable.  Il  faut  surtout  connaître  les  causes  ■ 
qui  ont  produit  ce  résultat  afin  d'en  éviter  le  renouvellement  dans  les 
futurs  Congrès.  Autrement  on  risquerait  de  voir  disparaître  une  insti- 
tution qui  peut  rendre  de  grands  services  et  à  laquelle  a  applaudi  la 
grande  majorité  des  mathématiciens.  J'espère  que  désormais  le  service 
ne  sera  plus  trop  long,  car  il  m'a  été  affirmé  que  des  tirages  à  part  de 
mémoires  isolés  avaient  été  distribués  par  leurs  auteurs. 

Cette  lettre  n'ayant  pour  cause  aucune  pensée  de  polémique,  je  vous 
demande  avec  instance  de  ne  pas  la  faire  suivre  de  ma  signature  et  je 
m'en  rapporte  à  votre  discrétion. 
Veuillez,   etc. 

Ux  .MEMBUE  UU   CoXCnKS. 
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Ai-BUQUKKQVK  (Joachiiii  d'Azevpdo).  —  TrigOnometria  plana  ilo  confonnl- 
dade  coin  o  programma  officiai  do  ensiuo  sccundario  c  com  i  5a  cxercicios, 
Un  vol.  in-8'^,  202  p.;  Imprensa  portuguosa,  Porto,   1901. 

Ce  manuel  de  Trigonométrie  plane  contient  l'ensemble  dos  matières  figu- 
rant dans  la  plupart  des  programmes  d'enseignement  secondaire.  Son  exposé 
est  clair,  les  définitions  sont  choisies  avec  beaucoup  de  soin  et  les  divers 
chapitres  sont  accompagnés  de  nombreux  exercices  bien  ordonnés.  Sauf  les 
restrictions  que  nous  allons  faire  quant  à  la  marche  suivie,  il  s'agit  là  d  un 
bon  manuel  qui  pourra  être  employé  avec  succès  dans  les  gymnases  por- 
tugais. 

L'auteur  répartit  systématiquement  les  matières  en  deux  parties  :  i*^  fonc- 
tions trigonométriques  ;  2°  résolution  des  triangles.  Il  définit  les  fonctions 
trigonométriques  à  1  aide  de  la  notion  de  coordonnées  rectangulaires,  puis  il 
fait  une  étude  approfondie  de  ces  fonctions,  de  leurs  relations  fondamentales 
et  des  formules  d'adtlition.  Ce  n'est  qu'après  avoir  épuisé  l'étude  élémentaire 
des  fonctions  trigonométriques  que  lauteur  aborile  la  résolution  des  triangles 
et  les  applications  classiques. 

A  celte  répartition  sysléniatif/ue  qui  convient  à  un  enseignement  s'adres- 
sant  à  des  élèves  ayant  été  initiés  aux  problèmes  de  la  trigonométrie,  nous 
aurions  préféré  un  ordre  plus  inél/iociifjue  permettant  démettre  en  évidence, 
dès  le  début,  le  véritable  but  de  la  trigonométrie,  et  qui  consiste  à  faire  une 
première  étude  de  la  résolution  des  triangles,  tout  au  moins  des  triangles 
rectangles,  immédiatement  après  les  définitions  des  fonctions  trigonomé- 
triques. Nous  engageons  les  professeurs  qui  sont  appelés  à  utiliser  ce  manuel 
H  faire  suivre  les  exercices  du  |  i  de  quelques  problèmes  numériques 
empruntés  à  la  résolution  des  triangles.  Ces  problèmes  leur  permettront 
non  seulement  d'insister  sur  le  but  de  la  trigonométrie,  mais  d'éveiller  aus<ii 
chez  les  élèves  de  l'intérêt  pour  l'étude  qu  ils  abordent. 

Quant  aux  calculs  unnu-riques,  l'auteur  se  sert  j'ucore  des  tables  à  sept 
décimales,  conformément  aux  programmes  portugais.  Nous  ne  doutons  pas 
que  si  l'auleui-  avait  eu  libre  clioix,  il  aurait  donne''  la  préférence  aux  labiés 
à  cinq  décimales,  tables  actuellement  en  usage  dans  la  plupart  des  «Hablisse- 
ments  secondaires.  11.  1'  . 


l'.  B\KiiAiuN.  —  Géométrie  non  euclidienne  Fascicule  i3  de  la  Collec- 
tion Scientia.  C.  Naud,  éditeur,  l'aris.  Lu  volume  in-8"  de  80  pages  ; 
prix  :  2  francs. 

L'ouvragr-  (|ue  vient  de  publier  M.    P.  Barbarin    est   digne  de    remarcpic  à 
bien  des  poinls  de  vue.  Que  1  auteur  ait  bien  exposé  la  partie  de  la    science  à 
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laquelle  il  s'est  attaclié,  c'est  ce  qu  on  ne  saurait  mettre  en  doute,  étant  donné 
les  efforts  connus  de  longue  date  qu  il  y  a  consacrés,  les  mémoires  qu  il  a 
présentés  à  l'Académie  de  Belgique  et  que  la  dite  académie  a  appréciés  de  la 
façon  la  plus  honoi-able,  surtout  pour  un  professeur  chargé  d'un  cours 
absorbant. 

Mais  ce  nest  pas  tant  à  l'exposition,  même  très  claire,  d  un  grand  nombre 
de  faits  géométriques,  qu'a  visé  M.  Barbarin  ;  le  cadre  forcément  restreint 
des  volumes  de  Scientia  ne  le  lui  permettant  guère.  Il  a  voulu  surtout  faire 
une  œuvre  philosophique  en  montrant  rapidement  et  élégamment  la  solidité 
et  l'admirable  harmonie  de  la  géométrie  euclidienne  appuyée  sur  le  postu- 
latum  d  Euclide  et  la  non  moins  grande  solidité  et  harmonie  des  géométries 
plus  générales  appuyées  sur  des  postulats  plus  généraux. 

A  mon  humble  avis,  c'est  ainsi,  en  effet,  quun  esprit  sain  doit  comprendre 
les  choses.  Depuis  l'origine  de  1  espèce  humaine,  les  croyances  des  hommes 
ont  été  des  dogmes  avec  leurs  conséquences  plus  ou  moins  logiques  ;  je  dis 
plus  ou  moins,  car  les  hommes  n'ont  pas  toujours  su  raisonner  logiquement 
et  rigoureusement,  même  avec  des  points  de  départ  donnés.  Je  crois  même 
que  beaucoup  ne  savent  pas  encore  le  faire  à  l'heure  actuelle.  Mais,  comme 
les  grands  géomètres  dont  la  science  nous  conserve  les  noms  ont  été  de 
bons  logiciens,  il  s'impose  au  moins  autant  d'examiner  les  postulats  franche- 
ment dogmatiques  sur  lesquels  ils  se  sont  appuyés  que  d'en  chercher  unique- 
ment de  nouvelles  conséquences. 

L'examen  du  postulalum  d'Euclide,  montre  en  lui  un  fait  que  notre  con- 
ception de  rUnivers  et  nos  sens  grossiers  nous  font  accepter  comme  vrai  et 
même  comme  absolument  nécessaire  dans  la  pratique  vulgaire  des  êtres  géo- 
métriques. 

Mais,  en  dépit  de  ce  que  dit  M.  Pietzker  dans  le  précédent  fascicule  de 
cette  présente  publication,  je  crois  que  la  conception  de  IL'nivers  peut  varier 
d'un  individu  à  un  autre,  tout  comme  varie  également  de  l'un  à  l'autre 
le  rapport  des  crédits  que  nous  accordons  respectivement  aux  témoignages 
de  notre  intelligence  et  aux  témoignages  matériels  de  nos  sens. 

Ce  rapport,  nul  chez  la  brute  et  très  faible  chez  un  esprit  peu  cultivé, 
prend  au  contraire  une  valeur  très  grande  chez  le  philosophe,  pour  en  pren- 
dre une  infinie  chez  le  métaphysicien. 

Et  même  si  l'on  pouvait  prendre  texte  de  la  forme  tangible  de  1  espace 
pour  établir  le  postulatum  d  Euclide,  rien  n'empêcherait,  comme  l'a  montré 
M.  Poincaré,  de  concevoir  des  êtres  intelligents  vivant  dans  des  conditions 
physiques  difîérentes  des  nôtres  et  telles  que  le  fameux  postulatum  soit 
manifestement  faux  pour  eux. 

A  Euclide,  lui-même,  comme  le  dit  M.  Barbarin,  revient  la  gloire  d'avoir 
mis  en  évidence  les  postulats  en  nombre  strictement   miuimum  nécessaire  à 

I  édification  de  l'admirable  géométrie  qui  porte  son  nom,  mais  le  géomètre 
était  trop  grand  et  voyait  trop  loin  pour  s'imaginer  condenser  en  quelques 
lignes  de  la  vérité  absolue  ;  il  demande  qu'on  les  lui  accorde  sans  ajouter 
aucune  formule  d'anathème  destinée  à  qui  ne  les  lui  accorderait  pas. 

L'œuvre,  encore  debout  presque  intacte  après  deux  mille  ans,  est  étemelle. 

II  n'y  a  pas  de  contradicteurs  de  la  géométrie  euclidienne  ;  il  y  a  eu  seule- 
ment des  savants  comme  Lobatchewsky  et  Riemann  qui  ont  travaillé,  à 
l'exemple  d'Euclide,  en  admettant  des  postulats  dilférenls. 

Et  comme  ces  deux   derniers  étaient  aussi  d'admirables  logiciens   et  que 
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leurs  démonstrations  sont  incontestables,  pourquoi  leur  contester  une  c^loire 
qui  est  exactement  de  même  nature  que  celle  d  liluclide  ? 

Quant  à  savoir  si  ce  sont  les  postulats  dEuclide,  ceux  de  Lobalchowsky, 
ceux  de  Riemann  on  d  autres  qui  sont  vrais,  à  quoi  bon  discuter.  Est-il  de  la 
nature  de  l'homme  de  posséder  des  vérités  absolues.  A  défaut  de  choses 
vraies,  la  science  nous  donnera  des  choses  commodes  et  nous  ne  pouvons 
pas,  je  crois,  prétendre  à  plus. 

Après  ces  lignes,  destinées  à  mettre  en  évidence  1  extrême  intérêt  de  la 
géométrie  non  euclidienne,  examinons  un  peu  le  livre  même  de  M.  Bar- 
barin. 

Après  un  premier  chapitre  de  considérations  générales  et  historiques, 
l'auteur  met  bien  en  évidence  les  postulats  admis  par  Euclidc  et  notamment 
trois  tels  que,  si  1  on  en  abandonne  un  des  deux  derniers,  on  est  conduit 
immédiatement  aux  géométries  lobatchewskienne  et  riemannienne. 

En  admettant  les  trois  ensemble,  on  retrouve  la  géométrie  euclidienne. 

Nous  examinons  ensuite  les  travaux  de  M.  de  Tilly  qui  considèrent  la  dis- 
tance comme  une  des  notions  premières  et  fondamentales. 

Si  l'on  prend  trois  points  dans  un  espace  à  une  dimension,  c'est-à-dire 
trois  points  sur  une  ligne,  il  y  a  une  relation  bien  simple  entre  les  trois  dis- 
tances ainsi  déterminées.  Dans  l'espace  à  deux  dimensions,  quatre  points 
déterminent  six  distances  entre  lesquelles  il  y  a  aussi  une  relation,  encore 
bien  connue  dans  le  cas  où  les  quatre  points  sont  sur  un  plan  euclidien.  C'est 
celle  qui  lie  les  côtés  et  les  diagonales  d'un  quadrilatère. 

De  même,  dans  l'espace  à  ti'ois  dimensions,  il  y  a  une  relation  entre  les 
dix  distances  de  cinq  points. 

Sa  complication  croît,  comme  on  voit,  avec  le  nombre  des  dimensions  de 
l'espace.  M.  de  Tilly  la  donnée  d'une  manière  géntirale,  que  l'espace  soit 
suppost"  euclidien  ou  non. 

En  étudiant  la  géométrie  générale  dans  le  plan  et  dans  l'espace,  M.  Bar- 
barin,  laisse  toujours  apercevoir  nettement  à  côté  des  théorèmes  généraux 
les  cas  particuliers  qui  constituent  ceux  de  la  géométrie  euclidienne.  Beau- 
coup de  propositions  de  la  géométrie  usuelle  qui,  par  exemple,  ne  se  con- 
servent pas  lorsqu'on  substitue  des  longueurs  à  des  angles,  se  conservent 
avec  une  symétrie  parfaite  en  géométrie  générale. 

L  étude  de  la  trigonom(''trie  est  également  très  suggestive  à  ce  point  de 
vue.  En  trigonométrie  lobatchewskienne  les  fonctions  hyperbolicpios  s'intro- 
duisent aussi  naturellement  que  les  fonctions  circulaires  on  trigonométrie 
ri<^mannionne. 

La  r<)mpar,iison  est  tout  à  l'avantage  de  l'exislcnci^  légitime  des  fonctions 
hyperboliques  que  l'on  méconnaît  trop  souvent  pour  faire  usage  de  notations 
exponentielles  beaucoup  plus  compliquées. 

L  auteur  consacre  ensuite  très  indulgenuuent  un  ch.ipilre  aux  contradic- 
teurs de  la  gt'onu'lrie  non  euclidienne. 

J  ai  explifpié  plus  haut  que  les  géomètres  non  euclidiens  n  étaient  nullement 
des  contradicteurs  de  la  géométrie  euclidienne.  Mais,  chose  bizarre,  la  géo- 
métrie générale  a  rencontre-  chez  certains  euclidiens  des  contradicteurs  et 
même  des  df'-tracteurs  qui  rappellent  tout  à  fait  rilluslr*'  chevalier  Don  Qui- 
chotte combattant  contre  les  moulins  à  veut,  ne  serait-ce  que  par  leur  sin- 
céijté. 
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Les  objections  de  ces  derniers  sont,  en  général,  des  cercles  vicieux  ;  ils 
démontrent  le  postulatum  d'Euclide  en  s'appuyant  sur  une  de  ses  consé- 
quences plus  ou  moins  dissimulée.  Dautres  objections,  que  M.  Barbarin  est 
encore  bien  bon  de  discuter,  sont  insoutenables  tout  de  suite.  Certains  ont 
ainsi,  prétendu  qu  un  nombre  abstrait  pouvant  déterminer  une  fraction 
d'angle  droit,  et  par  suite,  un  triangle  équilatéral  du  plan  non  euclidien,  la 
longueur  égale  au  côté  de  ce  triangle  se  trouvait  déterminée  sans  considéra- 
tion d'unité  de  mesure. 

Ils  n'ont  pas  vu,  par  malheur,  qu'un  plan  non  euclidien  donné  avait  un 
certain  paramètre  propre  qui  intervenait  comme  donnée  concrète. 

Le  dernier  chapitre  discute  la  forme  géométrique  de  notre  univers.  Nous 
n'en  savons  à  peu  près  rien  et  pour  nos  sens  grossiers  la  géométrie  eucli- 
dienne semble  être  celle  qui  est  physiquement  vraie. 

Des  observations  astronomiques  très  précises  sont  entreprises  un  peu  par- 
tout pour  déterminer  les  coordonnées  exactes  des  nébuleuses.  Ce  n'est  peut- 
être  que  le  jour  où  l'on  connaîtra  d'une  façon  précise  les  rapports  géomé- 
triques des  immenses  distances  de  ces  amas  stellaircs  qu'on  pourra  en  déduire 
quelque  chose  de  précis  sur  la  nature  de  l'espace. 

Et  si  jamais  il  nous  était  révélé  que  cet  espace  ne  soit  pas  euclidien  et  que 
la  lumière  décrit  des  droites  non-euclidiennes  on  sera  dans  lalternativc  de 
recourir  à  la  géométrie  générale  ou  de  conserver  la  géométrie  ordinaire  eu 
admettant  que  la  lumière  ne  marche  pas  en  ligne  droite.  Cette  dernière  façon 
de  procéder  ne  parait  pas  répugner  à  M.  Poincaré. 

Une  pareille  discussion  est  oiseuse  à  l'heure  actuelle  et  risque  de  le  res- 
•  ter  longtemps  encore.  Espérons  seulement  que  géomètres  et  physiciens 
sauront  se  mettre  d'accord  le  jour  où  elle  deviendra  plus  positive. 

A.  BuHL  (Paris). 
Gantor  (Moritz),  —  Vorlesungen   iiber   Geschichte  der  Mathematik. 

Dritter  Band.  Zwcile    Aullago.  Fascicaleis  2  et  J  (1700-1738).  B.  G.   Teub- 
ner,  Lei|pzig(^),  1901. 

Comme  le  poète,  M.  Moritz  Cantor  peut  prononcer  son  E.regi  monumen- 
tiim  puisque  ces  deux  fascicules  terminent  Téditiou  recetisitu  et  nucta  de  sa 
magistrale  histoire  des  mathématiques  dont  nous  allons  résumer  rapidement 
les  dernières  pages. 

Après  avoir  discuté  la  question  de  priorité  entre  Leibniz  et  Newton,  au 
sujet  de  la  découverte  du  calcul  inlinitésimal,  l'auteur  aborde  l'œuvre  de 
Jacques  Bernouilli  qui  précisa  les  notions  émises  par  Pascal  et  Fermât  sur 
les  probabilités  et  qui  mit  entre  les  mains  des  mathématiciens  le  précieux 
instrument  du  calcul  exponentiel.  De  son  côté  Montmort,  dans  son  Essai 
sur  les  jeux  de  hasard,  donna  des  formules  pour  la  sommation  de  cer- 
taines suites  entre  autres  celle  qui  permet  de  représenter  la  somme  de  n 
termes  d'une  série  dont  les  différences  finissent  par  s'annuler. 

Notons  ensuite  les  noms  de  Taylor  et  d'Abraham  de  Maivre  dont  les  Ira- 
vaux  sont   étudiés    avec   grand   soin   j)ar    ItMiidit    professour  de  IL-idelberg. 
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Puis  c'est  au  tour  du  System  of  /luxions  de  Maclauriu,  «  un  clief-d'œuvre  «, 
au  dire  de  Lagrauge.  On  remarque  entre  autres  dans  cet  ouvrage  la  formule 
au  moyen  de  laquelle  on  développe  une  fonction  quelconque  selon  les  puis- 
sances entières  et  croissantes  de  la  variable. 

En  plusieurs  endroits  des  Vorlesungen  sont  relatées  les  importantes 
découvertes  d'Euler  (1707-1783)  que  sa  Methodiis  inveniendi  lineas  curvas 
(1744).  sou  Introductio  in  Analysin  infinitorum  (1748)  et  ses  Inslitutiones 
calculi  differentialis  (i755)  placent  au  tout  premier  rang.  Ou  lui  doit  la 
solution  générale  du  problème  des  isopérimètres  et  la  théorie  des  intégrales 
dites  «  eulérieuues  ».  Il  imagina  d'autre  part  l'identification  des  fonctions 
circulaires  et  des  fonctions  exponentielles,  apporta  de  multiples  perfection- 
nements à  l'étude  des  séries  et  à  celle  des  fonctions  elliptiques  en  aperce- 
vant la  comparabilité  d'un  arc  d  hyperbole  à  la  somme  de  deux  arcs 
d'ellipse.  Eu  établissant  d'une  façon  déhnitive  de  nombreuses  méthodes 
générales,  il  rénova  également  la  géométrie  analytique  (discussion  de;  l'équa- 
tion générale  du  second  degré  à  3  variables,  formules  de  transformations 
des  coordonnées  dans  1  espace,  classilication  des  courbes  géométriques  eu 
ordres,  classes  et  genres,  etc.).  Enlin  Euler  introduisit  dans  les  formules 
trigonométriques  les  abréviations  dont  nous  nous  servons  aujourd'hui  en 
désignant  les  angles  d'un  triangle  par  A,  B,  C  et  les  côtés  opposés  par  les 
lettres  minuscules  correspondantes  a,  b,  c.  Cette  énumératiou  ne  donne  du 
reste  qu'une  bien  faible  idée  de  la  prodigieuse  fécondité  du  savant  qui,  selon 
l'expression  de  Lacroix  «  ne  perdait  pas  un  seul  de  ses  calculs  ». 

Signalons  au  passage  le  Suisse  Cramer  dont  Y  Introduction  à  l  analyse  des 
lignes  courbes  algébriques  est  aussi  estimée  que  rare  et  le  Français  Alexis 
Clairaut  qui,  par  la  profondeur  de  ses  recherches,  conti'ibua  utilement  au 
progrès  mathématique  et  dont  les  Eléments  de  Géométrie  et  d'Algèbre 
demeurèrent  longtemps  classiques. 

M.  Moritz  Cantor  consacre  sou  dernier  chapitre  à  d'Alenibcrt  dont  le 
Traité  de  Dynamique  lit  <(  époque  dans  la  mécanique  ».  On  y  rencontre,  en 
effet,  une  méthode  générale  permettant  de  ramener  toutes  les  lois  du  mou- 
vement à  des  questions  d'équilibre.  Il  suffit  d'exprimer  que  les  forces  qui 
meuvent  le  système  considéré  équilibrent  les  forces  qui  déplaceraient  les 
particules  de  l'ensemble  indépendamment  les  unes  des  autres  et  quelle  que 
soit  la  façon  dont  s'opère  la  translation,  l'inlin  dans  ses  huit  volumes  d'O^Ms- 
cules  matliéni(iti(/ues  d'Alembert  aborda  nombre  de  sujets  de  science  pure 
ou  d'astronomie. 

Jac([ues  BoYKK   (Paris). 


Claro  Cornelio  Dassen.  —  Metafisica  de  los  conceptos  fundamentales 

^espacio,  tiempo,  cautidad,  liniilr)  y  dd  ;iii;ilisis  ilaniadi)  inlliillcsiniiil. 
Tcsis  para  oplar  ni  liliilo  de  lJ()cl(ji'  eu  <iii'ncias  l"isico-niali'iii,ili(Ms.  IjUc- 
nos-A  yi'cs,    i  ijoi . 

La  .M,ith<'m;iti<|iii'  est  une  science  subjeclivo-objeclive.  Elle  [iuise  i\i>  la 
nature  quelques-uns  de  ses  concepts;  mais  aussi  elle  se  ih'veloppe,  moyen- 
nant une  rigoureuse  série  de  d«''ductions,  de  (|u<;I({ues  principes  delogi<|ue.  Son 
but  est  d  «'tahlir  la  juste  correspondance  entre  les  données  empiricpies  <'t  les 
liypothèses  idéah's.  Cela  a  fait  la  conliniiellc  alF'aire  des  matiiématiciens 
parmi  lescjuels  ou  compte  Ijeaucoup  «le  nnlaphysicieus. 
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La  thèse  de  M.  Dasscn  vise  notamment  au  côté  de  la  métaphysique.  Ce 
côté  de  la  science  n'est-il  pas  ordinairement  celui  qui  fait  l'objet  des  mathé- 
maticiens qui  préfèrent  enrichir  leur  science  de  nouveaux  développements 
que  d'applications  utiles  réduites  à  la  résolution  de  nouveaux  problèmes. 

La  métaphysique  sort  du  cadre  de  la  Mathématique,  malgré  que  celle-ci 
se  nourrit  des  principes  de  celle-là, 

La  lutte  de  1  intelligence  pour  dévoiler  les  secrets  de  la  nature  s'est  con- 
tinuée dès  avant  Platon  et  Aristoleles.  et  malgré  de  si  grands  etforts  nous  en 
avons  appris  très  peu  de  choses.  L  entreprise  de  M.  Dassen  est  donc  dans 
ce  cas.  Il  veut  notamment  améliorer  l'établissement  des  principes  du  calcul 
infinitésimal . 

L'infini  échappe  à  nos  intuitions  ;  nous  ne  pouvons  le  connaître  que  d'une 
manière  indirecte  moyennant  notre  raison,  et  son  étude  s'est  réduite  à  expli- 
quer les  antinomies  qu'il  offre  dans  beaucoup  de  résultats  bizarres.  Cela 
arrive  à  presque  toutes  les  questions  métaphysiques  qui  n'ont  pas  un  parfait 
accord,  et  qui  malgré  cela  ont  fait  l'objet  principal  de  l'intelligence 
humaine. 

Il  n'est  pas  surprenant  que  M.  Dassen  trouve  un  motif  de  critique  des  pre- 
miers pas  faits  par  Newton,  Leibniz.  Dalembert.  Carnot,  etc.  et  qu  il 
cherche  les  améliorations  dues  aux  mathématiciens  modernes. 

M.  Dassen  puise  beaucoup  de  conséquences  de  l'AlIgemeine  Functionentheo- 
rie  de  M.  Du  Bois-Reymond,  dans  sa  controverse  de  l'idéaliste  et  de  l'empi- 
riste,  adoptant  la  conclusion  que  les  quantités  du  monde  interne  ne  sont 
pas  toujours  mathématiques,  mais  quand  elles  le  sont,  elles  sont  linéaires, 
d  après  le  sens  de  Du  Bois-Reymond.  Il  fait  le  développement  progressif  de 
l'idée  de  quantité  mathématique,  qui  est  comprise  dans  la  bibliographie  qui 
forme  les  ouvrages  d'Argand,  Bellavitis,  Grassmann,  Hamilton,  etc. 

A  l'empiristc  et  à  l'idéaliste,  M.  Dassen  ajoute  1  idéaliste  atomiste,  qui 
admet  la  moindre  valeur,  ou  atome,  de  la  quantité,  avant  son  annullement. 
Il  expose  et  critique  les  diverses  acceptions  du  concept  de  la  limite  mathé- 
matique. Il  cite  les  améliorations  dues  à  Hamilton,  Grassmann,  Dedekind, 
Weierslrass  sur  les  règles  du  calcul  et  distingue  les  fonctions  avec  des  limites 
connues,  de  celles  ayant  des  limites  hypothétiques,  quoique  existantes  ;  il 
adopte  la  définition  de  Du  Bois-Reymond  et  étudie  son  existence  dans  cer- 
tains cas,  suivant  l'étude  de  cet  analiste  dans  les  vues  idéaliste  et  empiriste, 
pour  s'occuper  des  fonctions  convergentes  et  divergentes. 

Les  points  de  convergence  de  diverses  classes  le  conduisent  auxpantaquies 
et  apantaquies  de  Du  Bois-Reymond,  au  concept  de  dénombrement  et  à  celui 
du  continuuni. 

La  bibliographie  de  cette  théorie  forme  les  ouvrages  de  Cantor,  Grass- 
mann, Weicrstrass,  Gauss,  Cauchy,  Dini,  Heine,  Tanncry.  Du  Bois-Rey- 
mond, etc. 

La  deuxième  partie  de  l'ouvrage  de  M.  Dassen  traite  de  l'analyse  infinité- 
simale. 

M.  Dassen,  partisan  (\o  la  théorie^  enipirist(\  qui  raisonne  toujours  sur  <K^s 
quantités  finies,  combat  la  doctrine  de  lidéalisle,  sur  les  infiniment  petits 
des  divers  ordres. 

Il  fait  consister  la  métaphysique  du  calcul  différentiel  dans  ce  que  nous 
voyons  dans  les  traités  usuels,  c'est-à-dire,  dans  la  substitution,  dans  tni  rap- 
port (les  cpiantités  par  d  autres  (|ui  en  tlill'èrcut  respectiveu.eut    de  (|uantilés 
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infîniinenl  petites  par  rapport  aux  quantités  primitives.  Il  juge  ce  point 
résolu  par  les  travaux  de  Duhamel,  Freycinet  et  Du  Bois-Reymond.  En  éli- 
minant les  infiniment  petits  d'ordre  intérieur,  les  équations  inexactes  provi- 
soirement deviendront  à  la  fin  exactes  par  leur  passage  à  la  limite. 

Cest  un  malentendu  de  M.  Dassen  que  de  rendre  équivalent  le  principe  de 
M.  Cantor  :  que  la  puissance  du  continu  des  nombres  dans  la  droite,  égale 
celle  du  plan  et  de  l  espace,  à  1  absurdité  que  le  nombre  des  points  existant 
dans  une  droite  égale  ceux  du  plan  et  de  iespace,  ou  sophisme,  d'après 
1  expression  de  M.  Dassen. 

Lorsqn  on  étudie  les  puissances  des  ensembles  non  dénombraliles,  on  peut 
négliger  sans  inconvénient  un  ensemble  dénombrable  d  éléments.  Les 
ensembles  dcnombrables  jouent  par  rapport  aux  autres,  le  même  rôle  que  les 
infiniment  petits  vis-à-vis  des  quantités  finies  (*). 

L  ensemble  de  tous  les  nombres  pairs  a  même  puissance  que  1  ensemble 
de  tous  les  nombres  entiers.  L'ensemble  des  nombres  pairs  est  une  partie 
de  l'ensemble  des  nombres  entiers  et  cependant  a  même  puissance  que  celui- 
ci  ('-).  L'ensemble  de  tous  les  nombres  algébriques  réels  a  même  puissance 
que  l'ensemble  des  nombres  entiers  positifs. 

Puisqu'il  chaque  nombre  du  premier  ensemble  ont  peut  faire  correspondre 
un  nombre  et  un  seul  du  second,  la  partie  serait  donc  égale  au  tout.  Cette 
objection  repose  sur  une  analogie  inexacte.  Le  théorème  qui  «lit  que  la  par- 
tie est  plus  petite  que  le  tout,  n'est  plus  valable  cjnand  il  s  agit  des  grandeurs 
en  nombre  infini  (■'). 

M.  Dassen  termine  sa  thèse  en  exprimant  les  conditions  qu  il  faut  remplir 
pour  que  la  science  d'un  objet  soit  exacte.  Il  s  occupe  de  la  substitution  des 
objets  idéaux  aux  objets  réels,  des  doiniées  expérimentales,  de  la  logique  qui 
les  combine,  compare  le  rôle  de  1  expérience  dans  les  sciences  exactes,  dans 
la  Mathématique  idéale,  et  termine  en  exprimant  les  bienfaits  mutuels  de 
lexpéricnce  et  de  1  analyse. 

Z.    (j.   DE    (ÏALDICANO. 


KiTT  (Mor.l.  —  Grundlinien  der  politischen  Arithmetik.  lu  vol.  relié, 

de  ^8    p.  avec   une   lable  de    '38  p.:    pi'ix  :    nik  '].  —    B.-Cï.  Teubner,     Leip- 
zig, 1901. 

Dans  sa  préface,  l'auteur  déclare  que  les  ouvrages  analogues  publiés 
jusqu  alors,  lui  semblent  présenter  deux  inconvénients.  D  un(>  part  ils  sont 
écrits  bien  plus  pour  le  maître  que  pour  l'élève:  de  l'aulrt»  ils  embrassent 
un  champ  dépassant  de  beaucoup  ce  cju  on  peut  taii'c  dans  les  écoles  ;  c  est 
donc  là  ce  qu  il  a  clierché  à  éviter. 

Ce  petit  volume  donne,  sous  une  forme  très  condensé-e,  les  notions  d'al- 
gèbre financière  gi''n(''raleuient  enseigiu-es  dans  les  écoles  supérieures  de 
commerce  {llandelsakadeniien]  qui  sont  les  suivantes  :  intéi'èls  composés, 
annuité's,  renies,  plans  d'aïuorlissciueiits,  rentes  viagèi-es,  assui-ances  sur  la 
vie. 


(';  BoRKL.   Leçons  sur  la  théorie  des  /nric/inur  ip.    l\  . 

{')  Id.  (p.  7). 

(')  Km  l.N.    Lcrtiiis  sur  ccrlnincs  ifucsliuits  de  i;r(imclrir   elemeutiui  i 
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M.  Kitt  suit,  une  marche  très  uniforme  :  brève  exposition  du  sujet,  étude 
du  problème  théorique,  applications  pouvant  donner  lieu  à  des  remarques 
intéressantes;  cniin  exercices  à  résoudre.  Tout  en  évitant  les  développe- 
ments purement  théoriques  et  les  problèmes  par  trop  particuliers,  il  s'ef- 
force pourtant  d'être  aussi  complet  que  possible. 

Ce  petit  manuel  est  accompagné  d'une  table  contenant  :  I.  Les  loga- 
rithmes de    (  I  H J    de    i  /4  p.   loo  à  lo  p.  loo.  —  II.  Les  puissances  i 

\  lOO   / 

à  5o  des  mêmes  nombres.  —  III.  Un  tableau  des  différentes  tables  de  mor- 
talité. —  IV.  Les  tables  fondamentales  pour  le  calcul  des  rentes  viagères 
et  des  assurances  sur  la  vie,  aux  taux  de  3  1/3  p.  100  et  4  p.  100. 

En  somme,  cet  ouvrage  constitue  un  excellent  manuel,  pour  tous  ceux, 
qui,  sans  vouloir   les    approfondir,  désirent   se    mettre    au  courant  des  élé-  ■ 

ments  de  la  théorie  des  opérations  financières.  ■ 

Henri  Duai.me  (Genève). 
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tion de  H.  Poincaré.  G.  Bigourdan,  O.  Callandreau,  H.  Deslandres, 
R.  Radau.  Publication  mensuelle,  grand  in-8°.  Paris,  Gauthier-Yillars. 
Abonnement  annuel  pour  l'Union  postale  :   18  fr.  19*^  année,  1902. 

Janvier.  —  Coggia,  Rambaud  et  Sy  :  Observations  de  planètes  et  comètes. 

—  G.  Bigourdan  :  Sur  diverses  mesures  d'arcs  de  méridien,  faites  dans  la 
première  moitié  du  XYIII*^  siècle.  —  Revue  des  publications  astronomiques. 

Février.  —  H.  Andover  :  Sur  le  calcul  des  équations  de  perturbation.  — 
Salet  :  Détermination  des  orbites  des  étoiles  doubles.  —  H.  v.  Zeipel  : 
Remarque  sur  les  solutions  périodiques  de  la  troisième  sorte.  —  Revue  des 
pulilications  astronomiques. 

Mars.  —  G.  Lip.ma.nn-  :  Sur  une  mire  méridienne  à  miroir  cylindrique, 
pour  la  détermination  des  ascensions  droites.  —  L.  Fabry,  J.  Mascart, 
P.  Chofardet  :  Observations  de  planètes.  —  Revue  des  publications  astro- 
nomiques. 

Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  publiés  par 
les  Secrétaires  perpétuels  ;  Paris,  Gaulbier-Yillars  ;  publication  heb- 
domadaire, gr.  iu-zi"  ;  abonnement  annuel  :  Union  postale  34  fr.  ; 
t.  CXXXIV,    1902. 

6  janvier.  —  P.  Duhe.m  :  Stabilité,  pour  des  perturbations  quelconques, 
d'un  système  affecté  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme.  —  E.  ('ottox  : 
Sur  certains   syslèmes   il  é([uati()Ms    linéaires   au.K   diiférentiellcs    totales.   — 
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W.  DK  NicoLAïKVE  i  Siip  lo  chiinip  clocliot^latique  autour  d'un  aimant  élec- 
trique et  sur  la  théorie  du  professeur  Poyuting.  —  E.  Cakvallo  :  Equations 
générales  de  1  électrod\  nauiique  dans  les  conducteurs  et  les  diélectriques 
parfaits  en  repos. 

iJ  janvier.  —  E.  Pic.vud  :  Sur  les  périodes  des  intégrales  doubles  et  sur 
une  classes  d'équations  différentielles  linéaires.  —  A.  Guldberg  :  Sur  les 
paramètres  intégraux.  —  P.  Boltkolx  :  Sur  la  tliéorie  des  fonctions  entières. 
—  V.  Kakfen  :  Principe  relatif  à  la  distribution  des  lignes  d  iniluction 
magnétique.  —  F.  Bkallakd  :  Sur  la  différence  de  potentiel  et  lauiortissc- 
ment  de  1  étincelle  électrique  ù  caractère  oscillatoire. 

30  janvier.  —  E.  Guyon  :  Sur  lemploi  des  distances  lunaires  à  la  mer.  — 
P.  Dlhe.m  :  Sur  les  conditions  aux  limites  en  Hydrodynamique.  —  P.  Bou- 
TROu.x  :  Sur  la  croissance  des  fonctions  entières.  —  P.  Painlevé  :  Remarques 
sur  la  communication  précédente.  —  N.  ^S'ielsen  :  Sur  les  séries  de  facto- 
rielles.  —  J.  Mascart  :  Coïncidences  entre  les  éléments  des  planètes.  — 
M.  LiÉNARu  ;  Sur  l'application  des  équations  de  Lagrange  aux  phénomènes 
électrodynamiques  et  électromagnétiques.  —  E.  Carvallo  :  Elcctrodyuami- 
que  des  corps  en  mouvement. 

27  janvier.  —  G.  Lipma.n.n  :  Appareil  pour  mesurer  les  variations  des 
petites  distances  zénithales.  —  J.  Fredholm  :  Sur  une  clause  de  transforma- 
tions rationnelles.  —  B.  Levi  :  Sur  la  résolution  des  points  singuliers  des 
surfaces  algébriques. 

3  février.  —  P.  Duuem  :  Sur  certains  cas  d  adhérence  d'un  liquide  vis- 
queux aux  solides  qu'il  baigne.  —  G.  >îord.ma>>-  :  Recherche  des  ondes 
hertziennes  émanées  du  soleil.  —  E.  Maillet  :  Quelques  remarques  sur  les 
fonctions  entières. 

10  février.  —  H.  Deslandres  :  Détermination  de  la  trajectoire  exacte  des 
aérostats  par  rapport  au  sol.  —  E.  Branly  :  Radioconducteur  à  contact 
unique.  —  L.  de  Broglie  :  Application  des  galvanomètres  thermiques  à 
l'étude  des  ondes  électriques.  —  II.  Pellat  :  Tubes  de  force  d'un  champ 
magnétique  rendus  visibles  par  les  rayons  cathodiques.  —  A.  Cor.nu  : 
Remarque  au  sujet  de  la  communication  précédente. 

17  février.  —  M.  Lœwy  :  Etude  des  conditions  à  réaliser  dans  l'exécution 
des  clichés  pour  obtenir  l'homogénéité  et  le  niaximum  d  exactitude  dans  la 
détermination  des  coordonnées  des  images  stellaircs .  Formules  pour 
évaluer  1  influence  de  l'ensemble  des  causes  d'erreur  qui  altèrent  les  résul- 
tats. —  (j.  Lip.MANN  :  Appareil  pour  mesurer  les  différences  de  longitude,  à 
l'aide  de  la  photographie.  —  J.  Mascart  :  Perturbation  du  grand  axe  des 
petites  planètes.  —  E.  Maillet  :  Sur  les  fonctions  quasi-entières.  — 
R.  d'Adhémar  ;  Sur  une  classe  d'équations  aux  dérivées  partielles,  intégrales 
par  approximations  successives.  —  W.  de  Ta.nnenberg  :  Sur  quelques  trans- 
formations de  contact.  — S.  Leduc  :  Champ  de  force  moléculaire. 

a4  février.  —  P.  Painlevé  :  Sur  les  ti-anscendanles  méromorplies  définies 
par  les  équations  différentielles  de  second  ordre.  —  P.  Dum  m  :  Sur  l'impos- 
sibilité de  certains  régimes  permanents  au  sein  des  licjuides  visqueux.  — 
E.  Cîouhsat:  Sur  quelques  transformations  de  Backluud. 

3  mars.  —  E,  Maillet  :  Sur  les  lignes  de  décroissance  maxima  des 
modules  et  les  équations  algébriques  ou  transcendantes.  —  P.  Boutrolx  : 
Sur  les  fonctions  entières  de  genre  infini,  et  les  transcendantes  mémorphes 
découvertes  par  M.  Painlevé.  —  H.  Deslandres  et  Décombe  :  Sur  la  recherche 
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d'un  rayonnement  hertzien  émané  du  soleil.  —  C.  Nordmanx  :  Explication 
de  divers  phénomènes  célestes  par  les  ondes  hertziennes. 

lo  mars.  — -  P.  Duhem  :  Sur  l'extension  du  théorème  de  Lagrange  aux 
liquides  visqueux.  —  H.  Lebf.sgue  :  Un  théorème  sur  les  séries  trigonomé- 
triques.  —  J.-C.  Kluyver  :  Sur  les  séries  de  factorielles. 

17  mars.  —  E.  Picard  :  Quelques  remarques  sur  les  périodes  des  inté- 
grales doubles  et  la  transformation  des  surfaces  algébriques.  —  L.  Auton.ne  : 
Sur  les  groupes  réguliers  d'ordre  fini.  —  B.  Levi  :  Sur  la  théorie  des  fonc- 
tions algébriques  de  deux  variables. 

24  mars.  —  P.  Duhem  :  L'extension  du  théorème  de  Lagrange  aux  liquides 
visqueux,  et  les  conditions  aux  limites.  —  De  Séguier  :  Sur  un  théorème  de 
M.  Frobenius.  —  G.  Vallenberg  :  Sur  les  expressions  différentielles  li- 
néaires homogènes  commutatives.  —  J.-B.  Pomey  :  Oscillations  propres  des 
réseaux  de  distribution  électrique.  —  H.  Pellat  :  Des  forces  qui  agissent 
sur  le  flux  cathodique  placé  dans  un  champ  magnétique.  —  F.  Larroque  :  Les 
ondes  hertziennes  dans  les  orages.  —  C.  ^Laltézos  :  Contribution  à  l'étude 
des  tuyaux  sonores.  —  M.  Po:<sot  :  Chaleur  spécifique  des  corps  au  zéro 
absolu. 

La  séance  devant  avoir  lieu  le  3i  mars,  a  été  remise  au  lendemain 
i^''  avril,  à  cause  des  vacances  de  Pâques. 

Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung,  in  Monats- 
heften  herausgegebeu  von  A.  Gutz.mek  iu  lena.  11  Ba.nd,  1902.  B.  G.  Teu- 
bner,  Leipzig  u.  Berlin. 

N"  4  (april).  —  V.  Eberhard  :  Ein  Beitrag  zur  Théorie  der  Gleichungen. 
—  E.  Jahnke  :  Ueber  Drehungen  im  vierdimensioualem  Raume.  —  P.  St.ï- 
CKEL  :  Arithmetische  Eigenschafteu  analytischer  Funktionen.  —  E.  Zer.melo  : 
Zur  Théorie  der  kùrzesten  Linien.  —  Engel  ;  Die  hôheren  Dilferentialquo- 
tienten.  — E.  Gottixg  :  Ueber  das  Lehrziel  im  math.  Unterricht  der  hôheren 
Realanstalten.  —  J.  Wellstein  :  Ueber  das  Studium  der  angewaudten 
Mathematik. 

Le  Matematiche  pure  ed  applicate,  publication  dirigée  par  Cr.  Alasia. 

Castello,  s.  Lapi.  Abonnement  annuel   p.  l'Union  postale  :  L.    12.   Année 
1902,  t.    I. 

Fasc.  II,  12,  E.  Cesaro  :  SuUuso  delle  condizioni  d  immobilità  in  geo- 
metria  intrinseca.  —  G.  Pirondini  :  Generalizzazione  di  acune  proprieta 
deir  elica  cilindro  conica  ordinaria.  —  C.  Servais  :  Sur  les  faisceaux  de 
coniques.  —  G.  Biasi  :  Sopra  una  estcnsione  del  Teorema  di  Wallace .  — 
C.  BuRALi-FoRTi:  Applicazioni  del  Metodo  di  Grassmann.  —  Questions,  solu- 
tions et  divers . 

Mathematische  Annalen.  fondées  par  A.  Clebsch  et  C.  Neumann  et  publiées 
acluflk'uicul  ])ai'  )•".  Klei.n  .  Publication  Irimestiiolle.  Abonnement 
annuel:  20  M.  Band   55.  Leipzig,  1902. 

4  Heft.  —  E.-B.  CiiRisTOEEEL  :  Querschniltstheorie.  —  Yon  F.  v.  Dal- 
wiGH  :  Bcraerkungen  zuni  Weierslrass'schcn  Doppelreihcnsatz  und  zur 
Théorie  der  gleichmiissig  convergenten  Reihcn.  —  L.-E.  Dickson  :  The 
hyperorthogonal  groups.  —  D.  de  Francesco  :  Sul  luoto  di  un  corpo  rigido 
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in  uno  spazio  di  curvatura  coslaule.  —  K.  Tu.  Vaiili;n  :  Uebcr  Bcwogungcu 
und  complexe  Zahlen.  —  P.  Muth  ;  Zur  geomctrischen  Deutung  der  Inva- 
riauten  ebener  Collineation.  —  J.  Kùrscukk  :  Das  Slreckonabtragcu.  — 
M.  Brendel  :  Beuierkungen  zii  ineinem  Aufsatz  «  Ucber  partielle  Intégra- 
tion ». 

Nouvelles    annales  de    mathématiques    dirigées  par  C.-.\.    Laisant, 

X.  Aiiloniari,  1".  Diijiorcq.  Piil)lic;ilion  mensuelle  in-8".  Paris,  fiaulhier- 
Yillars.  Abonnement  annuel.  France.  i5  fr.  ;  Union  postale.  17  fr.  Année 
1902. 

Janvier.  —  E.  Picard  :  Une  première  leçon  de  dynamique.  —  Cn.  Méray  : 
Sur  le  déplacement  dune  figure  solide.  —  E.  Duporc()  :  Un  hommage  au 
colonel   Maunheim.   - —    (î.  Fomexé  :    Interprétation    par  l'aire   d'un   secteur 

(7,7/ 

gauche  de  largument  des  fonctions   .  —  II.  Buocard  ;  Bibliographie. 

—  Solution,  questions  et  divers. 

Février.  —  M.  d  Ocagxe  :  Sur  la  résolution  nomograpliique  des  éijuations 
algébriques.  —  St.kckel:  Sur  lintégrale  de  Dirichlet.  — M.  Godei-roy  ;  Sur 
la  convergence  de  la  série  hypergéométriquc.  — A.  B  ;  Exercices  et  lectures 
sur  les  fonctions  elliptiques.  —  H.  Laurent  ;  Sur  les  groupes  qui  dépendent 
de  fonctions  arbitraires.  —  Concours  de  1897  pour  l'agrégation  des  sciences 
mathémati(]ues.   solutions,  questions  el  divers. 

PedagOgisches  Archiv.  Monatsschrift  fiir  Erziehnng  und  Unterrichl  an 
Hocli-Mittel-und  Volksschulen,  hcrausgegeben  von  prof.  E.  Dam.n. 
44.  Jahrg.   1902:  n'^*  3  et  4:  Vicweg  und  Sohn,  Braunsdnveig. 

Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo,  i)ubliés  sous  la  direc- 
tion de  (i.B.  Guccia.  Prix  du  volume  annuel:  L.  i5.  Tome  XVI,  année 
1 902 . 

Fasc.  1  et  2.  —  A.maldi  :  Tipi  di  polenziali  elie,  divisi  j)er  una  funzione 
fissa,  si  possono  far  dipendere  da  due  sole  variabili.  —  Lohia  :  Intorno  aile 
radiali  délie  curve  piane.  —  Vitali  :  Sopra  le  equazioni  difl'erenziali  liucari 
omogcuee  a  coeflicienti  algebrici.  — Barbieri  :  Sulla  determinazione  di  tute 
le  superficie  applicabile  su  di  una  siijK'rficie  data.  — Torei.li  :  Sur  quelques 
théorèmes  de  M.  Poincaré  sur  les  idéaux  premiers.  —  Avto.nne  :  Sur  l'Her- 
niitien. 

Revue  de  mathématiques  spéciales,  rédigée  par  E.  Humbcrt  et  G.  Pa- 

pelier.  Publication  mensuelle,  grand  in-4".  Paris,  Nou\ .  Abonnement 
annuel:  France,  8  fr.  ;  Etranger,  9  fr.,  12''  année,  1902. 

Fasc.  5,  6  et  7.  —  E.  Humbert:  Lieux  géométriques.  —  J.  Sire:  Noie 
sur  les  invariants  ponctuels  et  langenliels.  —  P.  Barbari.n  :  Sur  les  tables 
trigonométriqiu's  centésimales.  —  Problèmes  proposés  aux  exauicDs  de 
l'Ecole   j)olytecIuii(|ue.   de  l'Ecole  normale,  etc. 

IJnterrichtsblatter  fur  Mathematik    und   Naturwissenschaften  bc- 

grùudet  un  tel-  Milwirkwng  vun  Beu.nm.  Scuwalue  herausgegeben  \nii  I'  Pu  t/- 
KER.  Jahrg.  VIII.   1902.  O.  Salle,   Berlin. 
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N'^  a.  l'r.  \\  iciss  :  Wissenschafllichc  Strt-ng*!  ira  math.  Untcrricht.  — 
S.  Leisi;n  :  Relative  Einfachheit  und  Genauigivcit  gcometrischer  Konstruk- 
tionen  und  ihre  Beslimiuung  ;  mit  r*«achschri{'t  von  F.  Pietzker.  —  Zuge  : 
Gleichung  und  Kurve  der  harmonischon  Teilung.  —  F.  Pietzker  :  Die 
dreifache  Ausdehnung  des  llâumes.  —  Lehrmittel-Besprechung  :  Die  Klapp- 
tafel. 

Zeitschr.   fur    das    Realschul^vesen.     herausgegeben    und    redigirt   von 
Em.    CzuBEK,    AD.   Beciitel  und    Mor.  Gloser,  XXVII  Jahrg.,  1902;  Alf. 
Holder,  Wien. 
N°  4-  —  •'^If-  C.^i'i'iLLERi  :  Eine  merkwiirdige  Eigenschaft  des  gleiehseitigen 

Dreieckes. 

Zeitschr.  fur mathem.  u.  naturw.  Unterricht,  herausgegeben  von  J.-C.  V. 
HoFF.MANN,  i'i'-  année,  1902  ;  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

N^S.  —  Abschied  des  Herausgebers  vom  Leserpublikum.  —  Weix- 
MEisTER  :  Ueber  die  Begrùndung  desCavalierischen  Satzes.  —  Ad.  Breuer  : 
Beitrage  zur  Methodik  der  spharischen  Trigonométrie.  —  Mittag  :  Zur 
anschaulichen  Behandlung  der  Satzes  von  Ceva. 

Andoyer  (H.).  —  Théorie  de  la  lune.  Volume  17  de  la  collection 
«  Scientia  ».  Prix:  2  francs.   G.  Xaud.  Paris,  1902. 

Beauvis.vge  (Georges) .  —  La  méthode  d'observation  fondée  sur 
larithmétique  et  la  géométrie  concrètes,  2'  édiiion,  i  vol.  in-8°  de 
144  pages.  Prix:  2  francs.   Félix  Alcan.  Paris,  1902. 

Dickson  (L.-E.)  .  —  Linear  groups  "with  an  exposition  of  the  Galois 
FieldTheory.  i  vol.  gr,  in- 8'^  de  J12  pages.  Prix:  5  m.  D.-G.  Teub- 
ner.  Leipzig,  1902. 

Lemoine  (E.)  .  —  La  Géométrographie .  volume  18  de  la  collection 
«  Scientia  ».  Prix:  2  francs.  G.   .\auil,  Paris,  1902. 

Pic.vrd  (E.).  —  Deuxième  partie  (sciences^  des  rapports  du  jury 
international  de  l'Exposition  universelle  de  1900.  Un  beau  fasci- 

ciAv.  in-4"  de  iiG  pages.   Paris,   1901.   Inipriniei'ie  nationale. 

Picard  (E).  —  Quelques  réflexions  sur  la  Mécanique  suivies  d'une  pre- 
mière leçon  de  dynamique,  i  broch.  p.  in-8"  de  56  pages;  Gauthier-Vil- 
lars.  Paris,  1902. 

Warg.ny  (C.).  —  Tratado  de  trigonometria  plana,  i  vol.  in-8"  de 
276  pages.  Valparaiso,  1901.  Imprimerie  Gillet. 

Zeuthi  .N  (lI.-(;.\  —  Histoire  des  mathématiques  dans  l'antiquité  et  le 

moyen   âge.    Edlliuu  tramaise  p.    Jean  Maseai-t.    i    beau  volume  iu-8'^  de 
3oo  pages.  Prix  :  g  francs.  Gauthier-Villars.  Paris,  1902. 

Le  Gérant  :  C.   N.\l'U. 

K  V  K  E  u  X  .     I  M  I'  1!  I  M  1:  U  I  K     D  E     C  H  A  K  I.  i:  S     H  É  R  I  S  S  E  V 


L'ENSEIGNEMENT   SCIENTIFIOUE  (M   EN   ESPAGNE 


Messieurs, 

Mou  premier  devoir  est  trexprinier  toute  ma  gratitude  i»  M.  le 
Recteur  pour  mavoir  lait  riionneur  de  mlnviler  à  prendre  part 
aux  conférences  de  cette  année. 

Il  m'est  très  agréable  de  trouver  une  occasion  de  contribuer  à 
propager  les  études  scientifiques  dans  la  limite  de  mes  humbles 
connaissances. 

U  enseignement  scientifique  est  la  thèse  (juil  est  urgent  de  trai- 
ter. Je  traiterai  surtout  de  notre  indifférence  scientifique,  de  ses 
origines  et  des  moyens  d'y  remédier. 

Nous  savons  que  l'Espagne  commença,  dès  le  xvii"  siècle,  sa 
décadence,  tandis  que  pour  les  autres  nations  ce  fut  le  commen- 
cement dune  ère  de  progrès  sous  rinfluence  de  Descartes,  de 
Newton  et  d'autres  génies  qui  les  ont  suivis  dans  l'espace  de 
quatre  siècles. 

C'est  là  quil  faut  chercher  la  cause  dont  nous  p(»iirri(»ns  avoir 
évité  les  efi'ets  à  l'exemple  de  l'Italie  et  des  Etats-Unis,  peuples 
mod'ernes. 

Mais  passant  à  une  cause  plus  immédiate,  nous  vovons  (|ue  des 
1868  notre  Kcole  de  Ponts  et  Clidiissèes  (Escuela  de  ingenieros 
de  caminos,  canales  y  puertos)  était  une  véritable  université  par 
l'élévation  de  ses  études  et  le  prestige  de  ses  professeurs  parmi 
lesquels  nous  trouvions  lillustre  Echegarav  (jue  je  considère 
comme  le  plus  excellent  de  nos  docteurs  et  qui  l'crivit  alors  untr 
géométrie  supérieure,  une  thermodvnamique,  un  traité  des  dél«'i- 
minants  et  queUjues  travaux  de  [)hysique  mathén»ati(iue.  Il  a  éli' 


('i  Discours  prononcé  à  In  Kucullt-  dc^    srienccs  de  Sarii^'ossc  Ii>   iS  jaiivifr  lyo-ji. 
Enseignement  nuith.  i(; 
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depuis  trente  années  le  propulseur  des  théories  modernes.  Il  conti- 
nue aujourd'hui  sa  brillante  carrière,  traitant  à  l'Athénée  de  Madrid 
des  équations  de  Galois,  des  fonctions  elliptiques  et  abéliennes. 
Par  un  certain  contraste,  nous  avions  en  Espagne  deux  Facultés 
des  sciences  qui  tendaient  vers  renseignement  technique,  comme 
préparatoires  pour  FEcole  d'ingénieurs,  mais  sans  l'esprit  ample 
et  théorique  propre  des  universités. 

Dès  l'année  18^5  il  me  semble  que  la  Pédagogie,  l'esprit  phi- 
losophique ambiant  des  mathématiques  ont  fait  une  transition 
facile  de  notre  caractère  essentiellement  littéraire  et  classique  h 
un  autre  caractère  scientifique,  et  tel  a  été  le  but  de  mes  travaux 
depuis  cette  époque. 

<(  C'est  une  opinion  erronée,  écrivais-je  en  i8j5  dans  El  mètodo 
(tplicado  (i  la  ciencia  matematict/ ,  que  celle  de  plusieurs  personnes 
illustres  qui  dédaignent  toute  étude  philosophique,  croyant  qu'il 
suffit  de  l'emploi  naturel  de  l'intelligence.  Etudions  la  science 
dans  ses  rapports  avec  l'être  producteur,  le  subjectif  dans  ses 
rapports  avec  l'objectif,  réunissons  et  classons  les  idées,  parce 
que  cela  facilite  l'étude  de  la  science,  de  placer  sous  des  vues 
générales  des  séries  de  vérités  et  d'objets,  éveillons  Vcspril 
inathèinatique  ou  l'aptitude  à  résoudre  naturellement  les  ques- 
tions qu'on  nous  propose  par  le  correct  emploi  de  notre  intel- 
ligence. » 

De  même  que  les  faits  matériels,  la  continuelle  évolution  de 
nos  idées  est  soumise  aux  lois  d'une  unité  primordiale  et  la 
science  est  l'organisme  où  les  uns  et  les  autres  sont  classés. 
Regardant  ainsi  la  variété  harmonisée  dans  l'unité,  nous  sommes 
conduits  à  aimer  la  science  tant  pour  les  énigmes  qu'elle  pose 
que  pour  les  faits  qu'elle  enseigne. 

«  La  Mathématique,  écrivais-je  en  1877,  dans  ma  brochure 
Consideraciones  sobre  la  ronceniencia  de  un  nuei'o  pUtn  para  la 
ensenanza  de  las  mateinadcas,  est  une  succession  de  méthodes  ; 
dans  les  méthodes  est  incarnée  la  science,  elles  sont  ses  difierents 
aspects. 

«  Les  progrès  de  la  méthode  dérobent  aux  génies,  chaque  fois 
avec  plus  de  succès,  le  monopole  qu'ils  exerçaient  quand  on 
méconnaissait  les  chemins  do  la  vérité.  Les  idées  ac([uises  par 
les  élèves  ne  se  trouvent  pas  dans  leurs  intelligences  comme  les 
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substances  qui,  par  conil)inaison  chimique,  se  sont  inliltrées  dans 
les  eaux  et  y  lonnent  une  seule  essence,  mais  comme  les  sables 
ou  sédiments  qu  elles  enliainent  dans  leur  courant  pour  les  aban- 
donner en  restant  transparentes  et  pures. 

«  On  expose  souvent  des  théories  dont  le  rapport  ne  se  voit 
pas.  On  fait  des  démonstrations  exactes,  indiscutables  ;  mais  on 
ne  sait  pas  à  quelle  loi  supérieure  elles  obéissent  ;  on  expose  le 
pourquoi  de  tout,  mais  on  n'expose  pas  le  pourc[U()i  de  ce 
pourquoi. 

«  On  sait,  en  laisant  de  rigoureuses  transformations  de  calcul, 
arriver  à  une  relation  finale  (jui  jaillit  de  ce  symbolisme  comme 
rell'et  dun  jeu  de  prestidigitation.  » 

Et  dans  le  but  de  ne  pas  trop  prolonger  ces  indications,  je 
finirai,  rappelant  que,  dans  le  prologue  de  mon  .Vrithmétique 
(1884),  je  disais  : 

«  Nous  avons  donc  besoin,  pour  terminer  cette  lutte  dans 
laquelle  les  anciennes  routines  et  préoccupations  se  ruinent  sous 
les  impulsions  des  modernes  idées,  de  constituer  une  PliUosopJtie 
niathcnialique  constituée  par  les  critères  de  la  vérité  mathéma- 
tique, une  Liitcratiirc  nia(liènia(i(iiic  organisée  par  le  monde  de 
la  beauté  mathématique,  par  les  infinies  harmonies  du  nombre  et 
de  l'espace,  et  une  Pèdniiogie  niathèniatiqiie  consacrant  les  lois 
de  l'exposition  scientifique  harmonisée  avec  la  manière  d'être  de 
notre  intelligence.  Cela  sera  robji't  tic  nos  prochaines  publi- 
cations destinées  ii  consolider  nos  movens  d  exposition  tlidac- 
ti([ue.   » 

Tout  cela  me  conduisit  à  travailler  continuellement  dans  la 
(■rili(juc  indlhènidlùjiie,  soit  criticjue  géométricjue  (188  i),  soit  cri- 
tique algébri([ue  (i888),  liées  avec  la  génération  chronologique 
et  logique  des  connaissances  mathémati([ues  dans  divers  ouvrages. 
Va  avec  plaisir  j'ai  vu  (|ue  dans  le  (longrès  des  mathématiciens 
de  Paris  J^iqoo)  tm  créa  deux  sections  :  lune  de  Bildiogra/)/iit'  cl 
/fisloire  des  mcil/u'OKilif/fies  et  l'autre  d  Enseii;neme/i(  qI  Mclliodcs. 

I>e  mathématicien  lusse  M.  \assilieir  me  ht  savoir  lii  qur 
que]([ues  jours  avant,  le  (Congrès  de  renseignemcnl  supérieur 
avait  voté  comme  conclusion  <ju  il  (allait  créer  dans  les  univer- 
sités des  chaires  de  Pédagogie  générale,  comme  je  lavais  exposé 
dans  ma  Noie  sur  Id  vriticjuc  iiKtllirniiitKine. 
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L'émîncnt  M,  Poincaré  développa  sa  thèse  sur  le  rôle  de  l'in- 
tuition et  de  la  logique  dans  les  malhèmatiques ^  les  savants  pro- 
fesseurs M.  Hilbert  de  l'Université  de  Gœttingue,  et  M.  Volterra 
de  Turin,  exposèrent  leurs  thèses  sur  les  fondements  de  la  (iéo- 
métrie  et  sur  le  caractère  distinctif  des  mathématiciens  italiens 
Betti,  Brioschi  et  Casorati,  toutes  choses  comprises  dans  les 
domaines  de  la  critique  mathématique.  Et  la  section  d'Histoire 
et  de  Bibliographie  vota  que  l'Histoire  élémentaire  soit  étudiée 
dans    l'enseignement   secondaire    et    obtint    une    sanction    dans 

o 

l'examen  du  baccalauréat,  en  établissant  aussi  des  cours  spéciaux 
d'Histoire  générale  des  sciences  à  la  Sorbonne,  à  l'Ecole  nor- 
male supérieure,  à  l'Ecole  polytechnique  et  dans  les  principales 
universités  de  France  ;  comme  confirmation  de  ces  nouveaux 
élans,  pour  le  Congrès  international  des  sciences  historiques  qui 
aura  lieu  prochainement  à  Rome,  il  a  été  créé  une  section  des- 
tinée à  V Histoire  des  sciences  mathématiques,  sous  la  présidence 
honoraire  de  l'illustre  Cremona  et  sous  la  présidence  et  vice- 
présidence  des  professeurs  Cerruti  et  Favaro. 

Pour  nous,  Espagnols,  amateurs  de  l'idéal  et  des  théories 
artistiques,  la  Pédagogie  et  la  critique  mathématique  auraient 
fait  une  transition  naturelle  qui  aurait  suppléé  au  malheur  de 
n'avoir  pas  eu  parmi  nous  un  Lagrange,  un  Gauss  ou  un  Cauchy, 
c'est-à-dire  ni  école  ni  tradition  scientifique  ;  et  ces  études  géné- 
rales nous  auraient  conduits  à  particulariser,  car  avant  de  faire 
des  investigations  propres  il  faut  connaître  celles  des  autres. 

Ces  faits  me  permettent  de  repousser  l'assertion  très  répandue 
parmi  nous,  que  nous  avons  un  nombre  excessif  de  théoriciens 
et  de  savants.  Cela  n'est  pas  vrai.  Nous  ne  sommes  ni  théoriciens 
ni  praticiens. 

La  théorie  et  la  pratique  sont  corrélatives. 

Nous  avons  un  exemple  très  instructif  de  tout  cela  dans  la 
création  de  l'Ecole  polytechnique  à  Paris  ;  Monge,  l'illustre 
créateur  de  la  Géométrie  descriptive,  enseignait  h  ses  élèves  la 
coupe  des  pierres,  l'hydraulique,  et  créa  la  Géométrie  descriptive. 
Il  sut  élever  un  monument  à  la  Géométrie  analytique  et  écrivit 
une  Stati(|ue  où  il  réduisait  chaque  machine  à  ses  éléments  les 
plus  simples  tout  en  laissant  intervenir  son  génie  dans  la  fonte 
des  canons  et  la  fabrication  de  la  poudre. 
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Il  l'allait  improviser  une  jeunesse  intelligente  et  décidée  pour 
sauver  la  France  menacée  par  l'Europe. 

On  convoqua  et  on  choisit  les  4oo  jeunes  gens  les  plus  intelli- 
gents, de  ceux-ci  on  fit  une  sélection  des  5o  meilleurs  pour  servir 
dintermédiaires  entre  les  professeurs  et  les  autres  élèves,  et  en 
peu  de  mois  on  parvint  en  employant  une  excellente  méthode 
pédagogique,  non  seulement  ii  produire  une  brillante  pléiade 
d'ingénieurs,  artilleurs  et  marins,  mais  it  enraciner  à  l'Ecole 
polytechnique,  la  gloire  de  la  France,  et  à  compter  parmi  les 
élèves  de  celle-ci,  Carnot,  Dupln,  Brianchon,  Poncelet,  Ampère, 
Malus,  Biot,  Poinsot  et  d'autres  génies  du  xix''  siècle. 

En  Espagne,  quavons-nous  l'ait  .'Tout  le  contraire.  Nous  allons 
par  branches,  nous  particularisons  trop,  individualisant  surabon- 
damment les  lois  et  les  décrets,  nous  tournons  autour  d'un  point 
pour  arriver  au  lieu  d'où  nous  étions  partis.  Nous  contemplons  un 
édifice  en  restant  à  la  porte. 

La  Science  imite  la  Nature,  elle  est  le  reflet  ou  la  projection 
de  celle-ci  sur  l'intelligence  humaine.  Par  cela  la  Science  est 
naturellement  belle  et  agréable  et  elle  est  pour  l'intelligence 
d'un  attrait  irrésistible.  Mais  dans  le  but  de  parvenir  à  ce  résul- 
tat, il  faut  adapter  l'intelligence  à  son  objet,  résultat  qu'obtient 
la  i^édaiîOi;le  ou  l'instruction  éducative. 

Ainsi  que  dans  la  Nature  les  faits  les  plus  variés  sont  des  trans- 
formations de  l'énergie  cosmique,  qui  se  présente  comme  chaleur, 
force  mécanique,  action  électrique,  aflinité  chimique,  etc.  ;  dans 
l'intelligence  humaine  quelques  vérités  fondamentales  et  un 
petit  nombre  de  lois  ([ul  régissent  l'organisme  intellectuel,  pro- 
duisent par  leur  combinaison  le  système  entier  de  la  science. 

Si  nous  envisageons  le  problème  de  l'édiicalion  scientifk[ue, 
nous  trouvons  la  cause  principale  de  notre  retard  intellectuel 
dans  la  défectueuse  organisation  de  notre  enseignement  et  plus 
spécialement  dans  le  manque  d'emploi  et  la  méconnaissance  de 
la  Méthodologie. 

Pour(juoi  des  savants  dignes  île  notre  admiration  sont-ils 
jeunes  encore  .'  Parce  (jue,  doués  d  une  intelligence  supérieure, 
ils  se  sont  lormés  dans  un  milieu  ambiant  favorable. 

Que  faisons-nous  .'  Répéter  un  li\re,  être  des  acteurs  et  lalre 
de  nos  élèves  des  spectateurs  ;  (juehjues  professeurs  ont  cherché 
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peut-être  des  applaudissements,  quand  le  but  de  l'enseignement 
se  réduit  à  ce  que  le  professeur  brille,  non  par  sa  propre 
lumière,  mais  par  le  reflet  de  celle-ci  sur  les  élèves. 

Un  défaut  de  notre  enseignement  c'est  une  bizarre  homogé- 
néité. 

Les  chefs  de  l'enseignement  donnent  une  égale  importance  ii 
toutes  les  sciences  et  les  soumettent  à  des  dispositions  égales  ; 
quelques  professeurs  donnent  une  égale  importance  à  tous  les 
chapitres  d'un  livre  ou  à  toutes  les  questions  d'une  science, 
tandis  qu'il  faut  que  l'enseignement  ait  des  clairs  et  des  obscurs. 
Laissant  h  côté  l'accidentel  pour  donner  plus  d'importance  au 
fondamental,  on  abrège,  en  offrant  à  l'intelligence  les  points  les 
plus  éclairés. 

Les  étrangers  disent  :  Nous  apprenons  des  théories  choisies. 
Ainsi  ils  ont  plus  de  liberté  pour  apprendre  ce  qui  est  fondamen- 
tal et  ce  qui,  étant  appris  par  les  élèves,  peut  être  complété  par 
eux  seuls,  moyennant  leur  effort  individuel. 

Nous  aimons  certaines  subtilités  philosophiques,  telles  que  les 
premières  définitions  de  chaque  science  :  telles  sont  celles  de 
l'espace,    du    temps,    les  discussions  sur  l'infini    et    le   postulat  M 

d'Euclide,  ce  qui  nous  empêche  souvent  d'entrer  dans  le  fond 
des  questions  et  des  théories. 

Que  connaissons-nous  des  essences  des  choses  ?  Ce  qu'on  con- 
naissait il  y  a  plusieurs  siècles.  Et  cependant  la  science  avance 
toujours.  Sans  que  nous  connaissions  les  véritables  causes  et 
essences  des  choses,  nous  connaissons  beaucoup  de  consé- 
quences. 

Et  cette  ignorance  propre  ii  la  condition  humaine  est  un  béné- 
fice, parce  qu'elle  produit  en  nous  une  aspiration  constante  vers 
ce  qui  nous  est  méconnu. 

S'il  n'est  pas  possible  que  nous  définissions  les  faits  premiers 
de  la  science,  parce  qu'ils  sont  indéfinissables,  contentons-nous 
de  ceux  qui  en  dérivent  ;  si  nous  méconnaissons  les  causes  pre- 
mières, profitons  des  effets. 

Il  faut  donner  une  autre  importance  aux  éludes  des  Facultés 
des  sciences,  si  faibles  chez  nous;  qu'elles  forment  l'àme  des  appli- 
cations industrielles. 

La  Mathématique  doit  se  placer  au  sommet,   parce  qu'elle   est 
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la  philosophie  des  sciences  de  la  Xatuie,  et  on  en  descend  faci- 
lement à  d'autres  régions.  La  Mathéniatl(iue  est  le  cerveau  des 
sciences. 

Il  faut  bannir  le  dogmatisme,  reléguer  le  livre  à  un  Heu  secon- 
daire, donner  la  prélércnce  à  l'exercice  intellectuel  et  aux  expé- 
rimentations. Juger  des  élèves,  non  par  des  examens,  mais  par 
leurs  progrès  dans  la  classe.  Enseigner  la  science,  et  non  pas  un 
programme.  Dans  l'investigation,  le  manque  de  symétrie  et 
d'ordre  apparent  de  l'analyse  est  préférable  à  la  symétrie  et  à  la 
rigueur  de  la  synthèse,  parce  (ju'alnsi  rinU'lllgence  arrive  par 
elle  à  la  vérité,  en  construisant  la  science. 

11  est  urgent  de  réduire  les  enseignements  ii  leurs  concepts 
essentiels,  poui-  arriver  au  but  en  ligne  droite.  Xous  avons  perdu 
beaucoup  de  temps  en  réduisant  l'Algèbre  à  la  théorie  numé- 
rl(jue  des  équations  trop  développées,  et  nous  avons  méprisé  les 
découvertes  d'Abel  et  Galois  sur  les  équations  algébriques, 
les  précédents  naturels  de  la  colossale  synthèse  mathématique 
faite  par  Sophus  Lie  qui  forme  la  nouvelle  science  des  groupes 
de  transfornialions,  enseignée  aujourd  hui  dans  les  universités 
les  plus  célèbres. 

.N'avons-nous  pas  eu  un  bon  critère  pour  la  sélection  des  maté- 
riaux .'  Ne  nous  sommes-nous  mis  en  mouvement  que  par  la 
force  d'inertie  ? 

Les  théories  et  les  sciences  passent  par  deux  phases  :  ou  elles 
sont  dans  la  période  de  formation,  ou  elles  sont  faites,  deux  cas 
qui  répondent  à  l'analvse  et  à  la  synthi'se. 

Au  commencement,  les  sciences  et  les  théories  ont  un  carac- 
tère de  sup(Mlorlté,  propre  de  tout  ce  qui  nous  est  méconnu. 
Mais  ce  qui  commença  sous  le  cachet  d'une  énigme  devient  vul- 
gaire après  un  travail  continu.  Les  laborieuses  investigations  de 
l'analyse  deviennent  une  synthèse  faite  dans  les  livres,  qui 
abrège  l'exposition  et  qui  est  le  schéma  des  investigations  laites 
pendant  des  sii-cles. 

Nous  n'avons  pas  lait  cette  dlsllncllon  ;  par  cela  nous  sommes 
restés  arriérés  dans  toutes  les  sciences,  et  nous  seulement  nous 
avons  profité  du  vmic  /ncciini  que  d'autres  ont  fait  pour  les  gens 
indolents. 

En   mathémalujues,  nous   avons   passe-  le    xix"  siècle,  répétant 
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les  découvertes  faites  jusqu'à  Euler  et  Lagrange  ;  et  ces  décou- 
vertes nous  sont  acquises  dans  les  ouvrages  très  divulgués  de 
Lacroix,  Lefébure  de  Fourcy,  Legendre,  Vincent,  Cirodde  et 
autres. 

La  science  qui  était  l'objet  de  nos  études  s'était  abrégée  dans 
de  nouvelles  synthèses,  quelques-unes  de  ses  théories  ayant 
passé  à  l'Histoire,  parce  qu'elles  avaient  perdu  leur  importance, 
primitive  qui  a  été  réduite  à  expliquer  la  genèse  des  connaissances 
humaines. 

La  Physique  a  éprouvé  parmi  nous  moins  de  développement 
encore  que  la  mathématique.  La  Physique  est  une  science  qui 
appartient  aux  mathématiciens.  Les  physiques  céleste,  moléculaire 
et  terrestre  sont  du  domaine  mathématique.  Elles  sont  la  phase 
expérimentale  de  ces  domaines  qui  du  côté  opposé  sont  ceux  de 
la  logique  régissant  les  lois  de  l'humaine  pensée  moyennant 
une  déduction  merveilleuse  de  rapports  abstraits  pour  descendre 
au  concret. 

Il  n'est  pas  étonnant  que  les  connaissances  physiques  se 
soient  réduites  parmi  nous  à  ce  qu'elles  ont  de  plus  apparent 
et  matériel,  sans  tenir  compte  de  préférence  des  lois  mathéma- 
tiques. 

Les  contes,  les  anecdotes  telles  que  celles  des  miroirs  d'Archi- 
mède,  de  la  comète  de  Franklin,  de  la  grenouille  de  Galvani  et 
d'autres  récréations  ont  été  utilisés  dans  le  but  de  suppléer  à 
n<>tre  méconnaissance  dans  les  sciences  mathématiques.  La 
physique  expérimentale  sans  expériences  ou  purement  verbale 
s'est  substituée  h  la  physique  mathématique. 

La  réforme  due  au  ministre  M.  Garcia  Alix  qui  oblige  les 
licenciés  dans  les  sciences  physiques  et  chimiques,  en  Espagne, 
à  étudier  le  Calcul  différentiel  et  intégral  est  très  louable  ;  mais 
il  est  à  regretter  qu'ayant  réduit  ces  études  à  des  éléments,  il 
n'ait  créé  d'autres  cours  d'analyse  supérieure. 

En  Espagne  nous  cherchons  dans  les  sciences  le  niveau  des 
marécages,  cjuand  dans  la  nature  tout  dépend  de  la  différence  de 
potentiel.  11  est  préférable  d'avoir  peu  de  savants  que  beaucoup 
de  mauvais  érudits. 

M.  Garcia  a  ajouté  la  Géométrie  métrique,  celle  de  la  position 
et  études  supérieures  de  Géométrie  aux  Géométries  descriptive, 
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analytique  et  intiiiitésimale,  oest-ii-dire  nous  avons  six  chemins 
distincts  pour  arriver  presque  au  même  but.  Nous  avons  trop  de 
Géométrie. 

11  aurait  été  préférable  d'introduire  dans  nos  études  d'autres 
cours  supérieurs  tels  que  :  fonctions  elliptiques,  abéliennes, 
théories  des  groupes  de  transformations,  écpiations  dilléren- 
tielles,  quaternions,  surfaces  et  thcorii^s  spéciales  de  physi([ue 
mathématique. 

Le  sens  de  cette  réforme  est  contraire  an  courant  général. 
Les  cours  d'il  v  a  trois  ou  quatre  siècles  étaient  supérieurs; 
il  présent,  ils  se  sont  changés  en  élémentaire  par  leur  divulga- 
tion. 

Nous  élevons  ce  qui  est  élémentaire  et  les  étrangers  élén\en- 
tarisent  ce  qui  est  supérieur.  Les  cours  anciennement  supérieurs 
sont  élancés  j)ar  les  nouveaux  vers  les  premiers  étages  de  la 
science. 

Les  Facultés  des  sciences  sont  aujourd'hui  les  plus  impor- 
tantes à  cause  de  leurs  nombreuses  applications  ;i  toutes  sortes 
d'industries, 

(^e  qu'a  fait  l'Espagne  pendant  le  xix*"  siècle  dans  la  mathéma- 
ti([ue  est  d'une  pauvreté  écœurante.  Au  monument  (ju'ont  élevé 
toutes  les  nations  au  xx*^  siècle  en  réunissant  les  notices  de  tous  les 
travaux  niatliéinati<{ues  publi(''s  pendant  le  xix''  siècle,  l'Espagne 
n  a  contribué  <[ue  par  i3o  ou  i4o  travaux. 

Cela  justifie  le  désir  de  propager  parmi  nous  les  hautes  éludes 
des  sciences  mathématiques. 

Je  suis  astreint  par  cela  n  prier  ^L  le  recteur  de  cette  Univer- 
sité, qui  propose  ii  M.  le  ministre  de  l'Instruction  publique  la 
création  d'une  chaire  (ï Etudes  de  Péd(ii:;oi;ie  et  histoire  critique 
des  //i(///ir//i/iliffii('s  et  une  antre  d  J'Jiidc's  si/pcrieiirrs  de  iiuitlir- 
nKttiijiies,  de  notei'  que  je  suis  disposé  ii  cxplicjucr.  comme  jtréli- 
minaires,  la  disposition  ii  adopter  dans  la  reorganisation  ilélini- 
tive  de  nos  facultés  des  sciences. 

Si  nous  avons  pu  nous  contenter,  pendant  les  deux  premiers 
tiers  du  xix"  siècle,  en  étudiant  les  ouvrages  de  Sturm,  Serret, 
Duhamel,  Timmermans  et  d'autres  qui  expriment  la  science  jus- 
qu'à Lagrange,  nous  avons  besoin  d'étudier  la  science,  (hins 
toute  l'Espagne,  d'apri-s  les  découvertes  de  Canchv.  Abel,  .lacobi. 
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Rieinanii,  Weierstrass,  Ilermite  et  Sophus  Lie,  et  de  compléter 
les  ouvrages  cités  par  ceux  de  MM.  Darboux,  Picard,  Poincaré, 
Appell,  Klein,  Cantor,  Painlevé,  ^littag-Lefïler,  Forsyth,  Bian- 
chi,  etc.,  propagateurs  et  propulseurs  illustres  des  plus  mo- 
dernes théories. 

Nous  devons  augmenter  notamment  ces  études  supérieures  et 
nous  pouvons  augmenter  le  nombre  des  élèves  en  disposant  nos 
Facultés  des  sciences  pour  la  préparation  aux  études  d  ingénieurs, 
réduisant  quelques  cours  aux  connaissances  les  plus  essentielles 
aux  applications. 

]Mais  le  nombre  d'élèves  est  un  motif  secondaire.  La  France 
aurait-elle  renoncé  à  la  gloire  d'avoir  eu  un  Laplace,  un  Lagrange, 
un  Hermite,  par  le  sacrifice  de  payer  un  budget  d'instruction 
publique?  Combien  de  millions  aura  produits  à  l'Angleterre  la 
gloire  d'avoir  eu  un  Faraday,  un  Tyndall,  un  Maxwell.^ 

Il  existe  une  mécanique  sociale.  Semblable  à  la  lorce  vive  de 
la  matière  dans  le  Cosmos,  il  existe  une  force  vive  intellectuelle 
et  morale  dans  les  sociétés,  qui  agit  dans  la  formation  du  pouvoir 
matériel  ou  dans  l'expansion  de  chaque  race. 

Notre  ministre,  ^L  Garcia  Alix,  a  pris  des  dispositions  trop  res- 
trictives pour  arriver  aux  postes  supérieurs  du  prolessorat.  Cela 
empêche  de  choisir  entre  tous  les  professeurs.  Cela  est  une 
entrave  pour  le  progrès  national.  La  séparation  des  prolesseurs 
en  deux  catégories,  selon  qu'ils  sont  à  l'Université  centrale  ou 
non,  est  aussi  regrettable. 

Je  termine  en  disant  que  nous  avons  vécu  trompés  pendant  le 
xix''  siècle  en  nous  écartant  du  chemin  des  sciences  positives,  et 
par  cela  divorcés  d'avec  le  progrès  humain. 

Cependant,  je  dois  remarquer  à  présent  trois  hiits  lavorables  : 
la  disposition  qui  décide  le  paiement  des  maîtres  par  l'Etat, 
l'orientation  technique  des  études  de  l'enseignement  secondaire 
et  la  récente  création  de  l  Institut  d'i/H'esti^utions  ùiologûjues, 
sous  la  direction  du  savant  professeur  Ramon  y  Cajal. 

Mais  il  faut  encore  franchir  un  long,  pénible  et  dillîcile 
chemin. 

Z.  G.   DE  G.vLDKANo  (Saragossc). 
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I/ouvr;igc  posthume  de  Hertz  :  «  Die  Priiizipien  der  Mechanik 
in  neueiu  Zusammcnhanse  darcestellt  »  a  donné  lien  à  la 
publication  d'un  certain  nombre  d'études  critiques,  sans  pour 
cela  avoir  lait  l'objet  d'un  exposé  quelque  peu  complet,  destiné 
à  ceux  ({n'intéressent  les  idées  du  grand  électricien,  mais  qui 
pourraient  reculer  devant  la  lecture  de  son  oeuvre,  où  le  souci 
de  la  logique  lormelle  semble  avoir  accumulé  les  considérations 
accessoires,  les  raisonnements  purement  formels  et  stériles,  les 
définitions  de  termes  plus  ou  moins  détournés  de  leur  sens  habituel. 

Le  but  que  s'est  proposé  Hertz  est  de  débarrasser  la  Mécanique 
des  incontestables  difficultés  que  présente  la  coordination  logique 
des  principes  de  cette  science. 

Le  moven  consiste  à  établir  V unité  de  force,  en  émettant 
l'hypothèse  que  toutes  les  forces  de  la  nature  ne  sont  que  les 
manifestations  de  liaisons  géométriques  existantes  non  seulement 
entre  les  masses  perceptibles  à  nos  sens,  mais  encore  entre 
celles-ci  et  des  masses  latentes  {i'erbor^ene\ 

Cette  hvpothèse  admise,  la  Mécanique  se  trouve  réduite  à 
l'élude  des  systèmes  matériels  ii  liaisons  et  peut  être  édifiée  au 
moyen  d'un  principe  fondamental  unique  consistant  dans  l'énoncé 
de  la  loi  du  mouvement  d'un  tel  système  supposé,  soustrait  il 
louli-  influence,  c'est-à-dire  à  tonte  liaison  extérieure. 

Pour  donner  à  l'énoncé  de  cette  k)i  toute  la  simplicité  de 
forme  f[ui  convient  à  son  rôle,  Hertz  introduit  une  terminologie 
assiniihint  un  svstème  matériel  ;»  liaisons  ii  un  point  géométrique 
astreint  à  demeurer  sur  une  surface  fixe. 

L'ouvrage  de  Hertz  comprend  trois  divisions  : 

Une  introduction  consacrée  \x  l'examen  criti<jue  des  principes 
de  la  Mécanique  ; 

Une  première  partie,  dans  laquelle  est  établie  la  terminologie  ; 

Une  seconde  partie,  ([ni  constitue  un  exposé  svnlhéli([ue  des 
propositions  connues  de  la  Mcianiciue  sous  la  forme  particulii're 
due  il  l'hypothèse  et  ii  la  terminologie   int'iilionm'es. 
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INTRODUCTION 

\J  Introduction  a  été  l'objet  d'une  étude  de  M.  Poincaré  y),  où 
l'on  trouvera,  en  même  temps  qu'un  exposé  des  idées  de  Hertz, 
une  discussion  approfondie  des  principes  de  la  Mécanique,  met- 
tant nettement  en  évidence  les  difficultés  logiques  que  présente 
la  coordination  de  ces  principes. 

Renvoyant  h  cette  étude,  nous  nous  bornerons  à  signaler  briè- 
vement, sans  les  discuter,  les  objections  faites  par  Hertz  aux 
deux  systèmes  proposés  jusqu'ici,  savoir  le  système  classifjiie  et  le 
système  énergétique  ;  nous  exposerons  ensuite  la  conception  de 
Hertz  lui-même. 

Système  classique.  —  Les  reproches  qu'adresse  Hertz  à  ce 
système  visent  surtout  la  notion  de  force. 

Tout  d'abord  un  examen  un  peu  attentif  de  l'exposé  habituel 
des  principes  de  la  Mécanique  montre  que  la  manière  dont  cette 
notion  y  est  établie  est  l(.)in  d'être  satisfaisante. 

En  outre  l'introduction  de  la  force  dans  certaines  questions 
présente  quelque  chose  de  factice  et  donne  l'impression  de 
rouages  inutiles  compliquant  inutilement  les  concepts  intuitifs  : 

Que  vient  faire  notamment  la  notion  de  force  en  Mécanique 
céleste,  où  l'observation  ne  s'applique  qu'à  des  mouvements,  tant 
pour  en  établir  d'abord  les  lois  que  pour  en  vérifier  ensuite  les 
déductions  dues  à  lanalvse  ? 

Un  morceau  de  fer  repose  sur  une  table  à  peu  près  horizontale, 
lait  qui  nous  apparaît  comme  extrêmement  simple. 

Or,  pour  se  rendre  compte,  suivant  les  lois  de  la  Mécanique, 
de  la  nécessité  de  ce  repos,  on  doit  faire  l'analyse  de  toutes  les 
forces  auxquelles  ce  morceau  de  fer  peut  être  soumis,  pesanteur, 
réaction  élastique  de  la  table,  frottement,  forces  moléculaires, 
niagnéti({ues,  électriques,  etc.,  afin  de  constater  que,  tout  compte 
(ait,  ces  forces  s'entre-détruisent. 


'   H.   Poi^'CAKi:.  HefUf  orncale  des  Sciences.  i8t(7.  p.  73». 
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C'est  beaucoup  de  raisonnement  pour  expliquer  la  permanence 
d'un  état  en  l'absence  de  toute  cause  perceptible  de  perturba- 
tion. 

Un  troisième  reproche  fait  par  Hertz  à  la  notion  de  force  vise 
son  ampleur. 

Loin  d'épuiser  la  notion  de  force,  telle  que  nous  la  trouvons 
dans  la  mécanique  rationnelle,  la  nature  ne  nous  présente  que 
des  forces  soumises  à  de  nombreuses  restrictions,  telles  que 
d'être  décomposables  en  actions  réciproques  entre  les  particules 
de  matière,  d'être  indépendantes  de  la  valeur  absolue  du  temps 
et  du  lieu  absolu  de  l'espace. 

D'autres  restrictions  paraissent  encore  devoir  être  admises, 
sur  le  choix  desquelles  on  n'est  pas  absolument  fixé. 

C'est  ainsi  qu'on  peut  se  demander  si  les  forces  élémentaires 
consistent  uniquement  en  attractions  et  répulsions  suivant  les 
lignes  de  liaison  entre  les  masses  agissantes,  si  leur  grandeur 
ne  dépend  que  de  la  distance  de  ces  masses  ou  s'il  y  a  lieu  de 
faire  intervenir  les  vitesses  absolues  ou  relatives,  ou  encore  les 
accélérations  et  les  dérivés  d'ordre  supérieure  de  la  vitesse. 

Enfin  les  principes  de  la  Mécanique  n'expliquent  pas  la  loi  de 
la  conservation  de  l'énergie,  que  sa  généralité  semblerait  devoir 
faire  reporter  de  la  Physique  à  la  Mécanique. 

Il  résulte  de  ces  considérations  que  la  Mécanique  est  trop 
vaste  :  elle  comprend  plus  que  la  nature, 

Systcnie  èncii^ctujKe.  —  Ce  système  de  mécanicjue  s'obtient 
par  la  substitution,  parmi  les  notions  primordiales,  de  Vênei^ic 
il  la  force. 

On  se  trouve  de  prime  abord  en  présence  d'une  difficulté, 
l'énergie  se  présentant  sous  deux  loiines  :  l'une,  elnétniue.  qui 
trouve  sa  définition  dans  son  exj)ressl()n  ana]vll<|ue  ;  l'autre, 
potentielle,  qui  nécessite  une  délinllion  expérimentale  bien  dif- 
ficile, semble-t-il,  ii  ••lahlii-  convenablement. 

Cet  obstacle  supposé  franchi,  il  est  nécessaire  de  j)oser  une 
loi  reliant  les  quatre  notions  foiulainenfales  :  -"^|)ace,  tem|)s, 
masse  et  énergie. 

Le  clioix  de  cette  loi  parmi  h's  lh<'orèmes  gé-né-raiix  de  la 
Mécanicjue    est,    d;ins    une    ecrlalne     mesure,    aibilraire.     Ilerlz 
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choisit  le  principe  d'IIainilton,  ([ui  exprime  que  le  mouvement 
réel  d'un  système,  dont  on  se  donne  les  positions  à  deux  instants 
1^  et  /p  est  celui  qui  rend  minimum   I;i  valeur  de  l'intégrale 

/      (T  —  U)  dl 

où  T  représente  la  partie  cinétique  de  l'énergie  et  U  la  partie 
potentielle. 

Dans  cette  conception  de  la  ^Mécanique,  la  notion  de  force 
serait  introduite  analytiquement  et  résulterait  d'une  simple 
définition  de  mot  comme,  dans  le  système  classique,  la  notion 
de  force  vive. 

Ce  système  présente  l'avantage  d'éviter,  dans  un  grand  nom- 
bre de  questions,  l'emploi  d'hypothèses  physiques,  qui  n'ont 
pas  d'autre  objet  que  de  permettre  l'application  des  principes  de 
la  mécanique. 

L'ensemble  des  faits  qu'il  embrasse  est  plus  restreint  que 
celui  du  système  classique,  puisqu'il  peut  être  déduit  de  ce  der- 
nier moyennant  certaines  hypothèses. 

En  fait,  il  est  trop  restreint,  et  cette  défectuosité  suffit  à  le 
faire  rejeter. 

Le  principe  d'Hamilton  n'est  en  effet  applicable  qu'aux  sys- 
tèmes dont  les  liaisons  s'expriment  par  des  équations  à  termes 
finis  entre  les  paramètres. 

Or  il  existe  des  liaisons  s'expriniant  au  moyen  d'équations 
différentielles  non  intégrables.  Il  suffit  de  citer  le  cas  des  mou- 
vements de  roulement  et  de  pivotement,  cas  qui  a  été  l'objet  des 
travaux  de  certains  géomètres  (^). 

Considérons  par  exemple  le  mouvement  dune  sphère  roulant 
sans  glissement  sur  un  plan  horizontal. 

A  chaque  instant,  les  vitesses  sont  déterminées  par  la  connais- 
sance de  l'axe  instantané  de  rotation  autour  du  point  de  contact, 
soit  de  trois  quantités,  au  lieu  de  cin(j,  qui  interviendraient,  si 
la  sphère  pouvait  glisser  sur  le  plan. 

La  sphère,  partant  (Vnne  position  donnée^  ne  peut  donc,  sans 


I 


I 


(')  Appei.l,  IIadamard.  Moiiremenls  de  roulciiivnl  ci  de  pivote/nenl  en  di/namir/iie. 
Carré  et  Naud.  Paris. 
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rintervcntioii  de  lorces  extérieures,  iilteiiulre  ([ue   oc'  positions. 

Mais,  les  équations  de  condition  n'étant  pas  intégrables,  le 
nombre  des  positions  diflerentes  dont  elle  est  susceplil>le  einé- 
niati(|uenient  doit  continuer  à  être  représenté  par   oc''. 

Pour  deux  quelconques  de  ces  oo'^  positions,  le  principe  d'ila- 
milton  déleiniinerait  évidemment  une  trajectoire,  de  sorte  ([u  en 
rappli([uant  sans  précaution,  on  trouve  que,  en  partant  dune 
positit)n,  la  sphère  pourrait,  sans  Tintervention  de  lorces  exté- 
rieures, atteindre    oc'  positions,  conclusion  conhaire  a  la  réalité. 

Ajoutons  que,  même  dans  le  cas  où  les  deux  positions  choisies 
font  partie  d'une  trajectoire  dynamiquement  possible  (sans  Tin- 
tervention  de  forces  extérieures),  le  principe  d  Ilamilton  donne 
généralement  un  résultat  faux. 

Citons,  comme  second  exemple  de  systi'me  matériel  dont  les 
paramètres  sont  soumis  à  des  é([uations  diUérentielles  non  inté- 
grables,  le  cas  de  la  bicyclette. 

Ajoutons  ([ue  les  systèmes  matériels  dont  les  liaisons  peuvent 
être  représentées  par  un  système  d'équations  à  termes  finis,  c'est- 
à-dire  ceux  dont  la  position  est  susceptible  dètre  déterminée 
par  la  connaissance  d'un  certain  nombre  de  paramètres  indépen- 
dants, sont  appelés  par  Hertz  systèmes  fiolonomcs. 

Si/slt'nie  hertzien.  — -  Hertz  voit  la  résolution  des  dillicultés  (pu- 
présente  la  coordination  des  principes  de  la  Mécanicjue  dans  une 
e.rjdication  de  la  force. 

La  Mécanique  considère  la  force  indépendamment  de  sa  cause. 

Il  n'en  est  pas  de  même  de  la  Physi([ue,  où  l'on  considère  plu- 
sieurs sortes  de  forces,  qui  se  distinguent  par  leurs  causes,  forces 
élasti(|ues,  électriques,  électrodynami(|ues,  etc. 

Ne  saurail-on  it-duire  ces  causes  \\  une  seule,  c'est-à-dire 
donner  des  diverses  forces  une  explication  commune.' 

Parmi  les  causes  de  force  (elles  sont  à  la  vérité  en  nombre  fort 
restreint),  on  trouve  le  mouvement,  c"est-;i-dire  1  iiieitic 

Considérons,  avec  M.  Poincaré,  un  régulateur  ii  boules,  auquel 
nous  ferons  toutefois  subir  une  modification  dans  le  but  de  sup- 
primer l'inlluence  de  la  pesanteur. 

Soit  un  losange  articulé  ABCD  ;  l'angle  supérieur  A  est  lixe  ; 
l'anfle    inférieur   C    porte    un    anneau    (jui    peut    glisser    le    long 
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d'une  tige  verticale  AX  ;  à  ranncau  C  est  suspendue  une  trin- 
gle T. 

Les  côtés  inférieurs  du  losange  CB  et  CD  sont  prolongés  de 
leur  propre  longueur  et  portent  à  leurs  extrémités  libres  des  bou- 
les dont  la  masse  domine  beaucoup  celle  du  reste  de  Tappareil. 
Tout  l'appareil  est  animé  dun  mouvement  de  rotation  autour  de 
la  tige  AX,  et  on  voit  que  les  centres  des  boules  restent  dans  le 
plan  horizontal  du  point  fixe  A,  de  sorte  que  l'effet  de  la  pesan- 
teur est  complètement  éliminé. 

La  force  centrifuge  tend  à  écarter  les  boules  et  par  conséquent 
à  rapprocher  le  point  C  du  point  A. 

Le  système  est  donc  susceptible,  en  raison  de  son  propre 
mouvement,  d'exercer  une  force  par  l'intermédiaire  de  la  trin- 
gle  T. 

Supposons  que  le  système  soit  invisible  pour  nous.  L'observa- 
teur attribuera  la  traction  exercée  sur  la  tringle  T  a  une  force, 
à  une   attraction  exercée  par  le  point  A  sur  cette  tringle. 

L'hypothèse  de  Hertz  peut  être  exprimée  de  la  manière  sui- 
vante : 

Toutes  les  forces  de  la  nature  sont  dues  au  mouvement  de  mas- 
ses perceptibles  ou  latentes. 

On  a  là,  suivant  l'expression  de  Hertz,  une  explication  dyna- 
mique de  la  force. 

Cette  hypothèse  postule  évidemment  l'existence  de  masses 
matérielles  latentes  {yerborgene],  telles  que  l'éther  de  Fresnel  et 
de  Maxwell. 

H  resterait  à  établir,  pour  chaque  espèce  de  forces,  la  théorie 
particulière  qui  lui  convient,  et  il  faut  observer  que  l'élasticité 
elle-même  n'échappe  pas,  dans  cette  manière  de  concevoir  les 
choses,  à  la  nécessité  d'une  explication  dynamique. 

Si  nous  admettons  l'hypothèse  de  Hertz,  nous  sommes  en 
mesure,  du  moins  théoriquement,  de  déterminer  les  expressions 
des  forces  qui  s'exercent  entre  les  systèmes  matériels,  percepti- 
bles ou  latents,  en  vertu  de  leurs  liaisons,  et  cela  en  nous  appuyant 
seulement  sur  le  principe  de  l'inertie,  qui,  comme  on  le  verra, 
peut  être  conçu  en  dehors  de  toute  notion  de  force. 

H  résulterait  donc  de  là  que  la  force  serait  éliminée  de  la  Méca- 
nique en  tant  que  notion  primordiale,  et  serait  réduite  au  rôle  île 
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notion  auxiliaire,  simplement  définie  par  une  expression  analy- 
tique. 

Telle  est  la  conception  de  Hertz. 

L'hypothèse  qui  en  est  la  base  suflTit-elle  à  supprimer  la  diffi- 
culté rencontrée  juscju'ici  dans  la  définition  de  la  force  ?  On  en 
jugera  plus  loin  d'après  l'exposé  que  nous  ferons  de  la  manière 
dont  Hertz  introduit  cette  définition. 


PREMIERE    PARTIE 

GÉOMÉTRIE    ET    CINEMATIQUE    DES    SYSTiïMES     MATERIELS 

Liaisons.  —  Hertz  soumet  les  liaisons  ii  la  restriction  de  pou- 
voir être  représentées  par  des  systèmes  d'équations  linéaires  aux 
différentielles  totales  de  la  forme 

Al  o<7,  -f  A,  o<7j  + +  A„  of/n  =  o. 

où  f/^,  q.„  ...,  </„  sont  les  paramètres  déterminant  la  position  du 
système,  et  les  coellicients  A,,  A,,  ...,  A„,  des  fonctions  continues 
de  ces  paramètres. 

On  peut  dire,  d'une  manière  équivalente,  que  la  somme  de  deux 
déplacements  infinitésimaux  possibles  ofj  et  o'q  à  partir  d'une 
même  position  est  un  déplacement  infinitésimal  possible  à  par- 
tir de  cette  même  position  (possibilité  de  superposer  les  déplace- 
ments infinitésimaux  compatibles  avec  les  liaisons). 

Hertz  rattache  la  forme  linéaire  des  équations  de  condition  à  une 
propriété  des  liaisons,  qu'il  désigne  sous  le  nom  de  continuité  dans 
Vinfinitêsininl  et  qui  consiste  dans  le  fait  que  tant  dcplacenient 
in  finitèsimal  possible  peut  être  obtenu  pur  une  trajectoire  rectiii^ne. 

Il  résulte  d'abord  de  la  continuité  des  liaisons,  entendue  au  sens 
ordinaire  de  ce  mot,  rpi'on  peut  opérer  successivement  deux  dépla- 
cements infinitésimaux  ocy  oc/j,  oy^,  ...,  Zq^  et  oVy  (oVy,,  oVy,, ,..,  oVy„) 
supposés  possibles  à  partir  de  la  position  q  (y,,  </^,  ...,  <y„), 
car  il  existe,  à  partir  de  la  position  q  -\-  oq,  un  déplacement  pos- 
sible ne  diff'érant  de  o'q  que  par  des  infiniment  petits  d'ordre 
supérieur.  On  peut  donc,  par  ce  trajet,  faire  passer  le  système 
de  la  positi<ui  q  »  la  position  q  -{-  Zq  -\-  o Vy. 

Ensci^^nemenl  math.  i^ 
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La  condition  de  Hertz  exprime  qu'on  peut  passer  en  outre  de 
la  position  q  à  la  position  q  -\-  Zq  -\-  oV/  par  un  trajet  rectili<^ne, 
ou  plutôt,  le  mot  rectiligne  n'ayant  pas  de  sens  dans  l'infinitési- 
mal, que  les  positions  q  et  q  -\-  ^q  -\-  ^'q  appartiennent  à  une 
même  trajectoire  possible,  ayant  des  cléments  différentiels  du 
premier  et  du  deuxième  ordre  continus  en  cette  position. 

Nous  préférerions  l'énoncé  suivant,  cpii  nous  parait  caractériser 
les  liaisons  s'exprimant  par  des  équations  linéaires  homogènes 
par  rapport  aux  différentielles  des  paramètres  et  qui  exprime; 
un  fait  concret. 

Toute  trajectoire  tracée  parmi  les  positions  obtenues  par  tous 
les  déplacements  infinitésimaux  possibles  à  partir  d'une  position 
quelconque  est  une  trajectoire  possible. 

Moui'ement  d'un  point  matériel.  —  Un  point  assujetti  à  rester 
sur  une  surface  fixe  et  soustrait  ii  toute  autre  influence,  parcourt 
une  géodésique  de  la  surface  avec  une  vitesse  constante. 

Ce  cas  est  compris  dans  celui  où  les  coordonnées  .v,  y.  z  du 
point  sont  soumises  à  une  équation  dillerentielle  linéaire 

A.dx  -)-  Brfj  -|-  Cdz  r=z  o, 

intégrable  ou  non. 

La  loi  du  mouvement  est  toujours  représentée,  en  coordonnées 
rectangulaires,  par  la  formule 

d-x    ^      ,     d-Y   ^      ,     d-z   ^ 


ox   -\- 


dt^  '      dl-      ''     '     dt-  ' 

o:r,  0^,  oz  représentant  les  variations  des  coordonnées  r,  j/,  z  du 
point  dans  un  déplacement  virtuel  quelconque  compatible  avec 
les  liaisons. 

Cette  formule  exprime  que  la  direction  de  l'accélération  est, 
pour  toute  position,  rectangulaire  avec  tous  les  déplacements 
virtuels. 

Comme  d'ailleurs  l'accélération  est  toujours  contenue  dans  le 
plan  osculaleur  de  la  trajectoire,  celle-ci  se  trouve  déterminée 
par  la  condition  que  son  plan  osculateur  contienne,  en  chat[ue 
point,  la  normale  à  l'élément  superficiel  déterminé  par  tous  les 
déplacements  virtuels  relalifs  à  ce  point. 
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Les  trajectoires  ainsi  déterminées,  très  analogues  aux  géodési- 
(jues  d'une  surlace,  jouissent  comme  celles-ci  de  la  propriété 
d'avoir,  en  chacun  de  leurs  points,  une  courbure  moindre  que  les 
trajectoires  qui  leur  sont  tangentes  en  ce  point. 

Nous  les  appellerons,  pour  cette  raison,  frajecloircs  de  moindre 
ro///"/»///"?,  traduisant  ainsi  l'expression  de  Hertz  :  geradeste  B<ihnen. 

Hertz  réserve  le  nom  de  géodésùjne  aux  trajectoires  détermi- 
nées par  la  condition  ([ue  la  longueur  entre  deux  de  leurs  points 
présente  une  variation  nulle,  quand  on  passe  à  une  trajectoire 
infiniment  voisine  réunissant  ces  deux  mêmes  points. 

Toute  ligne  de  moindre  courbure  est  évidemment  une  géodé- 
sique  ;  mais  la  réciproque  n'est  vraie  que  dans  le  cas  où  l'équa- 
tion de  condition  est  intégrable. 

Car,  dans  le  cas  contraire,  il  passe  par  un  point  quelconque  de 
1  espace  oo  '  lignes  de  moindre  courbure,  et  ce  '  géodési([ucs, 
puisque  deux  points  quelconques  de  l'espace  déterminent  au 
moins  une  géodésique. 

La  loi  du  mouvement  d'un  point  soumis  ii  une  condition  de 
l'espèce  considérée  peut  donc  s'exprimer  en  disant  que  le  point 
décrit  une  ligne  de  moindre  courbuie  avec  une  vitesse  constante. 

Si/stèmes  matériels  à  liaison.  —  Hertz  les  aborde  directement. 
Nous  avons  pensé  qu'en  rappelant  les  propriétés  du  mouvement 
du  point,  nous  simplifierions  l'exposé  de  ce  qui  va  suivre. 

Nous  désignerons  par  .r,  i/,  z  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque du  système,  par  m  sa  masse,  par  ds  la  longueur  d'un 
élément  de  sa  trajectoire. 

Une  trajectoire  du  système  est  renscinble  des  positions  occu- 
pées par  le  système  dans  un  mouvement  continu. 

La  longueur  S  dune  trajectoire  est  définie  par  la  lonnule 

MrfS^  =  i:  in[dx-  +  dy^  -\-dz-)  =  ^  mds\ 
où  Ton  pose 

La  vitesse  \   du  système  est  définie  par  la  lorniule 
T  repiéseiitant  la   force  vive. 
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En  indiquant  par  des  accents   la  dérivation  par  rapport  h  S, 
on  a,  dans  le  cas  où  la  force  vive  est  constante, 


dt         '       '  dt  ■       '  dt 

d-x  „,-,    ,       ,  d\  „-.,  d-y  „,.,  d-z 

dt'  ^        dt  dt-        '  dt- 


De  la  formule  fondamentale,  qui  exprime  la  loi  du  mouve- 
ment, 

/  dKr    .      ,     d'-r     ,  dh.,\ 

^  rfr-  ~    £/<-      -   ^   dt-         j  ' 

on  déduira  donc 

1  m  [x"Zx  -\-  r"oj  +  ="03)  =z  o, 

o./',  0?/,  03  représentant  un    déplacement  virtuel  quelconque  du 
système. 

Cette  dernière  formule  va  nous  permettre  de  déterminer  les 
éléments  différentiels  du  second  ordre  de  la  trajectoire  en  fonc- 
tion de  ses  éléments  différentiels  du  premier  ordre. 

Nous  avons  admis  que  les  équations  de  condition  étaient  de  la 
forme 

Z[kx'  +  By'  -^Cz')  =  o. 

En  dérivant  les  premiers  membres  par  rapport  h  S,  on  obtient 
des  équations  égalant  des  expressions  telles  que  S(A.^•"^-B^/" 
-\-  Cz")  h  des  fonctions  des  coordonnées  x,  y,  z  et  de  leurs  élé- 
ments différentiels  du  premier  ordre,  .r',  ?/',  z' ,  de  sorte  que,  si 
nous  considérons  les  trajectoires  donnant  lieu  aux  mêmes  valeurs 
r',  y\  z'  pour  les  dérivées  premières  relatives  à  chacun  des 
points  du  système,  l'on  aura,  pour  les  dérivées  secondes,  des 
équations  de  condition  de  la  forme 

S  (Ao.r"  +  Bo/'  +  Co-,")  =  o, 

c'est-à-dire  que  les  variations  or ',  oij' ,  oz"  seront  soumises  aux 
mêmes  conditions  que  les  variations  o.v.  oy,  or. 

La  loi  du  mouvement  pourra  doue  être  exprimée  par  la  for- 
mule 

Z  m  (.»•"  o,r"-|- v"  ov"  -j-  z"  cz")  =:  o 
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OU 

Hertz  appelle  eouihiirc  d'une  trajectoire  la  quantité  c  délinie 
par  la  l'ormule 

Mc2  =  i:  VI  [x"-  +  y"-  +  ="2). 

Va\  outre,  deux  trajectoires  passant  par  une  même  position  v 
sont  dites  tangentes,  lorsque,  pour  chacun  des  points  du  sys- 
tème, les  dérivées  .v\  y' ,  z'  ont  i-espectivenient  les  mêmes  valeurs 
dans  les  deux  trajectoires,  c'est-ii-dire  que,  dans  deux  trajectoires 
tangentes,  tout  point  matériel  du  système  décrit  deux  trajec- 
toires tangentes,  et  le  rapport  des  vitesses  est  le  même  pour 
tous  les  points  du  système. 

Moyennant  ces  définitions,  la  loi  du  mouvement  peut  être 
exprimée  en  disant  qu'un  système  à  liaison,  soustrait  à  toute 
autre  influence,  parcourt  ai'ec  une  vitesse  constante  une  trajec- 
toire de  moindre  courbure^  en  appelant,  comme  dans  le  cas  du 
point,  trajectoire  de  moindre  courbure  une  trajectoire  qui  pré- 
sente, en  chacune  des  positions  ([ui  la  composent,  une  courbure 
moindre  ([ue  toutes  les  trajectoires  possibles  qui  lui  sont  tan- 
gentes en  cette  position. 

Hertz,  voulant  (aire  un  exposé  didactique  de  la  Mécanique 
sans  employer  les  principes  orilinalres,  pose  cette  loi  comme  un 
principe  expérimental  en  tête  de  la  deuxième  partie  de  son  livre. 

Xous  avons  préféré  déduire  tout  d'abord  ladite  loi  des  prin- 
cipes de  d'Alembert  et  des  travaux  virtuels  et  montrer  qu'on  est 
ainsi  conduit  naturellement  à  la  terminologie  de  Hertz,  termino- 
logie que  nous  allons  maintenant  brièvement  compléter. 

Comme  dans  le  cas  du  point,  on  distingue  \cs  géodésiques  des 
trajectoires  de  moindre  courbure,  ces  deux  espèces  de  trajectoires 
se  confondant,  lors([ue  les  éc[ualions  de  condition  sont  inté- 
grables,  c'est-à-dire  lorscjuil  est  possible  de  déterminer  hi  posi- 
tion du  svstème  au  nioven  d  un  ceitain  nonibn-  de  pnrainètres 
indépendants. 

Les  trajectoires  rectilignes  sont  ccllos  dont  hi  courbure  est 
nulle,  c'cst-ii-diic  pour  lesquelles  on  a 


258  COMBE  BIAC 

OU  encore  dans  lesquelles  les  divers  points  du  système  décrivent 
des  lignes  droites,  les  espaces  parcourus  dans  le  même  temps 
par  tous  les  points  étant  proportionnels. 

Deux  positions  déterminent  une  trajectoire  rectiligne,  en 
admettant  bien  entendu  que  les  points  matériels  composant  le 
système  ne  soient  soumis  h  aucune  liaison. 

La  distance  de  deux  positions  est  la  longueur  de  la  trajectoire 
rectiligne  réunissant  les  deux  positions. 

Cette  distance  R  est  donnée  par  la  formule 

Uangle  oj  de  deux  trajectoires  rectilignes  est  défini  par  la  for- 
mule suivante 

y^  mr-  yZ  /«/•'-  cos  w  =  21  mir'  cos  0 
OU 

MRR'  cos  M  =z  Z  nin'  cos  0. 

On  vérifiera  que  la  courbure  d'une  trajectoire  est  égale  au 
rapport  de  l'angle  de  deux  éléments  infiniment  voisins  à  la  lon- 
gueur de  l'arc  correspondant. 

On  définit  le  parallélisnic  de  deux  trajectoires  rectilignes  par 
la  condition  que  leur  angle  soit  nul. 

En  d'autres  termes,  les  droites  décrites  par  un  même  point 
matériel  dans  les  deux  trajectoires  sont  parallèles. 

On  parvient  ainsi  à  la  notion  de  direclion. 

Deux  directions  sont  rectangulaires  quand  leur  angle  est  égal 

a 

2 

La  condition  s'exprime,  en  désignant  par  a,  [i,  y  et  a',  ^',  y'  les 
cosinus  directeurs  des  déplacements  du  point  de  masse  f7i  dans 
les  deux  trajectoires  rectilignes,  par  la  formule 

Par  une  position  quelconque  passent  oo""~",  trajectoires  recti- 
lignes rectangulaires  avec  une  direction  donnée. 

La  notion  de  rjuantitâ  vectorielle  comprend  les  notions  de 
direclion  et  de  longueur,  c'est-à-dire  s'appliiiue  ii  un  ensemble 
de  vecteurs  alTectés  chacun  ii  un  des  points  du  système. 

Si  «,  i',  (V  sont  les  composantes,  suivant  les  axes  de  coordon- 
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nées,  du  vecteur  affecté  à  un  point  de   masse   /;/   appartenant   au 

système,  la  grandeur  R  de  la  quantité  vectorielle  est  donnée  par 

la   lormult" 

MR2  =  i:  /«  ^„i-f  r^-f  ,1.-!). 

L'ensemble  des  vecteurs  qui  représentent  les  vitesses  des  dille- 
rents  points  du  svstème  est  une  quantité  vectorielle,  dont  la 
grandeur  V  est  donnée,  d'après  la  formule  précédente,  par 

--..-{(4f)^  +  (4f)%(4f)l. 

et  coïncide  avec  la  valeur  déjii  donnée  de  la  vitesse. 

Cette  (juantité  vectorielle  prend   elle-même  le  nom  de  vitesse. 

On  définira  de  même,  sous  le  nom  à' dccclération,  une  quan- 
tité vectorielle  constituée  par  l'ensemhle  des  vecteurs  représen- 
tant les  accélérations  des  divers  points. 

La  grandeur  y^de  l'accélération  sera  donnée  par  la  formule 

On  appelle  coniposanle  d  une  (juanlilé  vectorielle  suivant  une 
direction  donnée  une  (juantité  vectorielle  ayant  la  direction  don- 
née et  avant  pour  grandeur  la  projection  rectangulaire  surjette 
direction  de  la  quantité  vectorielle,  c'est-à-dire  la  grandeur  de  cette 
dernière  multipliée  par  le  cosinus  de  l'angle  des  deux  directions. 

En  décomposant  l'accélération  de  chacun  îles  points  du  sys- 
tème suivant  la  tangente  à  la  trajectoire  de  ce  jxtint,  on  obtient 
par  cela  même  la  décomposition  de  l'accélération  du  svstème  en 
une  coinpostinte  /luii^e/itielle  f,  et  une  eo/nposafite  normale  f„. 

On  reconnaît  lacilcment  ([ue  l'on  a 

'"  'df  IF  (i\  d-S 


^'  —  ~  Al  V  ~     (il     ~     (II' 

^^  =  f-- f,^  - t-n-'  ou  f„  =  cv-'. 

en  tenant  comjite  des  relations 

dl-  ^  dt  dt-         ■  ^-       dl'  dl-  ~         dt 

V  ,„  ^yi  _j_  ,.'2  _|_  ;'2)  —M,  1  m  (.r'.r"  -}- r' v"  -f  ='  :")  =  o. 
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La  direction  de  la  quantité  vectorielle  caractérisée  par  Ten- 
senible  des  vecteurs  x",  y'\  z"  peut  être  assimilée  à  la  direction 
de  la  normale  principale  d'une  courbe. 

La  composante  normale  de  l'accélération  est  dirigée  suivant 
cette  normale  principale. 

Il  est  facile  de  voir  que,  dans  le  cas  où  il  n'existe  pas  d'autres 
forces  que  celles  dues  aux  liaisons,  la  loi  du  mouvement  peut 
être  exprimée  ainsi  : 

Dans  toute  position  du  système,  la  direction  de  V accélération 
est  rectangulaire  avec  tous  les  déplacements  virtuels  relatifs  à 
cette  position. 

On  peut  encore  dire  : 

Le  mouvement  naturel,  dans  le  cas  oii  il  n  existe  pas  d^ autres 
forces  que  celles  dues  aux  liaisons,  est  celui  qui  rend  minimum  la 
grandeur  de  V accélération. 

Il  est  entendu  que  les  données  du  mouvement  sont  la  position 
du  système,  la  direction  et  la  grandeur  de  la  vitesse. 

L'une  quelconque  des  propositions  ci-dessus  suffit  à  détermi- 
ner les  éléments  différentiels  du  second  ordre  des  coordonnées 
en  fonction  de  ces  coordonnées  et  de  leurs  éléments  différentiels 
du  premier  ordre,  et  par  suite  permet  la  mise  en  équation  du 
problème  du  mouvement. 

Supposons  maintenant  que  la  position  du  système  soit  déter- 
minée au  moyen  d'un  certain  nombre  de  paramètres  ou  coordon- 
nées/jr^,  (7,,  ...,  q,.. 

A  partir  d'une  position  du  système,  faisons  varier  une  coor- 
donnée q  en  laissant  les  autres  constantes.  La  direction  de  la 
trajectoire  ainsi  obtenue  sera  appelée  la  direction  de  la  coordon- 
née q  pour  la  position  considérée. 

Pour  une  position  du  système,  la  vitesse  est  complètement 
déterminée  en  grandeur  et  en  direction  par  ses  composantes 
suivant  les  directions  des  coordonnées,  de  même  que  la  vitesse 
d'un  point  assujetti  à  sç  mouvoir  sur  une  surface  fixe  est  déter- 
minée par  ses  composantes  suivant  les  tangentes  aux  courbes  de 
coordonnées  curvilignes  choisies  sur  la  surface. 

Il  n'en  est  pas  de  même  de  l'accélération,  lorsque  le  nombre 
des  coordonnées  </ est  inférieur  à  3«,  n  étant  le  nombre  des  points 
matériels. 
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Si  l'on  désigne  par  T  Texpression  de  la  force  vive  en  fonction 
des  coordonnées  <]  et  de  leurs  dérivées  y'  par  rapport  au  temps 
on  trouve,  en  appliquant  les  définitions  données,  que  la  compo- 
sante f,i  suivant  la  coordonnée  q  de  l'accélération  /'  est  doinuM* 
par  la  lormule 

'*-    dt    èf,'         dv   ' 

où  le  terme  —, — ;r-r  est  dû  à  la    composante  tangentielle  de  l'ac- 
dt     dr/'  ^  » 

célération  et  le  terme  -^ —  ,  à  sa  composante  normale. 

La   condition  (|ue  l'accélération    doit  être    rectangulaire   avec 

tous  les  déplacements  virtuels  du  système  s'écrira 

i:  r,  ^  =  o, 

où  les  oy  représentent  un  déplacement  virtuel  quelconijuc. 
Si  les  o(j  sont  arbitraires,  la  condition  s'écrira 

Si  les  rjfj  sont  soumis  à  des  équations  de  condition  de  la  (orme 

-  fi'^jq  rr  o,  1  hriq  =  o , 

on  devra  avoir 

f,^  =  h,-\-):b+ 

ou 

d    âr        d'r 


dt      de/'  d<7 


^  la  -|-  X7;  -f" ('■  équations). 


La  terminologie  de  Hertz  s'applique  non  moins  heureusemenl 
au  cas  où  le  système  est  soumis  à  des  forces. 

Ces  forces  déterminent  une  quantité  vectorielle  qui  représentera, 
par  défiiiiliou,  la  force  appliquée  au  système  matériel. 

En  désignant  par  J  la  quantité  vectorielle  à  laquelle  a  été  donne 
le  nom  d'accélération,  ré([uation  générale  de  la  dynamicjue  ex- 
prime que  la  qiiantilé  vectorielle  ^U — F  est  rec((tni;iil(iire  avec 
tous  les  déplacements  virtuels,  \c  signe  —  indiquant  une  opération 
sur  les  quantités  vectorielles,  dont  la  signification  est  évidente. 

(^ette  ([uantité  vectorielle  peut  élre  apj)elé(;  la  contrainte  [<ter 
Z^Vfini^'  de  Gauss),  et  Ton  voit  ([uc  le  niouvrmcnt  est  ilétermin*' 
par  la  condition  que  la  grandcar  de  la  contrainte  soit  niini/n/i/n , 
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les  mouvements  comparés  présentant,  pour  la  position  considé- 
rée, la  même  vitesse  en  grandeur  et  en  direction. 

On  voit  que  les  propositions  générales  de  la  mécanique  des 
systèmes  h  liaisons  prennent,  moyennant  la  terminologie  de  Hertz, 
une  forme  particulièrement  simple. 

11  est  juste  d'observer  qu'une  terminologie  analogue,  peut-être 
un  peu  moins  heureuse,  avait  déjà  été  exposée  par  Julius  Kœnig('  . 


DEUXIEME    PARTIE 

MÉCANIQUE      DES      SYSTilMES     MATÉRIELS 

Dans  cette  partie  de  son  ouvrage,  Hertz  sest  proposé  d'édi- 
fier la  Mécanique  rationnelle,  movennant  son  livpothèse  et  sa 
terminologie,  suivant  une  ordonnance  parfaitement  logique. 

En  lait  il  ne  s'agit  pas  d'autre  chose  que  de  supprimer  la  force 
en  tant  que  notion  primordiale. 

Les  notions  d'espace,  de  temps  et  de  masse  étant  supposées 
acquises,  les  liaisons  entre  les  masses  étant  supposées  indépen- 
dantes du  temps  et  soumises  aux  restrictions  déjà  indiquées, 
Hertz  appelle  libre  un  système  matériel  dont  les  liaisons  sont 
internes.^  c'est-à-dire  n'intéressent  que  les  positions  relatices  des 
points  du  système,  ou,  plus  nettement,  permettent  tout  déplace- 
ment sans  délormation  du  système. 

Hertz  pose  à  priori,  comme  loi  fondamentale  de  la  Mécanique, 
la   loi  du  mouvement  des  systèmes  libres,  savoir  : 

Tout  système  libre  décrit  une  trajectoire  de  moindre  courbure 
avec  une  vitesse  constante. 

Par  hypothèse,  tout  système  non  libre  fait  partie  d'un  système 
libre,  et  son  mouvement  peut  par  conséquent,  au  moins  théori- 
quement, être  déterminé  au  moyen  de  la  loi  fondamentale. 

Telle  est  l'économie  générale  de  l'édifice  logique  construit  par 
Hertz. 

Sa  terminologie  lui  a  permis  d'exprimer  sous  forme  de  loi 
unique  les  propriétés  du   monvemenl  des  svslèines  libres. 


(')  Julius  Kcemg,    ltitcr[)rttation     </cr  fundamenlal    Gleichungen   der    Di/riaiiii/>. 
Math.  Annalen.   i8SS.  l.  WXI. 
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Son  hypothèse  sur  hi  nature  de  hi  force,  réduite  à  nôtre  qu  une 
manifestation  du  mouvement  de  masses  perceptibles  ou  latentes, 
lui  permet  de  construire  la  Mécanique  au  moyen  des  seules  no- 
tions d'espace,  de  temps  et  de  masse. 

De  la  loi  fondamentale  Hertz  déduit  facilement,  jxmr  les  sys- 
tèmes libres,  les  équations  de  Lagrange  ainsi  ([ue  toutes  les  pro- 
positions générales  de  la  mécanique,  1/  compris  les  piincipcs  du 
ce/lire  de  ^r(H'i(è  et  des  aires. 

Tout  système  matériel  dont  le  mouyement  n'est  pas  régi  par 
la  loi  fondamentale,  doit  être  considéré  comme  lié  à  des  masses 
ne  faisant  pas  partie  du  système. 

Soient  (/j,  </.,,...,  ^,.  les  paramètres  du  système  partiel  considéré 
et  Pi,Pi,---t  p,,  les  paramètres  déterminant  les  positions  des 
autres  masses  du  système  total. 

Une  équation  de  liaison  sera  de  la  forme 

X  Adq  +  ï  Bdp  =  o. 

Un  cas  particulièrement  simple  est  celui  où  les  masses  exté- 
rieures au  système  q  restent  fixes,  c'est-à-dire  où  dp  =  o. 

Dans  ce  cas,  les  équations  de  condition  expriment  simplement 
que  ce  système  est  soumis  à  des  liaisons  indépendantes  du  temps 
et,  quoique  non  libre,  il  aura  son  mouvement  régi  par  la  loi 
fondamentale,  ce  qui  devrait  être,  puis([ue,  en  partant  des  prin- 
cipes habituels  de  la  Mécanique,  nous  avons  établi  une  loi  pour 
tous  les  systèmes  ;»  liaisons,  libres  ou  non  libres,  sur  les([uels  ne 
s'exerce  aucune  autre  force  que  celles  dues  aux  liaisons,  le  mol 
force  étant  employé  dans  son  sens  habituel. 

Il  n'est  peut-être  pas  sans  intérêt  de  remarquer,  notamment 
pour  la  recherche  de  la  signification  des  principes  du  centre  de 
gravité  et  des  aires,  <[ue,  dans  tous  les  cas  de  la  nul  me  oii  les 
liaisons  d'un  système  ne  hii  permettent  pas  tous  les  déphiee- 
ments  sans  délormation,  Ton  peut  toujours  lui  ailjoindr»'  des 
masses  j)erceptibles.  c'est-ii-dire  des  corps  solides,  licjuides  ou 
gazeux,  telles  que  les  liaisons  deviennent  internes. 

Revenons  au  cas  général. 

Le  terme  dû  à  la  liaison  considérée  dans  1  fcjualion  ib-  l.agiange 
relative  à  la  coordonnée  y  sera  de  la  forme  /..\. 

Si  l'on   reifarde  comme    connu    \v    niouvrmeiil    (b-s    masses   nr 
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faisant  pas  partie  du  système  partiel  des  (j,  le  coelHcient  A  sera 
déterminé  de  la  manière  habituelle  en  se  servant  de  l'équation 
de  liaison,  qui  prend  la  forme 

en  posant 

dt 

et  Ton  voit  facilement  que  le  résultat  concorde  avec  celui  que 
donne  le  principe  de  d'Alembert  étendu  au  cas  des  liaisons  dé- 
pendantes du  temps. 

Ainsi  s'expliquerait  la  validité  de  ce  dernier  principe. 

La  notion  de  force.  —  Hertz,  pour  introduire  la  notion  de  force, 
considère  une  sorte  de  liaison  susceptible  de  s'exprimer  par 
l'égalité  d'un  ou  plusieurs  paramètres  d'un  autre  système.  Cette 
sorte  de  liaison  est  appelée  par  Hertz  accouplement  {Koppelung). 

Si  q  etjj  sont  respectivement  des  paramètres  égaux  des  deux 
systèmes,  l'équation  de  condition 

(7  =r  p   ou   0(7  —  o/j  =:  o 

donnera  naissance,  dans  les  équations  de  Lagrange  relatives  res- 
pectivement il  q  eih p,  a  des  termes  égaux  et  de  signes  contraires, 
de  sorte  que,  si  Q  est  le  terme  dû  à  la  liaison  dans  l'équation 
relative  a  q  et  P  le  terme  analogue  dans  l'équation  relative  a  p, 
on  aura 

Q=r-P. 

Nous  voici  parvenus  au  point  vital  de  l'ouvrage  de  Hertz,  i» 
l'introduction  de  la  notion  de  force. 

Nous  tombons  en  même  temps  en  pleine  obscurité.  Aussi 
croyons-nous  ne  pouvoir  mieux  faire  que  de  mettre  sous  les  yeux 
du  lecteur  une  traduction  littérale  du  texte  même,  en  suppri- 
mant seulement  les  démonstrations  ainsi  que  certaines  considé- 
rations étrangères  à  la  question  <[ui  nous  occupe. 

Définition.  —  Sou-s  la  dénomination  de  force,  nous  entendons  rinflueuci; 
que  l'un  des  deux  systèmçs  accouplés  exerce  sur  lautre  en  raison  de  la  loi 
fondamentale. 

CoNSKQUKNci:.  —  A  chaciue   force  correspond  nécessairem<'nt  une  réaction 
((iegenkraft). 
Car.      ... 
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Représuntation  A.NALVTiQui:  DK  LA  FORr.K.  —  -Nous  pouvoiis  et  voulons 
donc,  en  concordance  avec  la  délinition,  poser  que  l'ensemble  des  quantités 
P  déterminées  pour  toutes  les  coordonnées  p  doit  constituer  l'expression  ana- 
lytiijue  de  la  force,  que  le  système  des  p  exerce  sur  le  système  des  f/.  Les 
quantités  P  ou  encore  Q  s'appellent  les  composantes  de  la  force  suivant  les 
coordonnées  correspondantes  p  ou  c/,  ou  simplement  les  forces  suivant  ces 
coordonnt'es. 

Par  cette  détermination  nous  établissons  la  concordance  avec  la  désigna- 
tion actuelle  de  la  mécanique,  et  la  nécessité  de  réaliser  cet  accor(l  jusiilie 
sunisamment  le  choix  que  nous  avons  fait  parmi  plusieurs  déterminations 
possibles. 

CoNSKQUK.Nci::.  —  La  force  qu  un  système  exerce  sur  un  autre  peut  être 
considérée  comme  une  quantité  vectorielle  relative  au  deuxième  système, 
dont  les  composantes  suivant  les  coordonnées  communes  sont  en  général 
différentes  de  zéro,  dont  les  composantes  suivant  les  coordonnées  non  com- 
munes s'aimuKmt,  enfin  dont  les  composantes  suivant  les  directions  qui  ne 
peuvent  s'exprimer  par  les  variations  des  coordoimées  employées  restent 
indéterminées. 

DiixiiMi:  co.NSKQLENCK.  —  La  force  qu'un  système  exerce  sur  un  autre 
peut  être  considérée  aussi  bien  comme  une  quantité  vectorielle  relative  au 
premier  système. 

L'action  et  la  réaction  sont  égales  et  opposées.  Ou  doit  entendre  par  là 
que  leurs  composantes,  suivant  chacune  des  coordonnées  employées,  sont 
égales  et  opposées,  et  cela,  que  l'on  considère  la  forc<>  comme  une  quantité 
vectorielle  dans  un  ou  dans  l'autre  système. 

Car 

Ri  MARQUE  I,  —  La  proposition  précédente  correspond  à  la  Lex  tertia  de 
.Newton  et  est  dénommée  le  principe  de  la  réaction.  Pourtant  son  contenu 
ne  coïncide  pas  complètement  avec  \v  contenu  de  cette  troisiènie  loi,  leur 
rapport  exact  est  le  suivant  : 

La  loi  de  Xewton  contient  complètement  notre  proposition,  suivant  les 
vues  de  son  auteur,  comme  le  montrent  les  exemples  mis  à  l'appui  de  la  loi. 
Mais  la  loi  de  Newton  contient  davantage.  Du  moins  elle  est  généralement 
appliquée  aux  actions  à  distance,  c'est-à-dire  aux  forces  qui  s'exercent  entre 
deux  corps  n  ayant  pas  de  coordonnées  communes. 

Mais  notre  mécanique  ne  connaît  pas  de  telles  forces,  (^'cst  ainsi  (lue. 
pour  t[ue  l'on  puisse,  par  exemple,  déduire  de  notre  proposition  la  consé- 
(juence  (|u'une  planète  attire  le  soleil  avec  une  force  égale  à  celle  avec 
laquelle  «die  est  attirée  par  lui.  il  est  nécessaire  d'avoir  des  données  plus 
intimes  sur  la  nature  de  la  liaison  existante  entre  les  deux  corps. 

Rkmarqle  2  —  On  peut  se  demander  si  le  surplus  que  pn'-senle  le  prin- 
cipe de  la  réaction  sur  notre  proposition  peut  figurer  à  juste  titre  parmi  les 
lois  fondamentales  de  la  Mécani(|ue  ou  si,  au  contraire,  la  partie  essentielle 
et  valable  en  toute  généralité  de  ce  principe,  ne  consiste  pas  dans  uolrc  pro- 
position. 

En  ce  qui  concerne  la  forme,  la  portée  de  la  troisième  loi,  dans  son  appli- 
cation aux  actions  à  distance,  n'est  pas  clairement  exprimée.  Car,  si  la  force 
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et  la  rcaclion  sont  appliquées  à  des  corps  dilléicnls,  ce  que  1  on  entend  par 
direction  opposée  n'est  pas  net.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  lorsqu'il 
s'agit  de  l'action  réciproque  entre  deux  éléments  de  courant.  En  ce  qui  con- 
cerne le  contenu,  1  application  du  principe  de  la  réaction  aux  actions  à  dis- 
tance de  la  Mécanique  habituelle,  représente  évidemment  un  fait  d'expé- 
rience dont  1  exactitude  dans  tous  les  cas  commence  à  devenir  douteuse. 
Ainsi  on  est  presque  convaincu  que  l'action  réciproque  entre  deux  particules 
magnétisées  en  mouvement  ne  satisfait  pas  au  principe  dans  tous  les  cas. 

Des  questions  se  présentent  en  foule  que  Ton  voudrait  poser 
à  Hertz. 

Tout  d'abord,  quelle  est  la  signification  physique,  s'il  en  existe 
une,  de  cette  sorte  de  liaison  que  Hertz  appelle  accouplement  de 
deux  systèmes  et  qu'il  ne  définit  que  par  une  propriété  analy- 
tique, savoir  le  lait  d'avoir  les  coordonnées  communes  ? 

Incidemment,  à  propos  de  la  loi  de  l'égalité  de  l'action  et  de 
la  réaction,  Hertz  nous  apprend  à  ce  sujet  que  les  actions  à  dis- 
tance sont  celles  qui  s'exercent  entre  deux  corps  n'ayant  pas  de 
coordonnées  communes  et  que  sa  mécanique  ne  connaît  pas  de 
telles  forces. 

Quelle  sorle  d'incompatibilité  Hertz  conçoit-il  entre  le  lait 
analytique  d'avoir  des  coordonnées  communes  et  le  fait  physique 
de  s'actionner  a  distance  ? 

Ce  n'est  pas  que  dans  cette  obscurité  on  n'aperçoive  l'idée 
directrice. 

Hertz  songe  évidemment  à  la  théorie  des  systèmes  cycliques, 
qu'il  exposera  tout  à  l'heure  après  son  génial  créateur,  Helmholtz, 
et  tout  particulièrement  à  la  théorie  cinétique  de  l'électrodyna- 
mique  de  Maxwell. 

L'image  mécanique  de  Maxwell,  encore  qu'assez  imprécise, 
est  pour  Hertz  le  modèle  de  toute  explication  mécanique. 

Or,  dans  cette  théorie,  on  considère  un  svstème  matériel  hypo- 
thétique, dont  la  force  vive  dépend  des  coordonnées  des  corps 
perceptibles,  ce  qui  revient  à  dire  qu'il  existe  entre  le  svstème 
hypothétique  et  les  corps  perceptibles  une  liaison  consistant 
dans  le  fait  d'avoir  dos  coordonnées  communes  (coordonnées 
contrôlables). 

C'est  là  que  nous  voyons  l'origine  de  l'idée  d'accouplement,  à 
laquelle  Hertz  attache  tant  d'importance,  <[u'en  dehors  d'elle  il 
ne  conçoit  pas  la  notion  de  force. 
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II  semblerait,  à  le  lire,  que  c'est  giàce  ii  elle  ([ue  l'on  retrouve 
la  loi  de  l'éfifalité  de  laction  et  de  la  réaction  ou  tout  au  moins 
ce  qui  doit  la  remplacer. 

Mais  il  n'en  est  rien.  Car,  ce  que  Hertz  conserve  de  cette  loi, 
savoir  le  principe  du  centre  de  gravité  et  celui  des  aires,  résulte 
immédiatement  de  son  hypothèse  primordiale  que  toutes  les 
forces  sont  des  forces  de  liaison. 

En  elVet,  les  forces  de  liaison  ont  un  travail  nul  dans  tout 
déplacement  viituel  compatible  avec  ces  liaisons,  et  en  particu- 
lier, quand  il  s'agit  d'un  système  libre,  dans  tout  déplacement 
sans  déformation,  ce  qui  constitue  précisément  la  condition  pour 
que  ces  forces  se  fassent  équilibre  au  sens  que  présente  ce  der- 
nier mot  dans  la  mécanique  des  corps  indéformables. 

Le  postulat  est  au  fond  celui-ci  : 

Nous  ne  saurions  concevoir  de  liaisons  ne  permettant  pas  tous 
les  déplacements  sans  déformation  de  l'ensemble  des  masses 
matérielles  intéressées,  de  sorte  que  1  existence  d'une  liaison 
empêchant  un  système  matériel  de  se  déplacer  librement  sans 
déformation,  exige  toujours  la  présence  de  masses  matérielles 
étrangères  au  svstème. 

Du  reste,  les  forces  de  liaison  peuvent  toujours  être  calculées 
sans  avoir  recours  ii  la  loi  de  l'éffalité  de  l'action  et  de  la  réac- 
tion.  Otte  dernière  loi  devient  donc  complètement  inutile,  si 
l'on  admet,  avec  Hertz,  qu'il  n'existe  ([uc  des  lorces  de  liaison. 

J'ajoute  qu'en  étendant  convenublemenl  le  postulat  ci-dessus, 
on  peut  dèmonlrer,  dans  le  cas  de  forces  quelconques,  les  prin- 
cipes du  centre  de  gravité  et  des  aires  et,  d'une  façon  générale, 
calculer  l'action  exercée  par  un  svstème  sur  un  autre,  connais- 
sant l'action  exercée  parle  second  sur  le  premier,  ce  qui  constitue 
en  somme  le  rôle  de  la  loi  de  l'éfralité  de  l'action  et  de  la  réaction. 

o 

On  conclura  sans  doute,  avec  nous,  que  la  manière  dont 
Hertz  introduit  la  notion  de  force,  n'est  pas  pleinement  satisfai- 
sante. 

Du  reste,  l'arbitraire  qui  subsiste  dans  la  détermination  de  la 
lorce  quand  on  la  délinit,  comme  le  fait  Hertz,  par  certains 
termes  des  équations  de  Lagrange,  ne  saurait,  croyons-nous, 
convenir  à  une  notion  qui,  en  dehors  de  toute  théorie  mécanique, 
s'impose  si  naturellement  ii  noire  espiit. 
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N'y  a-t-il  pas  quelque  chose  de  plaisant  à  vouloir  refuser  le 
droit  d'existence  à  la  notion  de  force,  alors  que,  dans  la  pra- 
tique, nous  n'éprouvons  aucune  hésitation  à  déterminer  la  direc- 
tion d'une  force  et  à  en  mesurer  la  grandeur. 

Certaines,  parmi  les  objections  qui  se  présentent  naturelle- 
ment, quand  il  s'agit  de  définir  (mais  non  de  mesurer  effective- 
ment) la  grandeur  d'une  force,  ne  se  présentent-elles  pas  égale- 
ment pour  les  notions  les  mieux  établies  ? 

Considérons,  par  exemple,  les  notions  associées  de  longueur 
et  de  déplacement  sans  déformation,  qui  servent,  peut-on  dire, 
de  base  à  la  science  tout  entière. 

Si  l'on  essaie  de  définir  l'égalité  (ou  la  comparaison)  de  deux 
longueurs,  on  est  ramené  à  la  notion  de  déplacement  sans  dé- 
Ibrmation.  Mais  les  savants  n'ignorent  pas  qu'il  n'existe  pas  de 
corps  se  déplaçant  sans  déformation.  Pour  les  ignorants,  au 
contraire,  il  en  existe  un  très  grand  nombre,  et  c'est  leur  notion 
grossière  de  corps  indéformable  qui  est  la  base  de  la  Géomé- 
trie, science  pure  par  excellence  pourtant,  et  qu'une  analyse  uu 
peu  subtile  découvrirait  au  fond  des  conceptions  physiques  les 
plus  compliquées,  notion  simple  à  la  vérité,  non  pas  parce  qu'elle 
est  obtenue  par  abstraction,  ce  qui  n'est  pas,  mais  parce  qu'elle 
est  le  résultat  tout  inconscient  du  premier  regard  que  nous 
jetons  sur  la  nature. 

La  notion  de  force,  comme  celle  de  longueur,  est  essentielle- 
ment subjective,  et  il  est  illusoire  d'en  chercher  une  définition 
puremcnl  objective. 

Moin'c/nenfs  cycliques.  —  L'étude  des  mouvements  cycliques 
est  due  aux  idées  qui  ont  conduit  les  physiciens  à  identifier  cer- 
taines énergies  potentielles  (chaleur,  potentiel  électrodynanii- 
que,  etc.)  à  l'énergie  cinétique. 

Hertz  termine  son  ouvrage  par  un  exposé  de  la  théorie  des 
systèmes  cycliques.  Nous  croyons,  en  raison  de  l'influence  que 
paraît  avoir  eue  cette  théorie  dans  la  genèse  des  idées  de  Hertz 
sur  la  Mécanique,  devoir  en  rappeler  les  principes. 

Considérons  un  système  matériel  dont  la  position  dépende  de 
coordonnées  de  deux  sortes,  (j  et  '^,  celles-ci  n'entrant  dans  l'ex- 
pression de  la  force  vive  du  système  que  par  leurs  dérivées,  et 
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les. prcinîrrcs  doiininit  lieu  à  une  lorce  vive  négligeable  par  raj)- 
port  à  la  force  vive  correspondante  aux  secondes. 

Les  coordonnées  es  sont  appelées  cycliques. 

En  somme.  (mi  «'-crivant  la  force  vive 

T  =  T,;  +  1V,  +  T,, 

on  ne  conserve  <[U(>  le  dernier  terme  et  on  suppose  en  outre  que 

j 

les  coefficients   des  carrés- et  des   produits   des  dérivées -^  ne 

*  at 

dépendent  (jue  des  coordonnées  q. 

Il  est  clair  qu'on  ne  saurait  admettre  en  toute  rigueur  que  les 
dérivées  des  coordonnées  q  n'entrent  pas  dans  l'expression  géné- 
rale de  T.  Mais  on  peut  ne  considérer  que  des  mouvements  dans 
lesquels  les  termes  contenant  ces  dérivées  sont  négligeables  par 
rapport  aux  termes  ne  contenant  que  les  dérivées  des  coordon- 
nées cycliques. 

L'équation  de  Lagrange,  pour  une  coordonnée  <y,  sera  de  la 
forme 

et  pour  une  coordonnée  -ç. 


dt     d-^' 


Supposons  (|ue  le  système  cyclique  soit  accouple  à  un  systènir 
par  les  paramètres  y,  c'est-à-dire  supposons  que  ces  paramètres 
q  soient  conslaninu-nl  égaux  respectivement  ii  des  paramètres  en 
nombre  égal  du  second  système. 

Le  terme  dû  au  mouvement  du  système  cyclique  dans  l'ècpia- 
tion    de    Lagrange    relative    au    paramètre    du    nouveau    système 

considéré  égal  à  q  sera  —  P  ou  -^ — ,  el  le  liayail  dans  un  dépla- 
cement de  ce  dernier  système  sera 

d</ 

L  expression  de    1"   sera,  dans    dnix  cas    inh'ir^sants.    uni(|n<'- 
ment    Icmction    des    jtaramèli'es    cy,    savoir    dans    1<^    ras    oii     les 
Enseignement   mulli.  iH 
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dérivées  -y^  =  '^'  sont    constantes,  et   dans  le   cas  où  les   quan- 

tités  -^— r  sont  constantes, 

do 

On  a,  dans  le  premier  cas, 

d^  =  dT, 

et  dans  le  second  cas, 

di^  =  —  dï. 

Dans  le  premier  cas,  le  mouvement  est  dit  isocyclique  ;  dans 
le  second  cas,  il  est  dit  adiabatique. 
On  a,  dans  ce  dernier  cas, 

d     ÔT  _ 
dt    bo'  ~^' 

c'est-a-dire  que  la  force  exercée  sur  le  système  cyclique  suivant 
la  coordonnnée  cp  est  nulle. 

Le  système  est  alors  dit  consen>atif. 

L'énergie  cinétique  T  du  système  cyclique  représente  le  poten- 
tiel des  forces  exercées  par  ce  système  sur  le  système  ayant  pour 
paramètre  fj. 

Les  propriétés  des  systèmes  cycliques  conduisent  à  des  for- 
mules intéressantes,  qui^ont  suggéré  des  théories  mécaniques 
de  phénomènes  physiques. 

Nous  ne  citerons  que  la  propriété  suivante  : 

Supposons  que  le  système  soit  monocyclique,  c'est-à-dire  ne 
dépende  que  dune  coordonnée  cyclique  cp. 

Soit  dQ  le  travail  de  la  force  cyclique,  c'est-à-dire  soit 

^~  dt    bo'      "^         dt    ôo'         '^        ~  "^        do'  ■ 
On  a  d'autre  part 


2       OO 


D'où 


,   *■'■ 


bo' 
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En  posant 

00 


En  admettant  que  la  force  vive  T  soit  proportionnelle  à  la 
température,  on  aurait  là  une  expression  de  l'entropie. 

Nous  nous  sommes  proposé  de  faire  connaître,  dans  ces  quel- 
ques pages,  ce  qui  nous  a  paru  important  dans  l'ouvrage  de 
Hertz,  laissant  au  lecteur  le  soin  de  faire  les  nombreuses 
réflexions  qu'inspirent  le  sujet  dabord,  les  idées  de  Hertz 
ensuite. 

A  titre  de  conclusion  h.  notre  étude,  nous  donnons  l'apprécia- 
tion suivante  émise  sur  la  théorie  de  Hertz,  par  M.  Poincaré  (')  : 

«  Intéressante  à  coup  sûr,  elle  ne  me  satisfait  pas  entière- 
ment, parce  qu'elle  fait  la  part  trop  grande  à  l'hypothèse.  )) 


«  Néanmoins,  par  cela  seul  qu'il  est  nouveau,  ce  mode  d'expo- 
sition est  utile  ;  il  nous  force  îx  réfléchir,  à  nous  alFranchir  de 
vieilles  associations  d'idées.  Nous  ne  pouvons  pas  encore  voir  le 
monument  tout  entier  ;  c'est  quelque  chose  d'en  avoir  une  pers- 
pective nouvelle,  prise  d'un  point  de  vue  nouveau.  » 

G.  CoMBEBiAc  (Limoges). 


(')    H.    Poi.NCABK,   loc,  cit. 


UNE  LEÇON  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 

SUR  LES  AXES  OBLIQUES  DANS  L'ESPACE 


Il  n'est  pas,  je  crois,  de  professeur  de  Géométrie  analytique 
qui  n'ait  eu  l'occasion  de  remarquer  l'embarras  de  ses  élèves 
lorsqu'ils  ont  à  se  servir  d'un  système  d'axes  obliques  dans  la 
résolution  d'un  problème. 

Cette  maladresse  est  surtout  apparente  en  Géométrie  à  trois 
dimensions,  où  la  complication  des  formules  est  plus  grande  ; 
elle  est  due  au  manque  d'habitude,  mais  provient  aussi,  pour 
une  part,  du  fait  que  beaucoup  de  traités  usuels  ne  présentent  pas 
la  question  des  axes  obliques  avec  toute  la  clarté  et  l'ampleur 
qu'elle  comporte,  et  emploient  uniquement  le  système  trirec- 
tangle  dans  les  applications,  même  les  plus  simples. 

Il  n'est  pas  jusqu'aux  plus  grands  géomètres  qui  n'aient 
commis  parfois  des  inadvertances  dans  l'emploi  des  systèmes 
obliques.  Tous  les  mathématiciens  connaissent  le  passage  fautif 
de  la  Mécanique  analytique  (i"""  partie,  section  II,  §  i5)  et  le 
Mémoire  dans  lequel  Poinsot  a  le  premier  signalé  et  rectifié 
l'erreur  de  Lagrange. 

Cependant  le  cas  général  des  axes  obliques  a,  au  point  de 
vue  pratique,  une  grande  importance;  je  n'ai  besoin  que  de 
rappeler  l'usage  si  fréquent  qui  en  est  fait  en  Cristallographie, 
dans  la  Théorie  des  surfaces,  celle  des  coordonnées  curvili- 
gnes, etc.  En  outre,  ce  chapitre  de  Géométrie  offre  une  excel- 
lente occasion  pour  revoir,  à  un  point  de  vue  plus  élevé  que 
dans  les  éléments,  la  Trigonométrie  sphérique  en  la  rattachant 
à  la  théorie  algébrique  des  formes  adjointes  qui  reçoit  de  ce  fait 
une  interprétation  très  claire.  Enfin,  la  complication  des  formules 
peut  être  hicilement  levée  par  l'emploi  de  notations  convenables 
rendant  les  formules  presque  aussi  simples  dans  ce  cas  que  dans 
celui  des  axes  rectangulaires. 
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J'ai  pensé  que,  précisément  à  cause  du  caractère  élémentaire 
du  sujet,  l'étude  qu'on  va  lire  était  de  nature  à  intéresser  quel- 
ques professeurs;  elle  n'a,  cela  va  sans  dire,  aucune  prétention 
à  l'originalité  et  n'est,  ii  peu  de  chose  près,  que  la  reproduction 
de  la  leçon  sur  les  axes  obliques  dans  le  cours  de  Géométrie 
analytique  professé  par  moi  deux  années  de  suite  à  l'Université 
de  Genève.  Tout  au  plus  me  permettrai-je  d'attirer  l'attention 
du  lecteur  sur  l'interprétation  géométrique  remarquable  de 
l'équation  (i4)  7  ""  connaît  le  rôle  fondamental  joué  par  cette 
identité  dans  diverses  théories ,  la  théorie  arithmétique  des 
formes  ternaires,  par  exemple. 

On  voudra  bien  me  pardonner  d'avoir  modifié  quelque  peu  le 
sens  de  termes  aussi  employés  que  ceux  de  coordonnées  et  de 
forme  adjointe. 

Je  ne  crois  pas  devoir  présenter  ici  d'a])plications  ;  le  lecteur 
en  trouvera  sans  peine  d'intéressantes,  telles  le  changement 
d'axes  sous  la  forme  la  plus  générale,  la  rotation  d'un  vecteur 
autour  d'une  droite  donnée  et  les  formules  de  0.  Rodrigues,  la 
réduction  en  coordonnées  obliques  de  forces  appliquées  à  un 
solide,  etc. 

§  I.  Considérons  trois  axes  OX,,  OX^,  OX..  non  situés  dans  le 
même  plan.  Ils  prendront  le  nom  à' axes  coordonnés  et  les  plans 
qu'ils  déterminent  deux  à  deux  celui  de  plans  coordonnés. 
Nous  représenterons  symétriquement  par  ç,,  ç.,,  ç,.,  les  angles  des 
axes  deux  à  deux,  tandis  que  les  angles  dièdres  seront  désignés 
par  i8o°-ç',,  i8o°-ç'^,  180°-;...  En  prenant,  du  point  O,  la  pers- 
pective du  trièdre  sur  la  surface  d'une  sphère  ayant  ce  point  pour 
centre,  on  obtient  un  triangle  splK'ri([ue  dans  lequel  ç,,  ç_,,  ^.5 
sont  les  côtés,  et  180°-;',,  i8o''-q.,,  iSo^-ç,,  les  angles.  Ces  six 
éléments  du  trièdre  sont  donc  liés  par  les  formules  de  la  Trigo- 
nométrie sphérique  (jui  en  laissent  trois  arbitraires.  Toutelois, 
nous  ne  supposerons  pas  connues  ces  formules  qui  vont  résulter 
d'elles-mêmes  des  développements  dans  lesquels  nous  allons 
entrer. 

Au  trièdre  coordonné,  nous  associerons  toujours  le  trièdre 
supplénienliiire  défini  comme  suit.  Sur  la  face  X^OX,,,  du  môme 
côté  de  cette  face  (jue  la  troisième  arèle  OX,,  élevons  la  perpen- 


274  CAILLER 

diculaire  OX',  ;  tirons  de  même  les  deux  autres  normales  OX'.,, 
OX'g.  Les  trois  axes  OX',,  OX'^,  OX'^  forment  le  trièdre  supplé- 
mentaire ;  réciproquement,  comme  on  le  démontre  immédiate- 
ment, le  trièdre  primitif  est  le  supplémentaire  du  trièdre  OX',, 
OX'^,  OX'g.  Les  éléments  de  ce  dernier  sont  E',,  ç'^,  H',  pour  les 
faces,  180°-^,,  iSo^-ij,   i8o°-^3  pour  les  dièdres. 

Nous  dirons  quelquefois  que  les  deux  trièdres  définis  comme 
il  vient  d'être  dit  sont  adjoints  l'un  de  l'autre. 

Ajoutons  encore  aux  notations  précédentes  une  remarque  évi- 
dente. L'angle  X,OX',,  nécessairement  aigu,  est  le  complément 
de  l'inclinaison  de  la  droite  OX,  sur  la  face  X.OXg  ;  c'est  aussi, 
pour  la  même  raison,  le  complément  de  l'inclinaison  de  OX',  sur 
la  face  X'^OX'g.  Les  angles  X^OX'^  et  XgOX'g  ont  une  signification 
analogue  ;  nous  représenterons  ces  trois  angles  par  90°-/,,  90"-/.,, 

§  2.  Soit  maintenant  un  vecteur  OP  unissant  l'origine  0  à  un 
point  donné  P  de  l'espace  :  ce  vecteur  peut  être  déterminé  algé- 
briquement à  l'aide  du  trièdre  coordonné  de  plusieurs  manières. 

1°  Par  le  point  P  menons  trois  plans  parallèles  aux  faces  du 
trièdre  OX,,  OX^,  OX3  ;  les  segments  que  ces  plans  détachent 
sur  ces  axes,  affectés  des  signes  +  ou  —  selon  qu'ils  sont  portés 
sur  les  axes  eux-mêmes  ou  sur  leurs  prolongements,  se  nomment 
les  composantes  du  vecteur  OP  et  nous  les  représenterons  par  les 
lettres  x^,  x.^,  x^.  Tout  vecteur  a  ses  trois  composantes  et  réci- 
proquement à  trois  nombres  x^^  a'j,  a'g,  choisis  arbitrairement, 
correspond  toujours  un  vecteur  et  un  seul,  car  trois  plans  paral- 
lèles aux  faces  d'un  trièdre  se  coupent  toujours  en  un  point 
unique. 

Remarquons  que  les  trois  plans  parallèles  aux  plans  coordon- 
nés et  ces  plans  eux-mêmes  forment  un  parallélipipède  dont  OP 
est  une  diagonale.  Si,  partant  de  O,  on  trace  successivement 
trois  arêtes  de  ce  parallélipipède  non  situées  dans  un  même 
plan,  on  aboutira  à  P,  et  les  trois  arêtes  ainsi  décrites  seront  en 
grandeur  les  composantes  du  vecteur  OP.  Il  existe  six  tracés 
semblables  conduisant  de  O  à  P  ;  nous  les  nommerons  les  con- 
tours des  composantes. 

2"  Abaissons   de   P   trois  plans   perpendiculaires  sur  les   axes 
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OX,,  OXj,  0X3;  les  segments  déterminés  sur  ces  axes,  évalués 
avec  la  même  règle  des  signes  que  plus  haut,  se  nommeront  les 
projections  du  vecteur  OP  et  nous  les  représenterons  piir/^j,/;^, 
p.^.  Il  est  clair  que  tout  vecteur  a  trois  projections  déterminées  ; 
réciproquement  à  trois  nombres,  arbitrairement  choisis  comme 
projections,  correspond  toujours  un  vecteur  et  un  seul. 

3"  En  utilisant  le  trièdre  adjoint  OX'j,  OX'^,  OX'3,  de  la  même 
manière  que  le  trièdre  OXp  OX^,  OX,,  on  voit  que  le  vecteur  OP 
pourra  encore  être  représenté  par  les  composantes  adjointes 
x\,x'..,,x'^  ou  les  projections  adjointes  j)\,  p'.,,  p\. 

En  résumé  le  même  vecteur  peut  être  représenté  par  l'une 
quelconque  des  quatre  lignes  du  tableau  suivant  : 

•*  I'    ■*25    ■'  3  î 
Pv  Pl^    Pi\ 

.v\.  .r'.,  .r'.,  ; 
P\-  P'i^  P'z- 

Ce  tableau  est  celui  des  coordonnées  du  vecteur;  le  même 
terme  est  souvent  appliqué  au  point  P,  extrémité  du  vecteur  qui 
suffit  h  le  définir. 

§  3.  Relations  entbe  les  coordonnées.  —  Les  explications  pré- 
cédentes montrent  qu'une  des  lignes  du  tableau  précédent  est 
arbitraire  ;  les  autres  en  sont  des  fonctions  déterminées.  Nous 
nous  proposons  de  trouver  les  neuf  relations  qui  unissent  nos 
douze  coordonnées  :  ce  problème  n'existe  pas  pour  le  cas  d'un 
trièdre  trirectangle,  les  quatre  lignes  étant  alors  identiques. 

a)  Relations  entre  les  .r  et  les  //.  —  Considérons  le  plan  paral- 
lèle à  X.^OXg  et  passant  par  P.  11  détache  le  segment  x^  sur  la 
droite  OX,  ;  en  outre,  comme  il  est  perpendiculaire  sur  OX',,  il 
détache  le  segment  //,  sur  cette  droite.  L'angle  X^OX',  étant 
égal  il  ()o  —  /,,  et  les  signes  des  deux  segments  .r,  eip^  étant  les 
mêmes,  nous  aurons  p  ^  =-ï"i  sin  /,.  Ainsi 

P\  =  '1  ^'"'p     j 

Pi  =  ■*'2  s''"r       I  (I) 

P'2  =  •'"n  sin  «3.       / 

b)  Relations  entre  les  .1'  et  les  p.  —  On  les  trouvera  en  raison- 
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liant  sur  le  trièdrc  adjoint  comme  nous  venons  de  le  faire  sur  le 
trièdre  primitif.  Ainsi 

/?!  =  a:'i  sln/j, 

p.2  r=  x'.^  sini^,  (II) 

^3  =r  x'3  siiu.,.      / 

Les  relations  (1  et  (II)  nous  montrent  que  les  projections 
d'un  vecteur  sont,  ii  des  facteurs  constants  près,  égales  aux  com- 
posantes relatives  au  trièdre  adjoint  et  réciproquement. 

c)  Relations  entre  les  p  et  les  x.  —  Remarquons  que  p^,  qui 
est  la  projection  orthogonale  de  OP  sur  OX^,  est  aussi  la  projec- 
tion orthogonale  sur  cet  axe  d'un  contour  de  composantes.  En 
transcrivant  cette  équivalence,  nous  trouvons 

/'i  =  -«'i  +  ï'i  COSJ3  +.»■,,  cost,.      ■ 

P-2   =  '^i   COS;3   +  X.y   -f  .1-3    COSÇi.  (III) 


p.^  =  .Tj  cos;2  +  ^2  ^o^^i  -\-  •*■; 


\ 


d)  Relations  entre  Icsp  et  les  x' .  — Les  trois  tableaux  nous  donnent 
les  neuf  relations  indépendantes  cherchées.  Toutefois  la  symétrie 
des  trièdres  adjoints  permet  évidemment  d'écrire  le  tableau 

p\  ^^  x\  -\-  x\  cosH'3  -j-  ^''3  COS;'o. 

p'^  =.  x\  cosf'g  4"  ^'2  +  ^'3  <'osf\,  (IV) 

p'..  =  x\  cosf'j  -|-  x',  COS^'j  +  .r'3. 

système  qui  ne  peut  être  qu'une  conséquence  des  précédents. 

^  4*  Trigonométrie  sphérique.  — Nous  trouverons  des  relations 
entre  les  coefficients  en  éliminant  les  x,  x',  p,  p'  entre  les  quatre 
tableaux  de  formules  (I),  (II),  (III),  (IV).  Pour  les  former  d'une 
manière  régulière,  remplaçons  dans  la  première  équation  (H  ) 
les  //  et  x'  par  leurs  valeurs  en  x  et  p  tirées  de  (1)  et  (II),  il 
vient 

X,  sini.z=  — r-'-r-  H .' .      cosz'..  -\ .    '■      ros|'.,  ; 

siiij^  siii  i.,  "  siii /.. 

mais  en  résolvant  directement  les  équations  (III),  par  rapport  ii 
x^  nous  trouvons 

\)Xi  z=  p^  sin"-£,  -{-  p^  («"«s;!  cos^^  —  t^os^j) -}-/^3  (<^os;i  cosç..  —  cost^^ 


i 


ryt  i.i:(  ity  de  geometihe  .i.\.i/.}  rnjt  e 


où  D  désiernc  lo  d<'trrniinaiit 


^g 


I)  = 


oos  ;., 


eus  z^ 
cosr, 


Les  valeurs  de  i\  tirées  des  deux  formules  précédentes  sonl 
forcément  idoiifiqucs  et  leur  comparaison  nous  donne  les  for- 
mules 

siii-ij  sin-;j  =  sin- /^  sin- f^  =  s'in- i.^  sin-;.j  =r  D, 
<'(>s£,,  =:  oos;j  cos;.,  —  siii;^  sin  ;^,  fos;'.,, 

et  les  analogues  de  cette  dernière  obtenues  par  la  permutation 
circulaire  des  indices.  Do  la  première  ligne  il  résulte  que  le 
déterminant  D  est  constamment  différent  de  zéro,  positif,  plus 
petit  que  l'unité  sauf  pour  le  cas  d'un  trièdre  trirectangle  où  il 
devient  égal  h  un.  On  peut  donc  écrire  plus  simplement 

sin/j  sin^j  =  sinf.,  sinï,  =:  sini.,  sinjj  r=  y  D.  (i) 

oos^,  =:  cosî^  cos^.,  —  f'in;!  siii^^  ros;'.j.  (2) 

On  doit  ajouter  à  ces  équations  celles  qu'on  trouve  on  alternant 
le  rôle  des  trièdres  adjoints 

sinj,  sin;'j  1=  siin\,  sin;'.,  =  ^ii".,  sin;'..  :=  V^D  .  (l') 

cosH'..  r^  <'Os;'j  cosi'^  —  ^'"Ti  =^i"ï  >  ^'^^^s-  {*') 

Divisons  los  équations  (i)  par  les  (l'j  correspondantes,  on  a 

(3; 


V  D' 


Los  formules  (-.>.).  (2')  et  (3)  sonl  cflios  do  la  Trigonométrie 
spiiériquo,   sauf  une  légère  vai'ianto  duo  aux  notations  adoptées. 

Arrêtons-nous  un  instant  sni-  la  quantité  \  D.  souvent  nommée 
sinus  du  trièdro.  \  oici  la  raison  de  cette  dénomination. 

Si  Idn  considère  un  triangle  de  côtés  a  ot  h  ooinpionant  «Mitro 

eux  l'anglo  C,  sa  surface  vaut  —  ah  sin  (].  De  mémo,  coupons  le 
trièdre  OXj,  OX.,,  OX^  par  un  plan  détachant  les  trois  segments 
rt,,  flj,  a.^  ;  le  tétraèdre  ainsi  formé  a  pour  mesure  —a^a.,a.^  \A1). 

En  efl'et  la  base  («,«0)  '^  pour  surlaco-— ^/i^/^  siu  ;.,  o|   la  hautour 
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est  égale  h  «3  sin /.^,  enfin  yD  =  sin  «g  sin  ^,,  ;  le  volume  est  donc 
égal  au  sixième  du  produit  des  arêtes  par  le  sinus  du  trièdre 
qu'elles  forment. 

Cette  remarque  permet  de  former  une  autre  expression  de  ce 
sinus.  Supposons  la  quatrième  face  du  tétraèdre  menée  per- 
pendiculairement à  OXj,  et  cette  face  prise  comme  base.  La 
valeur  du  volume  qui  résulte  de  cette  supposition  sera  — «jâr^a, 
sin  ^^sin  ç^  sin  ^',,  ainsi 

y/D  rr:  sin^.,  sinçj  sin^',  z^  sinÇ^  sin^^  sin;',  ^  sin;^  sin  ç^  sinç'g.        (4) 

A  ces  diverses  formes  de  \/D,  joignons  celle  qui  résulte  du 
développement  du  déterminant 

D  :=  I  -j-  2  cosfj  cos|_,  COS^g COS^^j  —  cos-|^  —  cos-^3,  (5) 

ou,  décomposant  le  trinôme  en  cos  ;^  en  deux  facteurs  du  premier 
degré, 

D  =  4  sin    ^-  +  ^^~"^'.  sin    ^3  +  ^1—^2    ^j^    ^i  +  ?2  —  ^3  .  /gN 

2  2  2 

Enfin,  si  dans  la  relation  (4),  on  substitue  la  valeur  de  sin  ;' 
tirée  de  la  proportion  des  sinus,  nous  trouvons 

U  zzz  siu^j  sin;,,  sin^g  V  D'; 


D'=  ">' 


et  de  même 


sin-ç^  sin-ç^  sin- ^3 

D'2 


(7) 


Ces  diverses  formules  permettent  de  former  sans  peine  le 
sinus  du  trièdre  en  fonction  de  trois  quelconques  des  six  élé- 
ments     Çl,      Ç„     ig,      i/,     l.^,     l^. 

Jj  5.  Cliangefnent  de  notations.  —  Nous  laisserons  de  côté  le 
trièdre  supplémentaire  et  nous  n'emploierons  plus  que  le 
trièdre  OX,,  0X„,  OXg.  Pour  plus  de  clarté  nous  désignerons 
maintenant  les  axes  par  OX,  OY,  OZ,  les  faces  du  trièdre  par 
i,  Y,,  s,  ses  dièdres  par  180°-^',  i8o°-7i',  i8o"-j;'.  Un  vecteur  OP 
sera  déterminé  par  ses   composantes  (,r,  //,  r)  ou  ses  projections 
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{P->  'h  ')  •  ^^  ^  ^"  plus  liant  que  ces  six  quantités  sont  liées  par 
les  équations 

X  -\-  y  cos!^  -f-  z  cosT,  :=  p,     \ 

X  cos^-\- y  -Y  z  QO->l  =z  (j.  (8) 

X  cosT,  -|- j  cos;  -|-  r=  /•  ; 

et  y/D  étant  le  sinus  du  trièdre  des  axes, 

p  sin"-; -|- r/ siu;  sin/j  cos  ^'-)- r  siii  ^  sin  ;  cosr/rrD.f, 

p  siii;  siiiT,  cos  r  + 7  siii-r, -j- r  sinr,  siii  ^  cos^'rr  Dj,    '  (9) 

p  sin^  sin  ç  cost/-(-  q  sinr,  sin^  cos;'  -f-  /•  sin-^:=  D", 

qui  permettent  de  déterminer  .r,  //,  c  en  fonction  de  p^  q^  r  et 
réciproquement.  Nous  verrons  qu'il  y  a  souvent  avantage,  au  point 
de  vuejde  la  simplicité  des  formules, à  conserver  les  six  quantités. 

,^  6.  Les  deux  problèmes  métriques  fondamentaux.  —  Toute 
question  de  Géométrie  pouvant  être  ramenée  à  des  évaluations  de 
longueurs  ou  d'angles,  il  importe  de  trouver  deux  formules,  ser- 
vant à  mesurer  la  première  la  grandeur  /  dun  vecteur  OP(.r,  y,  z; 
p,  q,  /•),  la  seconde  l'inclinaison  i  de  deux  vecteurs  OP{.r,  ?/,  r  ; 
p,q,r)  e\.0?\x',y',z';p',q',r>). 

a)  Longueur. —  Soient  pour  un  instant  a,  ,3,  y  les  angles  que  fait 
le  vecteur  OP  avec  les  axes  coordonnés,  de  sorte  que  p  =  l  cos  a, 
fj^=l  cos  [i,  r^lcosr.  Projetons  un  contour  de  composantes  sur 
OP,  nous  trouverons  l  comme  projection,  ainsi  C  =  .r  cos  a -|-  // 
cos  jS-j-  z  cos  Y  ;  et  tenant  compte  des  égalités  précédentes. 

i-  =  pr  +  qy  +  '•-■  (10) 

Cette  formule  est  la  plus  simple  ;  si  l'on  veut  exprimer  /en  lonc- 
tion  des  composantes  seules  ou  des  projections  seules,  il  sullira 
d'élinuner  p,  q,  r  ou  x,  tj,  z  à  l'aide  des  relations  (8)  ou  (9),  ce 

qui  donne 

l^  =  f,[x,y,z),  (10') 

en  faisant  pour  abréger 

/i  (•*■•  J'  '•)  =  ^'  -\-  y-  +  =■  +  2J-  cos|  4-  •2:.rcosT,  +  •i.rvoosr. 
D/j  [p,  q.  r)  =  p-  sin- 5  -j-  y-  sin-r,  +  r-  siii-^  -\-  iqr  sinr,  sin  I  cos;' 

-\-  irp  sin  ^  siii  ç  cost/  -\-  -j-pr/  sin  E  siur,  cos  II'  : 

ces    deux    polynômes   prendront   le    nom    de  première  et  seconde 
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l'orme  fondamentale  du  tricdre  coordonné.  Revenant  un  instani 
au  trièdre  supplémentaire,  j'observe  que  les  composantes  ad- 
jointes x\  y' ,  z',  ont  les  expressions  suivantes  en  j),  (j.  r 

sine  ,  sinr  ,  sinî! 

ainsi  on  a 

f,  [p,  q,  v)  ^  a'-  -j-  r'-  -j-  :•'-  +  ly'z'  cosç'  +  2:',*'  cost/  -f-  ix'y'  cosT. 

% 

pour  cette  raison,  on  nomme  souvent  adjointes  les  deux  formes 

Remarquons  enfin  que  les  équations  (8)  et  (9)  peuvent  s'écrire 
dune  manière  très  condensée 

•■  =  ~^-  I 

'—     -2       èr    '       j 

Nous  avons  tout  à  Theure  considéré  les  angles  directeurs  a,[îi,Y; 
ces  angles  ne  sont  pas  indépendants.  En  efTet  remplaçons  dans 
(10")  p,f^,r  par  leurs  valeurs  l  cos  a,  l  cos  |j,  l  cos  *'  il  vieni 

/",  (cos  a,  cosp,  cos  y)  =  i . 

b)  Piuhlème  des  angles.  — •  Soient  OP  (r,  ij.  r  ;  p,  q,  r)  et  OP 
(x',  y\  z'  ;  p\  q' ^  r')  les  deux  vecteurs,  l  et  l' leurs  longueurs,  i  leur 
angle,  a,  [j,  y  les  angles  directeurs  du  premier.  En  projetant 
sur  OP  le  contour  des  composantes  x' ,  y' ,  z',  ou  le  vecteur  OP  . 
on  obtient  deux  résultats  égaux  :  donc 

o 
/'  cos  /  =1  .r'  cos  a  -(-  y'  cos|;  -|-  ;'  cos  y  ; 

multiplions  par  ^  et  remplaçons  /  cos  a,  l  cos  3,  /  cos  y  par  /;,  <y, 

r,  il  vient 

//'  cos/  =^  p.r'  -J-  V.v'  +  i:'.  (12) 

et  par  symétrie 

//'  cos  J  rr  p'x  -\-  f/'y  -\-  r'z.  (la') 


.=  ■  f. 

'/=:  ^,:- 

2         bp 

-if 

(')  On  «ait  qu'on  appelle  ordiiiaircinenl  en  Algèbre  tidju'inlc  de  la  forme /'i(.r,y,r). 
la  forme  D/!,  (p,  q,  r). — On  pourrait  généraliser  les  formules  du  texte  en  convenant 
(|ue  les  longueurs  des  trois  composantes  x,  y.  z  sont  rapportées  à  des  unités 
différentes  ;  la  forme  /"j  (x.  y,  z)  deviendrait  alors  un  polynùme  homogène  du 
deuxième  degré  quelconque  ;  cette  généralisation  est  importante,  en  jiarliculiei- 
dans  la  théorie  des  surfaces  :  je  me  bornerai  toutefois  à  la  signaler. 
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Les  formules  (12  et  (12  )  donnent  en  éliminant  les  projections 
ou  les  composantes 

//'  COS.  =  -(.,•  4^  -.  .4^ + .  ^\=  -(.'^  +/  ^^ 


+  -■4^1,  >. 


/    d/:,    ,      a/:,    ,      a/;  \      <  /  ,  a/:.   ,    ,  ar. 


'''--  =  -f  />i^+7-S^  + 


expressions  qu'on  peut  aisément  développer. 

Ainsi  pour  trouver  l'inclinaison  i  de  deux  droites  avant  res- 
pectivement pour  angles  directeurs  a,  |j,  -'  et  a',  |j',  y'  il  suffira 
de  remplacer  dans  (i'*-")  l  et  l'  par  l'unité  puis  de  faire/;  =  cosa, 
y  =  cos  j,  /•  --^=z  cos  Y,  p'  =  cos  a',  etc. 

c)  Deiixicnie  solution  du  problème  précèdent .  —  Bien  que  les 
formules  précédentes  résolvent  sans  ambiguïté  le  problème  des 
angles,  il  est  indispensable  d'en  posséder  une  autre  solution 
donnant  Tangle  par  son  sinus  :  elle  va  se  présenter  sous  un<' 
forme  très  diflereute  de  la  précédente. 

Nommons  OL  et  01/  deux  vecteurs  auxiliaires  ayant  le  premitr 
pour  composantes 

X  r=  qr  —  /r/',  Y  r=  rp'  —  pr' ,  Z  —  pif  —  tjp' . 


et  le  second  pour  projections 
I'  =  rc'  —  rv'.  O  = 


J  '■ 


C>hacun  de  ces  vecteurs  est  perpendiculaire  sur  le  plan  01'. 
OV-,  en  eflet  on  a,  en  vertu  des  conditions  di^  perpendicularilc 
(formules  i  2  et  12'),  pour  le  premier 

/>X  -|-  </Y  4-  1'^'  =  t>.        /^'X  4-  r/'Y  4-  '■  >^  =  o. 

t't  poui'  le  deuxième 

., l>  _|-  yO  -|_  -\\  —  o,  x'V  +  y'i)  -r  z\\  =z  o. 

Ainsi  les  droites  OL  et  OL'  ont  la  même  direction  ;  en  se  rep()r- 
lant  alors  à  la  premit  re  loinuile  (8)  on  voit  qu'on  peut  écrir<- 
l'identité 

X  4-  Y.os^  +  Z  cosr.  --  al'. 
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OÙ  In  constante  a  représente  le  rapport  des  longueurs  -^  de  ces 
droites. 

Si  Ton  remplace  dans  X,  Y,  Z,  les  quantités  p,  q^  /•,  etc.,  par 
leurs  valeurs  en  .r,  ?/,  -,  la  comparaison  des  deux  membres  de  la 
dernière  équation  écrite,  donne,  par  un  calcul  un  peu  long,  mais 
sans  difficulté,  a  =:  D  ou  L  =  L'D. 

Appliquons  enfin  aux  deux  droites  OL,  OL'  la  formule  (12)  ;  on  ;i 

±  DL'^  =  PX  +  QY  +  RZ,  {i3) 

le  signe  étant  -j-  ou  —  selon  que  OL  et  OL'  sont  de  même  sens 
ou  de  sens  opposé.  Le  second  membre  est  d'ailleurs  égal  au  déter- 
minant 

/>•<■  +  '/>■+  '■'  P'^'  +  7/  +  '■=' 

p'x  +  q'y  +  r'z  p'x'  -{-  r/'r'+  r'z' 

ou,  en  vertu  des  formules  (10)  et  (12)  à  la  quantité 

m'i  _  /2//2  COS^  i   =   r-n  Sin2  i. 

Ainsi  les  deux  membres  de  (i3)  sont  positifs  et  l'on  a 

L  rr  II'  i/D  sin  /,         L'  =r      _    sin  i, 

formules  qui  nous  donnent  les  longueurs  des  vecteurs  auxiliaires 
OL  et  OL'  en  fonction  du  sinus  de  l'angle  cherché. 

On  vient  de  voir  que  OL  et  OL'  sont  de  même  sens  ;  pour  trouver 
ce  sens  par  rapport  h  celui  des  vecteurs  OP  et  OP',  j'observe  qu'il 
ne  peut  pas  changer  tant  que  l'angle  /  reste  difTérent  de  zéro  ou 
de  180°,  autrement  dit  tant  que  les  droites  OP  et  OP'  se  meuvent 
sans  coïncider.  Si  OP  a  pour  composantes  i,  o,  o  et  OP'  pour 
composantes  o,  1,0,  le  vecteur  OL'  est  visiblement  porté  sur  la 
perpendiculaire  au  plan  XOY  du  côté  de  OZ;  cette  règle  est  donc 
générale  et  les  vecteurs  OL  et  OL'  sont  portés  perpendiculaire- 
ment sur  le  plan  OP,  OP'  du  même  côté  de  ce  plan  que  l'axe  0/ 
par  rapport  au  plan  XOY. 

Une  conséquence  ini|)<)rtante  se  déduit  de  la  comparaison  de 
nos  deux  solutions  du  problème  des  angles. 

En  vertu  de  la  formule  (i'*"),  on  a 
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et  de  même  en  vertu  de  la  formule  (lo  ")  appliquée  au  vecteur  P, 

Q,  R, 

/-/'-  sin-j  =  \)f.,   [yz' —  zy',  zx'  —  xz',  xy'  — yx'] . 

D'autre  part  /-  =  /,  (r,  ij,  z)  et  P  =  /]  (.r',  jj\  z')  ;  ainsi  en 
additionnant  les  deux  résultats  précédents,  on  a  l'identité  impor- 

+  D/;  iyz'  —  zy\  zx'  —  xz\  xy'  —yx').      (14) 

qui  peut  facilement  s'étendre  à  une    forme    ternaire  quelconque 
et  à  son  adjointe. 

î^  7-  ■Signification  métrique  de  V équation  du  plan.  —  Nous  ter- 
minons cette  leçon  en  cherchant  l'équation  générale    d'un   plan. 

Soit  P  celui-ci,/;  sa  distance  à  l'origine,  H  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  sur  lui  de  l'origine;  «,  ^,  c  les  projections  d'un 
vecteur  normal  au  plan,  enfin  :r,  ?/,  z  les  composantes  d'un  point 
A  quelconque  de  l'espace  (on  dit  le  plus  souvent,  d'une  manière 
absolue,  les  coordonnées  de  ce  point).  La  distance  de  A  à  P  est 
égale  à  la  projection  de  OA  sur  OR  diminuée  de/;  :   ainsi,  par  la 

formule  (12) 

,    ..                  nx  -\-  hy  -\-  cz 
ZZItlislance  3= =- — p. 

/,  [ri,  h,  c)  ^ 

Si  le  point  A  est  dans  le  plan,  cette  distance  est  nulle,  donc 

ax  -\-  hy  -\-  cz  —  pf^  (a,  /;,  c)  =  o 

sera  l'équation  du  plan  ;  elle  affecte  la  forme  générale  du  premier 
degré 

^■'-  +  ?r  +  Ï--  +  0  =  0. 

Réciproquement  toute  équation  de  cette  forme  sera  celle  d'un 
plan  perpendiculaire  au  vecteur  dont  les  trois  projections  sont  a, 

3,  V   à  la  dislance '-r — -  de  l'origine,  comptée  suivant  levec- 

teur  (a,  [j,  y),  si  0  est  négatif  et  suivant  son  prolongement  si  0  est 
positif. 

On  sait  que  cette  même  équation  peut  être  trouvée  par  des 
considérations  de  géométrie  projective,  le  sens  des  constantes  a, 
^,  y,  0  est  alors  moins  simple. 

C   Cailleii  (Genève). 


REMARQUES  SUR  LES  BISSECTRICES  ITUN  ANGLE 


I .  —  La  détermination  de  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par 
deux  droites,  en  Géométrie  analytique,  donne  lieu  habituelle- 
ment à  une  difficulté  qu'il  semble  aisé  de  lever.  En  considérant 
la  bissectrice  comme  le  lieu  des  points  également  distants  des  deux 
droites  données,  en  Géométrie  plane,  on  trouve  simultanément 
les  deux  bissectrices;  et  si  on  les  sépare,  comment  distinguer 
celle  qui  divise  en  parties  égales  l'angle  aigu,  de  celle  qui  divise 
l'angle  obtus  ? 

Prenons  tout  de  suite  le  problème  ainsi  posé  dans  l'espace  ;  et 
tout  d'abord,  pour  plus  de  simplicité,  considérons  deux  droites 
passant  par  l'origine,  OD,  OD'.  Leurs  équations  seront 


et  nous  pouvons  supposer  que  a,  [j,...  satisfassent  aux  conditions 
2^2  _|_  ^2  _|_  ^2  __  j^  yi-1  _j_  ryi  -j-y'-  =  I,  c'est-à-dire  que  ces  quantités 
soient  des  cosinus  directeurs.  Mais  il  y  a  ambiguïté,  pour  cha- 
cune des  droites,  en  ce  sens  que  a,  3,  y,  ou  a  ,  ,j',  -''  peuvent 
être  simultanément  changées  de  signes  sans  ([ue  les  équations 
soient  changées.  Autrement  dit,  les  équations  j-eprésentent  à  la 
fois  une  demi-droite  et  la  demi-droite  opposée. 

Prenons  les  équations  telles  (ju'clles  sont  données,  et  appelons 
M  le  point  (jui  a  pour  coordonnées  a,  |j,  y  et  M'  celui  qui  a  pour 
coordonnées  a',  ,S',  y'.  La  somme  géométrique  OM  -\-  OM'  sera 
la  bissectrice  de  l'angle  MOM',  et  l'extrémité  de  cette  somme  a 
pour  coordonnées  a-f-a',  jii+  [3',  7  + y',  si  bien  que  les  équa- 
tions de  l'une  des  bissectrices  sont 


X 


4 


a  +  a'  '?  +  <-?'  Y  +  ' 
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celles  de  l'autre  bissectrice  étant 

r  y  z 


[■^) 


3—3' 


f  1        . 

Il  s'agit  de  savoir  laquelle  divise  en  parties  égales  l'angle  aigu, 
cl  laquelle  l'angle  obtus. 

Or  nous  avons,  sans  ambiguïté, 

Cos  MOM'  =  ax'  +  33'  +  -V- 

Si  donc  MOM'  est  aigu,  7.7.'+ ^,3'  + yv'>  o;  alors  (i)  est  le 
système  des  équations  de  la  bissectrice  de  l'angle  aigu  et  (2) 
celui  des  équations  de  la  bissectrice  de  l'angle  obtus.  Ces  con- 
clusions sont  renversées  si  aa'+ i3|j'-(- -p/ <  o.  Si  les  deux 
droites  données  sont  rectangulaires,  aa'-|- |i|j'-|- vv'r;=o,  et  la 
([uestion  ne  se  pose  plus. 

On  peut  encore  dire  qu'on  changera  s'il  le  faut  les  signes  des 
coefficients  dans  les  équations  de  l'une  des  droites,  de  telle  sorte 
([ue  aa' -f-  '^'^' -\-'-'/  ^oh  positif,  et  qu'alors  le  svstènie  (i)  repré- 
sentera toujours  la  bissectrice  de  1  angle  aigu. 

2.  —  Si  les  droites  ne  passaient  pas  par   l'origine,  mais  par 

un  point   commun  [a,  b,  c)  il  est  évident  que  les  équations  des 
bissectrices  seraient 

X  —  n  r  —  h    z  —  c 

a -fa'  ~   p  +  fJ'    ~  T  +  r' 
et 

X  —  a  y  —  h    z  —  c 

«—a'    ~T— F"  ~   Y— 7'  " 

Le  premier  système  représentera  la  bissectiice  de  l'angle  aigu  ou 
(!<>  l'angle  obtus,  suivant  que  aa'+,3|â'-f-YY'sera  positif  ou  négatif. 

S.  —  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  au  cas  plus 
simple  de  la  Géométne  plane;  il  n'y  a  qu'à  remplacer  aa'-|- 
'j^'-|- vv'  par  ar'  -\-  fi ,3',  en  supposant  que  les  équations  des  deux 
droites  aient  été  écrites  sons  la  forme 

X  —  a  y  —  h  X  —  a    r  —  l> 


Si,  comme  on  le  fait  souvent,  on  a  écrit 

y  —  b  =zm  (.r  —  a) ,       y  —  i»  rr  m'  [x  —  a  , 
Enseignement  malli.  rg 
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on  remarquera  que 
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y  1  -{-  m-  V  ^  +  '"'" 


;^      f /  ,, 

y/ 1  -f-  m-  y  I  -|-  '" 


et  que  nous  pouvons  toujours  prendre  positivement  les  radi- 
caux. Dès  lors,  aa'-f-,3|3'  a  le  même  signe  que  i-\-mni'.  Quant 
aux  équations  des  deux  bissectrices,  elles  sont 


h 


+ 


+  -/ 


y  —  h  X  —  a 


\/i-\-m-  \/ 1 -\- m'-  \/i-\-in-  \/i  + /«'^ 

et  la  première  équation  représente  la  bissectrice  de  l'angle  aigu 
ou  de  l'angle  obtus,  respectivement,  suivant  que  i -\- mm'  est 
positif  ou  négatif. 

4.  —  Le  même  problème  peut  se  poser  pour  les  plans  bissec- 
teurs des  dièdres  formés  par  deux  plans  donnés.  Nous  allons  en 
indiquer  une   solution,   un   peu  différente   de   la  précédente    en 
apparence,  mais  au  fond  ([ui  revient  au  même. 
Soient 

P=  ax  +  [3j +y;H-/j  =  o, 
V'  —  c,'x  +  '-^'y  +  '{z-^rp'  =  o, 

les  équations  de  deux  plans  donnés  (P)  et  (P'),  en  supposant 
<|ue  les  coefficients  a,  |3,  ...  aient  été  préalablement  ramenés  à 
satisfaire  aux  conditions  a" -f- [3- -j- y- =  i ,  a'" -}-  [^'^ -|- y'- =  i . 
Les  deux  plans  bissecteurs    (PJ  et  (PJ  des  dièdres  formés  par 

(P),  (P')  ont  pour  équation 

(P,)  (a  +  a')  .r  +  (Ji  +  P')  j+  (y  +  ^^')z  +  p  +/,'  =  o, 

..      (P,)  (a-a')u-+(^-lî')j+(Y-Y')^+/'-/>'  =  o- 

Pour  distinguer  entre  ces  deux  plans  celui  qui  est  bissecteur 
des  dièdres  aigus  et  celui  des  dièdres  obtus,  nous  pouvons  remar- 
quer que  si  l'on  prend  un  point  I\I  quelconque  sur  l'un  des  deux 
plans  donnés,  et  si  l'on  considère  les  distances  MD,,  MD,  aux 
I)lans  (P,),  (PJ,    la  plus  grande  de  ces  distances  correspond  au 
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plan  bissecteur  des  dièdres  obtus,  et  la  plus  courte  à  celui  des 
dièdres  aigus.  11  nous  suffit  donc  de  comparer  les  carrés  de  ces 
distances  qui  sont,  en  appelant  x^,  7/^,  z^  les  coordonnées  du 
point  M, 

g.  _    ^^  +  ^')  •^•0+  (1^  +  .5')  ro+  (y  +  t')  =0  -\-p  +pT- 
[  (g  -  g')  -rp  -f  (^  -  ?■)  Vq  +  (y  -  Y)  =o  +  p-  pT- 

(^-^')-  +  ^?-:^r  +  (T-ï')- 

ou,  en  vertu  des  hypothèses  (jue  nous  avons  faites, 

?2  __     (^'-^0  +  ^'Jo  +  T-o  +  P')- 

•M'+gg'  +  ?3'  +  YT')    ' 

,2  _      (^'■'•o  +  P'.ro  +  ï'=o  +  py 


.aa'-^^-n') 


On  aura  par  conséquent 
Suivant  que 


0?  >  5^ 


Donc  le  plan  ayant  pour  équation 

P  +  I"  =  o 

sera    bissecteur  des  dièdres  aigus  si  aa' -j- ,3^3'  + y-/>  o,   et  des 
dièdres  obtus  si  aa'  +  ,3,3'  -|-  yy'  <  o. 

Naturellement,  si  aa' +  ,3,3'  + vy'=o,  les  deux  plans  donnés 
sont  rectangulaires,  et  la  question  n'existe  plus. 

Nous  nous  permettons  d'attirer,  en  terminant,  l'attention  des 
professeurs  sur  cette  question  bien  simple,  parce  qu'elle  nous 
parait  ofl'rir  un  intérêt  pédag()gi([ut'  tpii  peut  se  présenter  dans 
d  autres  cas.  Elle  oblige  l'attention  à  se  p()rter  sur  certaines  dis- 
tinctions géométri((ues  cpi'on  laisse  (|uel([uefois  confondues, 
parce  que  les  formes  analyti([ues  les  englobent.  C'est  ainsi  qu'on 
pourrait  dire  il  la  rigueur  que  les  deux  équations  a.r-{- ^//-}-f  =  o, 
—  au: — Oi/  —  c  =  o  représentent  deux  demi-droites  distinctes, 
opposées  l'une  a  1  autre,  et  que  les  étfuations  a.i:  -\-  bj/  -\-cz  -\- 
</  =  <),  —  (i.v  —  /j/j — cz  —  d=o  représentent  les  deux  faces 
d'un  même  plan. 

C.-A.    L.VISANT, 


s  U  R 

LTMPLOI    I)i:S    SIGNES    EX    GÉOMÉTRIE    PLANE 


Dans  un  article  inséré  dans  \  Enseignement  mathéniatùjiie  du 
i5  septembre  1901,  M.  Emile  Lemoine  discute  cette  question  : 
laut-il  dès  le  commencement  de  la  Géométrie  attribuer  des  signes 
aux  grandeurs  étudiées,  et  en  particulier  aux  segments  de  droite 
situés  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan  ?  Il  reconnaît  lui- 
même  qu'il  n'y  a  pas  de  principe  général  pour  cela,  mais  il 
demande  qu'on  le  fasse  toutes  les  (ois  que  cela  est  possible. 

Je  ne  suis  pas  de  cet  avis  :  il  me  paraîtrait  dangereux  de 
mêler  des  théorèmes  admettant  le  principe  des  signes  avec  d'au- 
tres ne  l'admettant  pas,  sans  que  cette  distinction  résulte  d'un 
principe  général  et  de  conventions  uniformes  sur  l'emploi  des 
signes.  Ne  vaut-il  pas  mieux  ne  tenir  compte  d'abord  que  des 
grandeurs  absolues,  et  réserver  pour  une  revision  complémen- 
taire l'introduction  des  signes,  lorsqu'on  voudra  étudier  ce  qu'on 
appelle  les  met /iodes  en  Géométrie  ? 

Ainsi  il  faudra  d'abord  introduire  les  signes  des  segments 
situés  sur  une  droite.  Ce  n'est  pas  un  emprunt  que  la  Géométrie 
fera  h  l'Algèbre  ;  c'est  plutôt  le  contraire.  La  seule  théorie  des 
quantités  négatives  qui  ne  repose  pas  sur  des  conventions  arbi- 
traires, est  celle  qui  résulte  de  l'étude  des  grandeurs  relatives 
<t  en  particulier  de  celle  des  segments  en  ligne  droite.  Mais  ceci 
appartient  à  la  géométrie  linéaire  plutôt  qu'à  la  géométrie 
plane. 

Selon  moi  il  n'y  a,  dans  le  plan,  que  deux  espèces  de  grandeurs 
susceptibles  de  signes  d'une  manière  générale  :  les  angles  et  les 
aires. 

Les  cas  de  segments  de  droite  situés  dans  le  plan  et  suscep- 
tibles de  signes,  résultent  des  angles  ou  des  aires.  .Vinsi   il   peut 
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arriver  que  dans  une  relation  où  entrent  des  airos  on  puisse  sup- 
primer un  lacteur  commun  ;  alors  le  signe  de  Taire  vient  alVcc- 
ter  le  l'acteur  restant,  de  sorte  que  Ton  a  des  segments  suscep- 
tibles de  signes,  mais  d'aprcs  des  rcîj^li's  /jarlic/dières  à  la  (juos- 
tion  traitée. 

Exemples  :  la  relation  (juil  y  a  entre  les  côtés  d'un  quadrila- 
tère circonscriptible  ;  le  problème  de  Pappus,  etc.  Si  on  exprime 
de  trois  manières  difTérentes  l'aire  d'un  triangle  et  qu'on  sup- 
prime un  lacteur  commun,  on  a  la  proportionnalité  des  côtés  aux 
sinus  des  angles  opposés,  et  ces  relations  admettent  le  principt' 
des  signes,  puisque  les  aires  l'admettent.  La  première  des  rela- 
tions qu'il  y  a  entre  les  côtés  et  les  diagonales  d'un  quadrilatère 
inscriptible,  s'obtient  en  exprimant  de  deux  manières  différentes 
l'aire  du  quadrilatère  ;  par  suite  elle  est  susceptible  de  signes. 
On  sait  que  la  deuxième  relation  se  déduit  de  la  première.  Je 
ne  parle  pas  des  transversales,  où  n'entrent  que  des  rapports 
de  segments  en  ligne  droite. 

L'attribution  des  siones  aux  segments  de  droite  situés  dans  un 
plan,  laite  d'une  manière  générale,  peut  conduire  à  des  résultats 
paraissant  contradictoires.  Ainsi  prenons  le  lieu  des  points  M 
tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  à  deux  points  fixes  O,  O' 
soit  constant  et  égal  à  un  rapport  donné  p.  On  sait  que  c'est 
le  cercle  ayant  pour  diamètre  CC  ,  en  désignant  par  C  et  C  les 
points  qui  partagent  0  O'  X  dans  les  rapports  +  p  et  —  p.  (J'ai 
déjà  proposé  d'appeler  ce  lieu  si  usuel  «  cercle  conjugué  aux 
points  O,  O'  suivant  le  rapport  p  ».)  Quelle  que  soit  la  loi 
d'après  laquelle  on  donne  des  signes  aux  segments  MO,  MO',  on 
arrive  ii  cette  conséquence  que  ce  rapport  doit  rester  constant 
tout  le  long  de  la  circonférence,  et  cependant  en  C,  C,  il  a  des 
signes  difl'érents  ! 

Cette  dilliculté  s  est  présentée  ii  moi  dans  mon  nuMUoire  sui- 
la  Si/iiilitddc  des  figures  solides  {*),  et  je  crois  ([ue  ce  n'est  (|ue  pai- 
la  théorie  de  la  similitude  plane  qu'on  peut  la  faire  disparaître. 
Je  reprends  ici  les  principes  de  cette  théorie  ([ui  me  sont  néces- 
saires. 

Je  prends  dans    le    plan    deux  droites    quelcon<[ues  L,  L',  que 


(')  Annales  île  la  l'ncullr  </c.s-  scimccn  </c  Miirsci/li\  (  .  1\. 
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j'appellerai  lii^nes  de  repère.  Sur  ces  droites  je  prends  deux 
points  0,  0'  qui  doivent  être  homologues  dans  les  deux,  figures 
semblables.  Sur  les  lignes  de  repère  je  mets  des  flèches  pour 
indiquer  les  parties  OL,  0' L'  qui  doivent  se  correspondre.  Il 
s'agit  de  construire  dans  le  plan  deux  figures  semblables  F,  F' 
rattachées  à  ces  droites  et  ayant  pour  rapport  de  similitude  un 
nombre  donné  p.  Je  place  en  O  et  O'  deux  observateurs  dressés 
au-dessus  du  plan  et  regardant  chacun  sa  flèche.  Soit  m  un 
point  quelconque  de  la  figure  F  ;  je  tire  OniL.  Au  point  O'  je 
mène  la  droite  O'L'  faisant  avec  O'  L'  un  angle  égal  à  l'angle 
L0/«  et  dans  le  même  sens  de  rotation  (voir  E.  M.,  i5  janvier 
1901)  :  la  direction  O'Z'  sera  dite  de  même  signe  que  OZ.  Sup- 
posons p  positif.  Je  porte  sur  O'Z'  la  longueur  0'  m'  ^^=  p. 
Om,  et  le  point  m'  est  l'homologue  du  point  tn.  Lorsque  m 
parcourt  la  figure  F,  le  point  m'  parcourt  la  figure  F',  et  ces  deux 
figures  forment  un  système  directement  semblable.  Si  p  est  néga- 
tif, je  porte  sur  le  prolongement  de  O'Z'  un  segment  0' m"  égal  h 
la  valeur  absolue  du  produit  p.  Om,  et  le  point  m"  est  l'homo- 
logue du  point  m  ;  les  deux  figures  F,  F"  forment  un  système  inver- 
sement semblable.  Il  est  à  remarquer  que  par  le  changement  de 
p  en  —  p  on  obtient  le  même  système  que  si,  laissant  p  positif, 
on  change  le  sens  de  la  flèche  de  O'L'. 

En  particulier  si  m  parcourt  la  ligne  de  repère  L,  le  point 
m  ou  in'  parcourt  la  ligne  U  ;  ces  points  tracent  sur  les  deux 
droites  deux  divisions  semblables  faisant  partie  des  figures 
F,  t'  ou  F'.  Par  conséquent  ces  deux  divisions  semblables  ont  le 
même  centre  de  similitude  que  les  figures  complètes  F,  F' ou  F" 
Pour  simplifier,  je  suppose  que  le  point  0'  soit  sur  OL.  Alors 
l'angle  LO' L',  angle  des  flèches,  est  Vangle  de  rotation,  c'est-à- 
dire  un  angle  tel  que  si  l'on  fait  tourner  l'une  des  figures  d'un 
angle  égal,  les  segments  homologues  deviennent  parallèles,  et  les 
deux  figures  sont  homothétiques  directement  ou  inversement 
suivant  le  signe  de  p. 

Etudions  les  deux  cas  particuliers  oii  l'angle  LOL'  est  égal  à 
zéro  ou  à  i8o°. 

Si  l'angle  LOL'  est  nul,  la  droite  O'L'  se  place  sur  OL,  les  flè- 
ches étant  tournées  dans  le  même  sens.  Par  suite,  sur  cette  droite 
OL,  il  y  a  deux  divisions  semblables  qui  ont  un  point  double  ou 
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centre  de  similitude.  Si  o  est  positif  ce  point  C    est  extérieur  au 

C'O' 
segment  00'  et  Ton  a  -  ,..^   =  o.  Si  au  contraire  2  est  néo^atif  ce 

CO' 
point  C  se  trouve  sur  00',  et  1  on  a  en  valeur  absolue     \      =  p. 

Ce   sont   les  deux  points    qui  partagent  00    dans   les  rapports  o 

et-?. 

Supposons  que  l'angle  LOL'  devienne  égal  à  180''.  La  droite 
O'L'  se  place  sur  le  prolongement  de  OL  et  les  deux  flèches  ont 
des  sens  contraires.  Donc  les  deux  divisions  semblables  sont  les 
mêmes  que  si  dans  le  cas  précédent  on  avait  changé  le  sens  de 
la  flèche  de  O'L'.  On  retrouve  donc  les  mêmes  points  doubles  ; 
seulement  les  rôles  sont  changés  :  C  convient  au  cas  de  0  néga- 
tif  et  C  au  cas  de  0  positif. 

Cela  posé  prenons  pour  figures  semblables  deux  circonférences 
0,  O'  de  rayons  /•,  /•'.  Soit  a  le  point  de  la  première  situé  sur 
OL,  et  a  le  point  homologue  de  la  seconde  situé  sur  O'L'.  En 
faisant  varier  la  position  du  point  «',  c'est-à-dire  l'angle  de  rota- 
tion L0'«',  on  obtient  une  inhnité  de  systèmes  semblables  que 
l'on  peut  arbitrairement  regarder  comme  directs  ou  inverses. 
Soit  M  le  centre  de  similitude  de  lun  d  eux  ;   les  seaments   MO, 

MO'étant  homologues,  on  a  en  valeur  absolue   -r-r- —  =  —  =const. 
"         '  -MO  r 

Donc  le  lieu  du  jioint  M  est  le  cercle  conjugué  aux  deux  centres 
0,0'  suivant  le  rapport  —  et,  auprès  de  chaque  point  de  la  cir- 
conférence, on  peut  arbitrairement  mettre  -h  ou  — . 

Mais  ne  considérons  que  les  systèmes  directement  semblables, 

c'est-à-dire  prenons  p  = -| ;  tout  le  long  de  la  circonférence 

le  rapport  de  similitude  est  positif;  voyons  ce  qui  ari'ive  aux 
extrémités  C,  C.  Lorscjue  l'angle  de  rotalutn  est  nul,  b-  |)(tint  M 
vient  en  C,  et  nous  venons  de  voir  que  le  rapport  de  similitude 
est  positif  en  ce  point,  même  si  on  regarde  ce  point  comme  point 
double  des  deux  divisions  semblables  situées  sur  OO'L. 

Lorsque  l'angle  de  rotation  est  égal  à  iSo",  le  point  M  vicnl 
en  C,  et  nous  venons  de  voir  aussi  ({ue  le  rapport  de  similitucb' 
est  encore  positif,  même  si  on  considère  ce  point  comme  point 
double  des  deu.v  divisions  semblables  situées  sur  OO  L,  (jni  oui 
alors  leuis  flèches  dirigées  en  sens  contraires. 
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Il  y  a  encore  accord,  si  on  ne  considère  que  les  systèmes  inver- 
sement semblables. 

Les  mêmes  considérations  sont  applicables  toutes  les  fois 
qu'intervient  le  lieu  du  point  M,  car  rien  n'empêche  d'ajouter 
à  la  figure  donnée  deux  figures  semblables  dans  lesquelles  MO, 
MO'  seraient  deux  segments  homologues. 

Ainsi  la  contradiction  signalée  plus  haut  tient  h  ce  que,  lors- 
qu'on veut  partager  le  segment  00'  dans  un  rapport  donné,  la 
solution  ordinaire  restreint  la  question  en  supposant  implicite- 
ment que  les  deux  divisions  semblables  que  l'on  doit  supposer 
sur  00',  ont  nécessairement  leurs  flèches  dans  le  même  sens, 
c'est-à-dire  croissent  dans  le  même  sens.  Ce  problème  est  le 
même  que  celui  qui  consiste  à  trouver  le  point  de  rencontre  de 
deux  mobiles  qui  se  déplacent  sur  la  droite  00'  avec  des  vitesses 
données  et  passent  simultanément  en  0  et  O'.  Bien  qu'il  n'y  ait 
que  deux  lieux  de  rencontre,  le  problème  comporte  4  cas,  parce 
que  chaque  rencontre  peut  se  placer  dans  le  passé  ou  dans 
l'avenir. 

Je  conclus  de  cette  discussion  que,  puisque  le  lieu  du  point 
M  est  souvent  utile  lorsqu'on  ne  considère  que  les  valeurs  abso- 
lues et  qu'il  est  très  délicat  de  l'introduire  en  donnant  des  signes 
aux  segments,  il  vaut  mieux  suivre  la  marche  traditionnelle.  Il 
sera  facile  ensuite  d'introduire  ce  lieu  dans  les  questions  où  on 
a  besoin  du  principe  des  signes  :  dans  ces  questions  la  contra- 
diction signalée  se  trouvera  résolue  d'elle-même. 

II.  Df.llac  (^larseille). 


CHRONIQUE 


E.  L.  Fuchs 

Le  .i()  avi'il  dernier,  esl  mort  à  Bei-lin,  à  1  âge  Je  soixante-dix  ans,  nu 
des  niathéinaticiens  dont  la  Science  conservei'a  le  nom. 

Emmanuel-Lazare  Fuchs  naquit  le  5  mai  i8j'2  à  Moschin.  Sa  vie  esl 
presque  exclusivement  consacrée  à  la  science  et  à  l'enseignement.  Doc- 
teur en  i858,  il  appartenait  au  corps  enseignant  d'Allemagne  depuis 
1854,  d'abord  comme  professeur  d'école  industrielle.  Kn  i8(j(j,  il  com- 
mença un  cours  à  l'I  niversité  de  Greifswald  d  passa  successivement 
par  Gottingue  et  Heidelberg  pour  finir  à  Berlin. 

Ses  premiers  travaux  avaient  trait  à  la  Géométrie  supérieure  et  à  la 
théorie  des  nondîres  ;  mais  ce  qui  le  rendit  véritablement  célèbre,  <•<• 
fut  ridée  dattaquer  la  théorie  des  équations  difrérentielles  linéaires  par 
les  procédés  de  Cauchy  convenai)lement  généralisés. 

Il  serait  à  souhaiter  évidemment  que  Ton  puisse  dire  qu  intégrer  une 
équation  c  est  arriver  à  écrire  la  fonction  la  plus  générale  qui  la  vérifie. 
On  voyait  depuis  longtemps  que  cette  idée  simpliste  ne  paraissait  pas 
suffisante,  pas  plus  d  ailleurs  que  l'idée  de  calculer  toutes  les  intégi'ales 
sans  introduire  des  transcendantes  nouvelles  définies  précisément  par 
1  inversion  de  ces  intégrales  elles-mêmes. 

Fuchs  étendit  ces  recherches  aux  équations  linéaires  et  montra  que 
l'on  pouvait  déterminer  la  manière  dont  l'intégrale  se  comportait  dans 
le  plan  si  l'on  connaissait  la  manière  dont  s'y  comportaient  les  coetW- 
cients  de  l'équation. 

Il  ouvrit  ainsi  un  chauq>  de  recherches  très  vasti'  et  y  parcourut  lui- 
même  de  belles  étapes. 

Si  les  coefficients  de  léqualion  sont  uniformes,  lintégrale  se  trans- 
forme par  une  substitution  linéaire,  lorsqu'on  tourne  autour  d'un  point 
singulier.  Fuchs  part  de  là  «-t  établit  systématiquement  l'intégi-ation  au 
moyen  de  séries  entières. 

11  étudie  également  les  équations  à  [)oints  critiques  lixes,  reciierches 
qui  ont  été  récemment  complétées  par  .M.  l'ainlevé,  et  il  lui  vient  aussi 
à  l'idée  de  faire  l'inversion  du  quotient  de  deux  intégrales  d  une  équa- 
tion linéaire,  conception  développée  ensuite  par  M.  Poincaré.  lequ<;l 
fit  définitivement  la  théorie  des  fonctions  naissant  de  ladite  inversion  et 
leur  donna  le  nom  de  fnnciions  fKclisicitnrs. 


294  ciinosiquE 

Tel  fut,  dans  les  grandes  lignes,  le  géomètre  dont  nous  saluons  la 
mémoire.  Les  noms  de  Cauchy,  Riemann,  Gauss,  Abel  d'une  part,  de 
Poincaré,  Picard  et  Painlevé  de  l'autre,  conserveront  le  sien,  car  il  eut 
la  ffloire  d'être  l'un  des  traits  d  union  entre  ceux-ci  et  ceux-là. 

o 

La    PiÉDACTIOX. 

Xavier  Antomari 

Un  de  nos  collègues  les  plus  estimés,  Xavier  Antomari,  est  mort 
le  9  juin  dernier  à  Paris.  Il  n'était  âgé  (jue  de  quarante-six  ans  et  suc- 
comba à  une  maladie  qui,  depuis  quelque  temps  déjà,  laissait  peu 
d'espoir.. 

Xavier  Antomari  est  un  ancien  élève  de  l'Ecole  normale  et  docteur  es 
sciences.  Il  était  depuis  longtemps  professeur  de  mathématiques  spé- 
ciales au  lycée  Carnot,  et  prit,  en  même  temps  que  M.  G. -A.  Laisant, 
la  direction  des  Xom-elles  Annales  de  Matliéinatiques. 

\^' Enseignement  mathématique  se  fait  un  devoir  d  adresser  à  sa 
famille  ses  plus  sympathiques  et  sincères  condoléances. 

L.  "V.  J.  Van  Emelen. 

Le  lo  juin  igoi,  est  mort  à  Gand  un  de  nos  jeunes  collaborateurs, 
M.  L.-F.-J.  van  Emelen.  Né  à  Louvain  le  uG  avril  1879,  il  ol)tint  de 
bonne  heure  le  grade  de  docteur  es  sciences  mathématiques  ;  il  était 
attaché  depuis  peu  de  temps  à  l'Athénée  royal  de  Gand. 

Rappelons  qu'il  publia  dans  cette  revue  un  article  sur  les  avantages 
que  l'on  peut  tirer  de  la  notation  10  pour  représenter  la  quantité  com- 
plexe cos  6  -|-  î  sin  0. 

Centenaire  d'Abel. 

L  Université  de  Christiania  célébrera  au  mois  de  septembre  prochain 
le  centième  anniversaire  d'Abel.  Elle  tient  à  rendre  un  digne  hommage 
à  la  mémoire  de  celui  de  ses  savants  qui  compte  parmi  les  plus  illustres 
géomètres  de  la  première  moitié  du  xix*^  siècle. 

La  carrière  d  Abel  lut  courte,  mais  très  féconde  pour  la  science.  Né 
le  j  avril  iSo,i  à  Eindo,  dans  le  diocèse  de  Ghristiansand,  Xiels-Hexuik 
Abel  mourut  le  0  avril  1829  à  Froland,  près  de  Arendal.  Ses  travaux, 
qui  s  étendent  sur  une  période  d'environ  six  ans,  demeureront  un  titre 
de  gloire  pour  son  pays.  Les  plus  importants  d  entre  eux  se  rattachent 
à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  des  fonctions  dites  abclicnnes, 
et  à  la  théorie  des  équations  algébriques.  Abel  aborda  le  premier 
l'inversion  de  l'intégrale  elliptique  et  découvrit  la  remarquable  pro- 
priété de  la  double  périodicité  des  fonctions  ainsi  obtenues.  Il  restera 
avec  Jacobi  l'un  des  principaux  fondateurs  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques.   Quant  à  ses  recherches   sur  la  théorie  des  équations,  on 
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sait  qu'elles  contiennent  entre  autres  la  démonstration  de  l'inipossiln- 
lité  de  la  résolution  algébri([ue  des  équations  algébriques  d'un  degré 
supérieur  au  quatrième. 

Il  existe  deux  éditions  des  œuvres  d'Abel.  Toutes  deux  sont  rédigées 
en  langue  française.  La  première,  parue  en  iHiy,  est  due  à  Ilolmboe  ; 
la  seconde  a  été  publiée  en  1881  par  L.  Sylow  et  S.  Lie  aux  frais  du 
Gouvernement  norvégien. 

^L  G. -A.  Bji:kk.nes,  professeur  à  l'Université  de  Gliristiania,  a 
publié  une  belle  étude  biograpliicpie  du  grand  géomètre  norvégien  : 
elle  est  intitulée  :  Niels-Hexrik  xVbel,  Tableau  de  sa  \'ie  et  de  son 
action  scientifique  (Paris,  Gauthier-Villars,  i88jj. 

H.  Fehh. 

Une  élection  à  l'Académie  de  Hongrie. 

Nous  sommes  heureux  de  mentionner  que  notre  illustre  collègue 
M.  Mittag-Leefler  vient  d'être  élu  ujembre  étranger  de  l'Académie 
des  sciences  de  Hongrie.  M.  Mittag-Lelller  fait  déjà  partie  d'un  nombre 
considérable  de  sociétés  savantes  et  académies  de  tous  les  pays,  qui 
s'lion(M-eiil  toutes  de  le  compter  parmi  leurs  correspondants.  A  son 
tour,  l'Académie  de  Hongrie  ne  pouvait  faire  un  meilleur  choix. 

La  Nomographie  dans  l'enseignement  supérieur. 

Grâce  à  son  utilité  praticpie  immédiate,  la  Xomographie  n"a  pas  tardé 
à  pénétrer  dans  renseignement  des  écoles  techniques.  Lorsqu'il  y  a 
trois  ans,  M.  Pasquier  insista  dans  cette  revue  (t.  1,  p.  '^jo-ijjj  sur  la 
nécessité  d'introduire  la  Xomographie  dans  l'enseignement,  celle-ci  ne 
flgurait  encore  dans  aucun  plan  d  études.  Aujourd  hui,  elle  se  trouve 
régulièrement  inscrite  dans  les  programmes  de  plus  dune  dizaine 
d'écoles  supérieures.  Elle  a  été  rattachée  soit  aux  cours  de  Statique 
graphifiue,  soit  à  des  cours  purement  techiii<iues  dans  les  applications 
desquels  on  peut  avoir  à  utiliser  le  calcul  graphique  à  laide  de  nomo- 
grammes. 

Dans  une  «  Note  annexe  »  qui  fait  suite  à  son  mémoire  Sur  quelques 
travaux  récents  relatifs  li  la  Xomograp/iie,  publié  dans  le  Bulletin  des 
sciences  mat/ié/natiqurs,  M.  d  (Jcagne  donne  1  indication  de  quelques- 
uns  des  cours  dans  les<piels  sont  ens<Mgnées  des  notions  plus  ou  moins 
dévehtppées  de  Nomographie.  Nous  l'cproduisons  ici  ce  tableau  ainsi 
que  les  remarques  qui  I  accompagnenl. 

ruANCE  :   Ecole  pohjteclini(iue.   —  Cours   de   Géométrie    descriptivi- 

(M.    liAAOj. 

Ecole  des  ponts  et  chaussées.  —  Leçons  sur  la  cubaturc  d<'s  terrasses 
(M.  d'Oca(;nE). 

Ecole  des  Mines  de  Saint-Etienne.  —  Cours  de   .Mécanicjue   appliquée 

(M.  JOUGLET). 
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Ecole  foresticrc  de  Nancy.  —  Cours  do  conslrurtion  de  roiitfs 
(M.  Petitcollot). 

Allemagne  :  Ecole  icclinique  supérieure  de  Stuttgart.  —  Cours  de 
Géométrie  descriptive  (M.  iNlEHMKE). 

Université  de  Gœttingue.  —  Cours  de  Statique  graphique  (M.  Schil- 
ling). 

Belgique  :  Université  de  Lonvain.  —  Cours  spécial  de  Nomographie 
(M.  Suttor). 

Italie  :  Ecole  d'application  des  ingénieurs  de  Padouc.  —  Cours  de 
Statique  graphique  (M.  Favaro). 

Ecole  d  application  des  ingénieurs  de  Bologne.  —  Cours  de  Statique 
graphique  (M.  Gokuieui). 

Portugal  :  Académie  poh/teclinique  de  Porto.  —  Cours  de  construi- 
tion  de  routes  et  chemins  de  fer  (M.  Laranjeira). 

«  C'est  en  Belgique,  à  V Université  de  Louvain,  que  renseignement 
de  la  Nomographie  a  pris  jusqu  ici  le  plus  complet  développement. 
Sous  l'inspiration  de  M.  Pasquier,  professeur  de  Mécanique  à  cette 
Université,  il  a  été  fondé  un  cours  spécial  de  Nomographie  confié  à 
M.  1  ingénieur  Suttor,  et  qui  comprend  une  leçon  par  semaine  pendant 
le  premier  semestre  de  la  deuxième  année  d'études  des  écoles  spéciales 
d'ingénieurs  annexées  à  1  Université.  Cet  enseignement  est  d'ailleurs 
complété  par  des  constructions  de  nomograrames  que  les  élèves 
doivent  exécuter  à  titre  d'exercices  pratiques.  Les  étudiants  de  l'Uni- 
versité appartenant  à  l'ordre  des  sciences  mathématiques  ou  physiques 
peuvent  facultativement  suivre  ce  cours  dont  les  premières  feuilles 
autographiées  ont  été  publiées  en  1900  par  M.  Suttor.  » 

«  Indépendamment  des  cours  permanents  dans  le  programme  des- 
quels elle  a  été  admise,  la  Nomographie  a  donné  lieu  à  des  conférences 
isolées  dont  quelques-unes  ont,  depuis  lors,  pris  la  forme  de  publica- 
tions imprimées.  A  cet  égard,  on  doit  donner  une  mention  spéciale  à 
celles  qui  ont  été  faites,  d'une  part,  sous  l'inspiration  de  M.  Félix  Klein, 
par  M,  Schilling,  à  la  Société  mathématique  de  l'Université  de  Gœt- 
tingue, de  l'autre,  par  M.  Pesci,  à  l'Académie  navale  de  Livourne.  » 

«  Les  conférences  de  M.  Pesci  ont  d'ailleurs  été  pour  lui  roccasion 
de  remarqual)les  applications  de  la  méthode  de^  points  alignés  à  l'art 
naval  et,  plus  particulièrement,  à  la  Balistique  navale,  en  collaboration 
avec  le  commandant  Bonca.  » 

Revue  semestrielle  des  publications  mathématiques. 

Sous  le  titre  «  Publications  xo\  périodiques  »,  la  Rédaction  dr 
la  Revue  semestrielle  a  ajouté  une  nouvelle  rubrique  à  son  journal. 

Dans  cette  rubrique  elle  donne  le  titre  complet  du  livre,  les  notation-^ 
de  la  classification  du  répertoire   bibliographique  (jui   -^ "y  rapportent. 
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ri  quelquefois  des  analyses  très  succinctes.  Do  plus,  elle  fait  entrer  les 
articles  de  cette  imbrique  dans  les  tables  de  lu  lie i' 11  c  scnicstric//c. 

Afin  qu  il  soit  possible  de  réaliser  de  plus  en  plus  le  but  :  faire  con- 
naître sans  délai  de  quelque  importance  le  titre  et  le  contenu  principal 
des  publications  matlicniatiques^Xa.  Rédaction  invite  les  auteurs  à  envoyer 
un  exemplaire  de  leurs  publications  sur  les  sciences  inathématiques 
pures  ou  appliquées,  à  l'adresse  de  M. -Ci.  Mannoiky,  •2''''  Helinersstraal, 
'•M,  Aiiislerdani. 

A  propos  de  notre  enquête  sur  la  méthode  de  travail  des  mathé- 
maticiens. 

Aux  correspondants  (jui  se  proposent  do  nous  envoyer  des  réponses 
au  questionnaire  pul)lié  dans  notre  dernier  numéro,  nous  ferons  remar- 
(|uer  que  pour  désigner  les  questions  auxquelles  ils  répondent,  il  est 
nécessaire  et  suffisant  de  reproduire  le  numéro  qu'elles  portent. 

Les  Comptes  rendus  du  Congrès  de  Paris.  1900. 

Par  une  coïncidence  aussi  bizarre  qu'heureuse,  les  Comptes  rendus 
du  Congrès  des  mathématiciens  pour  1900,  ^n'itn  membre  du  Congrès 
réclamait  justement  par  une  lettre  publiée  dans  notre  derniei*  numéro, 
viennent  de  paraître  en  un  magnifique  volume  édité  par  la  liltrairie 
<iauthier-^  illars. 

Nous  donnerons,  dans  notre  prochain  numéro,  une  analyse  de  ce 
l'ccueil  tant  attendu  où  les  mémoires  les  plus  intéressants  et  les  plus 
travaillés  alternent  avec  les  causeries  les  plus  improvisées  des  maîtres 
des  mathématiques  modernes. 

On  peut  dire  de  cetlo  publication  qu  elle  termine  complètement  tout 
ce  qui  a  trait  au  Congrès  de  1900,  et  ce  bilan  est  une  dos  parties  de 
l'œuvre  qui  en  conserveront  le  mieux  l'éclat. 

Souhaitons  que  de  beaux  mémoires  se  préparent  pour  le  Congrès 
de  190'»,  dont  le  siège  sera  désigné  au  mois  de  septembre  prochain  par 
1  assemblée  annuelle  do  la  Deutsche  Mathomatikor-^  ereiiuy:uni!:. 

Nouvelles  universitaires. 

-Nous  publierons,  on  seplend)re  prochain,  la  liste  dos  principaux 
cours  universitaires  qui  peuvent  avoir  quoique  intérêt  pour  l'étudiant 
en  mathématique;  celte  ])ul)licalion  (')  viendra  répondre  à  un  va-u  «jui  a 
été  exprimé  par  plusioui's  de  nos  correspondants.  Nous  crovons  «ju  elle 
rendra  d  utih-s  services  à  beaucoup  de  nos  jeunes  lecteurs. 


(')  Prière  d'adresser  tmil  ce  (pii  coiiccrne  celle  publieiilion  à  .M.  11.  l'dir.  ly.  nu- 
(jovray,  Genève. 


CORRESPONDANCE 


Sur  une  question  de  terminologie  (^). 

Je  commencerai  pai*  réfuter  l'opinion  de  M.  Berdellé,  d'après 
laquelle  le  mot  équivalence  serait  toujours  rendu  en  allemand  par 
GlcicJilieit  (égalité).  Tous  les  traités  allemands  que  je  connais  parlent, 
à  propos  des  figures  planes,  de  Flàcheiigleicliheit  (égalité  en  surface), 
par  exemple  HoLZMiiLLEi?,  de  Inhaltsgleichlieit  (égalité  en  aire),  par 
exemple  Wittsteix,  ou  de  Gleichheit  der  Fldchen,  par  exemple  Baltzer 
et  de  Gleicliheit  der  Figuren,  par  exemple  Spieker.  Il  est  vrai  qu'il  y  a 
plusieurs  auteurs  qui  emploient,  pour  abréger,  l'adjectif  j^/etc//  (égal), 
par  exemple  Baltzer  ou  Helmes  qui  dit  littéralement  dans  sa  «  Plani- 
métrie  »  (§  i6())  :  «  Figui'en  von  gleicliem  Flâcheninhalt  heissen  gleich 
gross,  inlialtsgleicli  oder  auch  ^vohl  bloss  gleicli  »,  mais  il  y  a  assez 
d'auteurs  qui  se  servent  exclusivement  des  mots  inlialtsgleicli  (^^'itt- 
stein)  elfldchengleich  (HolzmûUer)  (^).  Comme  on  le  voit,  la  langue  alle- 
mande ne  manque  pas  de  mots  pour  rendre  clairement  les  expressions 
<(  équivalence  »  et  a  équivalent  )). 

Quoiqu  il  serait  désirable  que  tous  les  auteurs  allemands,  sans  excep- 
tion, adoptassent  le  mot  inlialtsgleicli  qui  peut  s'appliquer  tant  aux  sur- 
faces qu'aux  corps,  on  en  peut  comprendi'e  et  expliquer,  d  autre  part, 
l'abréviation  «  gleich  «  (égal)  au  lieu  de  «  inhaltsgleich  «  (égal  en  aire), 
en  se  souvenant  que  le  même  mot  «  égal  »  (=)  signifie  en  Algèbre 
«  équivalent  n.  En  effet,  la  formule  (a  -\-  b)'-  =  a-  -|-  -^  ab  +  b-  signifie 
que  ses  deux  membres  sont  égaux  en  valeur,  mais  non  en  forme,  ce  qui 
veut  dire  qu  ils  sont  équivalents  et  qu  ils  ne  sont  pas  égaux  dans  le 
sens  français  du  mot.  En  vertu  de  cela,  nous  arrivons  à  une  conclusion 
très  différente  de  celle  de  M.  B.,  ou  soit  :  Si  Von  veut  employer  le  mot 
«  égal  »  en  Géométrie,   il  faut  que  l'on  fasse  dans  le  sens  du  mot  «  ëqui- 


(')  Réponse  à  Tarticlc  «  Sur  une  question  de  terminologie  »,  par  M.  Ch.  Berdellé, 
inséré  dans  le  numéro  du  i5  novembre   1901,  p.  452-454. 

(*)  Voilà  une  observation  analogue  que  l'on  peut  faire  à  l'égard  du  mot  allemand 
«  Exponent  »,  mentionné  par  M.  Berdellé  dans  son  intéressant  arlicle  «  LEspe- 
ranto  et  les  Mathématiciens  »,  p.  442  :  L'application  du  mot  précité  dans  le  sens 
d'une  raison,  d'une  progression  par  quotient  a  été  abandonnée  complètoniont  en 
Allemagne  par  les  auteurs  modernes,  en  le  remplaçant  par  le  mot  «  Quotient  ». 
Voir  les  traités  et  les  collections  d'exercices  de  Baltzer,  Bardey.  Uengel,  UolzmUl- 
Icr,  Martin,  Spieker,  Wittsloin,  etc. 
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valent  )>  pour  éditer  précise/tient  de  donner  deit.r  significations  à  un  même 
mot  dans  deux  branches  des  Mathématiques  élémentaires  ('). 

Mais  ce  n'est  pas  tout.  Nous  soiniues  conduits  au  même  résultat, 
en  analysant  les  propres  mots  de  M.  B.,  p.  i5i  :  L'égalité  et  l'équiva- 
lence sont  toutes  deux  des  égalités  ».  Cela  veut  dire  que  le  mot  «  éga- 
lité »  correspond  à  une  idée  plus  générale  que  le  uiot  «  équivalence  ^), 
parce  que  «  l'équivalence  est  une  égalité  ».  D'autre  part,  on  emploie 
en  France  le  mot  «  égalité  »  dans  le  sens  d'une  égalité  en  contenance  et 
en  forme,  en  même  temps,  c'est-à-dire  pour  rendre  une  idée  plus  spé- 
ciale que  l'équivalence,  car  toutes  les  figures  qui  ont  même  aire  et 
même  forme  sont,  naturellement  aussi,  équivalentes.  Il  nous  faut  donc 
en  déduire  que  ion  commet  une  faute  de  logique  en  emploijant  le  mot 
«  égalité  »  dans  le  sens  d'une  égalité  en  surface  et  en  forme. 

Quant  à  l'usage  du  mot  «  congruence  »  dans  la  «  Théorie  des  nom- 
bres »  cité  par  M.  B.,  je  crois,  à  mon  tour,  qu'il  ne  faut  pas  le  consi- 
dérer ici,  parce  qu'il  s'agit  de  l'instruction  secondaire  qui  ne  comprend 
pas  cette  théorie.  D'ailleurs,  afin  de  déduire  la  signification  d'un  mot, 
il  ne  suffit  pas  qu'on  prenne  en  considération  la  manière  de  l'employer 
dans  un  certain  cas,  sinon  qu'il  est  nécessaire,  avant  tout,  de  recourir 
à  l'étymologie  du  mot.  Or,  les  mots  «  congruents  »  et  «  congruence  » 
tirent  leur  origine  du  verbe  latin  congruere  qui  signifie  en  français 
«  coïncider  ».  Les  mathématiciens  allemands  ont  donc  pleinement 
raison  en  appliquant  le  mot  kongruent  à  deux  figures  que  l'on  peut  faire 
coïncider  par  superposition  (-). 

Il  n'y  a  pas  d'inconvénients  à  employer  plus  tard,  en  Algèbre  supé- 
rieure, le  même  mot  kongruent  dans  un  autre  sens  ;  eu  égard  à  l'abon- 
dance de  termes  techniques  dont  a  besoin  la  science  mathématique  pour 
s'exprimer  d  une  manière  claire  et  précise,  il  ne  peut  paraître  étrange 
que,  dans  des  domaines  différents  des  mathématiques,  on  se  serve  do 


(')  Voir  «  V.' Espéranto  et  les  MaChcmaticiens  »,  p.  443  de  VEns,  Math.,  3'  année. 

(*)  A  propos  du  mol  «  congruent  »,  je  me  permets  de  reproduire  ici  un  passage 
du  compte  rendu  que  M.M.  Léon  Bidez,  ingénieur  belge,  et  Ismaël  Renjifo,  ingé- 
nieur chilien,  ont  consacré  en  i8<)(},  au  l.  I  des  «  Eleinentos  de  Mateniaticas  », 
publiés  par  M.  R.  Poenisch  et  par  moi.  Voici  leurs  propres  ternies  :  «  La  lermi- 
nolnjia  cniijleada  en  el  lexto  liene,  en  parte,  para  nosolros  cierta  novedad.  Pasa- 
mosa  ocuparnos  de  los  términos  introducidos  en  el  libro,  siguiendo  el  ôrden  en 
que  alli  se  encuenlran  : 

i»  El  significado  de  la  |):ihil>ra  ii^ualdad  «pie  en  cl  lenguaje  aljebriiico  liene  cierla 
lalitud,  denolando  cantidades  del  mismo  valor,  aiinque  en  su  forma  sean  distintas 
se  reslrinje  en  Jeomelria  para  denotar  solo  magnitudes  que  ticnen  el  mismo  valor 
i  lu  misma  forma.  Con  el  objelo  de  cvilar  la  confusion  que  résulta  del  dobie  signi- 
ficado de  esta  espresion  matemàtica,  conviene  dar  olro  nombre  à  la  igualdad  jeo- 
metrica  o  a  la  igualdad  aljebrùica,  i  estando  la  segunda  mas  en  armonia  con  el 
significado  jencral  de  la  palabra,  los  autores  del  lexlo  ban  dado  a  la  igualdad  jeo- 
mélrica  el  nombre  especial  de  con>^ruencia  con  locual  inlroducen  una  modificacion 
sin  duda  util  en  el  lenguaje  matemùtico.  Voir  la  préface  aux  «  Eleinentos  de  Mate- 
màlicas  ».  l.  11,   \>.  m  el  iv. 
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la  même  expression  pour  rendre  des  idées  différenles.  Il  suffit  ici  de 
rappeler  le  mot  module  qui  est  appliqué,  entre  autres,  dans  la  théorie 
des  logarithmes,  dans  la  théorie  des  nombres,  à  propos  des  nombres 
complexes,  etc.,  et  chaque  fois  en  changeant  sa  signification. 

Cela  posé,  je  me  permets  de  pi'oposer  aux  mathématiciens  l'adop- 
liôn  de  la  nomenclature  suivante  dans  les  deux  langues  :  congruent 
I kongruent)  pour  rendre  l'idée  de  l  égalité  en  surface  (ou  en  i'olume)  et  en 
forme  ;  équivalent  (inlialtsglelch)  pour  rendre  1  idée  de  V égalité  en  sur- 
face (ou  en  volume)  seulement;  et  semblable  (d/inlic/i)  dans  le  cas  de 
l'égalité  en  forme  seulement  ;  d'une  manière  analogue  pour  les  substan- 
tifs. En  même  temps,  je  me  permets  de  recommander  aux  mathémati- 
ciens français  l'adoption  des  trois  signes  ^  ('),  ^^  et  ^  correspondant 
aux  trois  idées  exposées  et  dont  se  servent  les  auteurs  alleruands  pour 
alM'éger  lécriture  géométrique. 

Je  termine,  en  priant  M.  Berdellé  de  vouloir  bien  examiner  de  nou- 
veau la  question  en  se  plaçant  au  point  de  vue  que  je  viens  de  dévelop- 
per. J'espère  qu  il  y  aura  encore  d'autres  collègues  qui  viendront  expri- 
mer leur  opinion  sur  cette  question,  et  que  ces  efforts  réunis 
contribuent  à  faire  faire  un  pas  de  plus  vers  l'unification  internationale 
(lu  langage  scientifique  dent  la  réalisation  est  si  désirable. 

Aug.  Tafel.macher  (Santiago,  Chili). 


Réponse  à  la  lettre  de  M.  Tafelmacher. 

Je  remercie  M.  Tafelmacher  :  i"  de  la  courtoisie  avec  laquelle  il  en 
appelle  à  moi-même  qui  suis  loin  d'être  une  autorité  ;  i°  des  renseigne- 
ïnents  qu'il  me  fournit  et  qui,  vu  la  pauvreté  de  ma  bibliothèque,  me 
sont  précieux  (-).  C'est  avec  plaisir  que  j'abandonnerai  les  termes  pro- 
posés par  moi  pour  traduire  équivalence  et  que  je  me  rallierai  à  In/ialts- 
gleicliheit  (égalité  de  contenance).  Mais  je  ne  me  rallierai  pas  de  même 
au  mot  de  congruence  qui,  chose  curieuse,  me  choque  moins  dans  le 
français  et  dans  l'espagnol  que  dans  la  langue  allemande  où,  au  bout 
du  compte,  c'est  un  des  intrus  que  l'on  cherche  à  expulser.  Je  suis 
ennemi  du  mot  Kongruenz  en  allemand,  comme  je  suis  en  français 
ennemi  de  l'abus  qu'on  fait  du  mot  anglais  home,  au  lieu  de  dire  simple- 
ment le  chez-soi. 

Les  mots  savants,  lires  du  latin  et  du  grec,  deviennent  de  plus  en 
plus  nécessaires,  à  mesure  qu'on  avance  dans  l'étude  d'une  science, 
mais  l'on  devrait,  autant  que  possible,  s'en  dispenser  au  début  et  on 
le  peut  surtout  en  allemand  où  l'on  dit  couramment  A'z/jg'c/  (boule)  au  lieu 
de  Sphxra,  Kegel,  au  lieu  de  Conus,  Walzc  (rouleau)  au  lieu  de  Cylin- 


(')  Introduit  par  Leibniz  (0pp.  3.  p.  4i6). 

1-)  Pour  ce  dernier  point,    mes  remerciments  sadresscnl  aussi  à  M.   Uatzidakis. 
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der.  Lon  devrait  au-^si  conserver  aux  mots  populaires  ainsi  employés 
juste  le  sens  qu'ils  ont  dans  le  langage  usuel.  Or,  on  entend  souvent  en 
Alsace  la  locution  proverbiale  allemande  suivante  :  gleicli  tvie  zwei 
Kutsc/icnpfcrde,  ou  encore  cgal  wic  zivei  Kutschcnpfcrd  (égaux  comme 
deux  chevaux  de  carrosse).  L'égalité  dont  il  est  question  ici  est  bien 
celle  qu  en  géométrie  les  Allemands  appellent  congruence.  Allez,  donc 
dire  à  un  cocher  que  ses  chevaux  sont  congi-uents  ! 

Maintenant,  prenez  d'un  côté  quatre  tablettes  de  chocolat  réunies  en 
carré  ;  de  l'autre  quatre  tablettes  identiques  réunies  en  série  droite,  et 
demandez  à  un  enfant  lequel  de  ces  deux  lots  on  doit  lui  donner.  11  vous 
répondra,  s  il  est  français  :  «  Cela  m'est  indifférent.  »  Mais  s'il  est 
allemand,  il  répondra  :  «  Cela  m'est  équivalent  »  (glcic/igiiltig).  Entre 
les  deux  expressions  équivalent  et  gleichgïdtig  il  n'y  a  que  cette  dilfé- 
rence  que  la  première  se  dit  au  point  de  vue  objectif,  la  seconde  au 
point  de  vue  subjectif.  Mais  il  n'en  ressort  pas  moins  que  les  expres- 
sions françaises  sont  bien  choisies,  et  il  me  sendile  que  ^^'ittstein  (par 
exemple),  en  formant  son  mot  de  Inhaltsgleich,  pensait  comme  moi 
sous  ce  rapport. 

Possédant  deux  ouvrages  de  Ivarsten,  1  un  latin  de  ijf^i,  1  autre  alle- 
mand de  1760,  j'ai  pu  constater  que  dans  les  deux  langues  il  ne  faisait 
aucune  diftérence  entre  les  deux  espèces  d'égalités,  employant  dans  tous 
les  cas  en  allemand  1  expression  de  gleich  gross,  en  latin  le  terme 
lequalis.  Mais  il  pose  la  déllnition  et  le  principe  suivants  : 

§  I  4.  Extensa  congruei'e  dicuntur,  (juorum  extrema,  per  qua^  termi- 
nantur,  omnia  coincidunt  ;  quœ  ptoinde  totu  intor  lios  liimiiios  conci- 
dentes  continentur... 

§  I  ï.  Hlxtensa  qua-  sil)i  mutuo  congruunt,  sont  a-qualia. 

Cor.  Recta  CD  qu;e  congruit  rectiP  AB  eidem  est  œqualis.  Angulus 
CAD  angulo  EBF,  cui  congruit  a-cjualis  est. 

Sans  même  recourir  aux  angles  x  et  a  zt  '2Âr,  si  j'avais  à  annoter 
Karsten,  je  mettrais  à  distances  inégales  et  dans  leur  ordre  naturel, 
les  quatre  lettres  A,  B,  C,  D,  autour  dune  circonférence  du  centre  O 
d(!  laquelle  je  tracerais  les  rayons  OA  et  OC.  Puis,  me  référant  à  la 
délinition   du  §  lii,  je   commencerais:    angulus   ABC  congruit  angulo 

ADG  sed  illi  non  est  a>qualis et  je  conclurais    (qu'on    me   permette 

de  revenir  à  ma  langue  naturelle)  :  donc  la  congruence  et  l'égalité  sont 
des  qualités  différentes  qui,  quoique  très  souvent  réunies,  peuvent  se 
trouver  séparées  dans  bien  des  cas('). 

Quant  à  ce  <pii  est  de  ne  pas  tenir  compte  de  la  théorie  des  con- 
grtienccs  qui  sert  de  base  à  la  théorie  des  nombres,  je  ne  suis  pas  de 
I  avis  de  mon  conlradictçur  qui  se  fonde  sur  ce  que  celte  théorie  ne  fait 
pas  partit-  de  1  instruition  secondaire.  Dans  les  leçons  d  arithmétique 


(')  A  remarquer  que  si  deux  angles  a  et  i  oui  pour  .«oiiiuic  quatre  droits,  on  peut 
dire  a  ^  —  f>  module  =  tour  d'horizon. 

Enseignement  math.  20 
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de  M.  Briol,  un  chapitre  lui  est  consacré;  et  quoiquelle  ait  été  inventée 
pour  faciliter  1  accès  de  spéculations  très  élevées,  elle  peut  servir  à 
résoudre  des  questions  fort  élémentaires  relatives  par  exemple  au  cercle, 
ou  à  la  chronologie,  etc.  Il  y  a,  du  reste,  bien  des  choses  dont  on  ne 
parle  qu'en  mathématiques  supérieures,  où  Ton  en  peut  faire  la  théorie 
complète,  et  dont  on  devi'ait  parler  déjà  dès  les  premiers  éléments  dont 
elles  faciliteraient  1  étude. 

Je  suis  d  accord  avec  ?>IM.  Bidez  et  Uenjifo  quand  ils  louent  MM.  Pœ- 
nisch  et  Tafelmacher  d  avoir  introduit  deux  termes  différents  pour 
exprimer  des  idées  différentes  avant  eux  exprimées  par  le  même  mot 
igualdad  ;  mais  je  les  louerais  encore  plus  si  au  lieu  de  congruencia  et 
igualdad,  ils  avaient  adopté  les  deux  mots  igualdad  et  ecuivalencia  (si 
toutefois  ce  dernier  mot  est  espagnol).  Et  qui  donc  empêchera  alors 
les  Allemands  de  rendre  le  mot  français  égalité  par  Gestaltgleichheit 
(égalité  s'étendant  à  la  forme),  comme  ils  rendent  déjà  le  mot  équiva- 
lence par  Inhaltsgleichheit  (égalité  se  bornant  à  la  contenance).  Alors 
le  mot  congruence  ne  serait,  dans  toutes  les  langues,  plus  employé  que 
dans  le  sens  qu'on  lui  donne  en  arithmologie  supérieure. 

Je  ne  prétends  pas  à  moi  seul  résoudre  la  question,  mais  je  crois 
devoir  faire  remarquer  à  tous  les  lecteurs  de  ce  journal  combien  il 
serait  intéressant  de  réunir  des  documents  sur  les  deux  questions  sui- 
vantes : 

1°  Comment  les  deux  idées  voisines  dégalité  et  d  équivalence  ont- 
elles  été  exprimées  aux  diverses  époques  de  l'histoire  de  la  science  ;  et 
depuis  quand  les  distingue-t-on  par  des  termes  différents  ? 

'2°  Comment  sont-elles  rendues  à  1  époque  actuelle  chez  les  diverses 
nations  ? 

Ne  pas  oublier  de  comparer  les  termes  savants  aux  expressions 
populaires. 

Ces  documents  réunis,  ce  serait  à  un  congrès  international  des  ma- 
thématiciens de  résoudre  la  question,  avec  beaucoup  d  autres  du  même 
genre. 

Cil.  Bkrdellé 
Rioz  (Haute- Saône). 
Ouvrages  cités  : 

Mathesis  theoretica  elemenlarix  atque  suhlimior  in  iisiiiii  acatiemicartiin  prœlec- 
lioniun.  anclore  Wcncesl.  Jo.  Gust.  Karsleii  pliil.  doct.  rt  log.  P.  O.  iii  .\cad.  Rost. 
Roslochii  et  Griphiswaldiae,   apud  .\nton.  Ferdin.  Roseuni.   17G0. 

Auszug  ans  den  Anfangsgrihiden  ttnd  dcni  l.ehibcgrifj'e  der  Mathemaiischen  Wis- 
aenschaften.  auff::e.setzt  von  Wonccsl.  Johann  Gustav.  Karsten.  dor  Phil.  doetor,  etc., 
GreifTswald.  gedruckt  uiid  vorlegt  von  .\nton  Ferdinand  Rose.  1781. 

Leçons  noui'eUcs  d'arillimi-titjiie  pai"  M.  G.  lîriol,  professonr  à  la  facullé  des  scien- 
ces, maître  de  conférences  à  recelé  normale  supérieure.  Huitième  édition.  Paris, 
librairie,  Ch.  Delagravc...  1884. 
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Questions  et  remarques  diverses 

•i.}..  —  Dans  la  Tliroric  des  /ù/iiatio/is ,  par  M.  1'.  .1  \i!i.(t\ski.  on 
trouve  la  définition  suivante  (p.  i  )  : 

«  On    aiipelle    nonihre    imaginaire     une    expression     île    la    forme 

«  H-  Z»  \  '  —   1 » 

Et,  plus  loin  (p.   "il  : 

«  On  dit  que  deux  nombres  imaginaires  sont  égaux,  loisquils  ont 
même  partie  réelle  et  même  partie  imaginaire.  » 

Dans  dautres  traités  consacrés  au  même  sujet,  on  trouve  des  phrases 
analogues.  Or,  il  est  illogique  d'employer  le  mot  «  imaginaire  », 
d'abord,  pour  désigner  le  tout,  et,  ensuite,  pour  désigner  une  de  ses 
parties  hétérogènes.  Il  en  est  de  même  quand  on  parle  d  un  nombre 
imaginaire  qui  a  une  partie  réelle,  en  se  servant  donc  ici  précisément 
de  l'opposition  entre  les  nombres  imaginaires  et  les  nombres  réels. 

Il  me  semble  que  l'on  devrait  donner  la  préférence  à  la  manière  alle- 
mande en  vertu  de  laquelle  une  expression  de  la  forme  a  -[-  b  i  porte  le 
nom  de  nombre  complexe  (eine  koniplexe  Zalil),  manièi-e  que  l'on  pour- 
rait adopter  en  français  (')  sans  difficulté,  car  un  nombre  complexe 
signifie  un  nombre  qui  se  compose  de  deux  parties  hétérogènes. 

Aug.  Tafelmacheh  (Santiago,  Chilij. 


(')  Depuis  HoLKL.  un  certain  nombre  de  uiatln-iniilieiens  friin<;ai.';  ont  également 
adopté  la  dénomination  de  nombre  complexe  et  il  faut  espérer  que  cet  usage  tendra 
à  se  répandre  de  j)lus  en   plus. 

La  iîkd.vction 
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Ce  premier  volume  des  oeuvres  complètes  de  Fr.  Brioschi  renferme  les 
travaux  que  publia  le  célèbre  mathématicien  italien  dans  les  Annali  di  Scienze 
Matematiche  e  Fisiche  de  Tortoli.ni  et  dans  les  Annali  di  Matematiche  para 
ed  applicata.  Nous  ne  pouvons  songer  à  donner  ici  une  analyse  de  ces  mé- 
moires qui  touchent  aux  domaines  les  plus  divers  des  sciences  mathéma- 
tiques. Brioschi  a,  en  effet,  dès  ses  premiers  travaux,  témoigné  un  égal 
intérêt  pour  la  Géométrie  et  l'Algèbre  supérieures,  pour  l'analyse  et  la 
Mécanique.  Son  œuvre  est  considérable,  elle  embrasse  la  plupart  des  théories 
modernes  dont  se  sont  occupés  les  mathématiciens  de  la  seconde  moitié  du 
xix*^  siècle. 

On  constate  déjà  dans  ce  volume  cette  variété  dans  les  recherches  qui  est 
caractéristique  dans  l'œuvre  du  grand  géomètre  italien.  Signalons  ses 
mémoires  sur  la  théorie  des  surfaces,  sur  les  courbes  tautochrones;  puis 
ses  nombrueuses  recherches  dans  le  domaine  de  la  théorie  des  foi-mes.  Com- 
plétant et  continuant  les  travaux  de  Cayley,  Sylvestre  et  Hermite,  il  fut.  au 
commencement  de  la  seconde  moitié  du  xviii''  siècle,  celui  qui,  \  avec 
ces  derniers,  a  le  plus  contribué  à  développer  cette  importante  théorie. 
Entre  autres  mémoires  relatifs  à  cette  théorie,  on  trouvera  dans  ce  volume  la 
remarquable  monographie  consacrée  à  la  théorie  des  covariants  et  des  inva- 
riants d'une  forme  binaire  et  ses  applications.  Ce  volume  contient  également 
les  premières  recherches  de  Brioschi  dans  le  domaine  des  fonctions  abé- 
liennes  et  elliptiques,  recherches  qui  furent  le  point  de  départ  d'une  série  de 
beaux  travaux  relatifs  à  la  résolution  des  équations  du  cinquième  et  du 
sixième  degré. 

Quant  à  la  partie  matérielle  de  l'ouvrage,  la  commission  de  publication  et 
ses  collaborateurs  y  ont  apporté  tout  le  soin  désirable.  Nous  ne  doutons 
pas  que  grâce  au  bienveillant  appui  des  nombreux  élèves  et  admirateurs  de 
Brioschi  celte  publication  ne  pourra  être  rapidement  menée  à  bonne  fin. 
Elle  constitue  le  monument  à  la  fois  le  plus  digne  et  le  plus  durable  qui  ait 
DU  être  élevé  à  la  mémoire  du  savant  géomètre. 

^  11.     FlIIK. 

E.  Lemoine.  —  Géométrographie,  ou  art  des  constructions  géomé- 
triques. Collection  Scicnlui.  n"  18;  un  vol.  de  87  p.,  in-8^  écu.  Prix  :  2  fr. 
Paris,  C.  Naud,  éditeur,  1902. 

La  Géométrie  a  été  dans  ses  origines  et  dans  le  premier  état  de  son  déve- 
loppement une  science  c.vclusivemcnt  pratique;  on  ne  doit  donc  s'étonner  si. 
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pendant  son  enfance,  le  seul  bnl  que  se  proposèrent  les  géomètres  ait  été  de 
résoudre,  de  quelque  manière  que  ce  fut.  les  problèmes  que  les  astronomes 
et  les  arpenteurs  leur  proposaient. 

Par  quelle  voie  et  par  mérite  de  qui  la  gécjmélrie  se  soit  radicalement 
transformée  et  soit  devenue  par  conséquence  la  science  pure,  dont  les 
ouvrages  des  mathématiciens  grecs  nous  offrent  clairement  les  traits  sédui- 
sants, c'est  une  chose  que  Thisloire  est  impuissante  de  dire  aujourd'hui  et  que 
peut-être  elle  ne  sera  jamais  en  mesure  de  nous  apprendre.  Cette  transfigu- 
ration une  fois  admise,  si  on  se  souvient  que  le  but  constant  et  suprême  de 
la  science  consiste  à  déduire  toutes  les  vérités  d'un  certainnombre  luiiiimum 
de  principes,  on  n'aura  aucune  peine  à  concevoir  que  les  mathématiciens, 
de  même  qu'ils  s'efTorcèrent  de  bâtir  toute  la  géométrie  théorique  sur 
une  petite  collection  de  vérités  primordiales,  se  soient  proposé  de  faire 
dépendre  foute  la  géométrie  constviictivc  d  un  groupe,  le  moins  nombreu.x 
possible,  de  constructions  fondamentales.  l£t,  après  des  recherches,  dont 
toute  trace  est  à  jamais  effacée,  on  choisit  comme  telles  le  tracé  des  droites 
et  la  description  des  circonférences;  conformément  à  cette  tiécision  on  consi- 
dère légitime  seulement  l'usage  des  instruments  à  laide  desquels  on  peut 
construire  ces  dcu.\  lignes,  c'est-à-dire  la  règle  et  le  compas.  Ces  deux 
lignes,  comme  ces  deux  instruments,  ont  chacune  des  qualités  particulières. 
La  droite  apparaît  au.x  yeux  du  théoricien  comme  la  ligne  supérieure,  pour 
sa  simplicité,  à  toute  autre;  d  où  le  désir  de  bannir  le  cercle  et  le  compas 
des  constructions  géométriques,  d  où  les  origines  de  la  Géométrie  de  In 
règle,  science  qui  fut  cultivée  avec  succès  par  ([uelques  disciples  de  Carnot 
et  dont  la  fécondité  fut  accrue  par  la  concession,  proposée  par  Poncelet  et 
admise  par  Steiner.  d  un  cercle  fixe  dans  le  plan  du  dessin.  Au  contraire,  les 
praticiens,  épris  de  l'exactitude  presque  parfaite  que  possède  le  compas, 
firent  valoir  la  nécessité  d'exclure  la  règle,  instrument  bien  peu  exact  en 
soi  et  dans  ses  applications  :  la  (iéoinétrie  du  compas,  telle  qu'on  la  voit 
dans  un  ouvrage  justement  célèbre  de  Jj.  Mascheroni.  prouve  qu'il  est  pos- 
sible de  chasser  tout  à  fait  la  règle  de  1  arsenal  des  auxiliaires  du  géomètre. 
C'est  un  résultat  dont  la  valeui'  tliéorique  et  pialique  ne  saurait  être  mé- 
connue; toutefois,  il  ne  mil  pas  fin  au  règne  de  la  droite  et  de  la  règle: 
car  le  géomètre  qui  n  admet  pas  l'usage  de  cette  ligne  et  de  cet  instrument 
doit  être  préparé  à  effectuer  des  coustruclions  qui.  quoique  toujours  élé- 
gantes, sont  bien  souvent  d'une  complication  effrayante.  Par  consécjuent  les 
instruments  permis  par  l^luclide  sont  tous  les  deux  encore  employés  toujours  ; 
on  rcmarcjue  seulement  (|ue  les  constructions  où  le  rôle  principal  est  joué 
parla  droite  se  distinguent  pai' leur  simplicité  théorique,  tandis  que  celles  où 
domine  le  cercle  sont  pratiquement  préférables  par  leur  exactitude.  Pour 
donner  à  ce  critérium  toute  la  précision  désirable,  il  est  nécessaire  de  noter 
dans  chaque  construction  le  nombre  des  droites  et  le  nombre  de  circonfé- 
rences qu'il  est  m'-ci-ssaire  de  tracer,  et  de  considér«'r  le  premi<'r  nombre 
comme  un  coefficient  de  simplicité  et  le  second  comme  un  coefficit-nt  d'exac- 
litude.  C'est  précisément  le  système  qu'imagina  M.  Lemoine,  lorsque  en  1888, 
il  réussit  à  résoudre  le  problème  (dont  l'imporlance  esl  iiidisculable,  dans 
une  époque  où  les  métho'les  graphicjues  sont  toujours  plus  appr»ciées)  de 
faire  une  c<jmparaison  de  différentes  solutions  dn  mêuK-  jjroblème.  C'est  un 
système  (|ui  ^les  développements  précédents  le  prouvent!)  est  assez  naturel  : 
toutefois  il  semble  (jue  pei-sonue  n'y  avait   sougi-  .Mi|iai  aviint  ;  de  manière  cjue 
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M.  Loiiioiiic  j)ciil  l)i(^ii  appliquer  à  soi-niL-UK-  le  vers  do  A.  de  Musset  :  «  Mon 
verre  n'est  pas  grand,  mais  je  bois  dans  mon  verre   » . 

Depuis  le  jour  (16  juillet  1888)  où  M.  Halon  de  la  Goupillière 
présenta  à  l'Académie  des  Sciences  le  premier  essai  de  M.  Lemoine  sur  le 
problème  énoncé  tout  à  l'heure,  ce  géomètre  distingué  continua  sans  cesse  de 
pcriectionner  et  développer  ses  idées,  aidé  en  cela  par  plusieurs  de  ses  com- 
patriotes, parmi  lesquels  sont  dignes  d'une  mention  particulière  MM.  Evariste 
Bernes  et  Gaston  Tarry.  Toute  une  nouvelle  théorie  s'est  en  conséquence 
iormée,  que  son  créateur  appelle  Géométrographie  et  dont  les  fondements 
sont  recueillis  dans  l'opuscule  dont  le   titre  se  lit  en  tète   de  l'article  actuel. 

Les  buts  de  cette  branche  des  mathématiques  sont,  d  après  M.  Lemoine 
lui-même,  les  suivants  : 

a.  Au  moyen  de  certaines  conventions,  elle  donne,  pour  une  construction 
quelconque  exécutée,  un  symbole  qui  est  une  sorte  de  mesure  de  sa  simpli- 
cité et  des  chances  de  sa  plus  ou  moins  grande  exactitude. 

h.  Elle  conduit  aux  procédés  pour  effectuer,  le  plus  simplement  possible, 
une  construction  déterminée  indiquée  par  la  géométrie. 

c.  Elle  discute,  quand  il  y  a  lieu,  une  construction  dont  le  principe  est 
donné,  pour  y  substituer  une  construction  plus  simple  qui  peut  arriver  à  dif- 
férer tout  à  fait  de  la  première  indication. 

d.  Elle  permet  de  comparer  enti-e  elles  toutes  les  constructions  que  Ion 
connaît  d'un  même  problème  et  de  choisir  parmi  celles-là  la  plus  simple,  que 
Ion  appelle  la  construction  géométrographique  du  problème,  jusqu'à  ce  qu'on 
en  ait  trouvé  une  plus  simple,  s'il  y  eu  a,  qui  devient  alors  la  construction 
géométrographique  du  problème. 

En  essayant  d  appliquer  une  comparaison  de  cette  espèce  au.v  problèmes 
classiques  on  arriva  à  la  conséquence  inattendue  et  non  désirée  que  les  solu- 
tions les  plus  connues  ne  sont  pas  toujours  les  meilleures;  cela  n'est-il  pas 
sutfisant  à  prouver  la  valeur  théorique  cl  pratique  de  la  géométrographie  et 
1  opportunité  de  la  cultiver  pour  la  rendre  encore  plus  parfaite  ?  Nous  sou- 
haitons en  conséquence  que  l'exemple  de  M.  Lemoine  soit  suivi,  et  que  les 
géomèti-es,  sans  en  exagérer  l'importance,  reconnaissent  que  cette  nouvelle 
petite  branche  a  bien  droit  de  sa  place  au  soleil. 

Il  faudrait  dire  maintenant  par  quels  moyens  la  géométrographie  arrive 
aux  buts  dont  nous  avons  fait  l'énumération  ci-dessus;  mais  ils  ont  été  expo- 
sés tout  au  long  dans  plusieurs  traités  récents  de  géométrie  (}),  de  manière 
qu'ils  sont  certainement  connus  par  tous  les  lecteurs  de  l'Enseignement  mathé- 
matique.  Sans  occuper  par  leur  exposition  un  espace  précieux,  nous  remarque- 
rons seulement  que  les  nombreuses  et  élégantes  applications  que  renferme  le 
livre  dont  nous  nous  occupons,  sont  suffisantes  pour  en  faire  comprendre 
la  portée  et  la  nature  et  pour  pei'uiettre  à  tout  lecteur  intelligent  de  les  mul- 
tiplier à  son  gré. 

iNous  finirons  ce  compte  rendu  par  une  remarque. 

On  pourrait  croire  que  cette  nouvelle  publication  de  M.  Lemoine  soit  un 
résumé  complet  de  l'état  actuel  de  la  géométrographie  :  rien  de  plus  faux  ; 
en  quatorze  année  de  vie,  la  fille  de  M.  l^emoine  s'est  développée  bien  plus 


{')  Je  cite  ceux  île  Rouibé  et  de  Coiuberousse  (;«  éd.)    et  de   Mewcnglowski    et 
Gérard. 
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(ju  on  poiiri'iiit  l»-  croire  par  le  portrait  on  ntinialiire  (jno  nous  en  avons  sous 
les  yeux.  Et  il  aurait  été  très  désirable  et  extrêmement  utile  que  lauleur, 
pour  donner  une  idée  de  son  étal  actuel,  eût  mis,  à  la  lin  de  son  beau  travail, 
une  liste  des  ouvrages  (jui  s'y  rapportent.  Personne  mieux  c[ue  lui  n'aurait 
pu  la  rédiger;  et  nous  souhaitons  qu'il  saisisse  une  occasion  prochaine  pour 
taire  ce  travail  supplémentaire;  c  est  un  travail  qu  il  pourra  faire  sans  grande 
peine  et  qui  ne  peut  lui  procurer  que  de  l'honneur  et  du  jjlaisir;  car,  trest-ce 
pas  avec  un  orgueil  légitime  qu'on  t'ait  le  bilan  tluiic  riciu-sse  due  au  laleul, 
à  liniliative  et  à  l'énergie  ([u  On  a  déployées  ;' 

ti.   LoKLv   (Gènes). 

H.  PoixcAuii.  —  Electricité  et  Optique.  —  l.<i  lumière  et  les  théories 
élcctrudymtmiques.  —  Leçons  professées  à  la  Sorbonne  en  i8S8,  1890  et 
1899,  ■1'^  édition,  revue  et  complétée  par  Jules  Blondin  et  Eugène  Néculcéa. 
I  vol.  gr.  iii-8'^.  Paris,  C.  Xauil,  éditeur.  Prix  :  11  h\ 

Ce  u  est  pas  une  analyse  de  louvrage  de  M.  Poincaré  que  je  me  propose 
d'entreprendre  eu  ces  lignes.  Je  désire  plutôt  rendre  audit  ouvrage  1  humble 
tribut  de  mon  admiration. 

Les  théories  électrodynamiques  tjui  passent  successivement  sous  les  yeux 
du  lecteur  sont  pourtant  i)ien  loin  d'une  perfection  ailmirable  ;  elles  ne  sont 
basées  que  sur  des  hypothèses  qui  ont  été  développées  avec  trop  de  rigueur 
et  par  de  trop  grands  esprits  pour  s'allier  d'une  façon  simpliste  avec  les 
résultats  expérimentaux,  mais  ce  sont  précisément  ces  contradictions  qui 
auraient  fait  le  désespoir  d'esprits  moins  grands,  sur  lesquelles  "SI.  Poincaré 
insiste  pour  en  conclure  d  une  façon  magistrale  l'impossibilité  radicale  de 
faire  de  l'analyse  mathématique  linstrument  de  recherche  des  causes  pri- 
mordiales des  phénomènes  piiysiques. 

L'homme  s'est  imaginé  pendant  longtemps,  en  demauilaiit  le  i)nur(|uoi  d<,'s 
phénomènes  naturels,  qu'il  posait  une  question  très  précise,  accordant  sim- 
plement qu'elle  devait  être  très  diflicile  à  résoudre.  Or,  il  n'y  a  pas  là  le 
moins  du  monde  la  diflicullé  d  un  problème  nettement  posé  et  dont  on  sait  à 
l'avance  de  la  solution  qu'elle  doit  nécessairement  exister. 

La  difliculté  provient  d'une  indétermination  extraordinaire  (|ui  montre 
comme  également  vraisemblables  une  foule  d  explications  dillérentes  tiès 
que  la  raison  liumaine  pure  en  est  réduite  à  se  débattre  seule,  elle  qui  est 
à  coup  sûr  une  fonction  très  peu  consciente  de  ces  mêmes  principes  cju  elle 
prétend  parfois  analyser. 

AL  Poincaré  nous  montre  d'abord  (jue  tlans  tout  ])hénomène  physi([ue,  nos 
sens  atteignent  un  certain  nombre  de  paramètres  r/j,  fjt.-,  (/»,  qui,  s'il  existe 
une  explication  mé(-ani([iie  tlu  piuMiomène,  satislonl  aux  ('Miualions  de  Lagrange 

U   /  ÔT  \        àT         di;  .,  . 

-f -s— -  =«),  (/•=:  I,  -2,  ...  >i]. 


^qU  à</f; 


Or,  um:  pareille  explication  nu'i'auique  repose  toujours  sur  1  existence  de 
certains  mouvements  de  particules  matérielles  appartenant  à  la  matière  con- 
sidérée elle-même  ou  h  certains  fluides  tels  que  l'éther  de  Fresncl. 

Soit^  le  nombre  des  particules  considérées.  Leurs  coordonnées  Xi.  y,,  Zt 
(/"  n:  I.  -2...,  p]  doivent  pouvoir  s'ixiirimcr  tu   fonction   des   ff   de   telle    façon 
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pour  l'énergie  cinétique  du  système.  Quant  à  l'énergie  potentielle  U,  elle 
devra  se  réduire  à  une  simple  fonction  des  coordonnées  Xi,  y;,  z,. 

Or,  il  est  facile  de  voir  que  ces  deux  conditions  ne  déterminent  pas  p  et 
que  ce  nombre  peut  toujours  conserver  toute  valeur  attribuée  à  l'avance. 

La  possibilité  d  une  explication  mécanique  découle  donc  simplement  du 
fait  que  1  énergie  constante  qui  entre  en  jeu  dans  le  système  se  scinde  en 
deux  parties  T  et  U  dont  on  peut  connaître  l'expression. 

Et  il  V  a  alors  une  infinité  d'explications  mécaniques  ! 

C'est  là  l'idée  de  Maxwell  quant  à  son  explication  des  phénomènes  élec- 
tromagnétiques. M.  Poincaré  nous  présente  également  au  début  de  ses  leçons 
la  célèbre  hypotlièse  du  savant  anglais  d  après  laquelle  tous  les  courants 
seraient  des  courants  fermés. 

Cette  théorie  dans  laquelle  les  courants  se  formeraient  au  travers  des 
diélectriques  par  l'intermédiaire  d'un  fluide  inducteur  qui  y  prendrait  un 
état  d'équilibre  contraint  devait  conduire  à  de  nombreuses  conséquences  qui, 
vingt-cinq  ans  plus  tard,  devaient  être  triomphalement  vérifiées  parles  expé- 
riences de  Hertz.  Ainsi  s'établit  définitivement  dans  la  science  la  théorie 
électromagnétique  de  la  lumière,  d'après  laquelle  celle-ci  serait  une  pertur- 
bation électro-magnétique  se  propageant  dans  les  diélectriques,  au  premier 
rang  desquels  il  faut  placer  le  vide  interplanétaire. 

L'idée  de  ne  pas  faire  jouer  aux  diélectriques  un  rôle  absolument  passif 
remonte,  il  est  vrai,  à  Poisson  et  à  Mossotti.  Ceux-ci  considéraient  lair 
comme  le  seul  diélectrique  homogène,  tous  les  autres  étant  remplis  d'une 
prodigieuse  (juantité  de  petites  sphères  conductrices  susceptibles  de  s'élec- 
triser  par  influence  et  produisant  par  leurs  mouvements  les  effets  "que, 
avec  beaucoup  plus  de  précision,  Maxwell  devait  attribuer  à  son  fluide 
inducteur. 

La  théorie  du  savant  anglais  conduit  à  quelques  formules  d'une  admirable 
simplicité,  qui  apparurent  comme  liant  d'une  façon  bien  inattendue  certains 
éléments  des  phénomènes  électriques  à  d'autres  relatifs  aux  phénomènes 
lumineux.  Malheureusement,  ces  relations  ne  sont  pas  toujours  d  accord  avec 
les  résultats  des  recherches  expérimentales. 

Suivant  la  nature  du  diélectrique  qui  sépare  deux  conducteurs,  les  phéno- 
mènes électriques  mesurables  changent  de  valeur,  si  bien  que  chacun  de  ces 
corps  a  un  pouvoir  inducteur  spécifique  qui  lui  est  propre,  lequel  est  repré- 
senté dans  les  formules  par  un  simple  coefficient  que  Maxwell  appelle  K. 

Soient  maintenant  Vj  la  vitesse  des  ondes  électro-magnéliques  dans  le 
vide  et  Y  leur  vitesse  dans  un  certain  milieu  trans])arent.  La  théorie  de 
Maxwell  donne 

-^  =  V/K. 

Mais  d'après  la  théorie  ordinaire  do  Fresncl.  le  premier  membre  de  cette 

égalité  est  l'indice  absolu  do  réfraction  n  du  milieu  considéré.  Donc  n-  ^z  K. 

Cette  relation  curieuse  est  assez  bien  vérifiée  pour  quelques  diélectriques 
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liquides,  mais  parait  l'ctrc  d  autant  moins  que  ceux-ci  ont  une  formule  ato- 
mique plus  compliquée. 

Pour  les  solutions  électrolytitjucs,  elle  cesse  mi-mo  d'avoir  un  sens,  ce 
qu  il  ne  faut  pas  toutefois  considérer  comme  extraordinaire,  car  1  ionisation 
fait  des  électrolytcs  des  conducteurs  d'une  nature  toute  spéciale. 

La  tliéoiie  de  Maxwell  nous  donne  encore  deux  relations  curieuses  d'après 
lesquelles  un  corps  serait  d'autant  plus  opaque  pour  la  lumière  qu'il  est 
conducteur  pour  l'électricité,  son  opacité  étant  d'ailleurs  une  certaine  fonc- 
tion exponentielle  de  l'épaisseur. 

Il  est  à  peine  besoin  d'ajouter  que  ces  relations  ne  sont  pas  toujours  d  une 
vérification  facile  et  satisfaisante. 

Après  un  chapitre  étendu  consacré  à  la  ])olarisation  rolaloiro  magnétique 
et  aux  cuiieux  phénomènes  observés  par  Hall  et  par  Kerr,  qui  indiquent  une 
corrélation  intime  entre  la  lumière  et  l'électricité  sans  qu  on  puisse  encore 
en  donner  une  explication  analytique  tout  à  fait  satisfaisante,  M.  Poincaré 
consacre  une  seconde  partie  à  l'examen  comparé  des  théories  électrodyna- 
miques d'Ampère,  de  Wcber  et  d  llehiilioll/. 

C  est  surtout  la  théorie  de  Helmhohz  (jui  est  r("mar(|ual)le.  L  expression 
du  potentiel  de  deux  éléments  de  courant  est  à  la  tbis  une  généralisation  des 
expressions  doiniées  par  \Veber,  Xeuniann  et  Maxwell,  mais  non  de  celle 
donnée  par  Ampère. 

Il  faut  remarquer  en  effet  que,  pour  toute  expression  du  j)otonlicl  de  la 
forme  imaginée  par  Helniholtz,  il  y  a  des  couples  qui  tendent  à  faire  tourner 
les  éléments  considérés  et  qui  existent  toujours  en  même  temps  que  la  force 
dirigée  suivant  la  droite  qui  joint  lesdits  éléments. 

Or,  Ampère  envisage  uniquement  cette  dernière  force.  Il  y  a  là  un  anta- 
gonisme assez  singulier  entre  les  théories  d  Ampère  et  d  Helmhollz. 

Ce  fut  pour  Joseph  Bertrand  l'occasion  d  une  vive  controverse,  l'illustre 
savant  j)r«'tendant  que  si  les  couples  de  Helmiioltz  agissaient  réellement  sur 
les  éléments  d  un  (il,  celui-ci  serait  réduit  en  poussière,  et  Helmiioltz  répli- 
quant que  les  aiguilles  aimantées  ne  manifestaient  aucune  intention  de  ruj)- 
ture,  bien  que  tous  leurs  éléments  soient  soumis  à  un  couple. 

M.  Poincaré  déclare  qu'il  ne  veut  pas  s  immiscer  dans  celte  polémique, 
mais  en  trois  lignes  qu  on  ne  saurait  trop  admirer  nous  fait  remarquer  qu'il 
y  a  peut-être  là  un  oubli  du  caractère  artificieux  des  hypotlièses,  qu'on  ne 
croit  pas  à  la  réalité  des  fluides  magnétiques  de  Coulomb  agissant  sur  l'ai- 
guille aimantée  et  qu'il  ne  faut  pas  croire  davantage  o  à  l'existence  objective 
d'un  courant  matériel  circulant  dans  un  conducteur  ». 

M.  Poincaré  consacre  un  long  chapitre  à  montrer  comment  on  peut  passer 
de  la  théorie  de  Helmiioltz  à  celle  de  Maxwell  et  passe  en  ri'vue  les  divers 
arguments  (jui  militent  plutôt  en  faveur  de  celle  du  savant  anglais. 

L  examen  des  théories  de  Heriz  et  de  Lorentz  forme  une  troisième  partie 
qui  n'est  certainement  pas  la  moins  intéressante. 

Hertz  divise  un  peu  arbitrairiMuenl  son  (■Icclrodynamique  en  deux  j)artirs 
relatives  l'une  aux  corps  en  repos,  l'autre  aux  corps  en  mouvement,  de  telle 
sorte  que  les  équations  fondamentales  soient  de  mente  forme  dans  les  deux 
cas.  à  cela  près  que  les  secondes  contiennent  un  terme  de  plus  que  les  pre- 
mières. Il  est  vrai  que  ce  terme  complémentaire  n'est  simple  que  grâce  à 
une  notation  symbolique.  La  théorie  de  Hertz  est  assez  satisfaisante  au  point 
de  vue  mécanique,  mais  elle  ne  permet  pas  d  expli(iiier  tous  les  phénomènes 
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oplicjucs.  Le  contraire  arrive  pour  la  tlic'-orie  de  Lorcnlz,  ([ui  explique  des 
piit'uomènes  optiques  c[ue  n  expliquait  pas  Hertz,  mais  (|ui  lualheureusement 
contredit  le  pi'incipe  de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction.  On  sait  mainte- 
nant ce  qu'il  faut  penser  des  postulats  fondamentaux  de  la  mécanique,  lesquels 
apparaissent  aussi  fragiles  que  ceux  de  la  géométrie,  et  Hertz  lui-même  les  a 
suffisamment  critiqués.  La  théorie  de  Lorentz  n'en  est  donc  pas  moins  à  con- 
sidérer, surtout  pour  le  caractère  hardi  des  hypothèses  que  fait  son  auteur. 

Suivant  lui,  il  n'y  a  pas  de  magnétisme,  mais  seulement  des  courants  par- 
ticulaires  tels  que  les  entendait  Ampère,  et  quant  aux  conducteurs  ils  sont 
chargés  d'ions  qui  transportent  l'électricité  ainsi  que   dans  les  électrolytes. 

De  là  deux  façons  dillerentes  d'envisager  les  phénomènes  suivant  que  l'on 
suppose  à  l'observateur  des  sens  assez  subtils  pour  qu'il  puisse  voir  les 
courants  parliculaires  et  le  cheminement  des  ions  dans  les  conducteurs,  ou 
des  sens  aussi  grossiers  que  les  nôtres  avec  lesquels  il  ne  perçoit  que  des 
elFets  moyens  et  donne  le  nom  de  magnétisme  et  de  courants  de  conduction 
à  des  phénomènes  dont  il  ne  peut  pénétrer  le  détail  intime.  Une  partie  très 
intéressante  de  la  théorie  de  Lorentz  est  celle  qui  traite  des  phénomènes 
optiques  dans  les  corps  en  mouvement. 

11  semble  que  les  jjhénomènes  optiques  doivent  notamment  être  altérés  à 
la  surface  de  la  Terre  par  suite  d\i  mouvement  de  celle-ci,  mais  on  a  toujours 
rencontré  des  difficultés  bizarres  à  vouloir  vérifier  cela  par  1  expérience.  La 
théorie  de  Lorentz  explique  en  partie  ces  difficultés,  et  si  elle  ne  les  lève 
complètement,  elle  est  pourtant  assez  parfaite  sur  ce  point,  comme  d'ailleurs 
sur  beaucoup  d'autres,  pour  pouvoir  être  considérée  comme  une  théorie 
perfectible  que  de  nouveaux  perfectionnements  rapprocheront  sans  doute 
beaucoup  de  la  réalité. 

M.  Poincaré  consacre  encore  des  pages  remarquables  au  phénomène  de 
Zeeman.  On  sait  qu'il  y  a  là  une  nouvelle  influence  remarquable  du  magné- 
tisme sur  la  lumière  en  ce  sens  que  l'effet  Zeeman  est  produit  non  par  l'ac- 
tion d  un  milieu  aimanté  sur  un  faisceau  de  lumière,  mais  par  le  fait  que  les 
ondes  lumineuses  naissent  dans  un  champ  magnétique,  la  source  lumineuse 
elle-même  étant  placée  entre  les  pôles  d'un  électro-aimant. 

L'ouvrage  de  M.  Poincaré  se  termine  par  un  exposé  succinct  d'une  théorie 
récente  due  à  Larmor,  et  ù  ce  propos  il  rappelle  toutes  les  théories  précé- 
dentes pour  les  comparer  avec  la  nouvelle,  qui  ne  respecte  pas  plus  le  prin- 
cipe de  l'égalité  de  l'action  et  de  la  réaction  que  celle  de  Lorentz. 

C'est  en  comparant  toutes  ces  théories  différentes,  et  d'ailleurs  peu  com- 
patibles,  que  le  géomètre  trouvera  matière  à    réflexion,    tout    autant   que   le  ■ 

physicien  qui  accorde  trop  de  crédit  à  l'expérience.  ■ 

Ce  nouvel  ouvrage  de  M.  Poincaré  a  été  rédigé  dans  sa  parlie  nouvelle 
par  l'un  de  ses  élèves,  M.  Eugène  Néculcéa,  qui  a  reiidu  ainsi  un  grand  ser- 
vice au  monde  scientifique.  H  a  été  corrigé  aussi  scrupuleusement  que  pos- 
sible par  M.  Néculcéa  et  moi,  et  fait  d'ailleurs  honneur  à  son  éditeur  quant 
à  sa  perfection  matérielle. 

A.  Blui.  (Paris). 
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Par  des  voies  diverses  et  souvent  éloignées  je  suis  toujours 
ramené  h  la  considération  des  procédés  les  plus  élémentaires  de 
rintelligence,  non  seulement,  par  exemple,  ceux  qui,  sur  la  base 
des  axiomes,  fournissent  la  preuve  des  simples  théorèmes,  mais 
ceux  qui  font  poser  les  axiomes  comme  les  résultats  d'un  système 
complexe.  Mon  analyse  enfin  m'a  réduit  a  un  point  de  vue  d'où  je 
regarde  les  opérations  d'addition  comme  le  summum  d'une  série 
de  mouvements  psychiques  assez  développés,  dont  l'examen  m'a 
laissé  convaincu  que  la  grande  conquête  de  notre  esprit  a  été 
celle  de  compter  un,  deux,  trois...  L'intelligence  qui  a  pu  franchir 
cette  étape  ne  trouverait  pas  trop  complexes  les  fonctions  abé- 
liennes,  l'Ausdehnungslehre  de  Grassmann,  ni  les  surfaces  de 
Riemann. 

Considérez  par  exemple  la  question  posée  dans  cette  phrase  : 
«  On  sait  intégrer  les  équations  linéaires,  par  rapport  aux  fonc- 
tions inconnues,  et  par  rapport  à  leurs  dérivées  quand  elles  ont 
leurs  coefficients  constants,  encore  n'a-t-on  leurs  solutions  que 
sous  forme  de  séries  ou  d'intégrales  définies.  Laplace  et  Ampère 
ont  donné  des  méthodes  applicables  aux  équations  du  second  ordre 
à  une  inconnue  et  à  deux  variables,  mais  dans  des  cas  trop  parti- 
culiers. Peut-être  les  difficultés  que  l'on  rencontre  dans  ces 
théories  ne  seront-elles  jamais  levées.  Ne  seraient-elles  dues  à  ce 
que  nous  ne  savons  pas  exprimer  explicitement  le  mode  de  dépen- 
dance la  plus  générale  des  quantités  simultanément  variables  ?Les 
équations  aux  dérivées  partielles  seraient-elles  la  définition  même 
d'un  de  ces  modes  de  dépendance,  irréductible  à  un  mode  plus 
simple  .*  »  Cette  question  implique  la  considération  de  tous  les 
systèmes  du  calcul  et  les  algorithmes  respectifs.  Il  nous  fait 
demander  en  quoi  consiste  la  nécessité  inéluctable  de  développer 
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la  mathématique  suivant  certaines  voies,  et  encore  à  demander  & 
chaque  tournant  du  développement  pourquoi  poursuivre  une 
direction  plutôt  qu'une  autre. 

Qu'y  a-t-il,  par  exemple,  dans  le  théorème  de  Taylor  qui  le 
fasse  jouer  un  rôle  si  important  dans  le  Calcul  difFérentiel  :  une 
question  très  pratique  puisque  Taylor  lui-même  semble  avoir 
ignoré  toute  la  signification  de  sa  série,  et  il  fut  réservé  à 
Lagrange  d'en  démontrer  la  grande  portée.  La  question  nous  amè- 
nerait vite  à  considérer  une  autre  notion  plus  fondamentale,  celle 
de  la  dérivée  d'une  fonction  ?  Nous  avons,  enfin,  le  rapport  d  un 
très  petit  accroissement  d'une  fonction  à  l'accroissement  corres- 
pondant de  la  variable  ;  et  nous  verrions  que  par  la  condition  de 
petitesse  infinie  de  l'accroissement,  le  rapport  sérail  la  seule 
relation  fertile  en  développements,  au  moins  dans  les  parties 
élémentaires  du  calcul.  Mais  le  rapport  est  l'opération  qui  est 
l'inverse  de  la  multiplication  et  dont  nous  ne  pourrions  autre- 
ment nous  former  une  idée;  et  la  multiplication  n'est  quunc 
manière  d'expression  de  certaines  opérations  dérivées  de  l'addition. 

L'addition  mène  h  la  considération  de  l'opération  de  compter, 
et  c'est  de  là  que  nous  sommes  conduits  à  considérer  ce  qu'est 
au  juste  l'unité.  Cette  dernière  question  qu'on  considérait  géné- 
ralement tout  à  fait  oiseuse  me  semble  ouvrir  un  monde  de  pen- 
sées. Elle  conduit  à  la  fin  a  l'étude  de  notre  être  au  point  de 
vue  phvsiologique  ;  et  c'est  en  contemplant  la  manière  de  notre 
développement  qu'à  un  moment  donné  nous  semblons  regarder 
une  mer  infinie  d'actions  et  de  réactions,  et  d'où  s'élève  un 
instant  comme  résultat  des  forces  impliquées  le  premier  acte  de 
notre  intelligence  consciente. 

Considérons  encore  l'IIisloirc  des  sciences,  surtout  de  la 
mathématique,  où  la  place  la  moindre  possible  est  laissée  aux 
hypothèses  et  aux  spéculations.  Une  polémique  assez  vive  enga- 
gea l'attention  de  savants  en  Europe  à  une"  certaine  époque  con- 
cernant la  véritable  unité  de  travail,  jus(ju"à  ce  que  d'Alenibert, 
par  l'analyse  des  conditions  nécessaires,  démontra  que  la  discus- 
sion n'était  qu'une  question  de  mots.  Des  questions  psycholo- 
giques eurent  de  telles  iniluences  sur  le  développement  du  calcul 
infinitésimal  que  l'usage  du  système  des  difiérentielles  fut  retardé, 
et  môme  Liiffranore  se  condamna  à  une  vue  de  son  instrument 
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bornée  à  certains  égards.  En  Angleterre,  ces  questions  semblent 
avoir  paralysé  l'esprit  des  mathématiciens  pendant  toute  la 
période  de  cette  floraison  du  génie  qui  distingua  l'histoire  des 
premières  étapes  du  calcul.  Encore  de  nos  jours  la  discussion  de 
la  nature  véritable  du  symbole  V — i  continue,  etla question  n'est 
pas  entièrement  vidée.  Toutefois  la  convention  qui  le  regarde 
comme  un  symbole  de  rotation  d'un  quadrant  a  pu  suggérer  les 
vues  générales  dans  cette  manière  d'interprétation,  qui  n'est 
qu'une  interprétation  partielle.  Ainsi  la  considération  de  trois 
plans  au  lieu  d'un  seul  est  d'une  suggestion  facile,  et  voilà  la 
base  jetée  de  l'analyse  vectorielle.  Peut-être  une  vue  plus  géné- 
rale encore  de  ce  symbole  et  d'autres  pareils  suggérerait  de 
nouvelles  conceptions  dans  le  domaine  des  fonctions  algébriques. 

Qu'est-ce  que  c'est  que  l'unité  ? 

Faisant  l'observation  que  tous  nos  systèmes  de  calcul  dépendent 
de  l'addition,  et  qu'ils  ne  sont  formés  que  de  complexes  formes 
d'addition,  je  me  suis  posé  la  question.  Est-il  possible  de  trouver 
un  système  qui  ne  dépend  pas  de  l'addition  ?  Je  ne  crois  pas,  car 
mon  analyse  m'a  conduit  de  déduire  l'addition  des  nécessités  de 
notre  constitution  mentale,  et  de  trouver  des  relations  inévitables 
même  entre  notre  constitution  physique  et  ces  formes  d'addition 
qui  ont  pu  suggérer  la  multiplication. 

Conduit  à  la  considération  de  l'unité,  je  me  suis  posé  une  foule 
de  questions  dont  quelques-unes  feraient  ressortir  immédiate- 
ment la  complexité  de  cette  question.  Quelle  est  la  chose  com- 
mune entre  une  pomme,  un  son,  un  mouvement,  une  sensation 
de  blanc  et  un  continent,  qui  nous  permet  d'appeler  pour  nos 
besoins  chacune  de  ces  choses  une  unité?  Si  par  exemple,  en 
fermant  les  yeux,  nous  mettons  le  bras  droit  en  rotation,  d'ap- 
peler ce  mouvement  une  unité  ;  et  si  nous  faisons  ensuite  un 
mouvement  correspondant  avec  le  bras  gauche,  est-il  de  toute 
nécessité  que  cela  soit  appelé  une  unité  aussi  ?  Si  le  premier 
mouvement  est  associé  avec  un  son,  par  exemple  un  mot,  est-ce 
que  ce  mot  serait  la  véritable  unité  .'  Est-ce  que  nous  pourrions 
appeler  le  mouvement  une  unité  simplement  de  par  l'application 
de  ce  symbole  ?  Et  si  le  symbole  même,  n'étant  lormé  d'un  son 
pur,  est  complexe,  est-ce  que  quelque  chose  de  plus  profond 
encore,  représentant  le  mot,  est  la  véritable  unité? 
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Et  quelle  est  la  connexion  entre  les  unités  qui  proviennent  des 
éléments  les  plus  simples  de  chacun  des  sens  h  tour  de  rôle  ? 

Est-ce  que  l'élément  du  temps  est  essentiel  dans  la  conception 
de  l'unité  ?  Je  ne  continue  pas,  car  je  n'ai  voulu  que  soulever  un 
moment  le  voile  qui  me  semble  cacher  un  fond  de  spéculations 
étranges.  Il  faudrait  un  volume  pour  décrire  les  curieuses  expé- 
riences que  j'ai  faites  et  les  questions  parfois  bizarres  que  je  me 
suis  proposées,  non  seulement  h  propos  de  l'unité,  mais  aussi 
à  propos  des    axiomes   et  des  questions    de  continuité. 

Je  résumerai,  sans  autres  indications,  certaines  conclusions 
que  je  crois  pouvoir  formuler.  11  y  a  un  développement,  comme 
il  est  expliqué  dans  les  lois  dévolution  de  notre  constitution 
physique  d'abord,  auquel  correspondent  une  multitude  d'actes 
qui  pour  être  au-dessous  de  notre  conscience,  n'influencent  pas 
moins  notre  vie  consciente.  Même  dans  notre  vie  intellectuelle 
la  plus  grande  part  des  actions  mentales  qui  influencent  la 
pensée  sont  toujours  au-dessous  de  notre  conscience.  L'action  de 
l'esprit  est  alors  le  résultat  d'une  immense  complexité  de  facteurs 
qui  échappent  à  tout  effort  de  récognition  intuitive  ou  d'intros- 
pection, et  qu'il  faudrait  étudier,  autant  que  cela  soit  possible, 
dans  leurs  antécédents  physiques. 

Les  actions  de  notre  esprit  forment  un  système  de  mouvements 
quasi  dynamiques  qui  ne  correspondent  pas  aux  formes  ensei- 
gnées dans  les  livres  de  Logique,  et  qui  sont  encore  très  impar- 
faitement étudiées.  Nous  ne  pouvons  sciemment  diriger  ces 
actions  que  d'une  façon  relativement  faible.  Ce  que  nous  appelons 
la  similarité  d'objets  n'est  que  la  mesure  de  notre  pouvoir  de 
discernement,  qui  est  variable  entre  dillerents  individus,  et 
même  pour  un  individu  donné,  à  diflérentes  périodes  de  son 
développement.  Communication  est  possible  entre  hommes  par 
la  raison  même  de  ces  limitations  de  discernement  ;  et  les  axiomes 
ne  sont  qu'une  expression  de  cette  limitation.  Le  premier  axiome 
veut  dire  :  objets  dont  la  différence  est  au-dessous  de  notre  discer- 
nement produit  des  résultuls  inappréciablement  différents  dans 
le  système  dviianiicpie  de  nos  pensées.  Phvsiologicjuo^nent  nous 
dirions  des  slimuli  inappréciablement  dilleronls  produiraient  des 
siMublables  perturliations  de  notre  svstème  nerveux.  L'extension 
n'est  pas  difllcllc  aux  formes  complexes,  et  aux  porturbalious  (jui 
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sont  des  antécédents  physiques  immédiats  de  sensations,  ou 
d'idées.  La  marche  de  l'esprit  est  discontinue.  La  pensée  se  montre 
dans  notre  conscience  comme  les  sommets  des  ondes  d'une  mer 
infinie.  C'est  l'emploi  de  symboles  qui  fait  que  nous  pourrions 
reconnaître  des  objets  complexes  comme  des  unités.  L'analyse  de 
cet  emploi  de  symboles  nous  conduit  à  la  considération  de  sym- 
boles londamentaux  et  h  l'observation  du  sens  de  l'énergie 
dépensée  dans  les  actes  physiques.  Au-dessous  de  ce  sens  il  y  a  la 
récognition  de  ce  qu'on  peut  appeler  le  pouls  d'attention.  C'est 
la  véritable  unité,  et  Télénient  du  temps  y  est  indissolublement 
lié.  Dans  l'acte  de  compter  nous  perdons  bientôt  la  conscience 
intuitive  des  opérations  précédentes,  comme,  par  exemple,  à  la 
fin  d'un  long  raisonnement  mathématique  nous  perdons  connais- 
sance des  parties  de  l'enchaînement  logique. 

A  quel  point  dans  l'acte  de  compter  est-ce  que  nous  perdons 
connaissance  du  premier  mouvement?  La  question  est  très  obs- 
curcie par  nos  habitudes  de  compter,  par  l'usage  de  symboles,  et 
parune  multitude  d'associations  qui  en  lait  l'analyse  lapins  dillicile 
qui  existe.  Il  me  semble  toutefois  que  nous  ne  pouvons  avoir  en 
conscience  h  la  fois  que  deux  objets  reconnus  comme  unités,  et 
le  sens  du  passage  de  l'un  h  l'autre. 

Ainsi  nos  simples  chiffres  3,  4>  etc.,  ne  sont  que  des  opérateurs, 
et  dès  le  commencement  notre  système  de  mathématiques  est 
symbolique.  C'est  cette  pensée  qui  m'a  fait  dire  que  les  plus 
grandes  étapes  franchies  par  l'esprit  humain  se  trouvent  au  seuil 
de  notre  vie  intellectuelle.  L'art  de  compter  et  l'emploi  de  symboles 
pour  représenter  des  mots  sont  des  conquêtes  des  plus  merveil- 
de  notre  race. 

Il  s'ensuit  de  toutes  ces  considérations  que  les  systèmes  sym- 
boliques, soit  de  Leibniz,  soit  de  Arbogast,  ou  de  Boolc,  sont 
de  toute  rigueur,  pourvu  simplement  qu'ils  soient  corrects  dans 
leur  expression  formelle. 

Aussi  par  la  discontinuité  même  de  nos  actes  conscients  nous 
ne  pouvons  former  une  idée  de  continuité  que  par  des  moyens  de 
discontinuité.  Ainsi  la  conception  des  tangentes  de  Descartes  est 
la  seule  véritablement  possible.  Le  système  de  limites  est  de  toute 
rigueur,  le  système  de  différentielles  aussi,  puisqu'une  expres- 
sion  générale  n'a  pas  de  sens  que  par  son   application  à  un   cas 
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quelconque  particulier,  et  l'expression  générale  nest  que  le  sym- 
bole de  l'application.  Les  preuves  de  la  disparition  des  différen- 
tielles d'un  ordre  élevé  dans  une  équation  contenant  les  différen- 
tielles du  premier  ordre  sont  fallacieuses  sans  ces  conceptions  ; 
et  elles  sont  contenues  dans  ces  conceptions. 

La  place  me  manque  pour  le  développement  de  ces  idées,  mais 
en  terminant  je  voudrais  parler  généralement  de  l'utilité  de  ces 
études.  Il  est  vrai  qu'on  peut  étudier  la  mathématique  sans  se 
préoccuper  de  ces  questions  du  tout;  mais  il  est  vrai  aussi  (juOn 
pourrait  rendre  plus  effectif  le  fonctionnement  d'une  machine  à 
vapeur  sans  se  préoccuper  du  principe  fondamental,  et  encore 
moins  des  lois  de  la  thermodynamique.  Edison,  dit-on,  se  vante 
de  ne  pas  connaître  la  loi  d'Ohm.  C'est  un  mécanicien  de  génie 
qui  travaille  dans  ces  instruments  des  plus  délicats,  des  courants 
électriques.  Les  mathématiques  sont  si  vastes  ([ue  des  mécaniciens 
de  génie  trouveraient  des  combinaisons  infinies  d  instruments 
plus  intangibles  encore,  les  formules  de  développement  de  toutes 
sortes.  A  la  rigueur  un  mathématicien  pourrait  avancer  sa  science 
tout  en  acceptant  certaines  formules  comme  les  prémisses  de  son 
raisonnement  et  sans  avoir  jamais  examiné  leur  bases  fondamen- 
tales. 

Toutefois,  pour  mon  compte,  j'espère  que  ces  études,  dont  je 
viens  de  donner  une  esquisse  hâtive,  auraient  quelque  intérêt 
pour  elles-mêmes,  et  je  crois  que  l'habitude  d'analyse  persistante 
est  toujours  utile  à  n'importe  quel  point  dans  le  progrès  de  la 
science  ;  et  je  pense  enfin  que  l'étude  des  actes  rudimenlaires  de 
l'esprit  conduirait  à  la  connaissance  des  plus  fins  rouages  de  la 
machine  intellectuelle,  et  que  l'observation  de  son  action  appli- 
quée h  telle  science  donnerait  lieu  h  un  commentaire  logique  de 
cette  science,  et  aiderait  la  recherche  des  lois  du  fonctionnement 
de  cette  machine  qui  est  l'esprit,  et  des  meilleurs  moyens  de  la 
perlectionner. 

AuTnun   Lynch, 

Membre  de  la  Chambre  des  Communes. 


tra:vsformation 


COORDONNÉES    PROJEGTIYES 


La  question  de  hi  transfornnition  des  coordonnées  barycentri- 
ques,  que  ^NI.  Laisant  a  traitée  d'une  façon  si  élégante  (voir  L'en- 
seignement, t.  111,1901,  p.  '>o8-2io),  n'est  qu'un  cas  particulier  du 
problème  de  la  transformation  des  coordonnées  projectives 
quelconques.  Or,  ce  problème  s'impose  dans  plusieurs  circons- 
tances, par  exemple  lorsqu'on  veut  exposer  méthodiquement  les 
applications  des  formes  algébriques  h  la  géométrie  ;  en  consé- 
quence, depuis  longtemps,  j'ai  la  coutume  de  le  traiter  dans  mon 
cours  d'une  manière  très  simple  qui  peut-être  intéressera  quelques 
lecteurs  de  cette  Bévue  et  que,  par  conséquent,  je  crois  bon 
d'exposer  en  quelques  lignes. 

Soient  donnés  cinq  points  quelconques  fixes  dans  l'espace  : 
Ay,  Aj,  Ao,  A3,  U,  et  un  point  quelconque  P;  on  sait  que  les 
quatre   rapports  anharmoniques  suivants  : 

(I)  x=â7a;(Ai.a,.u,p),  j  =  â;â;  (a,.Ao,u,p),  3=â;â,(A3,a„,u,p 

sont  les  coordonnées  projectives  du  point  P,  tandis  que  si  l'on 
pose 

__    .J-,  Xj^ x.^ 

.<\,..,.r.j  en  sont  les  coordonnées  homogènes.  Prenons,  à  présent, 
cin([  autres  points  fixes  A„,  A',,  A'^,  A'^,  U',  dont  les  coordonnées 
homogènes  soient  respectivement 

'^'oO'    ''Ol'    ^'(12'    ^03  • 

"10.  "u'  ^'li'  «13; 

"iO-    «il'    "i2-    ^iS  '• 
^hO'    «31»    «32'    «33  ' 

//„.    »,.    »,.    «.,  ; 
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par  rapport  à  ce  nouveau  système,  le  point  P  aura  de  nouvelles 
coordonnées  projectives  qui  seront  définies  par  les  équations 
suivantes,  analogues  aux  équations  (i)  : 


(3) 


x'  =  A,'A,'  (V,  a;,  U',  P),    y'=A,'A,'  (A,\  A/,  U'.  P), 


:'  =  A/A,'(A3',A;,U',P). 


Or,  si  on  indique  par  a,;,  le  complément  algébri((ue  de  <:/,/,  dans 
le  déterminant 


'00    •  •    "-03 


on  trouve  que  les  équations  homogènes  des  deux  plans  A'^  A'3  A', 
et  A'2  A'3  A'q  sont  respectivement  : 


(4) 

ou  bien 


«00^0  +  =^01^1  +  2=02^î  +  «03^3  =  O 


/ 


cc^iXi=o, 


>    «i,X,-=  o. 


Xq...  X3  étant  les  coordonnées  courantes.  Comme  les  deux  plans 
A'2  A'3  U',  A'2  A'3  P  appartiennent  au  faisceau  déterminé  par  les 
deux  plans  A',  A'3  Ai  et  A'^  A'3  A'^  on  trouve  tout  de  suite  que 
leurs  équations  sont  : 


î  =  3 


i  =  3 


.•  =  3                  2j^oi"i   ,  =  3                       ,  =  3                ^V-r/  ,  =  3 
(5)     y   «o'Xi  —  T^^i /  ,  «i.X,-  =  o  ;  \   ao,X,  —  -^ N   a,.X,-  =  o . 

1  =  0  \  ^  1  =  0  i  =  0  \  '  1=0 

»  =  0  1  =  0 

Le  rapport  anliarmoniquc  formé  par  les  deux  plans  (4'  avec  les 


TRAySFOR.MATIOi\  DES   COORDONXÉES   PROJECTIVES      325 

deux  plans  (5)  est  exprimé  par  le  quotient 


1  =  3  ! =  3 

1  =  0  .    '■  =  0 


3t,w-.ri 


V         V 


si  donc  on   pose   x'  =  —^,  à  cause  des  équations  (3),  on  aura 


(6) 


On  trouve  dune  manière  analogue 

i  =  3 


V 

i  =  u 

1  =  0 

i  =  ;i 
i  =  0 

i  =  0 

V         V 


(7) 


V         V 


(8) 


1=0 


3  1=3 

«  =0 


V         V 


(■  =3 


^    a^/H,         y    t^iUi 


Or,  en  comparant  entre  elles  les  trois  é(|uations  (6),  (7),  (8), 
on  voit  tout  de  suite  que,  en  appelant  0  un  l'acteur  numérique 
différent  de  o  et  de  oc  ,  on  peut  écrire  : 


(9) 


P'U- 


^Aq-^-q  +  a/,i.r,  +  a/,..r,  +  g^gj-., 


Ces  équations    donnent  les  nouvelles  coordonnées  homogènes 
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d'un  point  quelconque  de  l'espace  en  fonction  des  anciennes;  ce 
sont  donc  les  formules  de  transformation  cherchées  ;  elles 
prouvent  que  les  premières  sont  exprimées  par  des  formes  liné- 
aires des  autres,  dont  les  coefficients  ont  une  signification  évi- 
dente. 

On  peut  procéder  d'une  manière  analogue  lorsqu'il  s'agit  de 
plans. 

Il  va  sans  dire  que  pour  les  formes  géométriques  de  la  pre- 
mière et  de  la  deuxième  espèce  ces  calculs  sont  applicables 
encore,  mais  ils  sont  encore  plus  simples,  et  mènent  a  des 
conclusions  toutes  pareilles. 

G.   LoiîiA. 

Gènes,  juin  1902. 


RELATIONS    ANALYTIQUES 


SPHÈRES    ET   ELLIPSOÏDES  (') 


Dans  le  présent  travail  nous  allons  démontrer,  comment  on 
peut  utiliser  la  théorie  de  ralTinité,  pour  établir  quelques  résultats 
analytiques  relatifs  à  rellipsoïde  à  laide  des  analogues  de  la 
sphère. 

Soient  données  la  sphère  K  et  l'ellipsoïde  K^,  et  supposons  que 
ce  soient  deux  surfaces  homologues  des  systèmes  alliés  des 
espaces  S  respectivement  ^^.  Nous  établirons  dans  ^,  un  système 
de  coordonnées  obliques  eu  prenant  pour  axes  trois  diamètres 
conjugués  quelconques  deK^.  Les  diamètres  correspondants  de  K 
sont  rectangulaires  et  seront  les  axes  des  coordonnées  de  K. 
Nous  les  désignons  par  ^H^,  IIH,  et  ZZ^,  Torigine  par  O  (le  cen- 
tre de  K)  et  les  coordonnées  correspondantes  de  R,  par  XXj, 
YYj  et  ZZ,,  l'origine  par  O^  (le  centre  de  KJ.  Soient  encore  aa^, 
2^,,  et  :>r,  les  longueurs  des  trois  diamètres  conjugués  de  K,, 
qui  coïncident  aux  axes  des  coordonnées  et  /•  le  rayon  de  la 
sphère  K.  Alors  nous  désignons  deux  points  homologues  P  et  P, 
situés  sur  K  et  K^,  dont  les  coordonnées  sont  respectivement  q, 
T.,  ^  et  x,  y,  z. 

De  ce  que  deux  parties  d'une  droite  de  S  sont  dans  le  même 
rapport  que  les  homologues  dans  -j,  nous  avons  les  équations 
suivantes  des  coordonnées  : 


(0 


(')   Sphère  et  ellipsoïde,    L  EnseiL;nenicnl  malhcmotifitie,    i'  année.    1900,  p.   iy(>. 
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L'équation  de  la  sphère  K  est  : 
Il  suit  de  (i)  et  (2)  : 


A-2 


C'est  l'équation  d'un  ellipsoïde  par  rapport  aux  trois  diamètres 
conjugués. 

Si  l'on  fait  dans  (3)  successivement  x,  y,  z  =  o,  on  obtient  des 
ellipses  comme  trace  de  la  surface  K  sur  les  plans  coordonnés. 
Tout  plan  diamétral  pouvant  être  un  plan  coordonné,  nous  pou- 
vons généraliser  ce  résultat,  en  disant,  que  les  traces  de  K,  sur 
les  plans  diamétraux  sont  des  ellipses. 

L'équation  du  plan  tangent  de  la  sphère  K  au  point  ;^,  t,j,  ^^ 
peut  s'écrire  : 

(4)  ^;i  +  ^v,i  +  rr,  =  H. 

Soient  a,,  y^,  z^  les  coordonnées  du  point  correspondant,  on  aura 
pour  le  plan  tangent  de  K^  au  point  .r,,  y^,   -^  les  relations  : 


(5)  -Ii-  =  :l^,^-_4i_.^:=^ 

et  comme  ci-dessus  : 

L  —  —  ^  —  JL.    ^  —  ■ . 

r  a^      r  h^       r  r, 

11  suit  des  trois  dernières  conditions  l'équation  du  plan  lan- 
gent : 

(')  ^+^  +  -^-='- 

L'équation  (7)  désigne  encore  un  plan  j)olaire  d'un  point  quel- 
conque x^,  y^  c,. 

La  normale  de  K  est  un  rayon  de  K.  Les  équations  au  point 
ii,T„,  vj  sont  : 

(8)  ^-?,  =  ii- (r-rj 
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et 

^  'il  —     r       V-5  ■=!/'' 

OU 

Celte  normale  a  pour  ligne  correspondante  en  Ij  un  diamètre  </, 
de  Kj  conjugué  au  plan  tangent  (jj. 

Des  équations  (5),  (6)  et  (9)  nous  dérivons  la  relation  pour  le 
diamètre  d.. 


L'équation  du  plan  diamétral  de  K  conjugué  à  la  normale  (o) 
est  : 

(II)  .:;,  +  r,r.,+  ^^^=0. 

Par  une  substitution  comme  ci-dessus  nous  aurons  pour  le 
plan  diamétral  conjugué  au  diamètre  (10)  la  condition  : 

Les  équations  ['j)  et  (12)  démontrent,  que  ces  deux  plans  sont 
parallèles  entre  eux. 

Les  plans  tangents  aux  extrémités  des  diamètres  conjugués 
2rtj,  2^^  et  ic\  ont  les  équations  : 

(i3)  .i=±a^,yz=.±h^.zz=:±c^. 

C'est-à-dire  que  ces  plans  tangents  sont  parallèles  aux  plans 
des  coordonnées. 

Jusqu'ici  nous  avons  employé  un  système  de  coordonnées 
obliques.  ALiis  nous  pouvons  aussi  prendre  pour  coordonnées 
les  trois  axes  de  Tellipsoïde  K^.  Désignons  par  la,  ib  et  2c  ces 
trois  axes,  nous  pouvons  alors  dériver  très  facilement  les  résul- 
tats connus  de  la  géométrie  analytique  des  résultats  ci-dessus. 
Nous  les  oljtiendrons  en  remplaçant  dans  les  équations  ci-dessus 
les  valeurs  «,,  ^j,  c^  par  a,  ù,  c. 

D"^  KiLuiNGEu  (Mulhouse). 
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Pour  démontrei-  que  le  postulatum  d'Euclide,  dans  la  théorie 
des  parallèles,  est  indémontrable,  les  néo-géomètres  ont  recours 
h  plusieurs  arguments  que  nous  nous  proposons  d'examiner. 

Ar^iuneiït  de  no/i-contradiciion.  —  C'est  l'argument  favori  des 
non-euclidiens,  celui  qu'on  trouve  au  fond  de  presque  toutes  les 
discussions  sur  le  postulatum  d'Euclide.  M.  Poincaré,  avec  toute 
l'autorité  qui  s'attache  à  son  nom,  Ta  formulé  en  des  termes 
d'une  parfaite  clarté  : 

«  S'il  était  possible,  dit-il  ,'-),  de  déduire  le  postulatum  d'Eu- 
clide des  autres  axiomes,  il  arriverait  évidemment  qu  en  niant 
le  postulatum  et  en  admettant  les  autres  axiomes  r',  on  serait 
conduit  à  des  conséquences  eontradictoires  ;  il  serait  donc 
impossible  d'appuyer  sur  de  telles  prémisses  une  géométrie 
cohérente.   » 


(')  ÎSOTE  DE  LA  RÉDACTION.  —  Nous  rappelons  à  nos  lecteurs  que  /Enseignement 
MATHÉMATIQUE  est  à  la  disposition  des  euclidiens  et  des  non-euclidiens.  Sans  prendre 
de  parti  dans  un  sens  ou  dans  un  autre  cette  Revue  est  une  tribune  oui-erfe  à  tous 
les  mathématiciens. 

(')  Revue  générale  des  Sciences  pures  et  appliquées,  i5  décembre   1S91,  p.  769. 

(^)  «  En  admettant  les  autres  axiomes  »,  voilà  ce  qu'il  ne  faut  pas  perdre  de  vue, 
si  l'on  ne  veut  pas  changer  l'état  de  la  question:  et  voilù  ce  que  parait  oublier 
M.  Andrade  (L'Enseignement  mathématique,  1900,  p.  299)  lorsque,  pour  maintenir 
que  le  postulatum  d'Kuclide  est  indémontrable,  il  commence  par  adopter  une  défi- 
nition de  la  lig-ncdroite,  qui  ne  reconnaît  plus  à  cette  ligne  sa  propriété  classique 
fondamentale,  à  savoir  :  que  par  deux  points  donnés  quelconques  on  n"en  peut 
faire  passer  qu'une.  Nous  ne  contestons  pas  ici  à  M.  .\ndrade,  qu'on  le  remarque 
bien,  le  droit  de  définir  comme  il  lui  plaît  la  ligne  droite.  Nous  observons  seule- 
ment que  sa  tléftnition,  lorsqu'il  s'agit  de  savoir  si  le  postulatum  d'Euclide  est 
démontrable  ou  non.  change  l'état  de  la  question.  Quant  à  savoir  si  la  définition  de 
M.  Andrade  est  préférable  à  la  notion  classique  de  la  ligne  droite,  et  quelles  con- 
séquences peuvent  résulter  d'une  telle  définition,  c'est  une  question  que  les  euclidiens 
ne  se  refusent  pas  à  examiner,  mais  c  est  une  autre  question  que  celle  qui  nous 
occupe,  et,  pour  le  moment,  nous  l'écartons. 
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«  Or  c'est  précisément  ce  qu'a  fait  Lobatchewski.  Il  suppose 
au  début  que  : 

«  Von  peut  par  un  point  mener  plusieurs  parallides  à  une  droite 
donnée  ; 

«  Et  il  conserve  d'ailleurs  tous  les  autres  axiomes  d'Euclide. 
De  ces  hypothèses  il  déduit  une  suite  de  théorèmes  entre  lesquels 
il  est  impossible  de  relever  aucune  contradiction^  et  il  construit  une 
géométrie  dont  Timpeccable  logique  ne  le  cède  en  rien  h  celle  de 
la  géométrie  euclidienne,  w 

Ainsi  INI.  Poincaré  trouve  évident  que  si  le  postulatum  d'Eu- 
clide  pouvait  être  démontré,  la  proposition  contradictoire  de  ce 
postulatum  devrait  conduire  a  des  conséquences  contradictoires. 

Eh  bien,  non,  cela  n'est  pas  évident. 

Ce  qui  est  évident,  c'est  que,  si  le  postulatum  était  démontré, 
sa  contradictoire  serait  fausse.  Or,  qu'une  proposition  fausse 
puisse  conduire  à  des  conséquences  fausses,  nous  le  voulons 
bien  ;  qu'elle  puisse  même  conduire  à  des  conse([uences  contra- 
dictoires, nous  ne  le 'contesterons  pas  ;  mais  qu'elle  doive  con- 
duire a  des  conséquences  contradictoires,  voilà  qui  nous  parait 
loin  de  l'évidence. 

De  fait,  cela  s'impose  si  peu,  qu'on  trouve  aisément  des 
exemples  oii,  par  le  jeu  le  plus  correct  des  règles  de  la  logique, 
on  peut  d'une  proposition  fausse  tirer  des  conséquences  fausses 
(ou  même  vraies  1)  mais  nullement  contradictoires. 

Ainsi  de  cette  proposition  fausse  : 

Tout  nombre  plus  grand  que  1  est  égal  à  un  nombre  entier. 

On  peut  très  correctement  déduire  : 

Que  —  est  égal  à  un  nombre  entier,  ce  ([ui  est  faux  ; 

4  ,  ... 

Que est  égal  à  un  nombre  entier,  ce  <[ui  est  vrai  ; 

Que  le  produit  de  —  par  5  est  égal  à  un  nombre  entier,  ce  qui 

est  faux  ; 

3 
Que  le  produit  de  — par  4  est  égal  à  un  nombre  entier,  ce  qui 

est  vrai  ; 

Etc.  etc.. 

Ce  sont  la,  sans  doute,  des  conséquences  immédiates  ou  peu 
éloignées  ;  et,  du  fait  que  ces  conséquences  ne  sont  pas  contradic- 
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toires,  il  ne  s'ensuit  pas,  nous  le  reconnaissons,  que  d'autres />///« 
éloignées  ne  puissent  l'être.  Mais  il  ne  s'ensuit  pas  non  plus 
qu'elles  doivent  l'être. 

Dès  lors,  on  peut  douter  qu'une  proposition  fausse,  pouvant 
d'ailleurs  conduire  à  des  conséquences  fausses,  conduise  néces- 
sairement à  des  conséquences  contradictoires. 

Il  nest  donc  pas  certain  que  la  contradictoire  du  postulatum 
d'Euclide,  même  si  elle  est  fausse,  —  et  elle  l'est  si  le  postula- 
tum peut  être  démontré  —  doive  conduire  à  des  conséquences  con- 
tradictoires. 

L'argument  de  non-contradiction  croule  donc  par  la  base,  et 
laisse  entière,  par  conséquent,  la  question  de  savoir  si  le  postu- 
latum d'Euclide  est  ou  n'est  pas  démontrable  ('). 

Mais  est-il  vrai,  du  moins,  que  la  géométrie  de  Lobatchefskv 
est  exempte  de  contradiction,  et  a-t-on  bien  le  droit  de  parler  de 
son  «  impeccable  logique  »  ? 

Nous  ne  discuterons  pas  ici  en  détail  cette  question,  parce 
qu'une  telle  discussion  nous  entraînerait  tr(fp  loin  et  que  d'ailleurs 
elle  n'est  pas  nécessaire  pour  notre  but.  Nous  dirons  seulement 
que  cette  question  se  ramène,  pour  nous,  à  l'une  des  deux  ques- 
tions suivantes  : 

1°  Est-il  vrai,  d'après  l'interprétation  de  Beltrami  (-),  que  si 
l'on  remplace  les  expressions  plan  et  droite  respectivement  par 
les  exipress'wns  pseudosphère  el  géodésique  de  pseudosphère,  toutes 
les  propositions  de  la  géométrie  lobatchefskienne  concernant  le 
plan  et  la  ligne  droite  se  trouvent  vérifiées  ? 

2°  Est-il  vrai,  d'après  l'interprétation  de  jNI.  Poincaré  (^),  que 
si  l'on  remplace  les  expressions  espace,  plan,  droite,  etc.,  res- 
pectivement par  les  expressions  domaine  intérieur  (ensemble  des 


(')  Il  va  de  soi  que  l'argumenl  de  non-contradiilion  entraîne  dans  sa  ruine  toute 
démonstration  qui  le  suppose  valable.  C'est  i)ré(isément  le  cas  de  la  démonstra- 
tion que  M.  Andrade  (L'Enseignement  malliemaliquc,  i()00,  p.  3oo)  trouve  si  déci- 
sive pour  établir  que  le  postulatum  d  Euclide  est  indémontrable. 

C)  '^"êin'"  '^^  intcrpretazione  delta  geomelria  non  euclidea  [Giornale  di  Matenia- 
ticlie,  i8(i8,  t.  VI),  et  Teuria  fondamentafe  degli  spazi  di  cun'atura  coslante  (Annali 
di  Matcmatica  para  ed  applicafa,  a  sér.  t.  1I|.  Ces  deux  Mémoires  ont  été  traduits 
par  Houél  {Annales  scicnlifiques  de  l  Ecole  normale  supérieure.   iSCi),  t.  YI). 

(')  Note  sur  la  j^éométrie  non-euclidienne,  dans  le  Traité  de  Géométrie  do 
MM.  llouché  et  de  Combcrousse  (7«  édition,   içioo.  i'  partie,  p.  SSi  et  suiv.). 
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points  intérieurs  à  une  sphère  dite  splière  absolue),  faux  plan 
(partie  d'une  sphère  coupant  orthogonalement  la  sphère  absolue), 
fausse  droite  (partie  d'un  cercle  coupant  orthogonalement  la 
sphère  absolue),  etc.,  toutes  les  propositions  de  la  géométrie 
lobatchelskienne  se  trouvent  vérifiées  ? 

Si  Ton  répond  oui  h  Tune  de  ces  deux  questions,  nous  crovons 
pouvoir  en  conclure  que  la  géométrie  lobatchefskienne  n'est  pas 
exempte  de  contradiction,  et  que.  par  suite,  le  postulatum  d'Ei- 
clide,  bien  loin  d'être  indémontrable,  est...  démontré. 

Si  l'on  répond  ?io?i^  nous  n'avons  rien  à  conclure  de  là,  sans 
doute,  contre  la  géométrie  de  Lobatchefsky  ;  mais,  du  même  coup, 
les  non-euclidiens  doivent  renoncer  à  voir  dans  les  interpréta- 
tions de  Beltrami  ou  de  M.  Poincaré,  une  preuve  que  cette  géo- 
métrie est  exempte  de  contradiction. 

Quelle  que  soit  du  reste  la  portée  de  ces  interprétations,  une 
chose  demeure  acquise  au  sujet  de  l'argument  de  non-contradic- 
tion :  c'est  que  l'une  au  moins  de  ses  prémisses  est  fausse.  Il 
n'en  faut  pas  davantage,  évidemment,  pour  faire  de  cet  argument 
si  souvent  employé  un  pur  sophisme. 

Argument  de  la  pseudosphère.  —  Cet  argument  est  en  grande 
faveur  auprès  de  certains  non-euclidiens.  Le  P.  Poulain,  entre 
autres,  le  trouve  «  d'une  rigueur  absolue  ». 

«  Voici,  dit-il  (^),  que  vous  voulez  démontrer  le  postulatum 
(d'Euclide).  On  vous  concède  toutes  les  propositions  précédentes. 
Mais  on  vous  défend  de  recourir  h  l'évidence  pour  en  admettre 
une  nouvelle.  Ujie  seule  ressource  vous  reste  :  prendre  une 
majeure  et  une  mineure  dans  la  liste  A  qui  a  été  accordée,  et  les 
combiner  pour  en  tirer  une  conclusion.  C'est  là  un  travail  de 
logique  pure,  dans  lequel  l'intuition  géométrique  n'a  plus  rien 
à  voir. 

«  Or  Beltrami  a  montré  que,  pour  la  pseudosphère,  la  liste  A' 
des  majeures  et  mineures  peut  être  rédigée  de  manière  à  devenir 
identiquement  la  même  que  la  liste  A  faite  pour  le  plan.  Donc,  si 
jamais  vous  réussissiez  à  combiner  deux  prémisses  concernant  le 
plan,   de  manière   à  en  tirer  le  postulatum,  la  combinaison  ana- 


(')   L'Enseignement  chrclicn,   i"  mars    iSgy,  p.   i8i. 
Enseignement  matb. 
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logue  réussirait  certainement  pour  la  pseudosphère.  Mais  on 
prouve,  par  des  considérations  directes,  que  c'est  impossible,  car 
on  obtiendrait  ainsi  une  proposition  fausse.  Dès  lors,  vous  n'y 
avrixcrez  Jamais  pour  le  plan.  » 

N'essayez  pas  d'objecter  que  ces  surfaces  ne  sont  pourtant  pas 
les  mêmes,  et  que  par  conséquent...  —  «  Au  point  de  vue  logique 
répliquera  le  P.  Poulain,  cela  ne  joue  aucun  rôle   ». 

Cela  joue  si  bien  un  rôle,  que  c'est  cela  même  qui  arrache  au 
P.  Poulain,  quelques  lignes  plus  loin,  une  déclaration  d'où 
dépend  la  réfutation  même  de  l'argument  qu'il  préconise  avec 
tant  d'ardeur. 

Pour  répondre,  en  efTet,  ii  certaine  objection  qui  lui  est  faite, 
le  P.  Poulain  se  trouve  amené  à  reconnaître  que,  si  l'on  démontre 
sur  la  pseudosphère  la  pluralité  des  parallèles,  «  ce  n'est  pas  en 
s'appuyant  sur  les  propositions  de  la  liste  A  ;  c'est  en  introduisant 
une  hijpothèse  nouvelle,  à  savoir  que  la  surface  sur  laquelle  on 
opère  a  une  courbure  non  seulement  constante  mais  néga- 
tive i^)  ». 

Fort  bien.  De  là,  contre  l'argument  de  la  pseudosphère,  l'ob- 
jection suivante  : 

Si  la  démonstration  de  la  contradictoire  du  postulatum  d'Eu- 
clide,  pour  les  géodésiques  de  la  pseudophère,  sappuie  sur  une 
seule  donnée  inapplicable  au  plan,  l'argument  de  la  pseudosphère 
ne  prouve  rien  ; 

Or,  en  fait,  cette  démonstration  s'appuie  sur  une  donnée  inap- 
plicable au  plan  ; 

Donc  l'argument  de  la  pseudosphère  ne  prouve  rien. 
jNiera-t-on  la  majeure  de  ce  syllogisme  ?  C'est  alors  prétendre 
que  la  démonstration  du  postulatum  d'Euclide,  pour  les  lignes 
droites  d'un  plan,  est  impossible  par  le  seul  fait  qu'a  été  réalisée, 
pour  les  géodésiques  de  la  pseudosphère,  la  démonstration  de  la 
proposition  contradictoire,  au  moyen  d'une  donnée  inapplicable 
au  plan.  Mais  pour  soutenir  une  telle  prétention,  il  faut  pouvoir 
démontrer  —  les  euclidiens  l'exigeront  —  le  petit  théorème  que 
voici  :  Etant  données,  dune  part,  deux  surfaces  différentes  S  et 
S'  [le  plan  et  la pseudosphère)  pour  chacune  desquelles  se  trouve  véri- 


(')   L  Enscigncmenl  c/trcticn,  i"  mars  iSytj,  p.  iSa. 
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fiée  une  même  liste  A  de  propositions  /  et,  (Vautre  part^  deux  pro- 
positions contradictoires  B  et  B'  non  comprises  dans  la  liste  A  : 
si,  au  moyen  d'une  donnée  C  inapplicable  à  la  surface  S^  on 
démontre  pour  la  surface  S\  la  proposition  B',  Jamais,  au  moyen 
des  seules  propositions  de  la  liste  A,  on  ne  pourra  démontrer,  pour 
la  surface  S,  la  proposition  B.  Or,  on  peut,  sans  témérité,  croyons- 
nous,  défier  qui  (|ue  ce  soit  de  démontrer  pareille  chose.  Donc 
la  majeure  de  notre  objection  n'est  pas  nial>le. 

La  mineure  ne  l'est  pas  davantage.  Rappelons  tout  d'abord  que, 
dans  la  question  de  savoir  si  le  postulatum  d'Euclide  est  vrai  ou 
faux,  démontrable  ou  indémontrable,  on  tient  pour  inadmissible 
—  les  géomètres  sont  tous  d'accord  sur  ce  point  —  toute  donnée 
qui  constituerait  ou  supposerait  un  noui>eait  postulatum.  Or, 
l'attribution  au  plan  d'une  courbure  constante  négatii'e  non  seu- 
lement équivaudrait  à  un  nouf'eau  postulatum,  mais  encore  cons- 
tituerait, en  laveur  de  la  théorie  non-euclidienne  des  parallèles, 
une  pc'tition  de  principe  à  peine  dissimulée.  On  sait  fort  bien,  en 
effet,  que  si  le  phui  a  une  courbure  constante  négative,  le  pos- 
tulatum d'Euclide  est  faux  [a  fortiori  indémontrable).  INIais  le 
pian  a-t-il  vraiment  une  courbure  négative  ?  Voilà  justement  ce 
(ju'il  faudrait  savoir  et  ce  que,  jusqu'à  preuve  faite,  on  ne  peut 
admettre  sans  créer  un  nouveau  postulatum.  Donc,  en  l'état  de  la 
question,  la  notion  de  courbure  négative,  comme  d'ailleurs  celle 
de  courbure  positive  ou  celle  de  courbure  nulle,  est  inapplicable 
au  plan.  Or,  ainsi  que  le  rappelle  le  P.  Poulain,  c'est  précisément 
sur  cette  notion  de  courbure  négative  que  s'appuie  la  démonstra- 
tion de  la  contradictoire  du  postulatum  d'Euclide,  pour  les  géo- 
désiques  delà  pseudosphère.  Donc  la  mineure  de  notre  objection 
est  exacte. 

Donc  rargumenl  de  la  pseudosphère  ne  prouve  rien. 

Autre  difficulté.  L'argument  de  la  pseudosphcre  repose  sur 
cette  idée  (jue  toutes  les  propositions  de  la  géométrie  classlcjue 
indépendantes  du  postulatum  d'Euclide  (liste  A  du  P.  Poulainj 
s'appliquent  à  la  pseudosphère  et  à  ses  géodésiques  aussi  bien 
<|u'au  plan  et  aux  lignes  droites. 

Or,  parmi  les  propositions  indépendantes  du  postulatum  et 
concernant  le   plan  ou  la  ligne  droite  se  trouvent  les  suivantes  ; 

V"  Le  plan  est  une  surface  illimitée  en  tous  sens  ; 
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2°  Par  deux  points  donnés  quelconques  [de  Vespace)  on  ne  peut 
faire  passer  qu'une  droite. 

Et  ni  la  première  ne  convient  à  la  pseudosphère,  ni  la  seconde 
à  la  géodésique  de  pseudosphère. 

L'idée  fondamentale  sur  laquelle  repose  l'argument  de  la  pseu- 
dosphère est  donc  fausse.  Faux,  par  conséquent,  est  l'argument 
lui-même  (^). 

Et  c'est  un  pareil  argument  qui  inspire  des  arrêts  comme 
ceux-ci  : 

La  démonstration  du  postulatum  dEuclide  «  est  aussi  impos- 
sible que  la  quadrature  du  cercle  »  (■;. 

«  Il  est  prouvé  maintenant,  d'une  manière  rigoureuse,  que 
jamais  une  telle  démonstration  ne  sera  donnée  ;  elle  est  impos- 
sible. Autant  vaudrait  chercher  encore  le  mouvement  perpétuel. 
Voilà  qui  étonne.  Mais  il  n'y  a  plus  d'objection  à  faire  »  ('j  ! 
Rarement  plus  belle  assurance  fut  moins  justifiée. 
On  aurait  tort  de  croire,  d'ailleurs,  que  tous  les  néo-géomètres 
attachent  aujourd  hui  à  1  argument  de  la  pseudosphère  une 
grande  importance.  C'est  ainsi  que  ^L  INIansion,  le  savant  pro- 
fesseur de  l'Université  de  Gand  et  l'un  des  tenants  les  plus  auto- 
risés des  théories  non-euclidiennes,  n'hésite  pas  a  le  déclarer 
incomplet  et  d'ailleurs  inutile.  La  vraie  raison,  selon  lui,  de  Yin- 
dèmontrahililé  absolue  du  postulatum  d'FJuclide  est  donnée  par 
l'argument  dont  nous  allons  nous  occuper. 

Argument  des  relations  analytiques.    —  Cet  argument  repose 
sur  un  certain  nombre  de  définitions  dont  l'ensemble  constitue, 


(')  L'argument  de  la  pseudosphère  est  assez  couramment  désigné,  dans  le  camp 
non-euclidien,  sous  le  nom  d'argument  de  Belirami. Qu'on  nous  permette,  à  ce  sujet, 
une  simple  remarque. 

Cet  argument,  dit  de  Boltrami.  ne  se  trouve  ni  dans  l'Essai  d'inlerprélation 
de  la  Géométrie  non-euclidienne  (Annales  scientifiques  de  l  Ecole  normale  supérieure. 
1869,  t.  VI),  ni  dans  la  Théorie  fondamentale  des  espaces  de  courbure  cons- 
tante négative  [ibid.).  Dès  lors  se  pose  pour  nous  cette  question  :  Beltrami  a-t-il 
exposé  l'argument  de  la  pseudosphère  ailleurs  que  dans  les  deux  Mémoires  que 
nous  venons  de  rappeler?  Si  oui,  nous  n'avons  rien  à  dire.  Sinon,  il  nous  parait 
injuste  daccoler  à  cet  argument  le  nom  de  Bcllrami.  parce  qu'il  n'est  pas  juste  de 
rendre  un  auteur  responsable  des  interprétations  sophistiques  dont  ses  œuvres 
peuvent  être  l'objet. 

(■)  L  Enseignement  chrétien,   i(i  novembre  j8i)8,  p.  56o. 

(^)   L'Enseignement  chrétien.  \"  novembre  1900,  p.  (')()(>. 
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d'après  M.  ^lansion,  un  exposé  élémentaire  des  principes  de  la 
Métagéométrie  ou  Géométrie  générale. 

Voici  ces  définitions  (^). 

La  Irgne  droite  est  une  ligne  illimitée  ou  indéfinie,  homoiièney 
déterminée  par  deux  de  ses  points  suffisamment  rapprochés. 

Le  plan  est  une  surface  illimitée  ou  indéfinie  dans  laquelle,  pre- 
nant deux  points  à  ç'olonté  et  les  joignant  par  une  ligne  droite, 
cette  ligne  est  tout  entière  dans  le  plan. 

Ces  définitions  de  la  ligne  droite  et  du  plan  sont  des  définitions 
génériques  ou  générales  ("]. 

Le  genre  droite  est  spécifié  par  les  deux  ou  lun  des  deux  pos- 
tulats suivants  : 

Postulat  des  deux  droites.  —  Deux  droites  ne  peuvent  enclore 
un  espace;  ou,  équivalemment  :  Deux  droites  qui  ont  deux  points 
communs  coïncident  dans  toute  leur  étendue. 

Postulat  des  (rois  droites.  —  Deu.x  droites  d'un  plan  qui  font 
avec  une  troisième,  d'un  même  côté  de  celle-ci.,  des  angles  inté- 
rieurs dont  la  somme  est  inférieure  à  deux  angles  droits.,  se  ren- 
contrent  de  ce  côté. 

Par  définition  : 

La  droite  euclidienne  est  celle  qui  vérifie  les   deux  postulats  ; 

La  droite  lobatchefskienne,  celle  qui  vérifie  seulement  le  pre- 
Diier  ; 

La  droite  riemannienne,  celle  qui  vérifie  seulement  le  second. 

Il  est  reconnu  d'ailleurs  que  si  Ton  admet  le  postulat  des  deux 
droites,  celui  des  trois  droites  est  équivalent  au  postulat  clas- 
sique de  la  parallèle  unique. 

A  chaque  espèce  de  droite  correspond  naturellement  une  espèce 
de  plan,  et  Ton  dit  qu'un  plan  est  euclidien,  lobatchefskien  ou 
riemannien,  selon  que  les  droites  qu'il  contient  sont  euclidiennes, 
lobatchcfskicnnes  ou  riemanniennes. 


{'y  Mansion,  Mélanges  mathématiques  {188J-1898).  1"  partie,  p.  4!  nt  suivantes. 

(-)  «  Dans  la  définition  générale  de  ladroitectdu  plan,  dit  M.  'Slan^.'wn  [Mélanges 
mat/i..  i88î-i8()8,  2»  partie,  p.  44),  nous  employons,  avec  Ricniann,  le  mot  illimite 
ou  indéfini  dans  son  sens  étymologique  :  illimité  =  qui  n'a  pas  d'extrémité,  de 
limite  ou  de  borne.  Ainsi  une  circonférence,  une  sphère  sont  illimitées  ou  indéfinies, 
parce  que  l'on  n'y  rencontre  pas  d'extrémité  de  limite  ou  de  borne.  »  —  Par  ces 
derniers  exemples,  on  peut  pressentir  à  quelles  équivoques  doit  donner  lieu  la 
notion  riemannienne  de  l'illimité  ou  indéfini. 
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((  En  partant  des  définitions  précédentes,  on  démontre,  dit 
M.  Mansion  (^),  qu'il  existe  entre  riiypoténuse  a  et  les  côtés  b  et 
c  d'un  triangle  rectangle,  l'une  des  relations  suivantes   : 

,L,  «  (S-)  =  «  (A)  c/,  (^)  , 

(E)  a2  =  h^  +  c2, 

(R)  cos   L^j   =cos    ^-^j    cos   U-y 

suivant  que  Ion  est  en  géométrie  lobatchelskienne,  euclidienne 
ou  riemannienne.  Les  quantités  constantes  l  et  /•  sont  dites  res- 
pectivement constante  lohatchefskienne ,  constante  riemannienne. 

«  Réciproquement,  au  moyen  de  la  définition  générale  de  la 
droite  et  des  relations  (L),  (R)  ou  (E),  on  peut  établir  le  postulat 
des  deux  droites  seul,  ou  celui  des  trois  droites  seul,  ou  enfin 
les  deux  réunies. 

«  Les  relations  (L),  (R)  ou  (E)  caractérisent  donc  respective- 
ment les  trois  géométries  lobatchefskienne,  riemannienne,  eucli- 
dienne. 

«  Posons  A  -j-  c  =  s,  h  —  c  ^=z  d.  Les  relations  (L),  (E),  (Ri 
sont  contenues  dans  la  suivante 

s*  +  (/*  —  la'^      ,        ,    s«  +  f^e  —  2«'' 
1    a-—  b'-  —  c^  =  —  p  ■ — h  P-  ..    ,  -  ^ 

^       '        »  .8    _^    ^8   _    2r,« 


( 


_p.. 


1.2. 3. ..8. 


où  Ton  suppose  y^  =  -vr  •  y^  =  o,  p  =  —  ,  On  peut  donner  à 
p  (ou  si  Ton  veut  à  son  inverse)  le  nom  de  paramètre  du  sys- 
tème de  Géométrie  considéré  ;  p  est  négatif  eu  Géométrie  lobat- 
chefskienne, positif  en  Géométrie  riemannienne,  nul  en  Géomé- 
trie euclidienne  (^),  » 

Yoici  maintenant  comment  de  cet  exposé  M.  ^lansion  conclut 


('^  Mélanges  malhèmatiques,   1888-1898,  2«  partie,  p.  45- 

(-)  D'après  cela,  comme  on  peut  attribuer  à  p  n'importe  quelle  valeur  négative 
ou  positive,  il  y  a  une  infinité  de  Géométries  loltatcfie/sidennes  ou  riemanniennes. 
tandis  que  la  Géométrie  euclidienne  —  fait  important  à  noter  —  est  nécessairement 
une. 
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à  l'indémontrabilité  du  postulat  des  trois  droites  ou  de  la  paral- 
lèle unique,  et  aussi  du  postulat  des  deux  droites  : 

«  Les  postulats,  dit-il  ['■) ,  ne  peuvent  être  déduits  de  la  défi- 
nition générale  de  la  droite,  puisque  cela  reviendrait  à  prouver 
que  la  relation  ÇSl),  quel  que  soit  p^  équivaut  à  (E)  seul,  tandis 
que  (M)  équivaut  l\  (E),  (L),  (R).  » 

Cet  argument  suppose  tout  d'abord,  évidemment,  que  la  défi- 
nition générale  de  la  droite  h  laquelle  on  se  réfère  est  vraiment 
i^énérale^  c'est-à-dire  applicable  à  cliacune  des  trois  espèces  de 
droites  considérées.  Or,  il  n'en  est  rien.  En  exigeant,  en  effet, 
que  les  deux  points  qui  déterminent  une  droite  soient  suffisam- 
nient  rapprochés,  cette  définition  suppose  implicitement  que  deux 
points  peuvent  ne  pas  déterminer  une  droite  s'ils  sont  suffisam- 
ment éloignés,  ce  qui  équivaut  à  exclure  le  postulat  des  deux 
droites.  Une  telle  définition  n'est  donc  applicable  ni  à  la  droite 
euclidienne  ni  à  la  droite  lobatchefskienne.  Elle  n'est  donc  pas 
générale.  Par  conséquent  l'argument  de  M.  ^lansion  qui  la  sup- 
pose telle,  ne  prouve  rien. 

Mais  admettons,  si  l'on  veut,  que  la  définition  dite  générale  de 
la  droite  soit  vraiment  telle.  jNIème  dans  cette  hypothèse,  l'ar- 
gument de  ]M.  ^lansion  suppose  encore  implicitement  qu'il  n'v 
a  pas  de  milieu,  entre  déduire  le  postulat  de  la  parallèle  unique 
(le  seul  dont  nous,  nous  occupons)  de  la  définition  générale  de  la 
droite  et  ne  pas  le  démontrer  du  tout.  Or,  il  y  a,  ou  du  moins 
on  ne  sait  pas  s'il  n'y  a  pas  un  milieu  qui  consisterait  peut-être 
à  démontrer  le  postulat  de  la  parallèle  unique  avec  l  appui  du 
postulat  des  deux  droites,  ce  qui  vaudrait  encore  mieux,  incontes- 
tablement, que  de  ne  pas  le  démontrer  du  tout.  Nous  pouvons 
même  observer  que,  dans  la  question  de  savoir  si  le  postulatum 
d'Euclide  est  démontrable  ou  non,  tout  argument  qui  exclut 
a  priori  le  postulat  des  deux  droites,  peut  lui-même  être  écarté 
a  priori  et  sans  discussion  directe,  parce  quil  change  l'état  de  la 
question. 

L'argument  des  relations  analytiques  est  donc  aussi  impuissant 
que  celui  de  la  pseudosphère  à  démontrer  que  le  postulatum 
d'Euclide  est  indémontrable. 

(')  Loc .    cil.   p.  46. 
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On  répliquera  peut-être  que  les  recherches  de  Gauss,  Lobat- 
chefsky  et  Bolyai  «  ont  démontré  que  l'axiome  des  parallèles 
n'est  nullement  une  conséquence  des  axiomes  restants  (*)  m.  Mais 
nous  savons  à  quoi  nous  en  tenir  sur  la  portée  de  cette  assertion, 
La  seule  chose,  en  effet,  qu'ont  démontrée  Gauss,  Lobatchefsky 
et  Bolyai,  au  sujet  de  l'axiome  des  parallèles  (si  même  ils  l'ont 
démontrée),  c'est  que  la  négation  de  cet  axiome  ne  conduit  pas  ii 
des  conséquences  contradictoires.  «  Ils  en  conclurent.,  dit  M.  Rus- 
sell  ('),  que  l'axiome  était  logiquement  indépendant  des  autres.  » 
Cette  conclusion  vaut  donc  ce  que  vaut  l'argument  de  non-con- 
tradiction déjà  discuté.  Or  nous  avons  vu  que  cet  argument  ne 
vaut  rien. 

Notre  réfutation  de  l'argument  des  relations  analytiques 
demeure  donc  entière. 

Argument  du  monde  imaginaire.  —  Cet  argument  est  fondé 
sur  une  fiction  ingénieuse  due  à  M.  Poincaré  (')  : 

«  Imaginons,  dit-il,  une  sphère  S  et  à  lintérieur  de  cette 
sphère  un  milieu  dont  l'indice  de  réfraction  et  la  température 
soient  variables.  Dans  ce  milieu  se  déplaceront  des  objets  mo- 
biles ;  mais  les  mouvements  de  ces  objets  seront  assez  lents  et 
leur  chaleur  spécifique  assez  faible  pour  qu'ils  se  mettent  immé- 
diatement   en  équilibre  de  température  avec  le  milieu.   De  plus 


{')  F.  Klein.  Riemann  ei  son  influence  sur  les  mal/icnia(i</ues  moiJernes.  Discours 
prononcé  à  Vienne  le  27  septembre  189401  reproduit  en  tète  de  l'édilion  française 
des  Œuvres  mathématiques  de  Riemann,  i898,  Paris,  Gauthier-Villars. 

(-)  Essai  sur  les  fondements  de  la  Géométrie,  p.  10  (traduction  Cadenat,  190 1, 
Paris,  Gaulhier-Villars).  —  Voici,  du  reste,  le  passage  complet  où  nous  puisons 
notre  citation  ;  nous  y  retrouvons  le  sempiternel  sophisme  dont  on  a  voulu  faire 
Targument  de  non-contradiction  : 

«  Ainsi  la  tentative  de  Legendre  (pour  déduire  l'axiome  des  parallèles  des  autres 
axiomes)  avait  échoué  ;  mais  un  simple  échec  ne  peut  rien  prouver.  Une  méthode 
plus  hardie,  suggérée  par  Gauss,  fut  appliquée  par  Lobatchefsky  et  par  Bolyaï 
indépendamment  l'un  de  l'autre.  Si  l'axiome  des  parallèles  peut  se  déduire  logique- 
ment des  autres,  on  doit,  en  le  niant,  et  en  maintenant  le  reste,  aboutir  à  des  con- 
tradictions. En  conséquence,  ces  trois  mathématiciens  attaqueront  le  problème 
indirectement  :  ils  nièrent  l'axiome  des  parallèles  et  obtinrent  cependant  une  géo- 
niét)'ie  logiquement  conséquente  avec  elle-même.  Ils  en  conclurent  que  l'axiome 
était  logiquement  indépendant  des  autres  et  essentiel  au  système  euclidien.  Leurs 
travaux,  étant  tous  i/ispirés  par  ce  motif,  peuvent  être  mis  à  part  comme  formant 
la  première  période  dans  le  développement  de  la  Métagéométrie  ». 

[^)  Revue  générale  des  sciences  pures  et  appliquées,  3o  janvier   189a,  p.  74. 
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tous  ces  objets  auront  même  coefficient  de  dilatation,  de  sorte 
que  nous  pourrons  définir  la  température  absolue  par  la  lon- 
gueur de  l'un  quelconque  d'entre  eux.  Soit  R  le  rayon  de  la 
sphère,  o  la  distance  d'un  point  du  milieu  au  centre  de  la  sphère. 
Je  supposerai  qu'en  ce  point  la  température  absolue  soit  R^  —  p^ 

et  l'indice  de  réfraction  f-- r,  . 

R-  —  p- 

«  Que  penseraient  alors  des  êtres  intelligents  qui  ne  seraient 
jamais  sortis  d  un  pareil  monde  ? 

«  1°  Comme  les  dimensions  de  deux  petits  objets  transportés 
d'un  point  à  un  autre  varieraient  dans  le  même  l'apporl,  puisque 
le  coefficient  de  dilatation  serait  le  même,  ces  êtres  croiraient 
que  ces  dimensions  n'ont  pas  changé  ;  ils  n'auraient  aucune  idée 
de  ce  que  nous  appelons  difTérence  de  température;  aucun  ther- 
momètre ne  pourrait  le  leur  révéler,  puisque  la  dilatation  de 
l'enveloppe  serait  la  même  que  celle  du  liquide  thermométrique. 

«  2°  Ils  croiraient  que  cette  sphère  S  est  infinie  ;  ils  ne  pour- 
raient jamais  en  efFet  atteindre  la  surface  ;  car  à  mesure  qu'ils  en 
approcheraient,  ils  entreraient  dans  des  régions  de  plus  en  plus 
froides,  ils  deviendraient  de  plus  en  plus  petits,  sans  s'en  dou- 
ter,   et  ils    feraient  de  plus  en  plus  petits  pas. 

«  3°  Ce  qu'ils  appelleraient  des  lignes  droites  ce  seraient  des 
circonférences  orthogonales  à  la  sphère  S,  et  cela  pour  trois 
raisons  : 

«  1°  Ce  seraient  les  trajectoires  des  rayons  lumineux; 

«  -2°  En  mesurant  diverses  courbes  avec  un  mètre,  nos  êtres 
imaginaires  reconnaîtraient  que  ces  circonférences  sont  le  plus 
court  chemin  d'un  point  à  un  autre  ;  en  effet,  leur  mètre  se  con- 
tracterait ou  se  dilaterait  quand  on  passerait  d'une  région  à  une 
autre  et  ils  ne  se  douteraient  pas  de  cette  circonstance; 

«  3°  Si  un  corps  solide  tournait  de  telle  façon  qu'une  de  ses 
lignes  demeurât  fixe,  cette  ligne  ne  pourrait  être  qu'une  de  ces 
circonférences.  C'est  ainsi  que  si  un  cylindre  tournait  lentement 
autour  de  deux  tourillons  et  était  chauffé  d'un  côté,  le  lieu  de 
ses  points  qui  ne  bougeraient  pas  serait  une  courbe  convexe  du 
côté  chaufle  et  non  pas  une  droite. 

«  Il  en  résulterait  que  ces  êtres  adopteraient  la  géométrie  de 
Lobatchefskv.  » 
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Sur  ces  données,  M.  Iladamard(')  raisonne  ainsi  : 
«  Nous  voyons  bien  maintenant  qu'il  est  impossible  de  démon- 
trer le  postulatum  d'Euclide  ii  l'aide  des  propositions  anté- 
rieures :  car,  si  une  telle  démonstration  existait,  elle  serait  admise 
par  les  êtres  fictifs  dont  il  vient  d'être  question  (puisque  toutes 
ces  propositions  antérieures  subsisteraient  à  leurs  yeux)  ;  or  elle 
conduirait  alors  à  un  résultat  inexact,  puisque,  pour  ces  êtres, 
le  postulatum  est  faux,  » 

Ce  raisonnement  n'a,  ce  nous  semble,  rien  de  péremptoire. 

On  suppose,  en  effet,  que  les  êtres  fictifs  dont  il  est  question 
admettent,  comme  nous,  toutes  les  notions  et  propositions  qui 
dans  notre  géométrie  classique  précédent  le  postulatum  d'Eu- 
clide. Il  faut  bien  remarquer,  dés  lors,  que  la  question  de  savoir 
si  ce  postulatum  est  démontrable  ou  non  se  pose  pour  eux  abso- 
lument dans  les  mêmes  conditions  que  pour  nous.  Pour  eux  comme 
pour  nous,  c'est  une  question  de  pure  logique  dans  laquelle  Vex- 
périence  et  par  suite  la  fiction  de  M.  Poincnré  n'ont  rien  à 
faire.  Pourquoi  dire  alors  que  si  le  postulatum  ét;ait  démontré,  ce 
résultat  serait  pour  eux  ine.racl  ?  Inexact?  Comment  le  sauraient- 
ils?  Ce  ne  pourrait  être  par  le  raisonnement,  puisque,  par  hypo- 
thèse, le  raisonnement  leur  indiquerait,  au  contraire,  que  le 
résultat  est  exact.  Ce  serait  donc  par  l'expérience.  Mais  l'expé- 
rience, nous  venons  de  le  rappeler,  ne  peut  rien  prouver  ici.  On 
n'a  donc  pas  le  droit  de  dire  que  si  le  postulatum  était  démontré, 
les  êtres  fiictifs  de  M.  Poincaré  tiendraient  ce  résultat  pour 
inexact  (■). 

Par  conséquent  l'argument  de  M.  Iladamard   ne  prouve  rien. 

Il  existe  encore  d'autres  arguments  par  lesquels  on  prétend 
démontrer  que  le  postulatum  d'Ruclide  est  indémontrable.  !Mais 
nous  n'en  connaissons  pas  ([ui  diffèrent,  pour  le  fond,  des  précé- 
dents. 

Il  y  a,  du  reste,   un  moyen  nous  ne  dirons  pas  facile  (et  pour 


(')   Leçons  de  géométrie  elcmcniaire.  t.   I,  p.    282. 

(*)  Si  d'ailleurs,  et  toujours  en  supposant  le  postulatum  démontré,  l'expérience 
oblig-eait  ces  êtres  à  constater  que  certaines  lignes  concrètes,  prises  pour  deslipnes 
droites,  ne  vérifient  pas  le  postulatum  ;  eh  bien,  la  conclusion  à  tirer  par  eux  de 
ce  fait  serait  fort  simple  :  ce  serait  que  les  lignes  concrètes,  />/ii/si</iies,  prises  tout 
d'abord  pour  des  lignes  droites,  ne  sont  pas,  en  réalité,  des  lignes  droites. 
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cause  !\  maispéremptoire,  de  réfuter  en  bloc  et  d'un  seul  coup  tous 
les  arguments  possibles  visant  au  même  but  ;  c'est  de  démontrer... 
le  postulatum  lui  même. 

Nous  croyons  volontiers  que  les  interprétations  euclidiennes 
de  la  géométrie  lobatchefskienne,  d'après  Beltrami  et  M.  Poin- 
caré,  peuvent  fournir  les  éléments  d'une  démonstration  indirecte 
du  postulatumd'Euclide.  Mais,  à  côté  de  cette  démonstration,  ou, 
s'il  faut  le  dire,  à  son  défaut,  nous  croyons  qu'il  existe  du  même 
postulatum  une  démonstration  directe  et  indcpenddnte  de  la 
somme  des  angles  d' tin  triangle  :  c'est  celle  qu'on  trouve  dans 
notre  brochure  :  Pour  la  géométrie  euclidienne  ('). 

Le  seul  fait  d'indiquer  ici  comme  valable  cette  démonstration 
nous  oblige  d'ailleurs  h  la  défendre  contre  une  objection  toute 
récente  de  ^I.  Barbarin. 

Objection  de  M.  Barbarin  contre  une  démonstration  du  postula- 
tum d'Euclide  (^).  —  Cette  objection  vise  un  lemme  où  nous  nous 
proposons  de  démontrer  que  dans  un  quadrilatère  ABCD  birec- 
tangle  en  'A  et  B,  si  l'angle  G  est  obtus  ou  aigu^  l'angle  D  est 
inversement  aigu  ou  obtus. 

jNI.  Barbarin  résume  et  critique  notre  démonstration  comme  il 
suit  : 

«  1°  Supposons  d'abord  que  l'angle  C  çoit  obtus,  et  tirons  suc- 
cessivement CE  perpendiculaire  à  CD  et  coupant  AB,  EF  per- 
pendiculaire h  AB  et  coupant  CD,  FG  perpendiculaire  à  CD  et 
ainsi  de  suite  (fig.  i), 

«  Nous  finirons  par  aboutir  à  une  perpendiculaire  MN  à  CD, 
obtenue  après  un  nombre  limité  d'opérations  et  coupant  BD  au 
point  N.  Alors,  dans  le  triangle  rectangle  MDN,  l'angle  D  est 
aigu. 

«  L'existence  de  la  perpendiculaire  MN  est  en  efl'et  certaine 
lorsque  les  distances  AE,  EG,  GA'...,  etc.,  ne  peuvent  pas  tom- 
ber au-dessous  de  toute  longueur  assignable  '  dans  ce  cas,  le  rai- 
sonnementdonné  par  l'auteur  à  la  pageydeson  lii're  est  exact.  Mais 


(')  Paris,  Croville-Morant,  1900. 

(*)  P.  Barbarin,  La  Géométrie  non-cucliûleiine,  noie  I,  jî.  74-7.1,  Paris,  N'aud,  i<jO/ 
Collection  Scieutia). 
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il  cesse  de  Vêlre  si  ces  distances  forment  une  suite  décroissante 
et  convergente puisqu  à  la  limite  de  celte  suite  répondrait  une  per- 
pendiculaire commune  XY  coupant  à  la  fois  AU  et  CD  ensemble 
ou  leurs  prolongements  ensemble;  lorsque  XY  coupe  Ali,  D  est 
aussi  un  angle  obtus. 

«  2"  Supposons  maintenant  l'angle  C  aigu  et  tirons  AF  perpen- 
diculaire sur  CD,FE  perpendiculaire  sur  AB,  EU  perpendiculaire 
sur  CD,  et  ainsi  de  suite  (fig.  2). 

«  Si  AE,  EG,  etc.,  forment  une  suite  divergente,  nous  fini- 
rons par  obtenir  après  un  nombre  limité  de  constructions  une 
perpendiculaire  INIINP  à  CD  prolongé  coupant  AB  et  BD.  Alors 
l'angle  JSDC  est  obtus.   Mais  lorsque  la  suite  est  convergente,  si 
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elle  a  une  limite  AX  moindre  que  AB,  on  arrive  à  une  perpendi- 
culaire limite  XY  commune  à  AB  et  à  CD;  les  angles  C  et  D 
sont  alors  aigus  ensemble. 

«  Au  résumé,  la  proposition  de  M.  Vidal  est  fausse.  » 

Cet  exposé  a  le  mérite  de  la  brièveté  et  de  la  finesse,  mais  il 
a  le  tort  de  négliger  dans  notre  démonstration  justement  ce  qui 
la  met  à  l'abri  de  l'objection  soulevée  contre  elle. 

Au  fond,  il  s'agit  de  savoir  si  les  angles  correspondants  suc- 
cessifs ACD,  I''.FD...,  sont  tous  obtus  Tig.  i]  ou  tous  aigus  (fig.  2). 

Notons  d'abord  qu'en  partant  de  la  perpendiculaire  AC  à  AB, 
et  en  suivant  le  mode  de  construction  indiqué,  on  démontre 
aisément  que  si  ACD  est  un  angle  obtus  '^ig.  1),  EFD  est  aussi 
un  angle  obtus;  et  que  si  ACD  est  un  angle  aigu  (fig.  2),  EFD 


Maintenant  nous  posons  une  question.  Le   mode  de  construc- 
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tion  et  le  raisonnement  employés  ponr  cette  démonstration  (voir 
pages  6  et  9  de  notre  brochure)  sont-ils,  oui  ou  non,  indépen- 
dants de  la  distance  du  point  A  à  BD?  Qu'on  essaie  de  répondre 
non.  Nous  demanderons  aussitôt  qu'on  élève  sur  AB,  en  un  point 
quelconque  situé  entre  A  et  Z?,  une  perpendiculaire  faisant  avec 
CD  un  angle  correspondant  à  l'angle  ACD,  le  premier  étant,  par 
hypothèse,  comme  le  second,  obtus  ou  aigu  ;  et  nous  verrons  si 
quelque  chose  pourra  nous  empêcher  d'appliquer,  en  partant  de 
cette  perpendiculaire  quelconque,  le  mode  de  construction  et  le 
raisonnement  employés  en  partant  de  la  perpendiculaire  AC. 
Inutile  d'insister  :  le  fait  que  ce  mode  de  construction  et  ce  rai- 
sonnement sont  indépendants  de  la  distance  du  point  A  h  BD  défie 
toute  contradiction. 

Soit  donc  n  un  nombre  aussi  grand  que  Ton  voudra  d'angles 
correspondants  successifs  ACD,  EFD...,  formés  en  suivant  le 
mode  de  construction  indiqué,  l'angle  ACD  désignant  le 
premier. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  si  le  («-i)"  angle,  quel  que 
soit  /z,  est  un  angle  obtus,  le  n"  est  aussi  un  angle  obtus  ;  et  si  le 
[n-iy  angle  est  un  angle  aigu,  le  n^  est  aussi  un  angle  aigu. 

Or,  nous  savons  déjà  que  si  le  i®""  angle  ACD  est  un  angle 
obtus  (fig.  i),  le  2*^  EFD  est  aussi  un  angle  obtus.  Donc  le  3*", 
le  4''i'--5  ^6  [n-iy,  le  n'^  sont  aussi  des  angles  obtus. 

De  même  nous  savons  que  si  le  i^""  angle  ACD  est  un  angle 
aigu  (fig.  2),  le  2"  EFD  est  aussi  un  angle  aigu.  Donc  le  3®, 
le  ^^...,  le  {n-iy,  le  n'^  sont  aussi  des  angles  aigus. 

Il  est  donc  bien  certain  que  les  angles  correspondants  succes- 
sifs ACD,  EFD,  GIID,..,  sont  tous  obtus  ou  tous  aigus. 

Mais  alors,  il  n'est  pas  moins  certain  qu  aucune  des  distances 
consécutives  AE,  EG...  ne  peut  être  nulle,  cette  impossibilité  se 
justifiant  pour  chacune  d'elles  comme  pour  AE  l'une  d'elles. 
Dire,  d'ailleurs,  (.ya  aucune  de  ces  distances  ne  peut  être  nulle, 
c'est  dire  i\n  aucune  d'elles  ne  peut  «  tomber  au-dessous  de  toute 
longueur  assignable  »  :  il  n'y  a,  en  efî'et,  que  les  longueurs  pou- 
vant devenir  nulles  dont  on  puisse  dire  qu'elles  peuvent  «  tomber 
au-dessous  de  toute  longueur  assignable  ». 

Par  conséquent,  l'hypothèse  d'une  suite  convergente  pour  les 
distances  consécutives  AE,  EG,...  est  impossible  ;  et,  dès  lors, 
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impossible  aussi  se  trouve  l'hypothèse  d'une  «  perpendiculaire 
limite  XY  commune  à  AB  et  à  CD  )>. 

Au  résumé,  l'objection  de  M.  Barbarin  porte  à  faux. 

La  note  spéciale  que  le  distingué  géomètre  nous  a  fait  l'hon- 
neur de  consacrer,  dans  son  récent  ouvrage,  à  notre  démons- 
tration,  n'a  donc  plus  d'objet  ;  et  nous  espérons  de  la  courtoisie 
de  l'auteur,  que,  dans  une  prochaine  édition,  cette  note  sera 
supprimée. 

Conclusion.  —  De  toutes  les  discussions  qui  précèdent  doit  se 
dégager,  ce  nous  semble,  au  moins  cette  impression  que  la  doc- 
trine non-euclidienne  n'est  pas  aussi  ferme  qu'on  veut  bien  le 
dire.  Et  peut-être  le  jour  n'est-il  pas  éloigné  où  les  non-euclidiens 
n'oseront  plus  affecter,  vis-à-vis  de  leurs  adversaires,  une  assu- 
rance et  un  esprit  de  conciliation  qui  ne  vont  point  sans  quelque 
ironie.  On  comprend,  d'ailleurs,  que  certains  géomètres,  trompés 
par  d'ingénieux  sophismes  et  engagés  à  fond  dans  l'aventure  non- 
euclidienne,  aient  quelque  peine  à  revenir  de  leur  erreur.  Mais, 
qu'ils  le  veuillent  ou  non,  ils  seront,  croyons-nous,  vaincus  par 
la  logique. 

C.  Vidal  ^ Paris). 


EQUIVALENCE    DU   MOUVEMENT 

D  UNE  LIGNE  DROITE  INVARIABLE  i  AU  DÉPLACEMENT 

D  UNE  POSITION  DONNÉE  ^^ 

A  UNE  AUTRE  POSITION   DONNÉE  a, 


Le  recteur 


'^  I .  —  Soit  un  vecteur  -A.tB  =  a  passant  d'une  manière  quelconque 
de  la  position  .h^rji^  =  y.^  à  la  position  -l..,tB^  =  a.,,  les  points  .l>, 
cl),  et  '.li.,,  iB,  ^3^  et  O^^  étant  les  points  homologues  de  a,  a,  et  a.,, 
et  les  déplacements  des  extrémités  du  vecteur  a,  soient  rX^-X.^  et 
I6j93.>,  étant  de  grandeur  finie. 

Lorsque  le  vecteur  passe  de  la  position  a,=  -UjtB,  à  la  position 
a,  = -A..,tS.,  (fig.   i),  on  a,   à    cause    de  5 

rinvariabilité  de  sa  longueur. 


(0 


2;  =r.  a,:  =  a,:  3;  «.,. 


Les    extrémités    de    a    ayant 
déplacements 


pour 


de  sorte  que  la  différence   des  dépla- 
cements des   extrémités  d3  et  -A,  du  vecteur  a  est 


Fig. 


(■^) 


=  0^  —  0^  r=  a,  —  aj 


«  La  dillerence  des  déplacements  totaux  des  extrémités  d'un 
vecteur  a,  quand  il  passe  d'une  position  a,  en  une  auti^e  a,  d'une 
manière  quelcon([ue,  est  égale  à  la  différence  des  vecteurs  a,  et  a  . 

De  ce  que 

(3)  «i  +  0=,  =  a,, 
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on  tire  par  quadrature  intérieure  des  membres  de  celte  équation 

ou 

«1-  +  2  (îti  I  o,J  -I-  o«3  =  a^2^ 

d'où  il  suit  par  considération  de  l'équation  (i] 

(4)  (2a,  +  5„)  I  3,  =  o, 

et,  si  nous  avons  égard  à  l'équation  (3) 

(4')  («1  +  3:0)  I  Oa  =  o. 

«  La  difïerence  des  déplacements  totaux  des  extrémités  d'un 
vecteur  est  continuellement  perpendiculaire  à  la  somme  des  vec- 
teurs a,  et  a.,.  » 

On  a  aussi 

(='1  +  ^2)1(52  —  ^i)=0' 

d'où 

(5)  (,^4,^^)l5.^=(a^  +  ,;,  |.:^. 

«  Les  projections  des  déplacements  totaux  des  extrémités  d'un 
vecteur  a  sur  la  direction  de  la  somme  (aj-f-^c.,)  des  vecteurs 
a,  et  a.y  sont  égales  entre  elles.  » 

De  l'équation  (2)    résulte    en   multipliant    ses    membres    par 

(ao  —  a,) 

(8,  —  ô  J  (a,  —  «,)  rr  o, 

de  sorte  que 

(6)  [(o,-r:j(a,aj]  =  o. 

et  si  nous  prenons 

[(S2-0.)  Y(^^:i  =  h, 

il  vient 

(G')  (0.  —  0,)|£  =  O,  0,  1e=0i|£. 

«  JjCs  projections  des  déplacements  lohuix  des  extrémités  du 
vecteur  a  sur  la  direction  du  vecteur  de  position  des  plans  paral- 
lèles à  a^  et  a.,  sont  égales  l'une  à  l'autre.  » 
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§  i'.  —  Si  le  vecteur  a  passe  de  la  position  œ^  à  la  position  infi- 
niment voisine  a.,,  on  a  o^  =  dp^,  o.^  =  do.,,  o«^  da;  il  résulte  donc 
du  paragraphe  i  : 

dx  ^=  dp^  —  dp^  =  ^2  —  ^1' 
, c?a    dp.2  dp^ 


(7) 


dt     ~ 

r.>  — V, 


dt 


W 


«  La  dérivée  du  vecteur  a  par  rapport  au  temps  est  égale  à  la 
différence  des  vitesses  de  son  point  extrême  et  son  point  initial.  » 

En  négligeant  des  quantités  infiniment  petites  d'ordre  élevé 
devant  des  quantités  d'ordre  moindre,  nous  obtenons  de  Téqua- 
tion  (4) 


ou 


>i  1  dx) 
(aj  doi) 


(^1 1  dx)  =  o. 


de  sorte  que 


et  aussi 


dy. 
11 


ol\  dp2^=  'J- 1  d'j,^. 


1^^ 


a  j  ('2  =  3t  jUj. 


«  La  différence  des  déplacements  infiniment  petits,  ainsi  que 
celle  des  vitesses  des  extrémités  d'un  vecteur  lui  est  perpendi- 
culaire. Les  projections  des  déplacements  infiniment  petits  des 
extrémités  d  un  vecteur,  ainsi  que  les  projections  des  vitesses  de 
ces  points  sur  la  direction  du  vecteur  sont  égales  l'une  à  l'autre.  » 

Il  résulte  de  plus  de  l'équation  (6) 

(rfp,  —  (/pj  [a(a  +  c?a)]=:o 

ou 

(rfp.,  —  dp^  [xdT.)  ^  o. 

Si  nous  prenons 


(arfa)  :  \/(xday:  =  (aa')  :  \/[x%')i  =  \z, 

jtenons 

{dp,  —  rfp,)  1  ï  =:  0,          dp.,  1  î  1=  dpi  1  î 

—             

{V,  —  V^)\t  =  0,           l'j  Urrri'Jï. 

înseig'nemenl  nuilh. 

23 
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«  Les  projections  des  déplacements  infiniment  petits,  ainsi 
que  ceux  des  vitesses  des  extrémités  d'un  vecteur  a  sur  la  direc- 
tion du  vecteur  de  position  s  des  plans  parallèles  à  a  dans  ses 
positions  originale  et  finale  sont  égales  entre  elles.   » 


§  2.  — Avec  îBjfB'^o^  (fig.   i    on  a  H5^B,:=o,., 


Posons  -<)  93'<^l.,93.,  =  H'.  Alors -l.,iB'  peut  être  transporté  par 
rotation  autour  du  point  ri.,  en  rl..,^6^,  l'angle  de  rotation  étant 
égal  à  H',  Taxe  de  rotation  passant  par  .1.,  et  étant  une  droite 
perpendiculaire  au  plan  des  points  elo.,,  ^'  et  'Sh.y  Nous  avons 
alors  les  relations 

a.>  =z  cos  u'Xj  -f-  sin  w  |  (£3(j), 

(8)  Oot  .■=  a.,  —  «1  =:  (cos  w —  i)  y.^  +  sinir  j  (sXj) 

Si  0,,  est  considéré  comme  donné,  il  s'ensuit  pour  1  amplitude 
de  iv  de  la  rotation 

■   (cos  n'  —  I  )  «^  -)-  sin  u'  I  (£3!^)  I  :  ^  Sa;, 
d'où  finalement 

(9)  4«"  sin-  ■ tr  =  Ok;^=  (Oj  — Oj):, 

équation  <jui  détermine  l'angle  de  rotation. 

Le  déplacement  total  de  lextrémité  du  vecteur  a  est  alors 

'■■i  —  "^i  +  [(cos  t.-  —  I  )  ar^  +  sin  ir  ]  (sa,)] 
ou 

(10)  Og=[(cos.i'— i)ai  +  sin.r|  (sa;,)]  +  S^. 

et  nous  obtenons  cette  proposition  : 

«  Chaque  mouvement  d'un  vecteur  a,  dune  position  a^  en  une 
autre  a,  est  équivalent  à  une  translation  qui  est  égale  au  déj)la- 
ccment  total  de  son  élément  origine  et  à  une  rotation  d  un  angle 
égal  il  celui  des  vecteurs  a^  et  a.,  autour  de  Taxe  3  (jui  passe  pai- 
l'élément  origine  de  a  et  est  perpeniliculaire  aux  vecteurs  a,  et  a^. 
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La  translation  et  la  rotation  craprès  l'équation  (lo)  sont  liées 
additivement  l'une  à  l'autre.  Tordre  de  leur  succession  étant  ar- 
bitraire ;  par  suite  la  translation  et  la  rotation  peuvent  avoir  lieu 
en  même  temps,  l'axe  t  se  déplaçant  parallèlement  à  lui-même 
autour  du  vecteur  égal  au  déplacement  total  de  l'élément  origine 
de  a.  » 

On  a  cos  (2- — tv)  = — cos  iv,  sin  (2- — w)^ —  sin  ^\•.  Par  consé- 
quent le  vecteur  apprend  aussi  la  direction  du  vecteur  a^  s'il  tourne 
autour  de  l'axe  0,  qui  passe  par  le  point  -.l>:^Ai^,  d'un  angle  dont 
l'amplitude  est  égale  à  (iv  —  2-^  ;  mais  nous  entendons  toujours 
par  l'angle  des  directions  de  deux  droites  celui  de  leurs  parties 
positives,  de  sorte  que  même  pour  le  mouvement  le  plus  simple 
il  ne  soit  question  que  de  la  première  amplitude. 

§  2'.  —  Si  les  déplacements  totaux  des  extrémités  du  vecteur  a 
sont  infiniment  petits,  la  différence  des  directions  des  vecteurs 
aj  et  CL,,  est  aussi  infiniment  petite,  <:jw  =dn\  Des  équations  (8), 
(9)  et  (lo)  il  résulte  pour  ce  cas  spécial 

a.2  =  a,  +  r/.r  I  (zx^) 
d-xz=:  y.,  —  îtj  ^  dn-  |  (ïKj)  =:  du'  \  (sa) 

y.'  =  V.  —  V,  =  -^  1  (:x)  =  ir  I  (sa) 


div  =  V  doiz,  to  = V  (  f..  —  t'  1  r, 

a  a 

OÙ  ^7n' est  le  déplacement  angulaire  et  si  iv=  —^ —  est  la  vitesse 
angulaire  du  vecteur  a. 

Le  déplacement  total  et  la  vitesse  du  point  extrême  du  vec- 
teur a  sont 

dp,z=ido^-^rd^v\  (£a),  v,—  c^  +  ir\  (sa). 

((  Si  les  extrémités  d'un  vecteur  a  subissent,  dans  leur  pas- 
sage d'une  position  a,  en  une  autre  a^,  des  déplacements  infini- 
ment petits,  leur  mouvement  est  équivalent  h  une  translation  qui 
est  égale  au  déplacement  total  de  leur  élément  origine  et  à  une 
rotation,  d'une  angle  infiniment  petit  égal  à  celui  des  directions 
des  vecteurs  a^  et  a_,,  autour  de  l'axe  s  qui  passe  par  l'élément 
origine  de  a^a^  et  est  perpendiculaire  à  a^  et  a,.    L'ordre  de  la 
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suite  de  la  translation  et  de  la  rotation  est  arbitraire  ;  celles-ci 
sont  liées  additivement  Tune  à  l'autre  et  les  deux  peuvent  avoir 
lieu  en  même  temps.  » 

§  3.  —  Dans  le  cas  général  des  déplacements  d'un  vecteur  dont 
nous  avons  parlé  dans  les  paragraphes  précédents  sont  compris 
tous  les  cas  particuliers,  dont  nous  allons  examiner  les  plus  im- 
portants maintenant. 

i)  Oj  =  o,lepoint   l.=  -V,,  du  vecteur  a  =  y.,  est  sans  déplacement. 
On  a  alors 

Oy.  =1  a^  —  aj  ^  Oo,  0^  I  £  ^  o,  o^  ]  £  :^  o, 

a,  =z  cos  u-aj  +  siu  w  \  (î«,), 

0,  =  (cos  «' — ■  i)  aj  -|-  sinii'  ]  (^otj,         4«'  sin- .v  =:  r,^,. 

do^  =:  O. 

d-X^Oi.,  —  7.^=:ih.ys  </p^|î=:o,  dp.,\z:=0, 

a.,  r=  aj  -|-  d»- 1  (îa^)  ou  y..,:=  x  -\-  div  \  (sa),        aj  ^  a, 
dp.>  ^  rfii'  I  (sa),       y,  =  o,        v.,  z=z  w  |  (sa), 

dw  ^  l/rfo.,?.  *''  = t'«- 

a  a      ' 

Le  déplacement  total  de  1  extrémité  du  vecteur  a^a,  est  per- 
pendiculaire à  l'axe  î  ;  dans  le  cas  i')  il  est  aussi  perpendiculaire 
au  vecteur  a^^a^.  Le  vecteur  a  peut  être  transporté  de  la  posi- 
tion a,  a  la  position  a,  par  rotation  autour  de  l'axe  £  passant  pai- 
le  point  cloj  =  -b2. 

2)  o.,  =  o,  l'extrémité  ^  =  tBj  du  vecteur  y.=^y.^  est  sans  dépla- 
cement. 

On  a  alors 

0,  =  —  0^,  0,1  E=0,  0j£Z=O, 

a,  ^  —  [(cos  tfaj  +  ^i'>  "'  I  (^^i)]> 

Oj  =r  —  [(ces  n'  —  i)  aj  +  sinti'  |  (eaj],        /\à-  sin- n'  =:  Ojf, 

(7o>  ^  o  domic  : 
2') 

<^/p  = —  ^pi,        Jp^  I  £  =  o.        </p,|£=:o, 

a.=  — [ai+f/»r|(£a,)]  ou  a.  =  —  [a -j-rfu-l  [sa)],        a^  =  a, 
rfp,  =  — (/•«'!(-=').       ?'i  =  — ir|(£a), 
OU'  =: y  ap,r, 


? 

'1  — 

— 

w 

u- 

-—  _ 

I 

V 
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Le  vecteur  y.  passe  de  la  position  a,  à  la  position  aj  par  rolation 
autour  de  Taxe  ?  qui  passe  par  son  extrémité  si  l'amplitude  a  le 
sens  opposé  comme  dans  i). 

3}  Les  déplacements  o,  et  o^  sont  dans  un  plan  si  Ton  a 


et  alors  on  a  aussi 


on  a  donc 


et  si 


on  a  aussi 


(aA5,)=o, 

[a.o.î,;  =  o 
[a^iO^o.,]  =r  o. 


Le  quadrilatère  des  points  et,,  iSj,  d^,,  Si^  est  plan. 

3')  Pour  0^  =  dp^,  o.,  =  do.,,  do^,  dz.,,  t\,  v.,  sont  dans  un  plan, 

si 

OL^dp^dp^  ^  o,  3(^r,t'j  ^=  o, 

et  alors  on  a  aussi 

X.,C?p|(ip.,  =:  o,  a^V-jW^  =:  O. 

4)  o,,=po^,  les  déplacements  des  extrémités  du  vecteur  a  sont 
parallèles  l'un  h  l'autre. 
Alors  nous  avons 

5v.  =  [p  —  i)  Oi,  ajO,r:^  =  o.  'x/jfi.;,  =  o  ; 

si  />=  I,  on  a  ^2  =  W  ^*  aussi 

0,/.  =  o.  2,  —  a^  =:  o,  a.,  zi:  a^. 

4')  do.^  =  pdo^  donné  : 

rfqc  =  [p  —  i)  dp^.        y.^^do^dp.-^  rr:  o,         'x.dp^dp^  =  o, 
y.'  =  (/^  —  i)  t'i.  ol^v^v.,  zr  o,  ^s''i*'2  ^^  °- 

Le  quadrilatère   -l-j'Bj-.kyJJ.,  est  plan.  Le   plus  simple  déplace- 
ment du  vecteur  a  de  a^  en  a^  a  lieu   en  ce   plan.  Si   les  déplace- 
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ments  des  extrémités  de  a  sont  égaux,  a  peut  être  transporté   de 
a,  en  a^  par  la  translation  o^,  respectivement  dz^. 

5)  Oj  est  perpendiculaire  au  vecteur  (a,-|-aj. 

Alors  nous  avons 

(=fi  +  ^-i)  1  '■'i  =  o,  [y.y  +  a,)  I  ô.  =  o, 

0,  est  aussi  perpendiculaire  ii  ce  vecteur. 

a,  I  0^  =:  o  et  a^  I  Go  =  o 

donnent 


et  a.,  1  ô.,  rr  o 


donnent 


a,  I  8i  =  ai  1  o,. 

5')    Si  </pi  est  perpendiculaire  à  a^  E^a,  nous  obtenons 

c?pi  I  a  =:  o,  Jp^  I  x  =  o. 

l'J  a=:  o.  r^  I  a^  o, 

Si  les  déplacements  des  extrémités  d'un  vecteur  a  sont  infini- 
ment petits  et  si  le  déplacement  de  Tune  de  ses  extrémités  est 
perpendiculaire  h  la  direction  de  ce  vecteur,  le  déplacement  de 
l'autre  extrémité  est  aussi  tel  et  alors  les  vitesses  des  extrémités 
sont  précisément  normales  h  cette  direction. 

2.  —  La  l/'s^ne  droi/e. 

,^4-  —  Considérons  la  droite  rX^  transportée  de  la  position  A-j'Bj 
à  la  position  --l'^^-^o  ;  cU,-A.j,-l.,  et  i^i3,tB^,t6.,  étant  des  points  homo- 
logues. 

Comme  une  droite  est  déterminée  par  deux  quelconques  de 
ses  points,  la  droite  ol,35  =  3-  coïncide  avec  les  droites  «1,^93,  =  7, 
et  el.2fB2  =  <3-^,  si  deux  points  quelconques  de  c  coïncident  avec 
des  points  correspondants  de  o-,  et  7.,  et  alors  à  cause  de  l'inva- 
riabilité de  cr  tous  les  groupes  de  deux  points  t  et  t^,  t  et  t,  coïn- 
cident respectivement. 

Prenons  un   point  fixe   arbitraire  de  l'espace    comme   polo  de 
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coordonnées  O  et  soit  ol.j=0  4-pp  9^i  =0+p.,,  U^  =  0 
point  arbitraire  de  rr^  (fîg.  2). 

L'équation  générale  des  trajectoires  de  la  ligne  t,  est 
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un 


ou 


p  =  mOy  -j-  «p.,.  m  -\-  n^  i 

?  =  ?!+«  {?i—?y), 

p=Pi+«a^,        avec        (p^— pi)  =  ai. 

Soient  alors  -X^-\...^-=o^,'Shy'3h.,=^o,  les  déplacements  des  points 


\S. 


A  2^^ 

r**^ 

'•--  y 
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,^ 

^-^  /  .-' 

^__..^ 

-^A, 
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J^ 
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\/^/ 
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3; 
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Â 

C7, 

Fig. 


clo  et  t6  de  la  droite  1.   l'équation   de  la  droite  A^,%^_^=r:,  est,  en 
posant  lj,=0  +  '!/,U,  =  Uj  +  o, 

J/  =  p  +  0  =  ,„  (p^  -I-  0  J  +  «  (p,  +  oj , 


OU 


^  =  (pi  +  5,)  +  «  (a,+  a.),    0.= 0,  -  5, 

'j' =  (?i  +  5i)+«3t2,  ao=a^  +  &«. 

Des  équations  des  droites  .lo,95,  et -_KfB,  il   résulte  pour   le  dé- 
placement 0  d'un  point  arbitraire  de  la  droite  a- 

'^  =  '^i  +  «  (2to  — aj  :=0j  -|-«o,^. 
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L'équation 

(II)  i  =  Z,  +  nK 

est  avec  o  comme  radiiisf^eclor  celle  de  Thodographe  des  dépla- 
cements des  points  de  la  droite  g-,  quand  elle  est  transportée 
d'une  manière  quelconque  de  la  position  7^  à  la  position  c^  de 
sorte  que,  comme  elle  ne  contient  que  la  variable  /i,  cet  hodo- 
graphe  est  une  droite  parallèle  à  la  difFérence  des  déplacements 
des  points  95  et  A,. 

Les  déplacement  o,  und  o,.  des  points  ^  et  iK  de  la  droite  c  sont 

Oi  =  01  +  n/Or,.,  OA-  =  0^  +  nj,o.^, 

de  sorte  que 

OA-  —  Oj  =:  [nu  —  iti)  o„,         iikZi  —  11,0,.  =  («;.  —  «,)  0^, 

et  nous  obtenons,  si  nous  remplaçons  dans  l'équation  trouvée 
plus  haut  pour  l'hodographe  les  valeurs  de  o^  et  o,^  par  elles 
données  par  ces  dernières  équations 

ô  =  0,-  H 0/,  —  0,.)  . 

«  L'hodographe  du  système  des  déplacements  de  la  droite  t 
est  une  droite  parallèle  à  la  différence  des  déplacements  de  deux 
quelconques  de  ses  points,  c'est-à-dire  une  droite  qui  passe  par 
les  extrémités  de  ces  déplacements  considérés  comme  trajec- 
toires. Les  différences  des  déplacements  de  deux  groupes  de  points 
de  la  droite  <j  sont  parallèles.  Par  les  déplacements  de  deux 
quelconques  de  ses  points  sont  déterminés  les  déplacements  de 
tous  les  points  de  la  droite  rr.  » 

Comme 

0  =:  0^  -\-  n  (a.,  —  a^) 

nous  obtenons  en  multipliant  les  deux  membres  de  cette  é<[ua- 
tion  par  [cf-^y..-) 

(12)  0  («j»^)  =  Oj  (3îia_,).        (0 — Oj)  (3:,aj)  =  o, 

d'où 

0|£  =  0i  U, 
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si  nous   posons 

«  Les  projections  des  déplacements  des  points  de  la  droite  t 
sur  la  direction  perpendiculaire  à  ses  déplacements  t,  et  t^  sont 
égales  entre  elles.  » 

Comme 

0,0/,- r=  (o^  +  «,0'/.)  (Oi  +  »//X)  =  {'lu  —  ",)  (oi%), 

[00,02]  =  O,  [oOiOA]    =   O, 

les  déplacements  des  points  de  la  droite  t  sont  parallèles  à  lin 
plan  dont  la  position  est  déterminée  par  les  déplacements  de 
deux  quelconques  des  points  de  t. 

§  4  •  —  Si  les  déplacements  des  points  -X  et  52  de  la  droite  c 
sont  infiniment  petits,  on  a  0^  =  ch^,  0,  =  dp.,,  0.,  =  dy.,  et  alors 
leur  hodographe  a  pour  équation,  comme  on  a  r,=idp^  en  vertu 
de  l'équation  (i  i), 

dp  =  dp^  -j-  /id'ji,  dy.  z=  dp^  —  dp^, 

et  alors,  l'hodographe  des  vitesses  0  de  ses  points  a  pour  équa- 
tion 

ces  lignes  droites  sont  évidemment  parallèles  entre  elles. 
De  plus,  nous  obtenons,  puisqu'on  a  à  cause  de  (11) 

dj  —  (/oj  =  ndx  et  'j.\dj.^  o, 

avec  7.  ^  a^, 

[dp  —  dp^]  I  a  z::  o,  (U  —  Vi)  1  a  rr:  o. 

«   Les  hodographes  des  déplacements  infiniment  petits  et  des 
vitesses  des  points  de  la  droite  7  sont  perpendiculaires  à  celle-ci.  » 
Il  suit  de  la 

dp\'x  =r  dpy  I  a,  v  \  ol  ^z  i\\i- 

«  Les  projections  d«s  déplacements  infiniment  petits  ainsi  que 
celles  des  vitesses  des  points  de  la  droite  t  sur  sa  propre  direc- 
tion sont  égales.  » 
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Nous  obtenons  encore  craprès  IV-cjuation  (12) 

[dp  —  dp^  {^-i^il  ^=  o,        ou        {dp  —  Jpi)  (ac^a)  ^  o, 
on,  si  nous  posons 

[oidoi)  :  \/[a.di.)l  =  (aa')  :  \/ {l'x  ,:  =  |  z, 
{dp  —  dp,)\t  =  o,  (■^— Vi)  |£=:o. 

(ip  I  £  ^  Jo,  I  £,  V  I  £ZZ:uJ  £. 

«  Les  projections  des  déplacements  infiniment  petits  ainsi  que 
celles  des  vitesses  des  points  de  la  droite  a  sur  la  direction  per- 
pendiculaire à  o-j  et  à  o-j  sont  égales  entre  elles.  » 

§  5.  —  Les  équations  des  droites  A^^iîi^  et  -1^,95.,  sont 

P  =  ?i  +  "l'^i-  ■y'  =  (?i  +  5i)  +  rti^,, 

Ces  lignes  se  croisent  en  général  ;  soit  ()  leur  plus  courte  dis- 
tance. 

Pour  le  vecteur  B,  on  doit  avoir  l'équation 

6  =:  d/  —  p  zi:  ô^  -|-  n.^'x,  — «i^i! 

et  comme  Q  est  normal  à  a^  et  ;i  a.,,  on  doit  avoir  aussi 

0  =  ■/.  I  (a^aj, 

et  de  la  résulte  la  condition 


d'où  il  suit 
et  enfin 


(«i^o)-: 


(a^a.j 


1=^2  ■'i 


V/(==i«2H 


Nous  obtenons  de  plus  pour  les  coellicients  n ^  et  n.. 


et  par  suite 


(o^ai)  I  («la^)  —  «.  (s£i«j)-i  =  o, 

(o,a.)|  (a, a,)  (o^oti)  |  (o^îg 


(«iS)- 


{^l'^i.'i 
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Si  l'on  effectue  le  produit  intérieur  des  deux  membres  de  cette 
formule,  on  peut,  par  le  calcul  des  déterminants,  modifier  un  peu 
sa  forme.  On  a  ainsi 


Oi  + 


[^il^-:: 


[(alla,)  (a,lo^)  _  «i  (a^  ]  o,)]  Jtj 


+  [(«1  I  '^■i)  i^L  I  Oi)—  «-  {^2  I  °i)j  =^2  j  ■ 


Pour  les  radii  vectores  ce  et  ye  tles  extrémités  de  la  plus  courte 
distance  0  on  a,  avec  les  valeurs  trouvées  pour  n^  et  n.,, 

et  on  a,  comme  cela  doit  être,  (^l/e  —  pe)  =  ^• 

Pour  les   déplacements  des   points  de  la  droite  i,  on  a  n^  = 
m  =  n^ 

o^<ii — p^Oj-)-/(  (a., — a^), 

et  par  suite,  le  déplacement  du  point  de  la  droite  rr,   qui  coïn- 
cide avec  1  extrémité  origine  de  H  est 


;i  + 


(«2  — ^1-N 


de  sorte  que  ce  point  n'est  pas  déplacé  en  général  pour  le  vec- 
teur B  ;  quand  la  droite  o-  passe  de  la  position  gTj  à  la  position  cr,, 
aucun  de  ses  points  n'admet  le  déplacement  H. 

§  5'.  —  Si  les  déplacements  des  points  cl»  et  'B  de  la  droite  t 
sont  infiniment  petits,  nous  obtenons,  d'après  le  paragraphe  j, 
pour  la  plus  courte  dislance  B  =  clH  des  droites  t^  et  t^ 


[ddotyi 


(Sl(h.] 


ai-ji'.. 


(y.  Ja) , 


df>  =  (lo, 


a-  (c/pi  1  du) —  {dp^  \  a)  c/ai 
(oLdx)'^ 


a^  =  a, 


a-  {dp^  1  dcK.) 
(adyy 


oc,, 


ou  puisque  a  ^^  a^,  a.,  =  a  -|-  ^a,  (y.dy.)z  =  irch.i. 


f/O-f/o,— 


^P, 


d%- 


doL. 
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Pour  les  trajectoires  des  extrémités  de  f/0.  nous  trouvons 

d'Jr,  (dp^  I  a)  —  a-  (dp^  \  dx) 


>«=  Pi  -f- 


ci-dv.- 


le  déplacement  du  point  de  la  droite  n  coïncidant  avec  Télément 
origine  de  r/O  est 

[dz^y..,]  I  (a,rfa)    , 

ou 

f/at  (o'oj  I  a) — •a-(JpJJa') 

(/q  :=do.  -4-  — T-r-r — d'x, 

a-d'xi 

de  sorte  qu'en  général  ce  point  n'est  pas  déplacé  autour  du  vec- 
teur dM  ;  aucun  point  de  la  droite  t  n  admet  le  déplacement  dH  si 

G-  passe  de  la  position  7,  a  la  position  cr,. 

§  6.  —  D'après  l'équation 

0  =  0^  -I-  nr,.,, 

le  déplacement  0  consiste  en  un  déplacement  Oj  commun  à  tous  les 
points  de  la  droite  -  et  en  un  déplacement  nZ,,  qui  est  perpendi- 
culaire à  la  direction  de 


£  =  I  (aia,)   :  S/ {x^^)i\ 

ces  deuxièmes  composantes  des  déplacenients  des  points  de  la 
droite  7  sont  parallèles  entre  elles  et  directement  proportionnelles 
en  grandeur  aux  distances  des  points  à  l'axe  passant  par  -.Uj  et 
parallèle  à  t.  Ces  deuxièmes  composantes  peuvent  être  engen- 
drées par  la  rotation  de  la  droite  a-  ;=  Tj  autour  de  l'axe  î  pas- 
sant par  ,^l.>  =  -loj,  de  sorte  qu'elles  forment  un  svstème  de  dépla- 
cements rotatils.  Soit  ir  1  angle  compris  entre  les  directions 
des  droites  t^  et  o-^  ;  d'après  le  paragraphe  •>.,  nous  devons 
poser 

0  zr  Oj  -[-  «  [  (cos  ir  —  i)  2«,  -j-  sin  (\'  |  [zol^  [ 
=  H  î  (cos  w  —  i)  ïj  4-  siu  w  I  (âXj)  (  -^  Oj. 
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Le    radius  vector  du  point   U  auquel  correspond  le  déplace- 
ment 0  est  avant  ce  déplacement. 

?  =  Pi  +  "'^1- 

sa  trajectoire  après  le  déplacement  autour  du  vecteur  o  est 

J;  =  p,  +  0,  -I-  „  J  cosu'a^  +  siiur  |  (sa,)  J 
=  p^  +  n  )  cos  ira^  +  sia  ir  \  [ty.^]  [  -\-  o^. 

Comme  on  a 

0  =  Oj  +  /<  (a,  —  a/),  0/  =  rj^  -(-  //,■  (a^  —  a/l 

on  a  aussi 

0  =  o,-  +  («  —  Uj)  [a.,  —  a/), 
0  =:o;  -f-  (,/  —  //,)   J  (cos  u i)  «1  +  sin  n' |  (sa^)  {. 

et  par  suite,  Téquation  du  radius  vector  d'un  point  arbitraire 
U  =:  U.,  de  la  droite  n  est,  comme  on  le  voit  facilement,  lorsque 
le  déplacement  a  eu  lieu 

<!/  =  p(-  +  in  —  ni]  a_,  -|-  o,-. 

<h  =  p;  +  ("  —  "(')   \  cos  n'Xj  -f-  sin  u'  |  [ty.^]  *   +  ^'■• 

«  Le  déplacement  dune  droite  cl.95  ^  t  d'une  position  cr^  en 
une  autre  position  i.,  est  équivalent  à  une  translation  qui  est 
égale  au  déplacement  total  d'un  quelconque  de  ses  points  et  à 
une  rotation  autour  de  l'axe  passant  par  ce  point  et  perpendicu- 
laire aux  directions  originale  et  finale  de  la  droite.  La  translation 
déplace  en  général  de  point  en  point  la  droite  ;  l'axe  de  la 
rotation  a  toujours  la  même  direction  ;  l'amplitude  de  la  rotation 
est  la  même  pour  chaque  point  de  réduction  du  système  des 
déplacements  et  égale  à  la  difï'érencc  des  directions  des  positions 
orioinalc  et  finale  de  la  droite.   L'ordre  de  la  translation  et  de  la 

o 

rotation  est  arbitraire  et  les  deux  peuvent  avoir  lieu  en  même 
temps.  C'est  pourquoi  une  ligne  droite  peut,  à  l'aide  de  rotations 
et  de  translations,  être  transportée  d'une  position  dans  une  autre 
d'une  infinité  de  manières.  » 
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§  6'.  —  Si  les  déplacements  des  points  de  la  droite  sont  infini- 
ment petits,  on  a 

do  =  f/pi  +  iidy.  rr  do^  -\-  n  [dpo  —  dp^) 

et  aussi  d'après  le  paragraphe  2' 

do  =  dpi  +  'idir\  ,'sa)  =  ndiv\  {toi.)-\-dp^, 

la  trajectoire  du  point  auquel  est  relatif  ce  déplacement  est 

p  =:  Pi  -{-11^, 

sa  trajectoire  après  son  déplacement  autour  du  vector  ch  est 

'h  =  o,  +  n  )  a  +  c?u'  I  (£a)  ]  +  dp,, 

par  suite,  la  vitesse  de  ce  déplacement  est 
v=--^=    i\  +  mv\{ti.) 

et  la  vitesse  angulaire  de  la  droite  autour  de  Taxe  i  (lui  passe  par 
le  point  -X  =  -.1.^  est 

w  =  —  V  [v,  —  x\)-. 

Si  le  point  (0  +  p,)  est  point  de  réduction,  les  formules  peu- 
vent être  écrites  sans  plus  de  difficultés. 

§  ^.  —  Mais  une  rotation  autour  d'un  axe  et  une  translation 
gauche,  outre  cela,  sont  f^juivalentes  ii  une  rotation  de  même 
amplitude  autour  d'un  axe  parallèle  à  cela  et  à  une  translation 
parallèle  à  cet  axe. 

Avec  =1.  =  clj  comme  point  de  réduction  du  système  des  dépla- 
cements des  points  de  la  droite,  on  a 

rj  —  n  (a,  —  aj  -j- S, 
=  n  ■    (costi' —  i)  aj  -\-  siuu'l  (sx,)  J  -{•  Oi. 

Si  o„  désigne  la  composante  de  o,  parallèle   ii  l'axe  ;  mené  par 
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le  point  rU  z=  -l,j  et  égale  à  la  projection  de  o,  sur  celui-ci,  et  à 
l'autre  composante,  on  a 

o»  =  (Oi  \-)-=  (^  I  î)  î.- 
^0  —     , —   -» 

et   c'est  précisément  la  translation  pour  le   mouvement  h   cher- 
cher, l'autre  composante  est 

avec  la  valeur  de  s,  nous  trouvons,  puisqu'on  peut  mettre  aussi 
ou 

I      ( 


(«1=^2)/  ( 


[a-(aj  0,)—  (aja,)  (a^  |  0  J]  a^ 


+  [aMao|50-(ax|a,)(aJo,n^,  ■■ 

Par  la  rotation  autour  de  l'axe  s,  que  nous  cherchons  doit  être 
engendrée  la  composante  t  du  déplacement  o^  Soit  À  la  distance 
perpendiculaire  de  Taxe  £,  à  l'axe  s  par  le  point  d.  =  -Ij,  on  doit 
avoir,  lorsque  le  vecteur  A  tourne  de  l'angle  ir  autour  de  son 
extrémité, 

T  =Z  X  Xj,  ^1  =  —  [cos  ll'À  -j-  siii  n   I  (îX)] 

de  sorte  que  doit  subsister  l'équation 

-.  z:^  [i  — •  cos  u')  X  —  siii  ir  1  (sX)  zr:  (îOi)  |  z  . 

Ainsi  nous  obtenons  de  la  manière  déjà  connue 

2).  =r  (îOj)  1  z  -\-  cotansf  n'j  (soj, 

^  _    sin(£.0|l  s/r>yi 

I 

2  siu   H' 

2 

L'axe  1^.  est  ainsi  déterminé,  son  équation  est 
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Mais  nous  pouvons  aussi  représenter  "a  comme  une  somme  mul- 
tiple de  a^  et  a,.  Nous  obtenons 

sin  ir  ,   >  > 

2).   =    (£0,)  \t  H lISOj, 

"  I — costr 

ce  qui  est  aussi  avec  la  valeur  de  z 

ou 

2X  —  —7 — =— ^-^ — -r  \  W-  i^i  I  ^^1)  —  ('^1  I  ==2)  i""-!  I  2i)]  «i 
«*  —  (ai  I  a,)-    { 

+  [«'  ('-«o  I  ^^1)  —  {^'i  1  ^2)  ('^1  I  '^i]  ^2  j 

+  -r— ^j;(^J^ii^2-(^2|o.)a,;; 


ce  qui  donne 

2Ài=— -^— -)  r«'  )  (=ti  +  5'/)iûi  ; +(5:1 1=^2)  (==ii5i)—.=<ii^)(^ii5«)i5<' 

—  '^  [  a'  +  (a,  1  a,)  +  (a,  1  Sa)]  (o^  |  0,)  —  (a^  |  0,)  0,;^  ;  a^  (, 

par  qui  A  est  représenté  par  les  jrrandeurs  directement  données. 
Soit,   avec  un  point  de  l'axe  £,  comme  pôle   de    coordonnées. 
Oi  le  radius  vector  d'un  point  quelconque   de   la   droite  a  subi   la 
rotation  d'angle  n'  autour  de  l'axe  s,  et  la  translation  0,,, 

p  =  (i  — cosii')(£  Ip,)  £  +  cosu'pi  +  siuirl(£p,)  +  o^. 

Avec  le  point  extrême  de  ).  sur  l'axe  c,  comme  le  point  relatil, 
l'équation  de  la  droite  ^l^^^^  est 

Zo  =  —  ^^  +  "^r 

de  sorte  que  les  radii  rectores  des  points  de  la  droite  c,  si 
celle-ci  a  subi  le  mouvement  hélicoïdal,  sont,  avec  le  point  pré- 
cédent comme  origine  des  coordonnées, 

y  ^  (i  —  cosH')  [e  1  ( —  À  -j-  "2j)j  £  -^-t^P^*"'  ( —  ^^  +  "^1) 
4-  sin  »'  1 1  £  (—  À  -f-  «aj)  ]  +  Oq, 
y  =  n  [cosiraj  -f-  siuti'l  (îaj)] — cosu'X —  siiitr|(£À)  -\- 0^. 
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Choisissons  maintenant  le  point  -t^  comme  pôle  de  coordon- 
nées, posons  y  ^=  0  —  À,  il  vient 

p  =z  n  [cos  ii'Xj  -|-  siu  u- ]  (sotJJ  +  (i  —  cos  n')X 
—  sin  .!■  I   [z))  +  Ofl, 

c'est-à-dire 

p  ^  n  [cos  u'a^  -f-  sin  ir  ]  (ïaj)]  -{-  o^. 

de  sorte  qu'en  effet,  la  droite  t  par  la  rotation  autour  de  l'axe  e„ 
d'un  angle  ^^•  et  la  translation  o^,  peut  être  transportée  de  la  posi- 
tion 7^  en  la  position  o-^,  de  telle  sorte  que  les  points  de  la 
droite  subissent  la  plus  petite  translation,  et  c'est  évidemment 
le  mouvement  le  plus  simple  de  cr  pour  passer  de  la  position  t^ 
à  la  position  o-^.  Si  la  rotation  et  la  translation  ont  lieu  en  même 
temps,  l'angle  de  rotation  et  la  translation  croissent  proportion- 
nellement au  temps,  et  alors  les  points  de  la  droite  a  décrivent 
des  axes  d  hélice  autour  de  l'axe  s. 

«  La  droite  •7  passe  de  la  plus  simple  manière  de  la  position  7^ 
à  la  position  g^  par  mouvement  hélicoïdal.  » 

§  7'.  —  Si  la  droite  o-  subit  un  déplacement  infiniment  petit, 
le   déplacement  d'un  point  arbitraire  de  cette  droite  est 

dp  :=  ridn'\{zy.)-{-dp^  a,  ^  a, 

et  le  vecteur  de  translation  dans  le  mouvement  hélicoïdal  est 


rfp„  =  (Jp,lE).  =  -^^^.|(arfa), 


la  vitesse  est 


"'  a-  [v.,  —  i',)l 

et  la  composante  de  translation  perpendiculaire  ;»  l'axe  e  est 

d'.  =  {zd?,)\e, 

laquelle    doit  être   engendrée  par    rotation    autour    de    l'axe    du 
mouvement  hélicoïdal. 

Enseignement  math.  24 
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Pour  la  distance  de  Taxe  s, au  point  -Ij,  nous  obtenons 

de  sorte  que  l'équation  de  cet  axe  est 

h  l'éorard  des  valeurs  de  £  et  lo,  nous  en  obtenons,   ou  en  outre 
nous  tirons  pour  A  de  la  troisième  formule  générale, 

Ov=:  0.  H — —  \('x\dc.]  dy.  —  {d'j.\  dor  a   +  ;/ 1  hAot], 

ou 

?.s-  =  ?,  +      -    '-..    [(a  1  V,^  {7,-V,)-){Z-  V,)  \7,  \  al 

Prenons  le  pôle  de  coordonnées  sur  Taxe  du  mouvement  héli- 
coïdal, on  a  après  ce  mouvement  pour  le  radius  vector  d'un  point 
arbitraire  de  la  droite 

son  déplacement  total  et  sa  vitesse  sont 

do  =  dw  \  (eOj)  +  Jp„. 
v=  Tlispi)  4-  r„. 

§  8.  —  L'équation  de  Ihodrographe  du  svstèmc  des  déplace- 
ments des  points  de  la  droite  a-  est 

o  =  Oj  _f-  n  {'x.y-y.^  . 

Parmi  les  déplacements  des  éléments  de  la  droite  t,  l'un  est 
le  plus  petit  possible,  il  est  égal  à  la  perpendiculaire  abaissée 
du  pôle  de  l'hodographe  sur  celui-ci. 

Soll  Ot  ce  déplacemcnl,  on  a 

C-A   =  0^   -[-    »//.„,  C/,!o,.  =  O. 
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Il  s'ensuit 

^1  I  ^1».  +  "A^cl-  =  o, 

de  sorte  que 


-'.4^o\., 


Le  radius  vector  du  point  qui  subit  ce   plus  petit  déplacement 


est 


Pk 


son  radius  vector,  après  que  le  déplacement  a  eu  lieu  est 

'-k  =  ?,  +  0,  -  M^  a,. 

Ce  plus  petit  déplacement  n'est  pas  égal  en  général  à  la  plus 
courte  distance  des  droites  t^  et  7.,;  afin  que  cela  ait  lieu,  il  faut 
([ue  soit  remplie  la  condition 

ce  qui,  avec  les  valeurs  de  o/^.  et  0,  donne 


■ïr'"  =  j^W''"' 


d'où  il  suit 


(o„o^)  I  (a^5„)  =  o,       ou       [{t.,  —u^)  0,]  I  (a^a,)  =  o. 
de  sorte  qu'on  doit  avoir 

OU 


a.,  1  a.,     0, 1  a., 


2ja^     ojzo 


ce  qui  donne  finalement 

[(a,|aj  — a^|[(ai  +  a,)|  oj  =  o. 
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Cette  condition  est  remplie,  si  l'on  a 

(a.-}-a,)|Oj  —  o,       ou       [(aja^)  —  a^]  —  o. 

i)   (.3^1  H- 2^2)  I  ^i^"^®-   L^e  déplacement  c^    doit   être  perpendicu- 
laire à  la  somme  des  vecteurs  a^  et  a^. 
De  ce  que  généralement 

on  conclut  aussi 

Mais  on  a 

5  —  5^  +  n  (0,  — 0,)  =  (i  —  n)  Oj  +  nZ^, 

et  par  suite 

c'est-à-dire  soit 

(a,  +  a,)  I  0  =  o,        {%,\  l)  =  —  (a  J  0), 

le  déplacement  de  chaque  point  de  la  droite  a  est  alors  perpendi- 
culaire à  la  somme  des  vecteurs  a^  et  a^. 

Avec  cette  condition,  nous  obtenons  après  de  faciles  transfor- 
mations 

Les  trajectoires   des    extrémités  du  déplacement  O;.  sont  main- 
tenant 

a,  I  0, 

Pa-  =  Pi  -I -. ; ^1  —  p9> 

on  a  en  ce  cas 


c'est-à-dire  que  les  projections  des  dépliiccments  des  points  de 
la  droite  t  sur  la  direction  de  î  sont  égales  à  la  plus  courte  dis- 
tance de  3-j  cl  o-.,. 
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L'équation  générale 

0  =  0,+  («  —  H,)  (k,  —  a^) 

devient,  si  l'on  prend  0;^=B  comme  translation  générale  de   tous 
les  points  de  la  droite  t, 

C'est  pourquoi  le  déplacement  de  la  droite  t  est  dans  ce  cas 
équivalent  à  un  mouvement  hélicoïdal  dont  Taxe  £,,  coïncide  avec 
la  plus  courte  distance  des  droites  t^  et  o-^,  et  l'équation  de  cet 
axe  est 

9s  —    Pfc  +  «s, 

ou 

Nous  arrivons  au  même  résultat  si,  dans  la  seconde  équation 
donnée  en  général  pour  A,  nous  posons  (o^  |  aj  =  — (Oj  |  a J  ;  nous 
trouvons  alors 


X  = 


«il^i 


— 5 i  -'l' 


À  coïncide  avec  la  droite  n^  et  l'équation  de  l'axe  du  mouvement 
hélicoïdal  est  la  même  qu'auparavant  ;  aussi  pouvons  nous  écrire 
celle-ci 


«l3<2) 


\i.  n\         —Jailli—.,   Il 

■2)  fi'  — (aj  U.2)  =z  o. 

On  peut  alors  écrire 

«1  I  i^i  —  ^i)  =  o, 

de  sorte  qu'on  a  [y..,  —  aJ  =  o,  c'est-à-dire  y.^=y.^,  ou  bien  (a, —  aj 
doit  être  perpendiculaire  à  y.^. 

a)  a^  =  aj.  Puisqu'on  a  toujours  o^  —  Oj^a^ — a,,  on  a  alors 
Oj^o.,  o^Oj  =  o.,,  tous  les  points  de  la  droite  t  possèdent  le 
même  déplacement  total.  Le  mouvement  de  la  droite  est  alors 
équivalent  a  une  translation   qui  est  égale  au    déplacement  total 
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d'un  de  ses  points.  Dans  ce  cas  les  droites  o-j  et  r:.^  ne  se  croisent 
pas,  elles  sont  parallèles  l'une  à  l'autre  de  sorte  que  a,  =  a^  ne 
suffît  pas. 

Si  ici  en  particulier  on  a  (oja,)=o,  on  a  aussi  (^[^-^^(o.la,) 
:=:o,  et  alors  les  déplacements  de  tous  les  points  de  la  droite  a- 
sont  perpendiculaires  h  ses  positions  limites  de  sorte  qu'aussi 
aucun  déplacement  n'est  minimum  dans  ce  cas. 

1,^  (a.,  —  aJ|aj=o  ou  (a,  |o^)=o  sera  encore  satisfaite,  si  le 
déplacement  o«  est  perpendiculaire  à  a^.  De 

il  suit 

les  projections  des    déplacements  des   éléments   de  i  sur  g-,  sont 
égales  entre  elles.  C'est  pourquoi  on  peut  poser 

5,  =  ca,  +  hfy,         0,  ^  ca,  +  hj^.         (S  I  y.,)  =  o, 
et  alors  on  a  aussi 

o  «a    —    «j  ^  I      /  I  ''1  \    /  \ 


ce  qui  entraîne 


(oa,a.)  :=  o, 


les  droites  c,  et  c,  se  coupent,  les  déplacements  des  points  de  la 
droite  g-  sont  en  un  même  plan.  —  La  seconde  hypothèse  con- 
duit donc  aux  mouvements  plans. 

Soit  ^  =  o,  on  a  alors  (a,a,o,)=o  et  de  l'équation  de  Ihodo- 
graphe  résulte  (ca^a,)  =  o  ;  les  déplacements  des  points  de  la 
droite  a-  sont  alors  dans  un  plan,  le  mouvement  de  la  droite  est 
équivalent  à  une  rotation  dans  ce  plan  autour  d'un  de  ses  points. 

^  8'.  —  Si  les  déplacements  des  points  eV-  et  ft^^  de  la  droite  <7 
sont  infiniments  petits,  on  voit  que  d'après  la  formule  pour  O;.  le 
déplacement  minimum  possible  est 
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de  sorte  que  la  plus  petite  vitesse  possible  est 


Vu  ^=  V 


—     ■^ll(''j  — «'j 


(t'2— ^'l)' 


i-{v. 


[l' 


.-^F  ( 


^r,  1 1  Oo—  v,j]  Vj  —  [i\  1  [v.—  v\)]  V,  [  ■ 


Le    radius  vector  du   point  de  a-  ==  t^  qui  subit  ce  plus   petit 
déplacement  est 

dp,  I  (f/p.  —  ^D,  )  i\  \  ,■(;,,  —  ?;j) 

[dp.,  —  c/p,y.  {v-^—i\)- 


3a-  =  Pi   — 


pour  son  radius  vector  après  son  déplacement,  on  a 

d.,rrp,-  -^^4^   ==+-7^!  {^?-AdoL)dp,-{dp,\d'x)dpJ... 


Soit  avec  cela  le  plus  petit  déplacement  égale  à  la   plus  courte 
distance  des  droites  s^  et  a-,,  nous  devons  avoir 

(a|f/p)=(a|  c/p^)=z  o, 

c'est-ii-dire  (jue  les  déplacements  des  points  de  la  droite  a-  doivent 
lui  être  perpendiculaires,    ce  qui  est  le    cas,   si    le  déplacement 
d'un  de  ses  points  lui  est  perpendiculaire. 
Dans  ces  circonstances  nous  obtenons 

,            ,            do.\  dy.     j  ,. 

doic=:do. '--^, dcL=zd[i, 


soit  à  présent 


dok  ■=     ,    ,    ]  (dp.,  I  dx)  dp,  —  (do,  |  dy.)  do,  [  ■ 
VI.  =  -^  J  (i~l  a')  i~  —  (i~  I  a')  V.,  j . 


dp\    Z=    db    1    £ 


'j.dp.,dp^ 
a  \/d'x-. 
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c'est  à-dire  que  les  projectious  des  déplucemeuts  des  points  de 
la  droite  n  sur  la  direction  de  la  plus  courte  distance  de  ses  po- 
sitions limites  sont  égales  à  cette  distance. 

Avec  d'j,.  =  dh  comme  translation  générale  de  tous  les  points 
de  la  droite  c,  l'équation  de  l'hodographe  des  déplacements 
devient 

et  l'équation  de  l'hodographe  des  vitesses  de   ces  points    devient 


Par  suite,  dans  ce  cas,  le  changement  de  position  de  la  droites- 
est  équivalent  à  un  déplacement  hélicoïdal  infiniment  petit  au- 
tour de  la  droite  coïncidant  avec  la  plus  courte  distance  de  ses 
positions  limites  prise  comme  axe,  léquation  de  cet  axe  étant 

ps  =  ?k  4-  «s 


do.  I  (Jt.         , 
Ps  =  Pi '-r-. —  '^  +  "-. 


(V,- 

Les  lemmes  principaux   sur  le   mouvement   d'une  ligne  droite 
sont  ainsi  développés. 

Ferdinand  Kiiaft  (^Zurich). 
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tische  Kolloquien,  z^vei^vôchentlich  zweistiindig.  —  Frobexius  :  Théorie 
der  Determinanlen,  4  ;  Algebra,  4.  —  IIexsel  :  Integralrechniing  4  ; 
Théorie  der  elliptischen  Funktionen  4  ;  Uebungen  zur  Integralrechniing, 
zweiwôchentlich  zweistiuidig.  —  Landau  :  Zahlentheorie  4  ;  Théorie 
derlinearenDifrerentialgleichungen,4;  Mengenlehre,  i.  —  Kxoblauch  : 
Théorie  de  Raumkui'ven  und  der  krummen  Fliichen,  4  ;  Analytische 
Mechanik,  4;  Math.  Uebungen  fiir  jïmgere  Semester,  i.  —  Hettner  : 
Théorie  der  bestimmten  Intégrale,  -x.  —  Die  Uebungen  des  mathoma- 
tischen  Seminars  (i)   leilen  die   Proff.  Schwarz  u.  Frobexius. 

Marclse  :  Physik  der  Erde,  i  ij'i  ;  geogr.  u.  nautisch-astronomische 
Ortsbestimmungen,  i  1/2.  —  Helmert  :  Ueber  die  Bestimmung 
der  Figur  der  Erde,  i  ;  Schwerkraft  und  Gestalt  der  Erde,  i.  — 
FoERSTER  Astrometrie,  4  ;  Grundlagen  der  Fehlertheorie,  1.  —  Bau- 
SCHIXGER  :  Théorie  der  Sonnenfinsternisse,  i  ;  Théorie  der  spezielien 
storungen  3.  —  Battermaxx  :  Ausgewahlto  Kapitel  ans  der  spharischen 
Astronomie,  i  1/2  2.  —  Scheixer  :  Photometrie  der  Gestirne.  — 
AscHKixAss  :  Elemente  der  hôheren  Mathematik,  2  (fiir  Studierende 
der  philosophischen  undder  medicinischen  Facultal).  — Die  Uebungen 
der  Seminars  zur  Ausbildung  im  wissenschaftlichen  Uechnen  leiten  die 
Proff.  FoERSTEu  und  Bausc:hix(;ku. 
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Bonn(i  j  Oklober  1902  bis  14  Marz  igoSj.  —  Dkich.mùlleu  :  Théorie 
der  Ausgleichung  der  Beobachtungsfehler,  i  ;  Kleraente  der  hoh.  Geo- 
diisie,  %  ;  Prakt.-astron.  Arbeiten,  -i.  —  Heffter  :  Analyt.  Merhanik,  4  ; 
Analytische  Géométrie  der  Ebene,  4;  TJebungen  dazu,  i.  —  Kohtlm  : 
EUiptisclie  Funktionen,  4  ;  jNIathem.  Seiiiinar,  'i .  —  KiisTNEii  :  Théorie 
der  Jjahnbestiinmung  der  Kometen  u.  Planeten,  '3  ;  Topographie  des 
Sonnensystems,  i  ;  Prakt.  TJebungen  im  astronornischen  licobachten 
(mit.  Prof.  jNIônnichraejer),  Laglich.  —  Lipschitz  :  Integralrechnung  11, 
4  ;  Math.  Seminar,  a.  —  INIônmgmeyer  :  Geogr.  Ortsbestimmungen,  'i  ; 
Prakt.  Uebungen  (mit.  Prof.  Kiistner).  —  Sommer  :  Algebra,  -i  ;  Geo- 
iiietrische  Anwendungen  der  Funktionentheorie,  'x.  —  \\  extscher  : 
Philosopliie  der  Mathematik.  i  ;  ]î!thik,  -x. 

Breslau  (ijQktober  1902  bis  14  ^liirz  190J).  —  PiOs.\nes  :  Differen- 
tialrechnung  iiiid  Eieiiiente  der  Integralrechnung,  4  ;  Einfiihrung  in  die 
Tiieorie    der  Invarianten,  -i  \  Uebungen  des  math. -phys.   Seminars,  i. 

—  Sturm  :  Gesclaichte  der  Mathematik,  i  ;  Uebungen  des  math. -phys. 
Seminars,  2  ;  Zahlentheorie,  i  ;  Geometrische  Oerter  hôheren  Grades. — 
Fraxz  :  Uebungen  in  Bahnberechnung,  1  ;  Bahnberechnung  der  Plane- 
tent,  Kometen,  Météore  und  Doppelsterne,  4  ;  Hôhere  Geodiisie,  3  ; 
^fethode  der  kleinsten  Quadrate,  1.  —  Neumanx  :  Einleitung  in  die 
Potentialtheorie,  4;  Uebungen,  i.  —  Loxdox  :  Einfïdirung  in  die 
Tiieorie  der  Differentialgleichungen,  3  ;  Die  mathematischen  Grund- 
lagen  des  Vcrsicherungswesen,  2. 

Gottingen.  —  Kleix  :  Encyclopadie  der  Mathematik,  4  ;  Seminar 
(m.  Bo/ihnann),  2.  —  Hilbert  :  Differential-u.  Integralrechung  II,  4  ; 
?*Iechanik  d.  Continua,  4;  Funktionentheoretische  Uebungen  im  malh.- 
phys.  Seminar,  2.  —  Schwarzschild  :  Mechanik  des  llimmels.  3  ; 
Uebungen  dazu,  2;  Astronom.  Colloquiiun,  1.  —  Mixkowski  :  Alge- 
Ijra,  2  ;  Analysis  situs,  2  ;  Seminar,  Funktionentheoretische  L  ebungen,  2. 

—  Brendel  :  Einleitung  i.  d.  theoretische  Astronomie,  3  ;  Gauss" 
I^eben  u.  Wirken,  i .  —  ^VIECIIERT  :  Hôhere  Geodiisie,  4  ;  Polarlicht,  1  ; 
Geophysikal.  Pi-aktikum  g.  —  Schillixg  :  Analytische  Théorie  der 
krunnnen  Linien  u.  Flachen,  4  ;  Graphische  Uebungen  z.  Théorie  d. 
krummen  Linien  und  Flachen,  2.  — Bohlm.vxn  :  A\  ahrscheinlichkeits- 
rechnungen,  2  ;  Théorie  des  Bisikos,  2  ;  Math.  Seminar,  2  ;  Malhemat. 
Uebungen  im  Yersicherungs-Seminar,  2.  —  Amrkoxx  :  Sphiirische 
Astronomie,  3  ;  Praktische  Uebungen  a.  d.  Inslrumenten  il.  Slernwarte 
tiiglich.  —  Zehmei.o  :  Funktionentheorie,  ',  ;  Uebungen  zur  Integralrech- 
Tunig  u.  elementaren  Polentiallheorie.  2.  —  Arraham  :  Grumllagen  d. 
theoret.  Phvsik,  4  ;  U»'l)uugen  zur  Integralrechnung  u.  elementaren 
Potentialtheorie,  2.  —  Bllimexthal  :  Abel  sclie  Funktionen,  2;  Einlei- 
tung i.  d.  hôhere  Mathematik  f.  Naturwissenschaftler  (m.  Uebungen),  3. 

—  Bce:inn  der  Vorlesuns;cn  am  iG.  Oktober. 
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Heidelberg  (ij  Okt.  1902  bis  ij  ^ililrz  igoi). —  KOmgsberger  : 
riôhere  Algebra'  (Théorie  der  algebraischen  Gleichungen),  4  \  Elemente 
der  Théorie  der  Differentialgleichungen,  1  ;  Variationsi'echnung,  1  ; 
Elemente  de  Zahlentheorie,  i  ;  Uebungen  iin  œalhematischen  Unter- 
und  Ober-Seminar,  '2. —  M.  Cantor  :  Dillerential-und  Integralrech- 
nung,  4  ;  Uebungen  zur  Diff.  u.  Integralr.,  i  ;  Politische  Arithmetik,  x. 
KoEHLER  :  Sjnthetische  Géométrie  des  Raumes,  3.  —  Landsberg  : 
Darstellende  Géométrie  (mit  Uebungen),  4  ;  Funktionentheorie,  3.  — 
BoEHM  :  Théorie  der  partiellen  Diflerentialgleichungen,  i  ;  Vectora- 
nalysis  (mit  Awendungen  auf  Géométrie  u.  Physik),  i  ;  Lekliire  und 
Besprechung  der  Abliandhing  ùber  Dynamik  von  d'Alembert  (Ostw. 
Class.  loG),  I.  —  Valentixer  :  Théorie  der  Bahnbestimmung  von 
Kometen  u.  Planeten,  3  ;  Ausgewahlte  Kapitel  aus  der  Steliarastrono- 
mie.  —  WoLF  :  Théorie  und  Geschichte  der  Spektralanalyse,  i  ;  Prak- 
tische  Uebungen  auf  dem  Observatorium. 

lena  (20.  Okt.  1902  bis  21  Miirz  1903).  —  Frege  :  Differential-und 
Integralrechnung  mit  Uebungen  11,  5.  —  Gutzmer  :  Analytische  Géo- 
métrie des  Raumes,  4  ;  Analytische  ^Nlechanik,  4  ;  Mathematisches 
Seminar  (Mechanik),  i.  —  Thomae  :  Anwendung  der  Iniinitesimal- 
rechnung  auf  Géométrie ,  4  ;  Bestimmte  Intégrale  und  Fourier'sche 
Reihen,  4  ;  ?»Iatheinatisches  Seminar,  2.  —  Rau  :  Technische  Mechanik  i, 
einschl.,  graphische  Statik.  Elastiziliit  u.  Festigkeit,  4;  Uebungen,  i.. 
Knopf  :  Bestimmung  der  Bahnen  der  Himmelskorper,  3  ;  Interpola- 
tionsrechnung  und  mechanische  Quadralur. 

Leipzig  (iJ  Oktober  1902  bis  \\  Miirz  1903. —  C.  Xeumaxx  :  Diffe- 
rential-und Integralrechnung,  4  ;  Seminar,  2.  —  Hôlder  :  Elliptische 
Funktionen,  4;  Partielle  Diflerentialgleichungen,  2;  Seminar,  i. — 
A.  Mayer  :  Variationsrechnung,  4.  —  Engel  :  Determinanten  u.  Alge- 
braische  Gleichungen,  4  ;  Seminar,  i  ;  Transformationsgruppcn  (Fort- 
setzung),  2  ;  Uebungen  dazu,  i.  — Hausdorff  :  Analytische  ^lechanik, 
3  ;  Uebungen  dazu,  i.  —  Liebmanx  :  Analytische  Géométrie  des 
Raumes,  2  ;  Théorie  der  bestimmten  Intégrale,  2  ;  Darstellende  Geo- 
meti'ie,  2  ;  Uebungen  dazu,  1.  —  Bruns  :  Mechanik  des  Ilimmels,  2  ; 
^^'ahrschei^lichkeitsrechnung  und  KoUeklivmasslchre,  4-  —  Peter  : 
Astronomischc  Ortsbestimmungcn,  1  ;  Uebungen  im  Bcrechnen  von 
Ephemeriden  und  Bahnen,  i.  —  Bruns  u.  Peter  :  Praktische  Uebun- 
gen auf  der  Sternwarte. 

Strassburg.  (Non  20  October  1902  ])is  zum  21  Miirz  1903). — Roth  : 
Algt'l)rais(he  Analysis  u.  Determinanten,  3  ;  Analytische  Géométrie 
des  Raumes,  2  ;  Gewohnliche  Dilferentialglt  ichungen,  2. —  Krazer  : 
Differential-u.  Integralrechnung,  4  ;  Analytische  Géométrie  der  Ebene 
3  ;  Uebungen  des  math.  Seminars  (untei'e  Abteilung),  2.  —  Reye  :  Géo- 
métrie der  Lage,  3  ;  Analytische  Mechanik,   2  ;   Uebungen   des    math. 
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Seminars,  1,  —  Weber  :  Die  partiellen  Differentialgleicliungen  der 
malhem.  Physik,  4  ;  Ausgewâhlte  Kapitel  der  Algel)ra,  2  ;  Math.  Ober- 
seminar,  2.  —  Mathematisches  Colloquium  :  aile  1 4  Tage,  Dienstag  von 
5  1/2  Uhr  an  (wird  nicht  belegt,  Annieldung  bei  eineni  der  Professoren 
derMalh.).  —  Becker:  Théorie  derspeziellen  Sturungen  und  Einleitung 
in  die  Theoi'ie  der  allgemeinen  Storiingen,  3  ;  Die  Doppel-und  mehr- 
fachen  Sterne,  1  ;  Astronomische  Beobachtungen  an  dem  Instrumenten 
der  Sternwarte,  Seminaristische  Uebungen.  —  Wislicenus  :  Photome- 
trie  des  Himmels,  i  ;  Geometrische  Optik,  i  ;  Die  Grundiagen  der 
Astronomie  in  geraeinverstândlicher  Darstellung,  i  ;  Besprechung  der 
neuesten  litterarischen  Erscheinungen  auf  astron.  Gebiete,  i. 

BELGIQUE 

Université  de  Gancl.  —  I.  Cours  destinés  aux  candidats  en  Sciences 
physiques  et  matliéraatiques.  C.  Servais  :  Géométrie  anahticjue  à  deux 
dimensions,  i  séance  de  i  h.  1/2  ;  Géométrie  analytique  à  trois  dimen- 
sions, I  séance  de  i  h.  1/2  ;  Algèbre  supérieure  et  éléments  de  la 
théorie  des  déterminants,   i  séance  de  i  h.  1/2  ;  Géométrie  projective, 

1  séance  de  i  h.  1/2.  — J.  Vax  Rysselrerghe  :  Géométrie  descriptive, 
3  séances  de  i  h.  1/2.  —  A.  Demollix  :  Calcul  dilférentiel  et  Calcul 
intégral  (i'"^  partie),  3  séances  de  i  h.  1/2;  Calcul  intégral  (2'' partie) 
et  éléments  du  Calcul  des  ditférences,  2  séances  de  1  h.  1/2.  —  J.  Mas- 
SAU  :  Statique  analytique,  3  séances   de   i   h.    1/2  ;    Cinématique  pure, 

2  séances  de  i  h.  1/2.  —  C.  Dusausoy  :  Astronomie  physique,  i  h.  1/2. 
—  II.  Cours  destinés  aux  candidats  à  l'examen  de  Docteur  en  sciences 
physiques  et  mathématiques.  P.  Mansion  :  Analyse  supérieure,  2  h.  ; 
I*21émenls  du  Calcul  des  probabilités,  y  couipris  la  théorie  des 
moindres  carrés,  2  séances  de  i  h.  1/2  pendant  le  Z,*^  trimestre;  Elé- 
ments de  l'Histoire  des  Sciences  physiques  et  mathématiques,  2  h.  — 
F.  Fagnart  :  Méthodologie  mathématique,  2  séances  de  i  h.  1/2.  — 
Demoulin  :  Analyse  supérieure,  2  h.  —  C.  Servais  :  Géométrie  supé- 
rieure. —  J.  Massau  :  Compléments  de  Mécanique  analytique  et  de 
Mécanique  céleste,  2  séances  de  i  h.  1/2.  —  C.  Dusausoy  :  Astrono- 
mie mathématique  et  Géodésie,  2  séances  de  i  h.  1/2  ;  Exercices  pra- 
tiques. —  G.  Vander  Mensrrughe  :  Physique  mathématique,  i . 
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Bristol.  UniK'ej'sity  CoUcgc.  —  Matheinatics.  Professer,  F.-R.  Bau- 
rell;  Lecturer  Ern.  Watkix.  Pure  Matheinatics.  Elementary  Course,  3. 
—  Intermediate  Course,  3.  —  Calculus  for  Engineers  and  Physi- 
cists,  3.  h.  — Advanced  Course,  4  li-  '•  Higher  Algebra  and  Theory  of 
Equations.  Higher  Trigonometry,  plane  and  spherical.  Conic  Sections 
and  Solid  Geometry.  DifFerential  and  Intégral  Calculus.  Elementary 
DifFerential  Equations.  —  Spécial  Advanced  Work,  1  h.  —  Spécial 
Course  for  Women,  2  h.  —  Mixed  Matlicmatics.  Intermediate  Course, 
Mechanics.  —  Advanced  Course,  Astrononi}',  Statics,  Dynamics. 

Dublin.  University.  Trinily  Collège. — Lectures  in  Mathematics,  Pure 
and  Applied,  for  Session  igo^-oS. 

1 .  —  Lectures  to  Candidates  for  Degrees  in  Honours  (Moderators) 
delivered  by  tlie  Professor  of  Mathematics  and  the  Professor  ofNatural 
Philosophy. 

The  Professor  of  ^Mathematics  (D""  Burxside)  will  lecture  on  Higher 
Algebra,  and  DifFerential  Equations. 

The  Professor  of  Natui'al  Philosophy  (M.  F.  Purser)  will  lecture  on 
Dynamics,  Attractions,  Fluid  Motion,  and  the  Theory  of  Stress  and 
Strain  in  Elastic  Solids. 

■1,  —  Lectures  to  Undergraduate  C-andidates  for  honours,  delivered 
each  Term  by  the  Honour  Lecturers  appointed.  Thèse  Lecturers  Avill 
lecture  on  Geometry  of  Straight  Line  and  Circle,  Trigonometry, 
Algebra  and  Theory  of  Equations,  Conic  Sections,  DifFerential  and 
Intégral  Calculus.  Geometry  of  three  dimensions,  Statics,  Dynamics, 
Astronomy,  and  Hydrostatics. 

3.  —  Lectures  to  Ordinary  Undergra  duate  Students,  delivered  each 
Term  by  the  Fellows  appointed.  Thèse  Lectures  comprise  Elementary 
Geometry  and  Algebra,  Trigonometry,  Mechanics,  Astronomy,  Optics, 
and  Hydrostatics. 

London.  University.  (Sept.  3o"'  itjoa-july  7"'  i9o3).  —  Mathe- 
matics, Professor,  M.  J.-]M.  IIill,  Assistant  Lecturer  :  I.-J.  Ilarris  ; 
L.-N.-G.  Filon.  Senior  Class.  C.  Division  I.  First- Year's  Course  : 
Algebra,  Plane  Trigonometi'y.  and  Geometrical  Gonics.  Division  II, 
second  Year's  Course  :  Elementary  Projective  Geometry,  Geometrical 
Drawing,  and  Plane  Coordinate  Geometry.  —  D.  Division  I,  First- 
Year's  course  :  Differenlial  and  Intégral  Calculus.  Division  II,  Second 
Year's  course  :  Difierential  and  Intégral  Calculus.  —  E.  Elementary 
Calculus  for  Engineers.  —  F.  Spherical  Trigonometry.  —  Higher  Senior 
Class.  G.  IIiLL  :  Theory  of  Functions  ;  Dilferential  Equations.  — 
Filon  :  The  DifFerential  Equations  of  Mathematical  Phj'sics  ;  Geo- 
metry of  three  Dimensions. 

Applied  .Mathematics  and  Mechanics,  Prof. ,  Karl  Pkarson,  Assistant, 
L.-N.-G.  Filon.  Dynamics  ;  Hydrostatics  ;  Astronomy  ;  Mathematical 
Theorv  of  Statislics. 
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Ne-wcastle-Upon-Tyne.  The  Durham  Collège  oj  Science  (^y"'  sep- 
tembre i^jo-i'-xV^  June  lyoS).  —  Lectures  in  Mathenialics  pure  et 
applied  ;  Prof.  II.  Palin  Guriiey,  Assistant-Prof.  J.-M.  Jessop, 
G.-\V.  Caunt,  William  Morton  Davidson  ;  Senior  Courses.  Conic  Sec- 
tions ;  Diffcrential  and  Intégral  Calculas  ;  Solid  Geometrv  ;  Elementary 
DifTerential  l-2quations,  Analytical  Stalics,  Dynamics.  Final  Courses. 
Higher  Analysis  ;  Natural  Philosophy  ;  Algebraic  Geometry  ;  Diffe- 
rential  and  Intégral  Calculus  ;  Eléments  of  Differential  Equations, 
Statics,  Dynamics  of  a  Particles  Eléments  of  Rigid  Dynamics. 

Oxford.  Univcrsitj/.  —  Waynflete  Professor  of  Pure  Malhematics, 
E.-B.  Elliot,  m.  a.  :  Theory  of  Xumbers,  'i.  ;  Theory  of  Functions,  i. 
—  Savilian  Professor  of  Astronomy,  H. -H.  Turxer,  0.  Se.  :  Elemen- 
tary Mathematical  Asti'onomy,  1.  —  TunxEn  and  Plu.mmek  :  Practical 
Work,  3.  —  Savilian  Pi-ofessor  of  Geometry,  W.  Essox,  M.  A.  :  Ana- 
Ivtic  Geometrv  of  Plane  Curves,  1  ;  Synthetic  Geometry  of  Plane  Cur- 
ves,  1.  —  Scdleian  Professor  of  Xatural  Philosopby,  A.-E.-H.  Love, 
D.  Se.  :  Spherical  Harmonies  and  other  methods  of  Analysis  that  are 
appropriate  in  applications  to  Physics,  3.  —  C.-E.  H.vselfoot,  M.  A. 
Algebra,  1.  —  C.  Leudesdorf.  ^I.  A.  :  Projective  Geometry  (elemen- 
tary) 3.  —  A.-E.  J0LLIFFE,  ]\I.-A.  :  Analytical  Geometry,  2.  — 
J.-W.  Russell,  m.  a.  :  Diiferential  Calculus,  2.  —  R.-F.  M^  Neile, 
.M.  A.  :  Curve  Tracing,  i.  —  P.-J.  Kiiîkby,  M.  A.  :  Introduction  to 
Higher  Algebra,  i.  —  A.-L.  Pedder,  i\I.  A.  :  Problems  in  Pure  Mathe- 
matics,  1 .  —  C.-H.  Sampsox,  ]M.  A,  :  Solid  Geometry,  -x,  —  J.-E.  Camp- 
bell, M.  A.  :  Differential  Equations,  2.  —  C.-H.  Thompson.  M.  A.  : 
Intégral  Calculus,  x.  —  E.-H.  H.wes,  M.  A.  Analytical  Statics,  3.  — 
A.-L.  DixoN,  M.  A.  :  Hydrostatics,  i.  —  H. -T.  Gerraxs,  M.  A.  : 
Advanced  Rigid  Dynamics,  x. 

Southampton.  llartley  Université  Collège.  —  Professor,  J.-F.  IIuD- 
sox  ;  Assistant  Lecturer,  I.-J.  Cowlishaw.  Senior  Class  :  Higher  Alge- 
bra ;  Trigonometry  ;  Pure  Geometry  ;  Analytical  Geometry  ;  Elemen- 
tarv  Differential  and  Intégral  Calculus  ;  Kinetics  and  Statics  of  Particles 
and  Rigid  Bodies .  Statics  of  Incompressible  Fluids ,  Elementary 
Statics  of  Elastic  Fluids  and  Solids,  Optics  and  Astronomy.  Higlœr 
Senior  Class  :  Subject  and  hours  by  ari'angement. 

ÉTATS-UNIS 

The  Unifersiti/  of  Chicago.  —  The  following  advanced  mathematical 
courses,  four  hours  weekly,  are  olfercd  during  tlie  tlirce  quarters 
(a,  w,  sp)  of  ihe  académie  year  i902-i<)()3  :  Ry  Prof.  E.-H.  Moore  : 
Pi'ojective  geometry  (a)  ;  General  arithmetic,  with  seminar  (w,  sp).  — 
By  Professor  O.  Bolza  :  Theory  of  Functions  (a,  w)  ;  Theory  of  Equa- 
tions (a,  w).  —  Ry  Professor  ^Iascuke  :   Modem  Analylic   Geometry 
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(a);    Higher  plane    curves    (w)  ;    Linear    differential    équations    (spi; 

Advanced  intégral  calculus  (a,  w,sp).  — B}^  Professer  J.-W. -A.  Young  : 

Solid  analytics  (sp).  —  By  Professor  L.-E.  Dickson  :  Finite  Groups  (a); 

Continuons  groups  (w).  —  By  D""  F.-R.  Moultox  :  Analytic  mechanics 

(a,  wi.  —  By  M.  A  -C.  Luxx  :  Theoretical  mechanics  (sp). 

The  matheraetical  club  meets  fortni^htlv. 

o 

Harvard  Univcrsiti/ .  —  The  following  advanced  uiatheniatical  courses 
are  offered  during  ihc  académie  year  i90'2-iyoJ  :  By  Professor  J. -M. 
Peirce  :  Triangular  coordinates  and  algebraic  plane  curves,  especially 
cubics  ;  Quaternions  (second  course)  ;  *  Linear  associative  algebra  ; 
*Algebra  oflogic.  — By  Professor  W.-F.  Byerly  ;  *Dvnaniics  of  a 
rigid  body  ;  Trignometric  séries,  Spherical  harmonies  and  potential 
functions.  —  iîy  Professor  W.-F.  Osgood  :  Calculus  (second  course); 
*  Algebra,  Galois's  theory  of  équations  ;  theory  of  functions  (lîrst 
course)  ;  *  Theory  of  functions  (advanced  course),  transcendental  inté- 
gral and  fractional  functions,  —  By  Professor  M.  Bôcheu  :  ^lodern 
Geometry  ;  *  Infinité  séries  and  products  ;  *  Introduction  to  partial  dif- 
ferentitiation  équations  ;  *  Theory  of  functions  (advanced  course),  defi- 
nite  intégrais.  —  By  D''  C.-L.  Boutox  :  Diflerential  équations,  Avith 
introduction  to  Lies  theory  of  continuons  groups.  —  Bv  M.  J.-K. 
^^'H^rTEMOUE  :  *  Diflerential  geometry  of  cui'ves  and  surfaces  ;  Hydros- 
tatics,  hydrokinematics,  hjdrokinetics,  —  By  M.  J.-L.  Cooudge  : 
"Theory  of  équations,  invariants  ;  Geometry  of  position. 

Thèses  courses  will  involve  three  lectures  per  week  througliout  tlie 
year,  except  those  preceeded  by  a*,  which  involve  about  half  this 
number  of  lectures.  Professors  Osgood  and  Bôcher,  D""  Bouton  and 
M.  Coolidge,  also  offer  courses  in  reading  and  research  on  Theorv  of 
functions,  Theory  of  dilferential  équations,  Theory  of  continuons 
groups,  and  Geometry,  respectivelv. 

The  matlieiiKitical  conférence  will  meet  twice  a  monlii. 

Yale  Uni\-crsil>/.  —  The  following  mathematical  courses  are  offered 
next  year:  By  Professor  J.-W.  Gibbs  :  Elementary  vector  analysis  (lîrst 
semester)  ;  Advanced  vector  analysis  (second  semester),  three  hours  ; 
Multiple  algebra,  two  hours;  Electromagnetic  theory  of  light,  twe 
hours.  —  By  Professor  W.-A.  Beebe  :  Elementary  analytical  mecha- 
nics (lirst  semester)  ;  Celestial  mechanics  (second  semester),  three 
hours.  —  By  Professor  James  Piekpoxt  :  Advanced  calculus,  three 
hours  ;  Projective  geometry,  three  hours  ;  Advanced  theory  of  functions 
of  a  comple.x  variable,  three  hours.  —  By  Professor  P. -F.  Smith  : 
Advanced  analytical  geometry,  two  hours,  first  semester,  and  three 
hours  second  semester;  Differimtial  équations,  two  hours  (lirst  semes- 
ter). —  By  Professor  II. -A.  Iîu.msteau  :  Problems  in  mathematical 
physics,  two  hours.  —  B3-  Professor  M.-B.  Porter  .■  Differential 
équations   and   theory   of  functions    (lîrst   semester),    and    Invariants 
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(second  seinestor),  three  hours.  —  By  D""  II. -E.  IIawkes  :  Iligher 
alo-ebra,  three  hours  ;  Couiplex  niulti{)licati(jns  of  cUiptic  functions 
(second  semester),  three  hours.  —  By  D''  W.-A.  Giîanville  :  Advanced 
analytical  mechanics.  two  hours.  —  By  D""  E.-ll.  Hedrick  :  Partial 
differential  équations,  three  hours.  —  By  D.-A.-S.  Gale  :  Eh-rnentary 
analvtic  geoinetry  (second  course),  three  hours;  Theory  of  transfor- 
forniations  of  space  (lirst  semester),  three  hours. 

University  of  Michigan.  —  The  foUowing  courses  in  mathematics  are 
announced  for  the  académie  year  iyo'2-i9o3  :  By  Prof.  \\'.-A\\  Be.man  : 
Solid  analytic  geometry,  two  hours,  first  semester  ;  Differential  Equa- 
tions three  hours,  first  semester;  Advanced  differential  and  intégral 
calculus,  two  hours,  Higher  Plane  curves,  two  hours,  second  semester; 
Linear  differential  équations,  two  hours,  second  semester;  Quater- 
nions,  two  hours,  second  semester.  —  By  Professor  A.  Ziwet  : 
Advanced  mechanics,  three  hours,  second  semester  ;  theory  of  the 
potential,  three  hours,  first  semester  ;  Projective  geometry  and  modem 
analytic  geometry,  three  hours.  —  By  Professor  J.-L.  Mahkley  : 
Theory  of  functions,  three  hours.  —  By  D""  J.-W.  Gloveu  :  Higher 
algebra,  three  hours  ;  Theory  of  annuities  and  insurance,  two  hours, 
first  semester;  Mathematics  of  insurance  and  statistics,  second  semester, 
two  hours.  —  By  M.  E.-B.  Escott  :  Theory  of  numbers,  two  hours, 
second  semester. 

Columbia  Univcrsiti/.  —  The  following  advanced  courses  in  mathe- 
matics will  be  offered  during  the  académie  year  i90'2-i()o'i.  —  By  Pro- 
fessor F.-N.  CoLE  :  Bieinann's  theory  of  functions,  including  elliptic 
functions,  three  hours  ;  Theory  of  invariants,  three  houi's.  —  By  Pro- 
fessor T. -S.  FiSKE  :  Theory  of  abelian  functions,  three  hours;  Func- 
tions defined  by  linear  differential  équations,  three  hours.  —  By  Pro- 
fessor D.-E.  Smith  :  History  of  mathematics,  two  hours  ;  Practicum 
in  the  history  and  teaching  of  mathematics,  two  hours.  —  By  Pro- 
fessor .1.  Maclay  :  Analytical  theory  of  curves  of  double  curvature, 
three  hours,  first  semester;  Analytical  theory  of  curves  of  curved  sur- 
faces, three  hours,  second  semester.  —  By  I)""  C.-J.  Keyseii  :  The 
gênerai  theory  of  assemblages,  three  hours.  —  By  D""  G. -H.  LiN(;  : 
Di  Ifereiftial  équations,  three  hours,  —  By  M.  II.-B.  ^MrrciiEi.L  : 
Advanced  calcuiiis,  theory  of  fonctions  of  a  real  varial)lo,  tiiree  hours. 

Cornell  University.  —  The  folloving  advanced  mathematical  courses 
are  olfered  next  year  :  By  Professor  G.-W.  Jones  :  Iligher  algebra 
and  trigonometry,  three  hours;  Theory  of  probabilities  and  least 
squares,  two  hours.  —  By  professor  L.-A.  Wait  :  Advanced  analytic 
treometrv,  three  hours  ;  Advanced  dillerential  calculus  ;ind  (liircrontial 
équations,  three  hours.  —  By  Professor  J.-II.  Tanxeu  :  Algebraic 
invariants,  two  hours.  —  By  Professor  J.  IMac  Maiion  :  Quaternions 
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and  vector  analysis,  two  hours  ;  Theoretical  mechanics,  two  hour^^  ; 
Potential  function,  Fourier  séries,  and  spherical  harmonies,  two  hours  ; 
Mathematical  theor}'  of  sound,  two  hours.  —  By  Professer  J.-E.  Tre- 
VOR  :  Mathematical  theory  of  thermo  dynamics,  two  hours.  —  By  D""  \ . 
Sn'yder  :  Projective  georaetry,  three  hours;  General  theory  ofalgebraic 
curves  and  surfaces.  — BvD''J.-I.  Hutchixson  :  Advanced  intégral 
calculus,  two  hours.  ■ —  By  D'"  H. -F.  Stecker  :  Non-linear  ordinary 
diflerential  équations,  two  hours;  Calculus  of  variations,  one  liour  ; 
Theory  of  functions,  three  hours.  —  By  D'  W.-B.  Fite  :  Continuons 
groups,  three  hours,  fîrst  semester;  Linear  groups,  three  hours,  second 
semester  ;  Theory  ofnumbers,  two  hours. 

Johns  Ilopkins  Univcrsity.  —  The  foUowing  mathematical  courses  are 
announced  for  tlie  académie  year  1902-1903.  By  Professor  F.  ^Morley  : 
Geometi'y  i  advanced  course),  three  hours  ;  Theory  of  groups,  two 
hours,  fîrst  semester  ;  Theoiw  of  functions  (advanced  course),  two 
hours,  second  semester  ;  Mathematical  seminary,  one  hour.  —  Bv 
D""  A.  CoHEX  :  Lie's  theory  of  differential  équations,  two  hours  ;  Difle- 
rential geomelry,  two  hours  ;  Elementary  theory  of  functions.  two 
hours  ;  Diflerential  équations,  two  hours.  —  By  Professor  L.-S.  Hu- 
LOURT  :  Projective  geometry,  four  hours  ;  Analytic  geometry  of  three 
dimensions. 

Universitij  of  California.  —  Tiie  following  courses  of  mathematics 
are  announced  for  the  académie  year  i9o.i-i9o3.  By  Professor  I.  Strin- 
GHAM  :  Analytic  projective  geometry,  three  hours  ;  Logic  of  mathe- 
matics, two  hours,  fîrst  semester;  History  of  mathematics,  thi^ee  hours, 
second  semester;  seminar,  two  hours.  —  By  Professor  G. -C.  Edwards  : 
Diffei-ential  équations,  three  hours;  Theory  of  équations,  two  hours. 

—  By  D''  E.-J.  WiLczYNSKi  :  Linear  differential  équations,  three  hours; 
Analytical  geometry  of  space,  three  hours,  second  semester.  —  Bv 
M.  A.-W.  WiiiTNEY  :  Theory  of  px'obabilities,  two  hours,  fîrst  semester; 
Theory  of  functions  of  a  complex  variable,  three  hours,  fîrst  semester. 

—  By  !)'■  C.-A.  Noble  :  Advanced  calculus,  three  hours  ;  Elliplic  func- 
tions, three  hours,  second  semester.  —  By  D''  D.-N.  Leumer  :  Svn- 
thetic  geometry,  three  hours,  second  semester.  —  Bv  D""  E.->L  Blake  : 
Differential  geometry,  three  houi'S.  —  lîy  D''  T. -M.  Putnam  :  Theory 
of  groups,  three  hours,  fîrst  semester. 

Stanford  University .  —  The  following  courses  in  pure  mathematics 
are  announced  for  the  académie  year  190-2-1903.  By  Professor  R.-E. 
Allardice  :  Definite  intégrais,  two  hours  ;  Invariants,  two  hours  ; 
Geometry  of  three  dimensions,  three  hours.  —  By  Professor  R.-L. 
GiîEEX  :  Tlieory  of  équations,  three  hours.  —  Bv  Prof.  II. -F.  Blich- 
i-ELDT  :  ]\on-euclidean  geometry,  two  hours.  —  By  Professor  G. -A. 
jMiller  :  Theory  of  groups,  three  hours  ;  Theory  of  numbers,  l\\  o 
hours;  Seminary  in  the  theory  of  groups.  two  hours. 

Enseignement  nialh.  25 
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SUISSE 


Berne  (2.1  Oktober  1902  bis  G  Miirz  igoS.  —  Graf.  P.  O.  ;  Kugel- 
fuiiktionen  mit  llepelitoinuin,  \  ;  Besselsche  Funktionen  m.  Uepet.,  3  ; 
Bernouillische  Funktionen,  -2.  ;  Bestiininte  Intégrale  und  Ganiuiafunk- 
tionen,  ■!  ;  Differenzialgleichungen,  a  ;  Difierenzial-und  Integi'alrecli- 
nung,  2  ;  Reuten  und  Versicherungsrechnung,  ■!.  —  Graf  uxd  Huher  : 
Math.  Seminar,  -i. —  Graf  und  Moser  :  Matheniatiscli-versiclierungs- 
wissenschaftliches  Seminar,  2.  —  G.Huber  P.e.  :  Spharische  Astrono- 
mie, i.  ;  Analytische  Géométrie  des  Raumes  und  Théorie  der  Flachen 
zweiten  Grades,  2.  —  Ott,  P.  e.  :  Inlegrairechnung,  -i  ;  Analytische 
Géométrie  (11  Teil.),  1.  —  Moser,  P.  e.  :  Mathematische  Grundlagen  der 
Invaliditiits-und  Altersversicherung  i  bis  2  stûndig.  —  Bexteli  P.-D.  : 
Darstellende  Géométrie,  Kurven  und  Strahlenflaclien,  2  ;  Uebungen 
mit  Repet.,  2  ;  Praktische  Géométrie,  i  ;  konstructive  Perspektive,  i  ; 
Rotationsfliichen .  i.  —  Crellier,  P.-D.  :  Géométrie  synthétique 
(11'' partie),  2;  Géométrie  du  triangle,  2. 

Genève  (du  22  octobre  1902  au  22  mars  1903).  —  Cailler.  P.  o.  : 
Calcul  différentiel  et  intégral,  3  ;  Mécanique  rationnelle,  3  ;  Conférences 
d'Analyse  supérieure,  2.  —  Fehr,  P.  o.  :  Algèbre,  2;  Géométrie  ana- 
lytique, 2.  —  Cailler  et  Fehr  :  Exercices  pratiques  de  Calcul  différen- 
tiel et  intégral,  2  ;  de  Mécanique,  2  ;  d'Algèbre  et  de  Géométrie,  2.  — 
Gautier,  P.  o.  :  Astronomie  physique,  2  ;  Géographie  ])hysiqne  et 
Climatologie,  2.  —  Fyon,  P. -13.  :  Théorie  des  Déterminants,  i. — 
MiRiMAXOFF,  P.-D.  :  Le  problème  de  Dirichlet,   i. 

Zurich.  Ecole  poli/tcclmiqnc  fédérale  (G  octol)re  1902  jusqu'au 
21  mars  1903).  Section  VI.  A.  Ecole  norninlc  des  sciences  matliéi)iati<iacs. 

—  i'^'^  année.  IIurwitz  :  Differcntialrechnung ',,  Repet.  i,  Uebungen  2. 

—  Franel  :  Calcul  différentiel/j.  Répétition  i.  Exercices  2.  —  Geiser  : 
Analytische  Géométrie  /,,  Repet.  —  W.  Fiedler  :  Darstellende  Géo- 
métrie 4,  Repet.  I,  Uebungen  4.  —  Lacombe  :  Géométrie  descriptive  4, 
Répétion  I,  Exercices  4.  —  Les  trois  années  suivantes.  IIurwitz  :  Dif- 
ferentialgleichungen  4,  Uebungen  i.  —  Fuanel  :  Théorie  des  l'^qua- 
lions  différentielles  4,  Exerc.  i.  —  ^V.  Fiedler  :  Géométrie  der  Lage  4. 

—  Lacombe  :  Géométrie  de  position,  2,  Mathematisches  Seminar  2. — 
X  :  Funktionentheorie  1,  4  ;  Algebraische  Zahlen  2.  —  IIerzog  : 
Mechanik  (II)  5,  Repet.  i,  Uebungen  2.  —  HiRscii  :  Théorie  der 
lincaren  Differentialgleichnungen  2.  — Deciier  :  A'ermessungskunde  5, 
Repet.  I.  Uel)ungen  2  ;  lù'dmcssung  2  ;  Geodiitisches  Praktikuui  2.  — 
Rebsteix  :  An\vendung  der  geodiitischcn  Linie  auf  Geodiisie  2.  — 
WoLFER  :  Einleitung  in  die  Astronomie  3,  Uebungen  dazu  2  ;  Théorie 
der  Finstcrnisse  und  vcrwandten  Erscheinungen  2. 
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Cours  libres.  Beyel  :  Geomelristhe  Einleitung  in  die  graphisehe 
Statik,  2  ;  Rechenschieber  mit  Uebungen  i.  Darsteliende  Géométrie  2. 
—  Hehzog  :  Ausgewahlte  Kapitel  derMeclianik  1.  —  Keller  :  Theoine 
dei"  Centralprojektion  2,  Projektivische  Reilien  und  Biischel  2,  Auflo- 
sung  der  allgeineinen  Gleichungen  m.  u,  iv.  Grades,  sowie  bel.  Glei- 
chungcn  durch  Annaherung  2.  —  Kraft  :  Allgemeine  Elastizitâts- 
theorie  4.  —  Rebstein  :  Kartenprojektionen. 

Zurich,  Unwersitdt.[i\  Oktober  i902bis  yjMiirz  190  >).  —  Burkhardt  : 
Eleiii.  d.  Diff.  u.  Integralrechn.  4;  Funkliunen  koiuplexer  Grôssen  3  ; 
Poteritialtheorie  11,  i  ;  Math.  Seminar  2.  —  ^^'oLl•ER  :  Einl.  in  die 
Astronomie  '3,  Uebungen  dazu  2  ;  Théorie  der  Finsternisse  u.  verwand- 
ten  Erscheinungen  2.  —  Weiler  :  Analytische  Géométrie  i,  3-4  ;  Dar- 
steliende Géométrie  î,  3  ;  Analytische  Géométrie  mit  Ueb.  f.  Lehramtkd. 
2.  —  Kraft  :  AUg.  Elektrizit. -Théorie  4  ;  Analytische  Théorie  der 
Kurven  u.  Fliichen,  4-  —  Glbler  :  Algebra  mit  Ueb.  (fiir  Lehramtkd.) 
2  ;  Inhaltu.  Méthode  d.  Math.  Unterrichts  an  Mittelschulen,  2  ;  Moderne 
Géométrie  des  Dreiecks  i  ;  Elementar  math.  Uebungen  i,  u. 

Société  mathématique  d'Edimbourg. 

La  Société  mathématique  dEdinbourg  a  fait  figurer  à  Tordre  du  jour 
de  l'une  de  ses  séances  l'étude  des  conditions  pouvant  contribuer  à 
V amélioration  de  l  enseigne/iicnt  des  niatlicinatiqaes  élémentaires.  Gomme 
conclusion  à  la  discussion  qui  a  eu  lieu  à  la  séance  tenue  en  février,  la 
Société  a  adopté,  dans  sa  séance  de  mars,  les  résolutions  suivantes  : 

1.  —  Le  premier  objet  de  l'enseignement  des  mathématiques  élémen- 
taires est  de  contribuer  au  développement  intellectuel  de  l'élève.  Les 
applications  commerciales,  techniques  ou  professionnelles  sont  d'une 
importance  secondaire  dans  1  éducation  générale. 

2.  —  Il  n'y  a  pas  lieu  de  trop  se  hâter  de  commencer  l'étude  du 
Calcul  différentiel  et  intégral  en  vue  des  applications  pratiques. 

3.  —  Les  élèves  ne  doivent  pas  être  encouragés  à  l'habitude  peu 
scientifique  de  se  lier  à  des  règles  ou  des  formules  qu  ils  ne  compren- 
nent pas. 

4.  — Dans  l'enseignement  de  chacune  des  branches  mathématiques 
la  théorie  doit,  autant  que  possible,  être  accompagnée  d'exemples  con- 
crets et  de  vérifications  expérimentales,  graphiques  ou  autres. 

5.  —  Dans  les  examens  il  ne  peut  pas  être  exigé  de  méthode  particulière 
de  résolution  ou  de  démonstration,  par  exemple  l'usage  de  lAlgèbre  ne 
saurait  être  interdit  dans  la  réscdution  de  questions  d'Arithmétique  ou 
de  Géométrie. 

G.  —  On  ne  doit  pas  imposer  aux  écoles,  pour  aucune  des  branches 
mathématiques,  un  programme  contenant  autre  chose  que  l'indication 
de  l'ordre  dans  lequel  les  gi'andes  divisions  de  la  branche  devront  être 
enseisrnées. 
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M.  Joseph  Bonnel. 

M.  Jos.  Bonnel  est  décédé  à  Lyon  le  3  août  dernier,  à  l'âge  de 
soixante-seize  ans.  Ancien  élève  de  l'Ecole  normale  supérieure,  M.  Bon- 
nel était  professeur  honoraire  au  lycée  Ampère  et  secrétaii'e  général  de 
l'Académie  des  Sciences,  Belles-Lettres  et  Arts  de  Lyon. 

Ses  dernières  recherches,  d'un  grand  intérêt  au  point  de  vue  philo- 
sophique, se  rattachent  à  la  notion  d'Atome  en  Géométrie.  Nos  lecteurs 
n'ont  pas  oublié  les  deux  Notes  que  nous  avons  publiées  sur  ce  sujet. 
Elles  devaient  être  suivies  de  trois  autres,  mais  la  mort  a  empêché 
INI.  Bonnel  d'achever  son  projet.  Deux  d'entre  elles  seulement  sont 
rédigées  ;  nous  comptons  les  publier  dans  l'un  de  nos  prochains 
numéros. 

Nous  adressons  à  la  famille  de  iNl.  Bonnel  nos  plus  respectueuses 
et  sincères  condoléances. 

La  Bédaction. 

Nouvelles  universitaires. 

Berlin.  —  M.  Schottky,  professeur  à  l'Université  de  Marbourg  et 
ancien  professeur  à  l'Ecole  polytechnique  fédérale  de  Zurich,  vient 
d'être  nommé  à  la  chaire  devenue  vacante  par  le  décès  de  M.  E.  Fuchs. 

Goettingue.  —  L'Université  de  Goettingue  vient  d'être  pourvue 
d  une  nouvelle  chaire  ordinaire  de  Mathématiques  à  laquelle  a  été  appelé 
M.  MiNKowsKi,  professeur  à  l'Ecole  polytechnique  de  Zurich. 
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Comptes  rendus  du  deuxième  congrès  international  des  mathéma- 
ticiens, tenu  à  Paris,  du  6  au  12  août  1900.  —  Procès-verbaux  et  com- 
munications, publiés  par  E.  Duporcq,  ingénieur  des  télégraphes,  secré- 
taire général  du  congrès.  Un  volume  gr.  in-8'^,  de  .{^o  pages.  Gaulhier- 
Villars,  Paris,  1902.   Prix  :  16  francs. 

C'est  un  travail  assez  bizarre  que  décrire  un  compte  rendu  bibliogra- 
phique d'un  autre  compte  rendu.  On  ne  peut  annoncer  comme  une  nouveauté 
des  conférences  et  des  communications  faites  par  leurs  auteurs  depuis  deu.x  • 
ans,  et  les  mathématiciens  qui  ont  eu  la  bonne  fortune  de  participer  à 
l'éclatante  manifestation  scientifique  d  août  1900  n'ont  nul  besoin  qu  on  leur 
rappelle  ce  qui  a  défilé  sous  leurs  yeux.  Fort  heureusement,  le  compte 
rendu  publié  aujourd'hui  n'est  pas  destiné  seulement  à  ceux-là,  et,  dans  ces 
conditions,  il  est  grandement  utile  d'appeler  l'attention  de  ceux  qui  n'ont  pu 
être  avec  les  congressistes,  sur  les  travau.x  importants  et  intéressants 
exposés,    à    Paris  même,  par  des  savants  venus  de  tous  les  points  du  globe. 

Ceux  qui  ont  assisté  au  congrès  ont  certainement  compris  combien 
lœuvre  entreprise  était  utile,  admirable  et  grande  ;  nul  doute  que  ceux  qui 
ont  dû  rester  au  loin  ne  le  comprennent  par  la  lecture  des  pages  publiées 
maintenant. 

Le  volume  comprend  une  première  partie,  de  quchjues  pages,  ayant  trait 
aux  choses  administratives.  Le  premier  nom  cjui  frappe  les  regard,  dans  la 
liste  des  membres  du  bureau,  est  celui  d'Hermile,  qui  devait  s'éteindre  peu 
après.  Il  fut  le  président  d'honneur  de  l'œuvre,  et  l'œuvre  qui  venait  à  peine 
de  naître  ne  pouvait  être  plus  honorée  en  effet  que  par  l'appui  du  nom  de 
l'illustre  vieillard. 

Immédiatement  après  la  liste  des  membres  du  congrès,  nous  trouvons  les 
procès-verbaux  des  diverses  séances,  après  quoi,  le  reste  du  volume  est 
consacré  aux  conférences  et  communications  des  membres  du  congrès.  Je 
vais  m'efforccr,  en  les  mentionnant  toutes,  de  les  analyser  brièvement. 

C  O  N  F  É  il  E  N  CES 

M.  Ca.ntok  :  Sur  l'hisloriographic  des  malhcnmliqiies.  —  M.  Cantor  fait 
l'histoire  de  l'historiographie  et  montre  beaucoup  de  choses  qui  sont  géné- 
ralement ignorées.  Il  cite  un  grand  nombre  de  noms,  dont  la  plupart  sem- 
bleront inconnus  à  beaucoup  et  qui  pourtant  ont  appartenu  à  des  liislorio- 
graphes  consciencieux. 

Certains,  dit-il,  ont  fait  des  erreurs,  mais  elles  sont  plus  imputables  aux 
temps  qu'aux  personnes.  M.  Cantor  montre  aussi  la  prodigieuse  diffusion  de 
la  science  et  termine  en  disant  que,  s'il  est  déjà  difficile  de  faire  l'hisloiic; 
des  faits,  il  est  incomparablement  plus  difficile  de  faire  l'histoire  des  idi'-es. 
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Y.  YoLTERRA  :  Betli,  Brioschi,  Casorati.  Trois  analystes  italiens  et  trois 
manières  d'envisager  les  questions  d  analyse .  —  M.  Yolterra  nous  repré- 
sente les  trois  géomètres  dont  il  parle,  au  début  de  leur  carrière,  vers  i858. 
II  montre  que  Brioschi  savait  retenir  sa  pensée  pour  faire  de  longs  calculs, 
ce  qui  était  insupportable  à  Belti.  Casorati  aimait  enseigner  et  appliquer. 

D.  HiLBF.RT  :  Sur  les  problèmes  futurs  des  mathématiques.  —  M.  Hilbert 
prétend  que  le  meilleur  moyen  d  arriver  à  des  découvertes  utiles  est  de  se 
poser  nettement  des  problèmes  qui  peuvent  être  très  difliciles,  mais  non  pas 
inabordables.  La  limite  entre  le  très  difficile  et  l'inabordable  est  malaisée  à 
fixer.  Comme  problèmes  encore  irrésolus  mais  ayant  entraîné  des 
recherches  fécondes,  l'auteur  cite  le  théorème  de  Fermât  sur  l'impossibilité 
en  nombres  entiers  de  l'équation  .r"  -j- j"=r:c"  pour  rt>  2,  et,  dans  un  ordre 
d'idées  très  différent,  le  problème  des  trois  corps.  M.  Hilbert  donne 
d'excellents  conseils  sur  le  choix  que  l'on  peut  faire  d'énoncés  ardus,  mais 
pouvant  donner  beaucoup  dans  l'avenir  à  qui  les  travaillera.  Les  voici  briè- 
vement indiqués  : 

I.  Problème  de  M.  Cantor  relatif  à  la  puissance  du  continu;  1.  De  la  non- 
contradiction  des  axiomes  de  l'arithmétique  ;  3.    De    l'égalité    en   volume   de 
deux   tétraèdres   de    bases    et  de    hauteurs   égales;    4-  Problème  delà  ligne 
droite,  plus    court    chemin    d'un   point    à    un    autre;    5.    De   la    notion    des 
groupes    continus    de   transformations    de    Lie,    en    faisant    abstraction    de 
l'hypothèse  que   les   fonctions   définissant   les  groupes  sont  susceptibles  de 
difl'érentiation  ;  6.  Le  traitement  mathématique  des  axiomes  de  la   physique; 
7.    Irrationalité   et  transcendance  de  certains  nombres  ;  8.  Problème  sur  les 
nombres  premiers;  9.  Démonstration  de  la  loi  de   réciprocité  la   plus  géné- 
rale   dans    un  corps    de    nombres   quelconques;     10.    De    la    possibilité   de 
résoudre  une  équation  de  Diophante  ;  11.  Des  formes  quadratiques    à   coeffi- 
cients algébriques    quelconques;    12.    Extension  du  théorème  de  Kronecker 
sur  les  corps  abéliens  à  un  domaine   de   rationalité    algébrique   quelconque; 
i3.    Impossibilité    de  la  résolution  de  l'équation  générale  du  septième  degré 
au  moyen  de  fonctions  de   deux    arguments   seulement;    14.    Démontrer   que 
certains  systèmes  de  fonctions  sont  finis  ;  i5.  Etablissement  rigoureux  de  la 
géométrie    énumérative    de    Schubert;     16.     Problèmes    de    topologie    des 
courbes   et  des  surfaces  algébriques;    17,  Représentation  des  formes  défi- 
nies par  des  sommes  de  carrés;  18.  Partition  de  1  espace    en  polyèdres    con- 
gruents  ;    19.  Les  solutions  des  problèmes  réguliers  du  calcul  des  variations 
sont-elles  nécessairement  analytiques  ;    20.    Problème  de  Dirichlet   dans   le 
cas   général;    21.    Démonstration    de    l'existence    d'équations    différentielles 
linéaires  ayant  un  groupe  de  monodromie  assigné;  11.  Relations  analytiques 
exprimées    d'une    manière  uniforme   au    moyen  de   fonctions    automorphes  ; 
23.  Extens'on  des  métliodes  du  calcul  des  variations. 

Chacune  de  ces  indications  est  accompagnée  d'explications  détaillées  sur 
les  difficultés  de  la  question  et  les  voies  qui  sembloiU  les  mieux  indiquées 
pour  parvenir  à  sa  solution. 

H.  PoiNCARÉ  :  Du  rôle  de  l'intuition  et  de  la  logique  en  mathématiques.  — 
M.  Poincaré  montre  que  si  les  mathématiques  tendent  à  l'heure  actuelle  vers 
une  rigueur  absolue,  c'est  parce  qu'on  se  fie  de  moins  en  moins  au  rôle  de 
l'intuition  pure  et  que  l'on  démontre  des  choses  considérées  comme  évidentes 
par  nos  devanciers.  C'est  l'intuition  qui  est  souvent  la  source  des  découvertes 
mathématiques,  mais  la  logique  harmonise  et  consolide  ce  que  l'intuition  crée. 
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G.  Mittag-Lefflek  ;  Une  page  de  la  vie  de  Weierstrass.  —  C'est  un  récit 
à  la  Ibis  d'uue  grande  science  et  d'une  intense  poésie  que  nous  fait 
M.  Mitlag-Leffler.  La  charmante  physionomie  de  Sophie  Kowalewski  nous 
est  montrée,  tantôt  dans  l'éclat  d'une  radieuse  jeunesse,  tantôt  dans  le  cadre 
sévère  mais  charmant  encore  pour  elle  des  idées  qu'elle  échangeait  avec 
Weierstrass  sur  la  théorie  des  fonctions.  Un  charme  inexprimable  et  poi- 
gnant se  dégage  de  ces  pages. 

COMMUNICATIONS 

Pour  les  communications,  je  me  dispense  danalyser  celles  dont  le  titre 
indique  suffisamment  le  contenu,  surtout  lorsque  ces  communications  sont 
courtes. 

L.  AuTONNE  :  Sur  les  groupes  d'ordre  fini  contenus  dans  le  groupe 
linéaire  quaternaire  régulier. 

H.  Hancock  :  Remarks  on  Kronecker  s  Modular  Systems.  —  Ce  mémoire 
est  des  plus  intéressants  et  paraît  d'ailleurs  fort  important.  L'auteur  y 
définit  des  congruenccs  entre  nombres  entiers  algébriques  qui  sont  des 
généralisations  de  celles  qu'on  rencontre  au  début  de  la  tliéorie  des  nom- 
bres entre  nombres  entiers  ordinaires.  Il  reconnaît  que  la  voie  a  été 
ouverte  en  ce  sens  surtout  par  Kronecker,  mais  des  résultats  nouveaux  lui 
appartiennent  en  propre.  Il  généralise  notamment  la  notion  de  division  et 
entre  dans  des  considérations  remarquables  sur  les  fonctions  premières,  qui 
sont  au  point  de  vue  algébrique  ce  que  sont  les  nombres  premiers  au  point 
de  vue  arithmétique. 

II.  VON  KocH  :  Sur  la  distribution  des  nombres  premiers. 

11.  Pkkkin  ;  Sur  le  covariant  résolvant  de  la  forme  binaire  du  cinquième 
ordre.  —  11  s'agit  d'un  examen  approfondi  de  cas  oîi  l'équation  du  cin- 
quième degré  est  résoluble  algébriquement.  On  trouvera  notamment 
l'étude  d'une  équation  de  la  forme  x^-\-px -{-q  :=zo,  considérée  par 
MM.  Bougaieff  et  Lachtine,  à  laquelle  les  méthodes  générales  de  M.  Perrin 
s'applicfuent  remaci[uablement  bien. 

L.-T.  Dickson  :   The  Known  Systems  of  simple  Groups. 

A.  Maktin  :  A  method  of  computing  the  common  logarithm  of  a  number 
without  making  use  ofany  logarithm  but  that  of  some poiver  oflO.  —  L'auteur 
donne  des  séries  nouvelles  pour  le  calcul  des  logarithmes.  Certaines  con- 
vergent avec  une  très  grande  rapidité. 

A.  INIartin  :  A  rigorous  method  of  finding  biquadrate  numbcrs  whose 
sum  is  a  biquadrate.  —  Il  s'agit  de  très  intéressantes  égalités  de  la 
forme  x^ -\- y* -\- . . .  -\-  z'' ^  u'*  où  x,  y,...,  z,  u  sont  des  entiers  et  de  for- 
mules générales  permettant  d'y  parvenir. 

A.  Padoa  :  Un  nouveau  système  irréductible  de  postulats  pour  lalgèbre. 
—  Ces  postulats  sont  au  nombre  de  sept  et  reposent  sur  trois  symboles  non 
définis,  à  savoir  \  entier,  son  successif  et  son  symétrique. 

H.  Padk  :  Aperçu  sur  les  développements  récents  do  la  théorie  des  frac- 
tions continues. 
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M.  TiKiioMANDKiTZKY  :  SuT  l  évanouissement  des  fonctions  0  de  plusieurs 
variables. 

M.  Mittag-Leffler  ;  Sur  une  extension  de  la  série  de  Taylor. 

E.  BoREL  :  Remarque  sur  la  communication  précédente.  —  M.  Mitlag- 
Leffler  a  montré,  dans  des  mémoires  récents,  que  la  série  de  ïaylor  qui 
converge  à  l'intérieui*  d'un  certain  cercle  peut  être  généralisée  sous  forme 
dun  développement  convergeant  à  l'intérieur  d'une  étoile.  Il  revient  sur  ce 
sujet  dans  la  précédente  communication.  M.  Borel  fait  remarquer  qu'il  a 
donné,  lui  aussi,  des  démonstrations  simples  des  théorèmes  fondamcnlau.x 
de  M.  Mittag-Lefller. 

E.  Jahnke  :  Nouveaux  systèmes  orthogonaux  pour  les  dérivées  des  fonc- 
tions thêta  de  deux  arguments . 

J.  Drach  :  Sur  les  intégrales  complètes  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre.  —  M.  Drach  étudie  les  solutions  qui  ne  dépendent 
que  dun  nombre  limité  de  constantes  arbitraires,  comme  Ta  fait  M.  Kœnig 
dans  un  mémoire  des  Matematische  Annalen  (t.  XXIV;,  mais  il  montre 
qu'on  peut  se  passer  de  certaines  intégrations  employées  par  M.  Kœnig. 

E.-O.  LovETT  :  Sur  les  transformations  de  contact  entre  les  droites  et  les 
sphères.  —  M.  Lovelt  se  propose  de  déterminer  toutes  les  transformations 
changeant  les  droites  en  sphères.  Il  retombe  sur  celle  de  Lie  combinée 
avec  des  transformations  de  groupes  projectifs. 

F.-J.  Yaes  :   Sur  les  corps  réguliers  et  semi-réguliers. 

A.  MACFARLA^•E  :  Application  of  space-analysis  to  curvilinear  coordinates. 

F.  Amodeo  :  Coup  d  œil  sur  les  courbes  algébriques  au  point  de  vue  de 
la  gonalité.  —  Il  s'agit  d'une  notion  comparable  à  celle  du  genre  d  une 
courbe  algébrique.  Il  y  a,  comme  pour  le  genre,  des  définitions  analytiques 
et  géométriques,  de  la  gonalité.  Ainsi,  les  adjointes  d'une  courbe  détermi- 
nent sur  celle-ci  des  séries  linéaires  simplement  infinies  dont  Tordre  est  la 
gonalité  de  la  courbe  considérée. 

L'auteur  étudie  des  relations  entre  le  degré,  le  genre  et  la  gonaliti'.  Le 
sujet  est  difficile. 

J.  Stringham  :  Orthogonal  transformations  in  elliptic.  or  in  hypcrholic  space. 

V.  Jamet  :  Sur  le  théorème  de  M.  Salmon  concernant  les  cubiques 
planes.  —  On  sait  que  les  quatre  tangentes  à  une  cubique  plane  issues  d  un 
point  de  la  courbe  et  différentes  de  la  tangente  en  ce  point  ont  un  rapport 
anharmonique  constant.  M.  Jamet  montre  d'abord  que  ce  théorème  permet, 
au  point  de  vue  analytique,  d'intégrer  une  certaine  équation  de  Riccati  et 
une  équation  du  second  ordre  où  interviennent  les  fonctions  elliptiques. 

A.  Padoa  :  Un  nouveau  système  de  définitions  pour  la  géométrie  eucli- 
dienne. —  Il  semble  que  tous  les  symboles  de  la  géométrie  euclitlienne 
peuvent  se  déduire  de  deux  seulement,  qui  sont,  pour  M.  Pieri,  point  et 
mouvement .  M.  Padoa  pense  qu  il  est  préférable  d'adopter  point  et  est 
supcrposable  à.  Il  définit  mouvement  à  l'aide  de  ceu.v-ci. 

J.  BoccARui  :  Remarques  sur  le  calcul  des  perturbations  des  petites  pla- 
nètes. 
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J.  Hadamard  :  Sur  les  équations  aux  déris'ées  partielles  à  caractéristi- 
ques réelles. 

V.  VoLTERKA  :  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles. 

R.  FujisAWA  :  IVote  on  the  mathematics  of  the  old  japanese  School.  — 
Ces  notes  contiennent  des  remarques  très  intéressantes  sur  le  calcul 
approché  de  7:  par  des  séries  déduites  de  considérations  géométriques. 

A.  Gallardo  :  Les  mathématiques  et  la  biologie.  —  Il  s'agit  d  une  étude 
très  intéressante.  L'auteur  montre  que  certaines  théories  biologiques  sont 
loin  d'être  assez  mûres  pour  qu'on  puisse  leur  appliquer  le  raisonnement 
mathématique,  ne  serait-ce  que  celui  du  calcul  des  probabilités.  D'autres, 
au  contraire,  le  permettent.  Le  calcul  n'est  donc  pas  à  critiquer;  il  s'agit  de 
savoir  discerner  les  points  de  départ  couvenables  de  ceu.K  qui  ne  le  sont  pas. 

Suivent,  entre  autres  choses,  des  e.\emples  d'équations  représentant  d  une 
manière  très  satisfaisante  des  courbes  de  variation  considérées  dans  des 
questions  biologiques. 

Z.-G.  DE  Galdkan-o  :  Note  sur  la  critique  nialhéniatiquc. 

A.  Capelli  :  Le  iper-arithmetiche  e  iindirizzo  combinatoriu  dell  aritme- 
tica  ord inaria. 

AL  dOcagne  :  Sur  les  divers  modes  d'application  de  la  méthode  gra- 
phique à  l'art  du  calcul. 

Ed.  Maillet  :  Sur  l'utilité  de  la  publication  de  certains  renseignements 
bibliographiques  en  mathématiques.  —  Cette  note,  bien  que  fort  courte, 
soulève  une  question  très  importante.  L'auteur  fait  remarquer  quil  y  a,  en 
mathématiques,  beaucoup  de  sujets  à  traiter,  qui  souvent  rebutent  les  cher- 
cheurs, parce  qu'ils  ne  savent  pas  d'une  façon  précise  ce  qui  a  été  fait  ou 
qu'ils  ont  peur  à  l'avance  de  ne  pas  se  reconnaître  dans  le  dédale  d'une 
bibliographie  trop  toulfue.  M.  Maillet  propose  de  publier  des  indications 
précises  sur  des  problèmes  célèbres  et  non  résolus.  Cette  idée  se  rencontre 
peut-être  un  peu  avec  celle  de  M.  Hilbcrt,  analysée  plus  haut. 

Ch.  Méray  :   Sur  la  langue  internationale  au.riliaire  :  L^speranto . 

G.  Veronese  :  Les  postulats  de  la  géométrie  dans  l'enseignement .  — 
M.  Veronese  n'est  pas  ennemi  de  l'admission  de  tous  les  postulats  résul- 
tant de  conceptions  intuitives,  bien  qu'il  sache  parfaitement  qu'il  y  ait  ainsi 
des  surabondances.  Il  estime  qu  on  ne  doit  nullement  chercher  à  détruire 
chez  l'enfant  ce  qui  lui  semble  être  l'évidence.  Ce  nest  que  plus  tard  qu'on 
verra  à  réduire  les  postulats  à  un  nombre  aussi  petit  que  possible.  Cet 
article  abonde  en  remarques  intéressantes,  tant  au  point  de  vue  géomé- 
trique qu'au  point  de  vue  pédagogique. 

La  communication  de  AL  Veronese  est  la  dernière  du  volume.  On  peut 
juger  par  l'ensemble'  qui  précède  de  la  variété  et  de  l'intérêt  des  questions 
traitées  par  le  congrès.  Souhaitons  aussi  bonne  fortune  à  celui  de  1904,  et 
n'oublions  pas  que  l'œuvre  qui  apparaît  aujourd'hui  comme  colossale  vient 
d'une  idée  née  dans  l'Intermédiaire  des  mathématiciens,  le  modeste  journal 
de  MM.  Laisant  et  Lemoine,  à  qui  revient  l'honneur  d'avoir  planté  la 
graine  d'où  devait  sortir  une  si  abondante  et  magnifique  moisson. 

A.   BuHL   (Paris). 
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J.   Classen.    —  Mathematische  Optik.  (l.  XL  de  la  Collection  Schubert); 
un   vol.  p.  iii-8'',  x-207  p.;  prix  :  6  marks  ;  G.-J.  Goeschcn,  Leipzig,  1901. 

Cet  ouvrage  répond  entièrement  au  but  que  poursuit  la  Collection  Schu- 
bert et  qui  a  déjà  été  exposé  aux  lecteurs  de  cette  Revue.  Il  contient,  sous 
une  forme  à  la  fois  simple  et  rigoureuse,  l'ensemble  des  éléments  d'Optique 
mathématique  nécessaires  à  celui  qui  veut  entreprendre  une  étude  appro- 
fondie de  la  théorie  de  la  lumière  ou  de  la  construction  des  instruments. 

L'autour  se  borne  aux  théories  qui  peuvent  être  déduites  mathématique- 
ment d'un  membre  restreint  de  faits  expérimentaux  et  ne  nécessitant  pas 
l'intervention  d'hypothèses  particulières  sur  la  nature  de  la  lumière.  Il  se 
borne  donc  à  l'Optique  géométrique,  aux  phénomènes  d'interférence,  de 
réflexion  et  de  réfraction,  tandis  qu'il  renonce  à  1  étude  de  la  double  réfrac- 
tion et  de  la  polarisation. 

A  signaler  les  chapitres  d'un  caractère  purement  mathématique  dans  les- 
quels lautcur  établit  et  étudie  la  fonction  des  ondes. 

G.  VivANTi.  —  Teoria  délie  funzioni  analitiche.  Un  vol.  in-12,  de  YIII- 
43i  p.  ;  n*^*  3i2-3i3  des  Manuali  Jlwpli;  prix  :  L.  3;  Hœpli,  Milan,  1901. 

M.  Yivanli  s  est  proposé  de  faire  connaître  les  propriétés  générales  des 
fonctions  analytiques  en  se  reportant  constamment  à  la  théorie  élémentaire 
de  Weierstrass;  de  cette  manière  l'étude  des  fonctions  analytiques  apparaît 
comme  une  suite  de  l'Algèbre,  indépendante  du  calcul  intégral,  et  non  comme 
le  résultat  des  propriétés  des  intégrales  des  fonctions  de  variables  imagi- 
naires, ainsi  qu'il  résulte  des  méthodes  de  Cauchy  et  de  Riemann. 

L'ouvrage  de  M.  Vivanti  est  divisé  en  trois  parties;  la  première  contient 
des  notions  étendues  sur  les  agrégats  etles  nombres  transtinis.  La  deuxième 
est  consacrée  à  lexposition  des  propriétés  désormais  classiques,  des  fonc- 
tions analytiques  ;  la  troisième  aux  théories  qui  sont  encore  en  voie  de  for- 
mation touchant  la  représentation  des  fonctions  analytiques,  les  fonctions 
lacunaires,  le  prolongement  analytique  d'une  fonction,  la  distribution  des 
points  singuliers  d'une  série  entière  sur  son  cercle  de  convergence,  et  les 
recherches  de  Pringsheim  à  ce  sujet. 

Cette  dernière  partie  nous  paraît  la  plus  attractive;  outre  qu'on  y  trouve 
une  excellente  exposition  des  travaux  de  MM.  Poincaré,  Hadamard,  Borel, 
sur  les  fonctions  entières,  et  surtout  des  théorèmes  de  M.  Picard,  la  lecture 
peut  en  être  très  féconde  pour  les  jeunes  géomètres  assez  heureusement 
doués  pour  creuser  plus  profondément  le  sillon  tracé  par  ces  éminents  ana- 
lystes. 

En  fait,  la  lecture  de  l'ouvrage  tout  entier  sera  extrêmement  profitable  à 
tous  ceux  qui  ont  le  désir  d'avoir,  sur  la  théorie  si  vaste  des  fonctions  ana- 
lytiques, une  vue  d'ensemble  vérilablemcul  satisfaisante. 

Y.   Jamf.t   (Marseille). 
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PRINCIPES 

DE     LA 

THÉORIE    DES   FONCTIONS    DÉRIVABLES 

Daprès  m.    KOWALEWSKI 


Le  présent  article  a  pour  objet  l'exposé  des  premières  proprié- 
tés des  fonctions  dérivables  d'après  la  méthode  récemment 
indiquée  par  M,  Gerhard  Kowalewski  ['■) ,  méthode  qui,  sans 
doute,  intéressera  les  lecteurs  d'une  Revue  dont  le  but  est,  avant 
tout,  la  discussion  et  le  perfectionnement  des  études  mathéma- 
tiques. 

Les  deux  propriétés  fondamentales  de  la  dérivée  sont  connues 
sous  les  noms  de  :  tlièorème  de  Rolle  et  de  théorème  des  accrois- 
sements finis  ou  théorème  de  la  moyenne.  La  seconde  de  ces  pro- 
positions, que  l'on  considère  généralement  comme  une  consé- 
quence immédiate  de  la  première,  joue  un  rôle  considérable  en 
Analyse  ;  elle  intervient,  en  effet ,  dans  un  grand  nombre  de 
questions  importantes,  et,  notamment  à  propos  des  dérivées 
partielles,  de  la  variation  des  fonctions,  des  séries,  de  la  formule 
de  Tavlor,  des  règles  de  L'Hospital,  des  intégrales  définies.  Un 
théorème  dont  il  est  fait  un  usage  si  courant  et  qui  sert  à  établir 
tant  de  vérités  essentielles,  mérite  une  démonstration  exempte 
de  toute  critique.  C'est  en  grande  partie  pour  y  parvenir  que  la 
théorie  des  ensembles,  restreinte  à  ses  éléments,  a  été  introduite 
dans  les  meilleurs  Traités  d'Algèbre.  On  obtient,  en  cfTet,  une 
démonstration  absolument  rigoureuse  du  théorème  de  Rolle  en  le 
déduisant   du  théorème  de  Weierstrass  relatif  aux  limites  maxi- 


(*)  Bcriclite  nher    die    Verliandlungen  der  konlglich    sàchsischen    Gcsellschafl  der 
Wissenschafien  zu  Leipzig.  Malhcmalisch pltysisclie  Classe,  t.  LU,  lyoo,  p.  U14-211J. 
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muni  et  minimum  d'une  fonction  continue  dans  un  Intervalle 
déterminé.  Une  telle  manière  de  procéder  offre,  toutefois,  des 
inconvénients  dont  le  principal  est  de  faire  appel  h  des  notions 
d'un  ordre  assez  élevé;  car,  si  la  théorie  des  ensembles  ne 
présente  aucune  difficulté  dès  que  l'on  possède  quelques  idées 
générales  sur  les  régions  supérieures  de  l'Analvse,  elle  paraît 
d'une  acquisition  un  peu  délicate  pour  les  jeunes  intelligences 
encore  imparfaitement  pliées  aux  exigences  de  l'abstraction; 
aussi,  beaucoup  de  professeurs  préfèrent-ils  prudemment  la  passer 
sous  silence,  les  programmes  officiels  prescrivant  de  taire  tout 
scrupule  à  l'égard  des  points  de  doctrine  prêtant  à  controverse. 
On  peut  voir  là  le  résultat  d'une  sorte  de  réaction  contre  l'excès 
du  formalisme  logique  introduit  en  France  dans  l'Enseignement 
des  Mathématiques  à  la  suite  de  la  publication  du  Mémoire  de 
M.  Darboux  sur  les  fonctions  discontinues,  et  développé  surtout 
par  l'Ouvrage  de  M.  J.  Tanxeuy  sur  la  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  et  par  le  Cours  d'Analyse  de  M.  Jordan.  Ce  retour  offen- 
sif contre  l'abus  d'une  minutie  peut-être  exagérée  a  d'ailleurs  été 
encouragé  par  des  savants éminents  tels  que  ]M.  Klein  (^)  et  M.Poin- 
CARÉ  (-)  qui  ont,  à  bon  droit,  attiré  l'attention  sur  les  avantages  péda- 
gogiques de  l'intuition.  Sans  s'étendre  davantage  sur  ce  débat,  il 
importait  de  le  rappeler  brièvement  à  propos  de  la  question  dont  il 
s'agit,  parce  que  la  solution  nouvelle  due  à  M.  Kowalewski,  tout  en 
restant  générale,  ménage  la  rigueur  et  la  simplicité  (^).  Elle  ne 
nécessite,  en  effet,  la  connaissance  préalable  d'aucune  théorie 
auxiliaire  peu  accessible  aux  débutants;  en  outre,  on  ne  peut  lui 
adresser  aucune  objection  semblable  à  celle  que  Kroxecker  ('j 
formulait  au  sujet  du  théorème  de  Weierstrass,  h  savoir  :  l'ab- 
sence d'un  procédé  permettant  de  déterminer  la  limite  maxijnum 


('j  youi'cllcs  Annales  de  Mallicmatiques,  3»  série,  l.  XVI,  1897,  p.  laô-iaS.  — 
Conférences  sur  les  Matlicmatiqiies  faites  au  Congrès  de  Mathématiques  tenu  d 
l'occasion  de  l'Ejrposition  de  Chicago,  trad.  Laug-el,  p.  48-JO. 

(")  L'Enseignement  mathématique,  t.  I,  1899,  p.  i.Ï7-i6j>.  —  Compte  rendu  du 
deuxième   Congrès  international  des  Mathématiciens,  p.  ii5-i3û. 

(')  Ces  deux  qualités  ne  sont  nullement  contradictoires,  «  de  nombreux  exemples 
nous  montrent,  au  contraire,  la  méthode  rijjoureuse  comme  étant  en  même  temps 
la  plus  simple  et  la  plus  aisée  à  saisir.  »  (Uilbekt.) 

(*)  Voir  une  annotation  de  M.  Is'etto  aux  Vorlesungen  iibcr  die  Théorie  der  ein- 
fachen  und  der  vielfachen  Intégrale,  p.  34a.  Cette  remarque  est  empruntée  à 
M.  Kowalewski. 


PRiyCIPES   DE    LA   THÉORIE  DES   FOSCTIOSS   DÉRIVADLES     jgg 

et  la  limite  minimum  avec  une  exactitude  arbitrairement  fixée, 
ce  qui  donne  à  ce  théorème  un  caractère  un  peu  trop  spéculatif. 
La  méthode  de  M.  Kowalewsri  présente  enfin  le  très  grand 
avantage  d'établir  un  parrallélisme  remarquable  dans  les  raisonne- 
ments entré  les  propositions  correspondantes  de  la  théorie  des 
fonctions  dérivables  et  de  la  théorie  des  fonctions  continues,  les 
unes  et  les  autres  ne  reposant  que  sur  la  définition  des  nombres 
irrationnels  telle  qu'elle  est  enseignée  dans  tous  les  Cours. 

Je  vais  maintenant  justifier  ces  appréciations  en  développant, 
avec  quelques  changements  de  forme  toutefois,  les  démonstra- 
tions de  M.  KowALEWsKi.  INIais,  avant  d'entrer  en  matière,  il 
n'est  pas  inutile  de  rappeler  quelques  définitions. 

Fonction  dérivable.  —  Une  fonction  /'  (x)  est  dén'çable  pour 
x^^jr^  si  le  rapport 

a  une  limite  À  pour  .v  =  Xç,;  c'est-à-dire,  si  t  désignant  un  nombre 
positif  arbitrairement  petit,  il  existe  un  nombre  positif  p  tel 
que,  pour  toutes  les  valeurs  de  .r,  autres  que  j:„,  vérifiant  la 
double  inégalité 

on  ait 

X         X^j 

Cette  limite  est  la  dérhéc  de  f[.>')  pour  .v  =.<\,. 

Une  fonction  f  (.<)  est  dériçaùlc  à  droite  ou  dérivable  à  i^auclie 
pour  X  =  x^  suivant  que  le  rapport  des  accroissements  n'a  qu'une 
limite  à  droite  ou  qu'une  limite  à  gauche  pour.r  =  a'„;  cette 
limite  est  dite  dérivée  à  droite  ou  dérivée  à  s^auche  de  f  (x) 
pour  x=:x^[');  les  inégalités  précédentes  prennent  alors  Tune  ou 
l'autre  forme 

o<x  —  J"y<<',  — e<x  —  x^<o. 

x_.<i>w;^<x+,,     x-,<  />iwu^_ 


(*)  Ces  dénominations  sont  dues  ù  M.  J.  Ta.n.nlky    :  IiUroJuclion  à  la  (/icon'f  des 
fondions  d'une  l'uriable,  p.  aiS-aiy. 
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Une  fonction /"  (.r)  est  dèrwahle  dans  un  intervalle  [a,  h)  quand 
elle  est  dérivable  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
<z  et  Z»  et  que,  de  plus,  elle  admet  au  moins  une  dérivée  à  droite 
pour  X  =  a  et  une  dérivée  à  gauche  pour  x  =  b.  Lorsqu'il  en 
est  ainsi,  l'ensemble  des  dérivées  de  f  (.r)  dans  Tintervalle 
(a,  h)  constitue  une  fonction  de  x  qui  est  la  dérivée  f  (a:) 
de  X  dans  l'intervalle  (rt,  h).  Cette  fonction  /'  [x]  est  continue 
ou  non. 

Toute  fonction  dérivable  est  évidemment  continue,  mais, 
comme  on  le  sait,  toute  fonction  continue  n'est  pas  dérivable; 
bien  plus,  d'après  des  recherches  récentes,  on  devrait  considérer 
comme  une  propriété  singulière  de  la  fonction  continue  celle 
d'avoir  une  dérivée  (^). 

Théorème  de  Rolle.  —  La  dérivée  f  [x)  d'une  fonction  f{x) 
dérivable  dans  un  intervalle  [a,  b)  s'annule  au  moins  pour  une 
valeur  de  x  comprise  dans  cet  intervalle  si  les  nombres  f  (a)  et 
f  {J))  sont  égaux. 

Si  l'on  partage  l'intervalle  [a,  b)  en  /n  parties  égales  h  —  , 
deux  movens  consécutifs  x^  et  x.,  de  la  suite 

b  —  a            ,         h  —  a                 ,    ,            .    b  —  a 
«H -— ,     «  +  2. ,...,r/  +  (/»— i) — - 


substitués  dans  f  (x^  donnent  des  résultats  f{x^)  et /"  (.r  J  égaux 
ou  inégaux;  dans  ce  dernier  cas,  parmi  les  termes  de  la  diffé- 


rence 


fi^b)  -  fia)  =  [f{x,)  -  fia)]  +  [fi-r.;)  -  f{.r,)]  +  f[b)  -f,x,)]  =  o. 

il  y  en  a  nécessairement  deux  consécutifs  de  signes  contraires, 
par  exemple  les  deux  premiers,  ce  qui  revient  à  dire  que  des 
trois  nombres  f  {a),  /"(^J,  f  {■'^■^  le  plus  petit  ou  le  plus  grand 
est  f{x\)  ;  on  peut  alors  déterminer  un  nombre  ij  compris  à  la  lois 
entre  f{a)  et/'(.rj  et  entre /"(.rj  et/'(.rj  ;  en  efifet,  il  suffit  de  pren- 
dre pour //^  le  moyen  entre /'(a-Jet  le  plus  voisin  desnombres/'(rt)  et 
/"(.r.,).  La  fonction  continue/  [x)  passe  donc  par  la  valeur  //,  pour 


(')  «  C  est  pai'  cxooptioii  qu'une  fonction  continue  admet  une  dérivée  »  (Bairei 


PRINCIPES  DE   LA    THÉORIE   DES   FOyCTIOXS   DÉRIVABLES     4oi 

des  valeurs  de  x  intérieures,  la  première  à  l'intervalle  (<7,  x^  et 
la  seconde  à  l'intervalle  (.r^,  rj,  de  sorte  qu'il  existe  toujours, 
dans  l'intervalle  (a,  b),  deux  nombres   a^  et  b^  tels   que  l'on  ait 

/■(«i)  =  fiK), 
''i  <  «1  <  ^1  <  />. 

//  —  a 


hi  —  «1  <  ('"  — 

En  opérant  pareillement  sur  l'intervalle  (a^,  b^^,  on  trouvera 
encore  deux  nombres  a^,  b.,  tels  que  l'on  ait 

a  <.  ai<.  a,  <  h^  <  ij  <  h, 

f», «>  <  ('" Ij-   5 • 

Si  l'on  continue  de  la  même  manière,  on  forme  deux  suites  de 
nombres 

a,  flj,  a.,, .  .  . ,  a,,, 

b,  Aj,  b.,,.  . .,  bn, 

les  premiers  croissants,  les  seconds  décroissants  tels  que  l'on  ait 

/•(«„)  =/■(/>„), 

«n  <  b„, 

I  ^  I  \       b  —  « 

«n  — «n<V'«— I  " T-  • 

m  " 

La  différence  b,,  —  a„  tendant  vers  zéro  lorsque  /^  augmente 
indéfiniment,  les  deux  suites  ont  une  limite  commune  x^  ;  et, 
comme  x^  appartient  à  l'intervalle  («,  b),  la  fonction  f{x)  est 
dérivable  pour  x  =  x^  ;  or,  à  moins  d'être  nuls,  les  termes  de  la 
différence 

fîK^-f{an)  =  [fil^n]  -f{xo)]  +  [f{x,)-f[a„)\  =  o 

ayant  nécessairement  des  signes  contraires,  les  deux  rapports 

fil'n)-nx,)  ^  /•(^,.)-/-(.r„) 

sont,  OU  nuls,  ou  de  signes  contraires  ;  leur  limite  commune 
/'(.rj  est  donc  égale  à  zéro,  car  elle  ne  saurait  être  simultané- 
ment positive  et  négative. 
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Tel  est  le  théorème  de  Rolle(').  La  démonstration  qui  vient 
d'en  être  donnée  ne  suppose  pas  la  continuité  de  f  (.r),  mais  sim- 
plement son  existence  ("). 

Théorème.  — La  dérivée  /'(.r)  cC une  fonction  f{x)  dèrivahle 
dans  un  intervalle  {a,  h)  passe  par  toutes  les  valeurs  comprises 
entre  f  [a]  et  f  [h]  lorsque  x  varie  de  a  à  h. 

En  effet,  soit  y\  un  nombre  déterminé  quelconque  compris 
entre  f  [a)  et  f  il))  ;  si  l'on  considère  la  fonction 

o(.r)  =  /•(,»•)  —  .rrj', 
elle  est  dérivable  dans  l'intervalle  {«,  li)  et,  de  plus,  les  nombres 

?'(«)  = /"(«)-r'o,  ?'(/>)  =/•'(/,) -r'o 

sont  des  signes  contraires  puisque  y\  est  compris  entre  /'  (a)  et 
f  [h)'  Or,  on  peut  choisir  dans  l'intervalle  («,  l>)  des  nombres  .r, 
et  x^  assez  voisins,  l'un  de  a  et  l'autre  de  h  pour  que  les  rap- 
ports 

cp(.r^)  —  o((t)  ?(^ï)  —  ?(^'') 

x^  —  a         '  Xf  —  b 

aient,  le  premier  le  signe  de  '-^'{a)  et  le  second  celui  de  '-o'^b]  ;  les 
dénominateurs  étant  de  signes  contraires,  il  en  est  de  même  des 
expressions 

o(.r,)  —  ^{ft]>  '^[b]  —  ^{•"^■î!- 

Si  la  différence  'f (.rj  —  'f{-*\)  n'est  pas  nulle,  elle  est  nécessai- 
rement d'un  signe  contraire  à  celui  de  lune  de  ces  deux  expres- 
sions, de  la  première,  par  exemple,  ce  qui  revient  à  dire  que  des 
trois  nombres  'f(a),  'ff-^'J?  'f(-^s)^  1^  plus  petit  ou  le  plus  grand 
est  'f  (Xj)  ;  on  peut  alors  déterminer  un  nombre  i/^  qui  soit  com- 
pris à  la  fois  entre  »(«)  et  'f{x^)  et  entre  'j>{x^)  et  '-p(j'.,)  ;  en  effet, 
il  suffit  de  prendre  pour  j/^  le  moyen  entre  'f  (.^"1)  et  le  plus  voisin 
des  nombres  cp(«)  etcp(.rj.  La  fonction  continue  c|;(.r)   passe  donc 


(')  Traite  d'At-^cbre,  p.  127.  L'Ouvrage  de  Rolle  date  de  iC8y. 

(')  A  signaler,  à  ce  propos,  la  démonstration  éléinenlaire  que  M.  Demol'I.in  a 
donnée  du  théorème  de  Rolle  dans  le  cas  particulier  où  la  dérivée  est  supposée 
continue.  Voir  :  Muthesis,  3»  série,  t.  Il,    ii)0'2.   p.  81-84. 
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par  la  valeur  ?yj  pour  des  valeurs  de  x  intérieures,  la  première  à 
lintervalle  [a,  x^  et  la  seconde  à  l'intervalle  (o-^,  .r^),  de  sorte  qu'il 
existe  toujours,  dans  l'intervalle  (a,  h),  deux  nombres  ai  et  6j 
tels  que  Ton  ait 

Il  en  résulte,  d'après  le  théorème  de  Rolle,  que  '^'[x]  s'annule 
pour  une  valeur  x^  de  .r  intérieure  h  l'intervalle  (a^,  AJ  et  l'on  a 

TK)  =  J'o- 

Ainsi  la  dérivée,  qu'elle  soit  continue  ou  discontinue,  possède 
comme  la  fonction  continue,  la  propriété  de  ne  pouvoir  passer 
d'une  valeur  à  une  autre  sans  atteindre  toutes  les  valeurs  inter- 
médiaires (*).  Cette  propriété  ne  saurait  donc  être  prise  pour 
définition  de  la  continuité,  comme  le  faisait  Gauss. 

Théorème  des  accroissements  ïînîs.  —   Si  la  fonction  f  [x] 

est  dèrivahle  dans  ï intervalle  [a^  h),  on  a 

m- M  =  (^-«)rw. 

le  nombre  x^  étant  intérieur  à  l'intervalle  [a,  h). 

La  formule  de  l'énoncé  se  déduit  immédiatement  du  théorème 
de  Rolle  en  appliquant  ce  théorème  à  la  fonction 

(■r-«)  \Ah)  -/!«)]  -  (^-«)  [/W  -  /•(«)] 

car,  cette  fonction  s'annulant  pour  a;  =  «  et  ^  =  ô,  sa  dérivée 
s'annule  pour  une  valeur  intermédiaire  x^,  d'où  il  suit 

m-f[a)  =  [h-a)f[x,). 


Il  est  facile  d'établir  cette  formule  directement.  En  effet,  l'in- 
t  partagé  en  ni  parties  h  égale 

_    f[x  +  h)-f[x)  m -fia) 


tervalle  (a,  b)  étant  partagé  en  ni  parties  h  égales  à   ,    soit 


o[x) 


h  b  —  a 


(')   Voir,  à  ce  sujet  :  Darboux,  Mémoire  sur   les    fonctions    discontinues  {Anna- 
les scientifiques  de  l'Ecole  normale  supérieure,  a»  série,  t.  IV,   1875,  p.   109-111). 
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la  fonction '-3(.r)  est  continue  dans  rintervalle  («-//,  b-li)  ;  d'autre 
part,  parmi  les  termes  de  la  somme 


o[a)  +  o[a-{-h)  -\-  o[a-\-ih)  -\-  .  . .  -\-  o(rt  +  m  — i^)  =  0, 

il  V  en  a  nécessairement  deux  consécutifs  qui  sont  de  signes  con- 
traires pour  des  valeurs  a  -\-pli,  a-\-[p-\-  i)  h,  sauf,  peut-être,  si 
l'un  ou  plusieurs  de  ces  termes  sont  nuls. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  fonction  'Si[x)  s'annulant  toujours  pour  une 
valeur  intermédiaire  a^,  si  l'on  pose  b^  ^  a^  -]-  A,  on  voit  qu'il 
existe,  à  l'intérieur  de  l'intervalle  [a,  h),  deux  nombres  a^  et  b^ 
tels  c{ue  l'on  ait 

fih,)-f;a,)     ^   m-f{a)    ^ 
h^  —  flj  b  —  a 

a  ^  a^<^  h^^  ^  h, 

h  —  a 
^  m 

En  opérant  pareillement  sur  l'intervalle  {a^,  b^),  on  trouve 
encore  deux  nombres  a^,  b^  tels  que  l'on  ait 

nh.}-f[aè    ^    m -fia) 

ft,  —  a.y  b  —  a 

a  ^  «1  ^  ûj  <  t^  ^  ^1  ^  b, 

'       b'-a 
b,  —  «.  =  5 —  . 

Si  l'on  continue  de  la  même  manière,  on  forme  deux  suites  de 
nombres 

a,  a^,  a.^,  . .  .  ,  o„ , 

b,  61,  b., b„, 

les  premiers  non  décroissants,  les    seconds  non  croissants,    tels 
que  l'on  ait 

fKbn)-f[an)    ^    m-f{a) 

b„  —  a„  b  —  a 

On  <  b„  , 

b-a 

bn  —  dn  =  n—    • 

m" 

La  différence  b„  —  rt„  tendant  vers  zéro  lorsque  n  augmente 
indéfiniment,  les   deux   suites  ont  une   limite   commune   x,,    et 
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comme  .r^  appartient  à  lintervalle  [a,  i),  la  lonctioii /"(.r'  est 
dérivable  pour  .v  =  j\  ;  par  suite,  t  désignant  un  nombre 
positif  arbitrairement  petit,  pour  des  valeurs  de  a,^  et  //„  sufPisam- 
ment  voisines  de  x^,  on  a  simultanément 

f'n  •*  0 

/  l-^o)  —  ^  < </  l-ïo]  +  ') 


ou,  puisque  les  différences  i„  —  x^  et  .r^,  —  a„  sont  positives, 

{xQ—a„)  [/"'(.ro)  — cr]  </-(j-o)  —/■(«„)  <(-ro  — ««)[/" (-^0)  +  ^], 

en  ajoutant  puis  en  divisant  par  la  différence  /*„  —  a„  (fui  est  posi- 
tive, on  obtient 

^V,->  -    ^     fif'n)  —  f{an)       ^  t,,^s     ,    _ 

/^  W  —  ^  <  — 7 — <  f  {-^oi  4-^, 


et,  on  en  conclut 

fil')  -m 


h  —  a 


/"Vu) 


Cette  proposition,  que  Ton  appelle  indifféremment  théorème 
des  accroissements  finis  ou  théorème  de  la  moijenne^  a  été  énoncée 
pour  la  première  fois,  par  Cavalieri  (^)  en  langage  géométrique. 
CAUCHYl'a  donnée  sous  sa  forme  habituelle  dans  ses  Leçons  sur  le 
Calcul  différentiel  {^^)  qui  datent  de  1829;  c'est  donc  h  tort  qu'on 
l'attribue  quelquefois  à  OssiAx  Bonnet. 

Maurice  Godefroy  (Marseille) 

(')  Dans  la  démonstration  du  théorème  de  Rolle,  on  aurait  jiu  employer  le  même 
raisonnement.   La  limite  du  rapport  — -r — -  est  égale  à  f    (x^  lorsque  an 

On  —  0-n 

et  bn  tendent  vers  leur  limite  commune  de  telle  sorte  que  ««  reste  toujours  infé- 
rieur à  bn.  Si  la  loi  de  variation  de  an  et  bn  est  quelconque,  la  limite  du  rapport 
n'est  /"  [xo)  que  dans  le  cas  où  la  dérivée  est  continue.  Voir,  sur  cette  question, 
une  Note  de  M.  Peano,  dans  Mathesis,  a»  série,  t.  II,   189a,  p.  12-14. 

(')  Geometria  indivisilibus  coniinuorum  noi>a  qiiaduin  ralione  promota,  livre  vu, 
p.  i5.  Cet  ouvrage  fut  public  ù  Bologne  en  i635. 

(•'')  Œuvres  complètes,  7."  série,  t.  IV,  p.  3i2-3i3. 


LE 


COURS  DE  MÉCANIQUE  DE  Cii.  CELLÉRIEK 


Le  Cours  de  Mécanique  de  Cellérier  (^),  que  sa  famille  a  publié 
en  1892,  après  la  mort  de  l'auteur,  est  un  de  ces  livres  rares  qui 
unissent  la  rigueur  à  la  plus  grande  clarté  de  l'exposition.  Ces 
qualités  seules  suffiraient  a  le  recommander  aux  étudiants  ;  mais 
il  est  digne  aussi  d'être  signalé  à  d'autres  titres,  car  si  Cellérier 
ne  s'éloigne  pas  beaucoup,  dans  le  fond,  du  système  classique,  si 
le  plan  de  son  ouvrage  n'est  pas  si  vaste  que  celui  du  grand  traité 
de  M.  Appell,  son  livre  est  assez  complet  et  l'exposition  lui  est 
tout  à  fait  personnelle  et,  en  plus  d'un  endroit,  bien  originale. 
Nous  croyons  donc  qu'un  exposé  de  la  méthode  suivie  par  l'au- 
teur peut  offrir  quelque  intérêt  pour  les  lecteurs  de  V Enseigne- 
ment Mathématique . 

De  tout  temps,  on  a  discuté  sur  les  principes  fondamentaux  de 
la  Mécanique  ;  et  le  système  classique  et  le  système  énergétique, 
dont  l'un  des  représentants  les  plus  illustres  est  Maxwell  ('),  ont 
essayé  les  critiques  les  plus  variées.  Dans  ces  derniers  temps, 
surtout  après  la  publication,  en  1894,  du  livre  de  Hertz  (^),  des 
tentatives  sérieuses  de  fonder  la  Mécanique  sur  des  bases  nou- 
velles (')  ont  fait  sentir  la  nécessité  d'une  revision  du  système 
classique,  que  bien  des  savants  croient  encore  le  plus  naturel  et 


(')  Cours  professé  à  l'Université  de  Genève.  —  Paris,  librairie  Gauthier-Yillars. 

(')  Voir  le  petit  et  si  intéressant  livre  de  Maxwell  :  Matier  and  Motion. 

(')  Voir  dans  le  n»  4  (1901)  de  cette  Retue,  rarlicle  de  M.  Combebiac  :  Les  idées 
de  Hertz  sur  la  Mécanique. 

(')  Maggi.  Principii  delta  tcoria  mateinatica  del  mofimento  dei  corpi.  Milano 
189(3.  Voir  aussi  le  savant  article  de  M.  Mag-gi  dans  le  n"  'J   (1903)  de  cette   Revue. 

Love  A.  Thcoretical  mecanics  au  introduclory  treatise  on  thc  principles  of  Dyna- 
mics with  applications  and  nurnerous  ej-am/iles.   Cambridge,  1897. 
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le  plus  simple,  et  auquel  on  peut  donner  toute  la  rigueur  désirable 
si  Ton  fixe  mieux  quelques  points  et  quelques  définitions  ('). 

Le  livre  de  Cellérier  répond  bien  h  cette  manière  d  envisager 
la  Mécanique.  L'auteur  évite,  autant  que  possible,  les  calculs  trop 
longs  et  compliqués,  en  employant  souvent  de  simples  considé- 
rations géométriques,  en  esquissant  même  de  courtes  démonstra- 
tions des  propriétés  d'Analyse  et  de  Géométrie  dont  il  a  besoin  {-"'■. 
Ainsi,  presque  toute  la  Cinématique  (ch.  III)  découle,  d'une  ma- 
nière fort  élégante,  de  la  simple  condition  d'invariabilité  d'un 
système  (§  4o)-  c'est-a-dire  que  si  A  et  A'  sont  deux  points  d'un 
solide,  les  projections  des  vitesses  de  A  et  A'  sur  la  droite  AA', 
prises  dans  le  même  sens,  sont  égales. 

Chaque  transformation,  le  choix  même  d'une  variable  auxi- 
liaire, est  plutôt  le  résultat  d'un  raisonnement  qu'un  artifice  de 
calcul.  Bien  des  problèmes  ne  sont  pas  seulement  réduits  aux 
quadratures,  mais  ils  sont  soumis  à  une  discussion  approfondie 
qui  en  fait  ressortir  toutes  les  propriétés.  Signalons  entre  autres 
le  problème  de  la  chaînette;  celui  du  mouvement  dû  à  une  force 
centrale  (§  56  et  §  60)  ;  d'un  point  pesant  attiré  vers  un  point  fixe 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  (§  64)  ;  le  problème  du 
pendule  conique  (§  68;  ;  l'exposition  bien  simple  et  originale  des 
mouvements,  en  tenant  compte  des  mouvements  terrestres  (§71). 
Souvent   des   exemples   numériques    achèvent  les   solutions. 

L'auteur,  naturellement,  maintient  encore  l'ancienne  division 
de  la  Mécanique  et  son  livre  commence   par   la  Statique  i^'),  qui 


(')  S1A.CCI.  Sidla  composizione  délia  forze  nella  Statica.  sui  siioi  postulati  e  siii 
principi  délia  Meccanica.  Rend.  Aoc.  di  Napoli  :  febbr.  e  inarzo  i8<)9.  Voir  aussi 
le  remarquable  cours  de  Mécanique  professé  par  M.  Siacci  à  FUnivcrsilé  de  Naples 
et  qui  est  seulement  lithographie. 

(')  Dans  les  traités  modernes,  on  a  voulu  bannir  certaines  dcmonstralionK  simples 
dont  abondent  les  livres  anciens,  surtout  ceux  classiques  de  Htjygens  et  Newton 
et  même  les  écrits  de  Galilei.  Peut-être  la  difficulté  qu'on  a  à  les  lire  les  a  fait 
oublier.  Par  exemple,  la  théorie  du  mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  cycloïde 
telle  qu'elle  a  été  exposée  par  Huygens  et  surtout  par  Newton  {Princi/>ia  Lib.  I. 
Sect.  io«)  dans  un  cas  plus  général  (sur  l'épicycloïde)  et  qui  au  fond  se  réduit  à 
prouver  que  le  mouvement  d'un  point,  sur  une  courbe,  sous  l'action  d'une  force 
tangenticllc  proportionnelle  à  l'arc,  est  tautochrone,  avec  les  notations  modernes 
est,  je  crois,  bien  plus  simple  que  celle  que  l'on  trouve  dans  tous  les  traités  ;  et 
ainsi  les  propriétés  des  forces  centrales  telles  que  Newton  [ibidem]  les  a  déuion- 
trées.  A  ce  point  de  vue,  le  livre  déjà  cité  de  Maxwell  est  vraiment  précieux. 

(^)  Peut-être  il  est  préférable,  dans  un  cours,  de  commencer  par  la  Cinématique, 
comme  on  le  fait  presque  généralement  en  Italie. 
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est  précédée  par  un  court  exposé  de  la  théorie  des  vecteurs  'com- 
position des  segments  ;  introduction). 

Dès  le  début  de  la  Statique  figure,  comme  principe  fonda- 
mental, le  principe  des  vitesses  virtuelles;  conformément  aux 
idées  de  Gauss.  l'auteur  Ténonce  ainsi  :  pour  (^ue  des  forces 
appliquées  à  un  si/slème  théorique  en  repos  se  fassent  équilibre, 
il  faut  et  il  suffit  que,  pour  tout  déplacement  infiniment  petit  du 
si/stème  compatible  avec  ses  liaisons  ou  avec  les  obstacles  à  son 
mouvement,  la  somme  des  travaux  des  forces  soit  nulle  ou  néga- 
tive ['). 

«  Système  théorique  »,  c'est  un  ensemble  de  solides  (systèmes 
indéformables)  dont  les  mouvements  puissent  être  gênés  parleur 
contact,  soit  entre  eux,  soit  avec  des  appuis  extérieurs  fixes.  On 
pourrait,  je  crois,  élever  des  doutes  au  moins  sur  l'opportunité 
de  l'exposition  du  principe  fondamental  dès  le  début.  Ce  n'est 
pas,  dans  ses  lignes  générales,  la  marche  qu'ont  suivie  les  méca- 
niciens '^)  ;  et  l'on  ne  peut  encore  accepter  pour  bien  rigoureuse 
la  démonstration  de  l'auteur  f§  8).  ^lais  une  fois  ce  principe 
admis,  comme  une  loi  fondamentale,  toute  la  Statique  en  découle 
d'une  manière  bien  simple  et  rigoureuse.  Le  court  exposé  sui- 
vant en  pourra  donner  une  idée. 

Si  les  liaisons  du  système  permettent  deux  déplacements  oppo- 
sés (invertibles),  la  somme  des  travaux  des  forces  est  zéro.  Un 
déplacement  invertible  est  dit  normal;  le  système  lui-même  est 
normal  si  tous  ses  déplacements  sont  normaux. 


^')  Gauss.  Ges .  M'erhe  Bd.  V.  s.  35.  Les  idées  de  Gauss  ont  été  développées  par 
CLA.USIUS  {De  la  fonc.  potentielle  et  du  potentiel)  et  par  Neuniann.  Gauss  [ibidem 
s.  27  en  note)  dit  : 

«  Der  g-ewohnliche  Ausdruck  setzl  stillsschweigend  solche  Bedingiingen  voraus. 
dass  die  jeder  inogliehen  Bewegung  entgegensetzte  gleichfalls  niôglich  sei,  wie  z.  B. 
dass  ein  Punkt  auf  einer  bestiuimten  Fiiche  zu  bleiben  genothigt,  dass  die  Entler- 
iiung  zweier  Punkte  von  einander  unverànderlich  sei  u.  dgl.  Allein  dies  ist  eine 
uiinbthige  und  der  Natur  nicht  niehr  angeniessene  Beschriinkung.  Die  Oberflâche 
cines  undurchdringlichen  Kôrpcrs  zwingt  einen  auf  ihr  befindlichen  niateriellen 
l'iinkt  nicht,  auf  ihr  zu  bleiben,  sondern  verwehrt  ihm  bloss  das  Austreten  auf  die 
fine  Seite  ;  ein  gespannter,  nicht  ausdehnbarer  aber  biegsamer  Faden  zwiscben 
zwei  Punkten  nicht  die  Abiiahme  der  Entfernung  unmoglich  u.  s.  vv.  Warum  wollten 
wir  also  das  Gesetz  der  virtuellen  Gescbwindigkeiten  nicht  lieber  gleich  anfangs 
so  ausdrUcken,  dass  es  aile  Fàlle  umfasst?  » 

(')  Nous  avons  maintenant  des  connaissances  bien  plus  précises  sur  la  statique 
des  Grecs.  Voir  lintéressant  article  de  M.  Vailati  :  //  principio  dei  lai'ori  t'irtuali 
da   Arislotile  ad  Erone,  Atti  R.  .\cc.  d.  Toxino.  Vol.  .\.\.\II,  page  940. 


LE    COIRS   DE   MECAMQUE   DE    CH.    CELLÈRIER  409 

Deux  systèmes  de  forces  U,  V,  sont  équivalents  relativement  à 
un  solide,  gêné  d'une  manière  quelconque,  si  pour  tous  les 
déplacements  qu'ils  permettent,  la  somme  des  travaux  virtuels 
est  la  même  pour  U  et  Y.  Si  le  solide  est  libre,  U  et  V  sont  équi- 
valents d'une  manière  absolue  et  l'on  démontre  que  reflet  des 
forces  U  sur  un  ensemble  de  solides  ne  sera  pas  changé  si  l'on 
substitue  les  forces  U  par  Y.  La  résultante  de  plusieurs  forces 
appliquées  à  un  même  point  est,  par  définition,  la  résultante  des 
droites  géométriques  correspondantes,  considérée  comme  une 
force.  L'application  du  principe  fondamental  donne  alors  que  le 
travail  de  la  résultante  est  la  somme  des  travaux  des  compo- 
santes et,  par  suite,  la  résultante  est  équivalente  au  système  de 
ses  composantes.  La  considération  des  conditions  d'équilibre  d'un 
solide  qui  ne  peut  que  tourner  autour  d'un  axe  fixe  introduit  la  no- 
tion de  moment  d'une  force  par  rapport  ii  un  axe,  dont  on  démontre 
aussi  les  plus  importantes  propriétés.  Pour  les  transformations 
des  forces  agissant  sur  un  solide,  on  peut  appliquer  les  transfor- 
mations élémentaires,  c'est-à-dire  :  transport  du  point  d'applica- 
tion et  substitution  de  plusieurs  forces  appliquées  à  un  point  par 
leur  résultante.  Six  nombres  y  jouent  un  rôle  fondamental  ;  ce 
sont  les  sommes  L,  M,  N  des  projections  des  forces  sur  trois  axes 
et  celles  P.  Q,  R  de  leurs  moments  par  rapport  aux  mêmes  axes, 
qui  restent  invariables  pour  ces  transformations  et  dont  les  pro- 
priétés les  plus  essentielles  résultent  de  simples  réductions.  Les 
conditions  d'équilibre   d'un   solide  dans  plusieurs  cas,   le  calcul 

direct  des  sommes  L R  par  rapport  à  des  axes  orthogonaux,  la 

théorie  des  couples  terminent  cette  première  partie. 

Le  chapitre  II  (applications  de  la  Statique)  contient  encore 
({uelques  observations  sur  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  (jui 
se  rattachent  ii  l'exposition  fort  détaillée  d'une  méthode  générale, 
la  plus  propre  pour  résoudre  les  questions  si  variées  de  Stati([ue. 
Cette  méthode  aussi  est  plus  avantageuse  dans  les  applications, 
car,  en  général,  la  considération  de  tous  les  déplacements  pos- 
sibles d'un  système  est  fort  compliquée  (^). 


(')  M.  Cerruti,  dont  jai  eu  le  l)onheur  d'être  l'élève  et  Tassistant  pendant  plu- 
sieurs années,  bien  avant  la  publication  du  livre  de  Cellérier.  dans  son  cours  ;» 
l'Université  de  Rome,  qui  malheureusement  n'est  pas  imprimé,  expose  en  plusieurs 
endroits  des  idées  et  des  méthodes  très  analogues  à  celles  de  Cellérier. 
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Les  déplacements  considérés  comme  impossibles  sont  dits 
('.relus,  tandis  que  les  autres  sont  admissibles  ;  alors  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  l'équilibre  est  que  la  somme  des 
travaux  virtuels  des  forces  soit  nulle  ou  négative  pour  tous  les 
déplacements  admissibles.  De  plus,  un  svstème  n'est  pas  toujours 
normal  ;  par  exemple  :  deux  solides  en  contact  et  qui  peuvent  se 
séparer;  un  fil  flexible  et  inextensible.  Des  considérations  faciles 
peuvent  réduire  le  système  normal  et  à  liaisons  complètes  ;  ainsi 
dans  le  treuil  l'arbre  tourne  autour  de  son  axe  ;  il  peut  être  dis- 
posé de  manière  à  être  soulevé  de  ses  soutiens  ;  mais  si  nous  con- 
sidérons que  les  deux  forces  dont  on  cherche  l'équilibre  ne  peu- 
vent produire  ce  soulèvement,  on  ne  peut  pas  avoir  égard  a  cette 
circonstance  et  alors  le  svstème  devient  normal  et  à  liaisons  com- 
plètes. Les  systèmes  matériels  auxquels  la  méthode  s'applique 
sont  un  ensemble  de  matière  qui  peut  contenir  des  corps  de  toute 
espèce,  solides,  élastiques,  fluides,  et  même  des  portions  de 
corps.  Les  forces  qui  agissent  sur  un  point  du  système  provien- 
nent d'un  corps  qui  appartient  au  système  et  alors  elles  sont  dites 
intérieures  ;  ou  bien  elles  proviennent  d'un  corps  qui  n'en  fait 
pas  partie,  et  alors  elles  sont  dites  e.vtérieui-es.  La  méthode  enfin 
repose  sur  les  principes  suivants  : 

i"  Pour  établir  les  eonditions  d'équilibre  ou  les  lois  du  mouve- 
ment d'un  système  matériel,  on  peut  remplacer  tout  corps  en 
contact  a\>ec  lui  ou  gênant  son  mouvement  par  les  forces  extérieures 
quil  exerce  sur  lui. 

Les  forces  qui  existent  toujours  au  contact  de  deux  corps  et 
qui  proviennent  de  la  résistance  à  la  pénétration,  à  la  déforma- 
tion, ou  de  leur  cohésion,  sont  dites  forces  de  contact  ;  alors 

2°  Si  un  si/stème  matériel  quelconque  est  en  équilibre  et  en  repos 
et  qiion  remplace  les  obstacles  à  son  mouvement  par  les  forces  de 
contact^  les  forces  extérieures  qui  agissent  sur  lui,  ij  compris 
celles-là,  satisfont  les  conditions  d'équilibre  d'un  solide  entière- 
ment libre  ; 

y  Soient  A  et  B  deux  systèmes  matériels  agissant  l' un  sur  l'autre 
en  équilibre  et   en   repos,  les   coordonnées  des  forces  [^]  exercées 


(')  Les  soiunics  L,  M, R  s'api)cllciit  les  coonloiinéos  d'un  systoiue. 
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par  A  sur  B  sont  égales  et  de  siane  contraire  aux  coordonnées 
analogues  des  forces  exercées  par  B  sur  A. 

C'est  le  principe  de  l'action  égale  et  contraire  a  la  réaction. 

Ces  principes  suffisent  à  établir  les  conditions  d'équilibre,  en 
introduisant  les  forces  de  contact  inconnues  et  en  écrivant  pour 
chaque  solide  séparément  ses  conditions  d'équilibre  comme  s'il 
était  libre.  Des  nombreuses  applications  aux  problèmes  les  plus 
variés,  même  lorsqu'on  a  égard  au  frottement,  éclaircissent  la 
méthode  qui  n'est  certainement  pas  nouvelle,  mais  qui  se  trouve 
établie  d'une  manière  générale  et  rigoureuse. 

La  loi  d'inertie  (')  et  le  principe  des  mouvements  relatifs  sont 
les  fondements  de  la  Dynamique.  Le  principe  de  l'indépendance 
de  l'action  des  forces,  dans  le  cas  où  elles  agissent  suivant  la 
même  droite,  conduit  \\  la  propriété  que  «  pour  un  même  points 
r accélération  due  à  une  force  constante  lui  est  proportionnelle  » 
et,  par  conséquent,  à  la  notion  de  masse  ;  si  les  forces  ne  sont  pas 
dirigées  suivant  la  même  droite,  on  a  la  règle  du  parallélogramme 
dans  le  cas  où  le  point  est  en  mouvement. 

Le  principe  de  d'Alembert  f§  88)  que  l'auteur  démontre  à  peu 
près  comme  le  grand  philosophe  (Traité  de  Dynamique,  1743, 
•>/  partie,  chap.  I.)  amène  l'auteur  à  examiner  de  nouveau  et  à  un 
autre  point  de  vue  le  principe  des  vitesses  virtuelles  dans  le  cas 
du  mouvement. 

Les  systèmes  pour  lesquels  les  relations  entre  les  variables  des 
solides  ne  sont  que  des  équations  (systèmes  holonomes  de  Hertz) 
sont  dits  stricts;  les  autres,  auxquels  correspondent  aussi  des 
inégalités,  sont  des  systèmes  non  stricts.  Les  équations  de  con- 
tact sont  toutes  les  équations  dues  aux  liaisons,  en  leur  joignant, 
si  le  système  n'est  pas  strict,  les  inégalités  changées  en  égalités. 
Les  systèmes  stricts  pour  lesquels  sont  possibles  seulement  des 
mouvements  tels  que  les  équations  de  contact  soient  constam- 
ment satisfaites  \jnouve?nents  réguliers]  sont  des  systèmes  nor- 
maux ;  dès  lors  (5^  97)  : 

Si  le  système  est  en  repos  ou  a  un  niouvcnicnl  régulier.^  les  tru' 


[*)  Sur  ce  principe  et  sur  son  interprétation  comme  loi  d'expérience,  on  peut 
voir  l'excellent  mémoire  de  M.  Masci  :  Sut  conceilo  dcl  movimeiilo.  .\.cc.  d.  Se. 
Mor.  e  Poliliche  d.  Soc.  Reale  di  Napoli,   iSya. 
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i>aii.v  des  forces  de  contact  correspondant  à  un  déplacement  régu- 
lier infiniment  petit  quelconque  ont  une  somme  nulle. 

De  la  s'en  suit  la  seconde  forme  des  équations  du  mouvement 
d'un  système  (§  98),  les  équations  de  Lagrange,  le  principe  des 
forces  vives.  Le  cas  où  les  linisons  sont  fonctions  du  temps 
(§  ici)  est  considéré  à  part. 

L'auteur  ne  se  tient  nullement  à  ces  principes  généraux  ;  au 
contraire,  on  peut  dire  que  presque  toutes  les  questions  les  plus 
vitales  de  la  Mécanique  trouvent  place  dans  son  livre,  comme  les 
éléments  de  la  théorie  de  l'attraction,  la  Mécanique  des  corps 
déformables,  qui,  je  crois,  ne  devrait  plus  manquer  désormais 
dans  un  cours  de  Mécanique,  et  ses  applications  à  l'Hydrosta- 
tique, à  l'Hydrodynamique  et  a  l'Hydraulique. 

Au  contraire,  la  partie  qui  traite  du  mouvement  d'un  corps 
autour  d'un  point  fixe,  si  importante  pour  les  applications  de 
l'analyse,  n'a  pu  trouver  dans  le  livre  de  Cellérier  le  développe- 
ment qui  lui  convient  a  présent. 

Pour  mettre  dans  tout  son  jour  cette  théorie,  il  faudrait  intro- 
duire d'autres  définitions  [^). 

Et  puisqu'il  s'agit  d'un  livre  pour  les  élèves,  on  peut  aussi 
reo-retter  l'absence  complète  d'exercices,  dont  au  contraire  abon- 
dent  les  livres  anglais,  surtout  ceux  récents  de  ?iIM.  Love  et 
Routh.  Mais  comme,  surtout  en  France,  on  ne  manque  pas  d'excel- 
lents recueils  d'exercices  de  mécanique,  cette  omission  ne  sau- 
rait diminuer  la  valeur  de  cet  intéressant  traité. 

11.  Maiîcoloxgo  (Messine). 


(')  Cette  théorie,  comme  on  sait,  a  été  l'objet  d'études  intéressantes  de  M.  Kleix 
{Théorie  des  Kreisels).  En  introduisant  la  notion  si  simple  d'impulsion,  bien  plus 
claire  que  celle  de  quantité  de  mouvement,  toutes  les  lois  du  mouvement  d'un  corps 
solide  découlent  de  lu  deuxième  loi  de  Newton  énoncée  sous  une  forme  entière- 
ment semblable  à  celle  du  mouvement  d'un  point.  En  outre,  cette  notion  est  la 
plus  propre  à  faire  ressortir  les  liens  entre  lénerjjie  cinétique  et  les  composantes 
de  l'impulsion  et  du  mouvement  hélicoïdal  correspondant. 
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1.  Sur  les  forces  qui  coupent  une  droite. 

a)  On  peut  aussi  dans  ce  cas,  plus  général  que  celui  des  forces 
centrales,  exprimer  la  i'itessc  et  la  force  en  fonction  des  seules  o, 
9,  'Il  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  à  tL,  cFune  manière  tout  à 
fait  analogue  au  cas  des  forces  centrales. 

En  efïet,  nous  avons  en  général  : 

mais,  la  projection  de  la  force  sur  le  plan  des  xij,  perpendicu- 
laire à  la  droite  qu'elle  coupe  (axe  des  ^)  étant  une  force  cen- 
trale, on  a  : 

p,-rfOj  =  cdt,  ou  bien  p-  sin'-Oc?(i;  =:  cdt,  (P) 

car  les  coordonnées   polaires  planes  de  la  projection  du  mobile 
sur  le  plan  des  xi/  sont  :  p^  :=  p  sin  9,  9^  =  à. 
Donc  (a)  prend  la  forme  : 

^•  =  .^[t(-«+(^)>(#)]-       '" 

qui  constitue  une  généralisation  de  la  formule  des  forces  cen- 
trales : 

(i')  s'obtient  de  (i),  en  y  faisant  9  =  —  (et  'l  ^^^  9). 

Enseisrnement  malb.  2- 
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Pour  trouver  maintenant  la  force   accélératrice  F,   nous  avons 
pour  sa  projection  Fj  sur  le  plan  des  xy  (formule  de  Binet)  : 


Fj  =  F  siii  0 
d'où  : 


p-  sin-'  fi    L  P  si"  0    "^  (/'|-  J 


ou  bien,  après  quelques  calculs, 


cteO i-, ^T-  -\ 


d'h'i       J 


cette  formule  est  bien  une  généralisation  de  celle   de  Binet  (2'), 
qui  résulte  de  (2)  pour  h  --=  -^  [el  '^  ^  ^). 

b)  Si  les  équations  polaires  de  la  trajectoire  sont  données,  les 
formules  (i)  et  {2)  nous  font  connaître,  par  de  simples  différen- 
tiations,  la  vitesse  et  la  force.  Réciproquement,  si  Ton  se  donne 
la  force  accélératrice  en  fonction  des  p,  9,  J/,  soit  F  ^=  t  (p,  9,  •!/), 
on  aura,  pour  déterminer  la  trajectoire,  à  intégrer  le  système  des 
deux  équations  différentielles  polaires  de  la  courbe  :  l'une  d'elles 
est  l'équation  (2),  où  F  ^  t  (p,  0,  '|),  l'autre  se  trouve  comme  il 
suit  :   en  appelant   F^  la   projection    de  la  force  sur  l'axe  des  z, 


¥  — 


cos  6 


et   en  effectuant  les  différentiations,  eu  égard  à  la  formule   (3), 
on  trouve  : 

I     d'z  _     I     <^-(p<^ose) 
^^?'^' '^  -  TÏÏ7F"rf7^  -  '^^^        dt^       ' 


(jui  est  bien  la  seconde  équation  cherchée 
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c)  Si  la  force  est  perpendiculaire  h  l'axe  des  r,  on  a  : 

— =^  =  0      ou      crr:A<-4-B; 

si  maintenant  la  vitesse  initiale  est,  elle-même,  perpendiculaire  à 
l'axe,  on  aura  A=f-^|  =  o,  donc -=  B,  c'est-à-dire  la  tra- 
jectoire se  trouve  dans  un  plan  parallèle  au  plan  des  xij  et  le  mou- 
vement est  central  ;  si  A^  o,  le  mouvement  semble  central  à  un 
observateur  entraîné  par  le  plan  mobile  c  =  A?  -f-  B. 

2.  Sur  les  accélérations  d'ordres  supérieurs. 

L'accélération  du  n""°®  ordre  est  ordinairement  définie  comme 
la  limite  du  l'apport  de  V accroissement  géométrique  de  V accéléra- 
tion précédente  d'ordre  n  —  i  (=  çitesse,  pour  n  =  2.)  à  l'ac- 
croissement correspondant  At  du  temps. 

Cependant,  pour    l'accélération    ordinaire   de    l'ordre  al     ,.■,  , 

dh-      d'z\     .^       .  .  .,         ,     1 

~ii7r  ■>  "^Tt),  il  existe  aussi  une  autre  manière  de  la  trouver  :  L  ac- 
célération de  V ordre  2  est  la  limite  du  rapport  du  double  de  la 
déviation  à  (At)^. 

Nous  allons  maintenant  montrer  que  cette  définition  s'étend  à 
Vaccélération  d' un  ordre  quelconque  n. 

A  cet  effet,  soit  M  (/^,  x^,  y^,  z^  le  point  considéré  de  la  tra- 
jectoire et  M'  la  nouvelle  position  du  mobile  au  bout  du  temps 
\t  ^  t  —  t^,  et  considérons  les  développements  des  coordonnées 
du  mobile  : 

\  J=Jo+ =  =  ^0+ 

Si  nous  construisons  maintenant  la  courbe  suivante  (K)  : 

,    {  dx  \    ,  ,    ,  ,    /  d"- ^x  \      {t  —  t'»-^  \ 

ï=Jo+ Z  =  =„4-.,) 
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elle  aura,  par  la  manière  même  dont  elle  est  formée,  un  contact 
dordre  n  —  i,  en  M,  avec  la  trajectoire. 

Si,  de  plus,  nous  concevons  que  le  mobile,  a  partir  de  M,  se 
mouvaitsur  (K),  aubout  du  temps  Anl  arriverait  en  un  point  M" 
de  cette  courbe  ;  le  segment  rectiligne  M"  M'  sera  nommé,  ici 
encore,  la  déviation  du  mobile,  la  déviation  d'ordre  n  —  i. 

Or,  on  a  : 

et  de  même  pour  proj^  (M"  M'),  pi'oj.  (M"  M')  ;  donc,  si  nous  for- 
mons l'expression  : 


sa  limite  pour  /  =  ?(, 


lim   ;  n  I  — - — ; —  ' 


aura  évidemment  pour  projections  sur  les  axes  : 

d"x  d"Y  rf"  : 

dt"     '        di"     '        dt"     ' 

donc  :  V accélération  de  l'ordre  n  est  éiiale  à  la  limite  du 
n  !  —  pie  de  la  déviation  d'ordre  n  —  i  divisée  par  (A/)",  ce  qui 
constitue  l'extension  cherchée. 

Il  est  h  remarquer  qu'une  infinité  de  courbes  peuvent  servir 
à  la  définition  de  l'accélération  d'ordre  n  par  la  déviation  :  toutes 
celles,  on  le  voit  tout  de  suite,  qui  ont  avec  (K)  un  contact 
d'ordre  n  —  i  au  moins,  et  qui,  par  conséquent,  sont  contenues 
dans  les  formules  suivantes  : 

— +(4f).('-'.)+-+(4;=^).-^^T-+ 

^■i=Jo  + ,  Zi  =  ^o+ , 

Par  exemple,  pour  Taccéléralion  dordre  2,  on  peut,  au  lieu 
de  la  tangente,  prendre  une  quelconque  des  courbes  : 

^^  =  ''^+{-^)    ('-'o)  +  A.-^^^   -f....Y.  =  v,  +  ....Z,  =  .,  +  .... 
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Les    courbes   (K')  ont  avec   la  trajectoire  un   contact    d'ordre 
n  —  I,  en    orénéral,    et  non  n  'à  moins   que  f       * .  i  - —  (  "  y  \  — 

(7".  \ 
— -1  j  =  o).    Ajoutons   encore   c[u  ai/  point  de   vue    inècaniqm 

celte  définition  de  la  déviation  d'ordre  n  diffère  de  celle  d.. 
l'ordre  2,  en  ceci  que,  pour  cette  dernière,  le  point  ^I"  est  la 
position  du  mobile  sur  la  tangente,  au  bout  du  temps  A/,  si  la 
force  cessait,  à  partir  de  M,  d'a^^ir,  tandis  que.  pour  la  déviation 
d'ordre  /?,  M"  sera  la  position  du  mobile,  au  bout  du  temps  It, 
sur  la  courbe  (K),  ou,  plus  généralement  une  des  (K'),  position 
que  le  mobile  atteindra,  si,  à  partir  de  M,  Von  ajoute  une  force 
convenablement  choisie  à  celle  donnée  d'avance;  mais  cela  consti- 
tue encore  une  généralisation  ;  en  effet,  il  suffit,  pour  le  cas 
n  =  2,  de  prendre  cette  nouvelle  force  égale  et  opposée  à  la 
force  donnée,  pour  que  le  mobile  se  meuve  sur  la  tangente.  Pour 
trouver  dans  le  cas  général  «  >  2  cette  nouvelle  force  N,  nous 
remarquons  que  cette  force  N  et  la  force  donnée  mouveront  le 
mobile  sur  la  courbe  (K'),  donc  leur  résultante  R  aura  pour  pro- 
jections sur  les  axes  : 

,  etc.  ; 


dt- 


par  suite  N  (X^,  Y^,  ZJ  qui  est  la  différence  géométrique  de  R  et 
de  la  force  donnée,  aura  pour  projections  : 


^,  etc. 


la  force  N  est  donc  un  infiniment  petit  d'ordre  n  —  2  par  rapport 
a  It^  t  —  t^. 

Pour  «  ^  2,  on  aurait  de   même, 


d'où,  pour  /  =  t^^,  en  M,  ou  a  bien 

d'-_ 

'"   '0 


comme  il  fallait  s'y  attendre. 

N.-J.  IIatzidakis  (Athènes). 
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Combien  y  a-t-il  d'élèves,  dans  toute  la  population  scolaire, 
qui  connaissent  le  calcul  approximatif?  A  part  quelques  bons 
candidats  aux  grandes  écoles,  je  suppose  qu'il  y  en  a  un  très  petit 
nombre.  On  peut,  sans  exagérer,  dire  que  l'immense  majorité 
l'ignore. 

D'où  vient  cette  ignorance  ?  Simplement  de  ce  que  le  calcul 
approximatif  n'est  pas  enseigné,  et  il  n'est  pas  enseigné  parce 
qu'il  est  trop  difficile.  Par  respect  pour  la  méthode  déductlve  des 
sciences  mathématiques  on  ne  veut  l'appuyer  que  sur  une  base 
inébranlable  :  la  théorie  des  erreurs  ;  et  celle-ci  est  inaccessible 
à  la  masse.  Il  y  a  cependant  quelque  chose  qui  devrait  primer  ce 
respect,  c'est  la  nécessité.  La  vie  journalière  de  l'adulte,  comme 
celle  de  l'écolier,  présente  constamment  des  exemples  de  calculs 
qui  ne  tombent  pas  juste.  Tout  le  monde  a  plus  ou  moins  besoin 
de  savoir  les  traiter. 

Poussé  donc  par  la  nécessité,  je  n'ai  pas  hésité,  au  risque 
de  commettre  une  hérésie  scientifique,  à  appliquer  au  calcul 
approximatif,  la  méthode  inductive  des  sciences  physiques.  J'ai 
fait  des  expérience  de  calcul  dont  j'ai  tiré  des  règles  pratiques  (*) 
qui  me  donnent  du  reste  toute  satisfaction. 

La  méthode  que  je  propose  ci-après,  étant  fondée  uniquement 
sur  l'expérience,  ne  saurait  prétendre  à  la  certitude,  c'est  entendu, 
mais  elle  est  bien  suffisante  dans  les  calculs  courants,  et  si  elle 
se  trouvait  par  hasard  en  défaut,  ce  ne  pourrait  être  que  dans  des 
cas  tout  à  fait  exceptionnels.  D'ailleurs,  si  on  désire  la  certitude 


(')  Méthode  pratique  tic  culciil  (ipprosimatif.   Prix  :    i    fr.    a5.    Société  d'Editions 
scientifiques,  Paris. 


DU   CALCUL   APPROXIMATIF  /{tg 

on  pourra  toujours  l'olitenir  au  moyen  du  contrôle  rigoureux 
que  je  donne  à  l'appui  même  de  la  méthode  dans  la  brochure 
signalée  plus  haut  et  que  le  cadre  de  cet  article  m'oblige  h  passer 
sous  silence. 

RÎ-GLES     PHÉLIMIXAIRES     ET    DÉfIMTIOXS 

Nous  envisagerons  simplement  le  cas  le  plus  fréquent  :  Tous 
les  nombres  d'une  expression  sont  ou  connus  exactement  ou 
susceptibles  d'une  approximation  indéfinie  ;  il  s'agit  de  calcu- 
ler le  résultat  quelle  représente  à  une  unité,  une  dizaine, un 

dixième,  un  centième...  près. 

Voici  d'abord  deux  règles  préliminaires  h  observer. 

Règle  I,  —  Les  clii/fres  d'un  nombre  se  comptent  à  partir  du 
premier  chiffre  significatif  de  gauclie^  sans  se  préoccuper  de  la  vir- 
gule s'il  1/  en  a  une. 

RiîGLE  II.  —  Chaque  fois  quon  néglige  des  chiffres  sur  la  droite 
d' un  nombre  on  force  le  dernier  conservé  de  1  si  le  suivant  est  5 
ou  supérieur  à  5. 

Exemple  :  i"  Prendre  53, 2487  avec  4  chiffres.  On  prend  53,24- 

2°  Prendre  0,0378  avec  i  chiffre.  On  prend  0,04. 

3°  Prendre  4552,8  avec  2  chiffres.  On  prend  4600. 

Ceci  posé,  on  divise  les  opérations  en  deux  catégories.  La  pre- 
mière comprend  V addition  et  la  soustraction  ;  la  deuxième  com- 
prend la  multiplication  avec  V élévation  aux  puissances,  la  divi- 
sion et  V extraction  des  racines. 

Toute  expression  qui  ne  renferme  que  des  opérations  d'une 
même  catégorie  est   une  expression  simple.  Exemple  :  ~-\-y-x 

/rr  .  .         ,         ,  .,  ,  T.h/T 

—  \  o  est  une  expression  simple  de  première  espèce;  — - —  est 
une  expression  simple  de  deuxième  espèce. 

Une  expression  est  composée  quand  elle  comporte  des  opéra- 
tions des  deux  catégories  ;  elle  est  de  première  ou  de  deuxième 
espèce  quand  l'opération  finale  est  de  première  ou  de  deuxième 

catégorie.  Exemple  :  -àL —  7:  est  une  expression  composée  de 


première    espèce;  -^ iJ^est    une    expression    composée    de 

deuxième  espèce. 
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EXPRESSION     SIMPLE     DE    PHEMIERE    ESPECE 

RÈGLE  III.  —  On  limite  cJiaque  nombre  vers  la  droite  en  con- 
servant Vordre  inférieur  à  l'ordre  d" approximation  demandé  et 
on  supprime  un  chiffre  à  droite  du  résultat  final. 

Exemple  :  Calculer  à  o,ooi   près  l'expression  i8  +  o,o45  34B 


+  s/l-r.-\ 


i8  3,i4i6  i9»7774 

0,0453  0,8^71  3,9987 

1.7321 


19.7774  J.9987  15,7787 

Le  résultat  est  iî),779  à  0,001  près. 

EXPRESSION    SIMPLE    DE    DEUXIEME    ESPECE 

RÈGLE  IV.  —  On  commence  par  déterminer  le  nombre  de 
chiffres  du  résultat  (Régie  1)  par  un  calcul  préliminaire.  Pour 
obtenir  un  résultat  de  n  chiffres.,  on  prend  au  départ  chaque 
nombre  entier  ou  décimal  qui  renferme  plus  de  11+ i  chiffres, 
ainsi  que  chaque  nombre  irrationnel  avec  n  + 1  chiffres.  Si  le 
résultat  d' une  première  opération  doit  être  soumis  à  une  deuxième 
opération,  on  le  réduit  au  préalable  à  n  -]-  i  chiffres.,  et  ainsi  de 
suite.  Finalement  on  réduit  le  résultat  à  n  chiffres. 

Exemple  :  Calculer  a  0,01  près  W5o3 -\/2. 
On  a  visiblement 

3  X  I  <r.\/T<  4  X  J. 

Ce  produit  5o3  7:^/2  soumis  au  radical  aura  4  chiffres  a  la  par- 
tie entière;  la  racine  carrée  aura  2  chiffres  h  la  partie  entière, 
et  comme  elle  doit  être  calculée  à  0,01  près  elle  aura  en  tout 
4  chiffres. 

On  prend  t:  et  y/2  chacun  avec  5  chiffres,  et  on  lait  le  calcul 
comme  il  est  indiqué  ci-après. 

3,i4i6  X  i,4i4'J  =  4,4428"»07i 
4, 4429  X  5o3  =  •2234,7787 
\/ ■2-234. 8  =  47,'-^7--- 
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Le  chiffre  qui  suivrait  le  j  étant  inférieur  a  5,  on  a  comme 
résultat  47, 2j. 

Définition.  —  On  appelle  d'abord  rcsidlal  brut  tout  nombre 
fourni  par  Tune  quelconque  des  opérations  du  calcul  d'une  expres- 
sion simple  de  première  espèce. 

Ainsi  en  se  reportant  à  l'application  ([ui  suit  la  règle  III 
^9'7774î  ^f99^~j  ï 5,7787  sont  des  résultats  bruts. 

En  supposant  ensuite  que  dans  le  calcul  d'une  expression 
simple  de  seconde  espèce  on  ait  pris  n  -\-  i  chiffres  au  départ, 
si  on  limite  le  résultat  fourni  par  l'une  quelconque  des  opéra- 
tions successives  à  /î  +  I  chiffres,  on  obtient  un  nombre  qu'on 
appelle  encore  résultat  brut. 

Ainsi  en  se  reportant  à  l'application  qui  suit  la  règle  IV, 
4,4429,  2  234,8,  47)^74  sont  des  résultats  bruts. 


EXPRESSION    COMPOSEE 

Le  calcul  d'une  expression  composée  se  fait  par  application 
de  la  règle  suivante  qui  comprend  d'ailleurs  les  règles  III 
et  IV. 

Règle  V.  —  Chaque  fois  qu^on  passe  d'une  opération  à  V opé- 
ration suivante^  on  soumet  à  cette  dernière  le  résultat  brut  de  la 
précédente.  Les  nombres  de  chiffres  à  prendre  au  départ  doii'ent 
être  tels  que  par  cette  manière  d'opérer  l'on  arrive  finalement  à 
un  résultat  brut  ayant  un  cJiiffre  de  plus  que  le  résultat 
cher  elle. 

Exemples  :  i"  calculer  à  0,0 1  près -" -f- 5  y/2  . 

Ceci  est  une  opération  composée  de  première  espèce.  Les  deux 
termes  de  l'addition,  qui  est  la  dernière  opération  à  faire,  doivent 
être  des  résultats  bruts  exprimant  des  millièmes.  Or  --  est  une 
expression  simple  de  seconde  espèce  ;  pour  en  tirer  un  résultat 
brut  de  millièmes,  c'est-ii  diie  un  résultat  de  4  chiffres,  il  convient 
de  prendre-  avec  4  chiffres.  ^\/vl  est  aussiunc  expression  simple 
de  seconde  espèce;  pour  en  tirer  un  résultat  de  4  chiffres,  il  con- 
vient de  prendre  y/  2  avec  4  chilIVes. 
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En  définitive  on  fait  les  calculs  suivants  : 

3,142-  r=  9,872104 

1,414  X  5  =  7,070 

9;872  + 7-070  =  16,942 

Le  résultat  demandé  est  16,94. 

o  .,  ,      ,       .  . .  ,         ,       V^65o  +  v/0,02 

2    Lalculer  a  1000  unîtes  près  -'^ 


Ceci  est  une  expression  composée  de  seconde  espèce.  La  der- 
nière opération  h  lai^'e  est  une  division.  Quelle  sera  la  composi- 
tion des  deux  résultats  bruts  ([ui  formeront  le  dividende  et  le 
diviseur  de  cette  division  ?  Ces  deux  résultats  bruts  devront  avoir 
I  chiffre  de  plus  que  le  résultat  final  ;  on  est  donc  conduit  h  dé- 
terminer le  nombre  de  chiffre  de  celui-ci.  Un  calcul  préliminaire 
montre  que  le  numérateur  vaut  environ  a5,  et  le  dénominateur 
environ  0,002  ;  par  conséquent  le  résultai  aura  5  chiffres  à  la 
partie  entière,  et  comme  il  doit  être  calculé  à  i  000  unités  près, 
il  aura  en  tout  2  chiffres.  Il  en  résulte  qu'on  doit  tirer  du  numé- 
rateur et  du  dénominateur  des  résultats  bruts  de  3  chiffres. 

Or  le  numérateur  aura  2  chiffres  ii  la  partie  entière,  on  devra 
tirer  de  chaque  terme  du  numérateur  un  résultat  brut  de  dixièmes, 
et  pour  cela  prendre  20,5  pour  y^Gooet  0,1  pour  Y/^0,02  .  Le 
résultat  brut  du  numérateur  est  donc 

2j,'j  -|-  o.l   :=  2'), 6. 

Quant  au  dénominateur,  son  premier  chiffre  significatif  est  au 
rang  des  millièmes  ;  chacun  de  ses  termes  devra  être  limité  aux 
cent  millièmes  inclus.  Or  2,22  ^,^2  a  i  chiffre  à  la  partie  entière; 
pour  en  obtenir  un  résultat  brut  de  cent  millièmes  on  devra 
prendre  \' 1  avec  6  chiffres.  Le  résultat  brut  du  dénominateur 
est 

i, 14119  —  3,13955  r=  0,00204 

Enfin  en  divisant  25,6  par  0,00204,  ^^^  trouve   i3  000. 

L.    riiii'Aui)  (Armentières). 


DE  L'EXPERIENCE  ET  DE  L'INTUITION 

DANS 

L  ENSEIGNEMENT   PROPÉDEUTIQUE 
DE  LA  MATHEMATIQUE 


Vous  tenez  entre  le  pouce  et  l'index  des  deux  mains  un  livre 
dont  vous  lisez  le  titre.  Vous  êtes  curieux  de  lire  les  annonces 
de  librairie  qui  se  trouvent  sur  le  dos  et  par  un  mouvement  des 
doigts  vous  le  faites  basculer  autour  de  son  axe  moyen,  et  les  an- 
nonces de  librairie  se  présentent  à  vos  yeux,  mais  la  tête  en  bas  ; 
il  faut  donc  par  des  manœuvres  des  deux  mains  encore  faire 
tourner  le  parallélépipède  rectangle  formé  par  le  livre,  autour  de 
son  petit  axe.  On  lui  a  fait  faire  deux  demi-rotations  autour  des  deux 
axes  perpendiculaires  l'un  à  l'autre.  On  aurait  obtenu  le  même 
résultat  en  faisant  simplement  virer  le  livre  autour  de  son  grand 
axe,  et  en  lui  faisant  ainsi  décrire  un  demi-tour.  Vous  répétez 
l'expérience  avec  des  dés,  des  boîtes  rectangulaires,  une  sphère 
armillaire.  Vous  prouverez  donc  par  l'expérience,  aussi  rigou- 
reusement que  par  un  raisonnement  que  :  deux  demi-rotations 
autour  de  deux  axes  perpendiculaires  l'un  à  l'autre  équivalent  a 
une  seule  demi-rotation  autour  de  l'axe  perpendiculaire  aux  deux 
premiers. 

Dans  l'expérience  décrite  il  faut  admettre  la  parfaite  indépen- 
dance des  mouvements  de  translation  involontaires  et  des 
mouvements  de  rotation  voulues  que  le  livre  subit  en  même 
temps.  Avec  la  sphère  armillaire  ou  d'autres  dispositions  (')  qu'on 


(')   Par  exemple  une  pouiine  embrochée  dans  trois  aiguilles  à  tricoter. 
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pourrait  imaginer    il    n'y    aurait    plus    lieu    de    faire    cette    res- 
triction. 

Maintenant  prenez  le  même  livre.  Au  lieu  de  le  tenir  entre  vos 
doigts  posez-le  devant  vous  sur  une  table,  debout,  le  dos  tourné 
vers  vos  yeux.  Vous  voulez  encore  lire  les  annonces  de  librairie. 
Il  suffit  pour  cela  de  lui  faire  faire  un  quart  de  rotation  autour 
de  l'axe  vertical.  Mais  le  livre  tombe,  les  annonces  sur  la  table. 
Vous  lui  faites  faire  le  quart  de  rotation  autour  de  l'axe  vertical 
et  vous  relevez  le  livre  et  lisez.  Donc 

Trois  quarts  de  rotation  successifs  autour  de  trois  axes  perpen- 
diculaires entre  eux  A,  B  et  C  équivalent  à  un  seul  quart  de 
rotation  effectué  autour  de  l'axe  B. 

On  voit  donc  ici  deux  théorèmes  dont  la  démonstration  semble 
devoir  être  difficile  et  qu'on  démontre  expérimentalement  et 
intuitivement,  d'une  manière  compréhensible  à  des  enfants. 

Donc,  comme  les  autres  sciences,  la  mathématique  est  une 
science  d'expérimentation.  Est-il  dit  pour  cela  qu'on  doit  em- 
ployer l'expérimention  dans  l'enseignement. 

Ici  il  s'agit  de  distinguer. 

Pourquoi  y-a-t-il  tant  de  gens  qui  ont  une  sainte  horreur  de 
tout  ce  qui  s'appelle  sciences  mathématiques.  C'est  à  cause  de 
l'aspect  rébarbatif  qu'on  leur  a  donné  dès  le  premier  abord 
dans  l'enseignement;  c'est  parce  qu'on  commence  leur  étude 
tard,  sans  les  faire  précéder  de  notions  préparatoires  capa- 
bles d'en  montrer  l'intérêt  aux  jeunes  esprits.  Or  on  apprend 
avec  beaucoup  plus  de  facilité  les  choses  qui  vous  intéressent,  et 
quand  on  commence  sérieusement  l'étude  d'une  science,  on  y 
retrouve,  comme  de  vieilles  connaissances,  un  tas  de  notions 
qu'on  a  acquises  naguères  d'une  façon  moins  méthodique,  peut- 
être,  mais  plus  amusante.  C'est  dans  cette  premiers  phase  des 
études  qu'il  faut  recourir  souvent  aux  expériences  amusantes,  à 
l'âge  où  les  enfants  sont  encore  incapables  de  faire  des  raison- 
nement suivis,  ou  d'exprimer  par  des  phrases  ceux  que  leurs 
yeux  leur  suggèrent.  Mais  il  faut  aussi  s'astreindre  à  faire  porter 
ces  expériences  sur  des  éléments  très  simples,  faciles  à  saisir  a 
l'œil,  tels  que  l'angle  droit,  les  nombres  entiers  de  carrés,  de 
cubes  ou  de  sphères,  etc.,  et  ne  passer  ([ue  peu  à  peu  et  avec  une 
progression  lente  à  des  choses  plus  compliquées.  Et  encore  laul- 
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il  que  l'enfaut  soit  capable  de  corriger  les  erreurs  d'expérience 
qui  peuvent  se  produire  ;i  mesure  que  les  éléments  qu'on  expé- 
rimente tombent  moins  sous  les  sens. 

Edouard  Lucas,  dans  le  deuxième  volume  de  ses  récréations 
mathématliiques,  fait  semblant  de  prouver  (p.  loa)  que  64^65. 
Pour  cela  il  prend  un  carré  quadrillé  de  8  centimètres  de  base 
et  8  centimètres  de  hauteur  ;  il  le  découpe  d'abord  en  deux  rectan- 
gles ayant  8  centimètres  de  base  et  l'un  5  centimètres,  l'autre 
3  centimètres  de  hauteur.  Par  une  grande  diagonale  il  découpe 
ce  dernier  en  deux  triangles  rectangles.  Il  découpe  l'autre  en 
deux  trapèzes  aux  côtés  parallèles  égaux  \\  5  centimètres  et  à 
3  centimètres  et  ayant  5  centimètres  de  hauteur.  En  réunissant 
ces  quatre  lambeaux  d'une  autre  façon  il  en  fait  une  figure  qui 
ressemble  i\  un  rectangle  de  5  centimètres  de  haut  sur  i3  centi- 
mètres de  base.  — Ce  genre  d'expériences  paradoxales  et  sophis- 
tiques est  bon  pour  faire  naître  dans  les  esprits  des  enfants  le 
besoin  de  démonstrations  générales;  mais  il  ne  faut  l'employer 
c[ue  lorsque  l'enfant  devient  plus  ou  moins  capable  de  trouver  ou 
tout  au  moins  de  comprendre  à  l'explication  le  défaut  de  l'expé- 
rience. Ici  il  s'agit  d'avoir  assez  de  connaissances  sur  la  manière 
de  calculer  les  aires  des  parallélogrammes  et  des  triangles  obli- 
ques, ainsi  que  les  transversales  parallèles  à  la  base  des 
triangles,  et  surtout  l'art  de  découvrir  par  le  calcul  ce  qui  reste 
caché  aux  yeux. 

On  connaît  le  nom  de  pont-aux-ànes  généralement  donné  au 
théorème  du  carré  de  l'hypoténuse.  Le  théorème  ainsi  signalé 
comme  la  première  grande  difficulté  qui  se  présente  en  Géomé- 
trie, n'est  pourtant  pas  bien  difficile  à  comprendre,  mais  «  on 
donne  une  démonstration  géométrique  passablement  compliquée, 
très  peu  naturelle  en  tous  cas,  alors  qu'il  en  existe  une  que  l'on 
doit  aux  Hindous,  qui  est  non  moins  rigoureuse,  qu'un  enfant  de 
dix  ans  peut  facilement  comprendre,  et  qu'il  est  sûr,  lavant 
comprise,  de  ne  januiis  oublier.  »  (Laisant,  La  Mathématique, 
p.  226.) 

La  démonstration  due  aux  Hindous  nous  paraît  d'autant  plus 
recommandable  qu'elle  peut  servir  ii  faire  d'abord  la  démonstra- 
tion de  beaucoup  de  cas  particuliers  jusqu'au  moment  où  on 
pourra  demander  aux  enfants  de  Iroiive?-  eii.v-nit'nies  la  démons- 
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tratlon  orénérale.  Pour  cela  mettez  entre  les  mains  des  enfants  du 
papier  quadrillé  (de  préférence  au  centimètre  carré,  afin  de 
servir  en  même  temps  à  exercer  le  coup  d'oeil).  Faites  inscrire 
aux  enfants  dans  ce  quadrillage  les  deux  figures  ci-contre,  ou 
même  seulement  la  première,  ils  y  liront  sans  difficulté  que  le 
carré  construit   sur  l'hypoténuse  du  triangle   rectangle  dont  les 


autres  côtés  sont  i  et  3  est  composé  de  quatre  carrés  égaux  ii 
I  centimètre  carré  plus  de  quatre  triangles  égaux  chacun  à  la 
moitié  de  3  centimètres  carrés  et  que  la  contenance  en  est  donc 

4  +  6  =  lo  =  I  -1-  9  =  1-  +  3- 

Le  tableau  suivant  fournit  les  données  nécessaires  pour  d'autres 
exercices  du  même  genre.  Il  semble  inutile  d'expliquer  sa  cons- 
truction et  son  usage  dont  chacun  se  rendra  facilement  compte. 

Ce  tableau,  à  la  fois  graphique  et  numérique  qui  peut  être 
étendu  aussi  loin  qu'on  voudra,  est  celui  de  tous  les  nombres 
décomposables  en  sommes  de  deux  carrés  entiers.  Il  a  un  certain 
nombre  de  propriétés.  Ainsi  dans  un  carré  de  4  de  ces  nombres 
les  sommes  eu  croix  sont  égales,  ainsi  8 -|-  i8  =  i3  +  i3  ;  i3 
-|-  I-  =  lo  +20.  Il  a  de  plus  la  propriété  de  pouvoir  servir  aux 
o-ens  très  forts  en  calcul  mental  à  simuler  une  très  grande  mé- 
moire. Ils  n'ont  qu'à  ajouter  h  un, nombre  pris  dans  la  ligne  des 
carrés  la  suite  des  nombres  impairs.  Il  peut  donc  fournir,  comme 
beaucoup  d'autres  tableaux  numériques,  un  certain  nombre  d'exer- 
cices de  calcul  mental  continu.  Ex  :  64  et  i,  65;  et  3,  68,  et  5, 
T3,  etc.  On  ne  prononce  que  ce  qui  est  écrit  en  gros  chiffres  et  on 
pense  ce  qui  est  en  petits  caraclères. 


E.ySEIGyEMEyr  PROPÉDEVTIQUE  de   la    MATUÉMAriQlE     427 

L'enfant  qu'on  aurait  fait  raisonnci-  sur  un  certain  nombre  de 
cas  particuliers  parviendrait  à  la  fin  à  faire  de  lui-même  la  démons- 
tration générale,  soit  géométrique,  soit  algébrique,  et  ce  serait 
certainement  la  meilleure  manière  de  la  lui  faire  apprendre,  et 
surtout  retenir. 
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On  remarquera  dans  le  tableau  les  deux  nombres 

25  =  9  -|-  16     et     loo  =z  36  -}-  64. 


Ces  résultats  fourniront  d'assez  jolies  exercices  de  dessin 
géométrique  à  main  levée.  Par  le  centre  d'une  feuille  de  papier 
quadrillé  je  fais  passer  un  axe  vertical  et  un  axe  horizontal  sur 
lesquels  je  marque  tous  les  points  dont  les  distances  au  centre 
sont  5  et  des  multiples  de  5.  Je  marque  ensuite  les  8  points  du 
quadrillage  ayant  pour  coordonnées  3  et  4  ;  ceux  ayant  pour  coor- 
données 6  et  8,  et  ainsi  de  suite,  et  j'aurai  ainsi  pour  un  certain 
nombre  de  cercles  concentriques  12  points  par  cercle  qui  me 
permettront,  ou  plutôt  permettront  à  vos  élèves  de  les  tracer  à  main 
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levée.  Une  chose  à  iemarc[uer,  c'est  que  ceux  des  cercles  qui  auront 
pour  rayons  un  multiple  de  10  seront  partagés  par  le  quadrillage 
même  en  douze  parties  égales,  car  sin  'So°=  o,5.  Les  fabricants 
de  cadres  pour  horloges  font-ils  emploi  de  cette  notion? 

Par  les  mêmes  moyens  on  peut  tracer  des  ellipses]dont  le  grand 
et  le  petit  axe  sont  des  rayons  de  deux  multiples  différents  de  5. 

Une  étude  qui  devrait  être  faite  expérimentalement  avant  toute 
étude  mathématique  sérieuse  est  celle  des  nombres  figurés,  en 
commençant  par  les  nombres  parallélogrammes  et  les  carrés,  et 
en  continuant  par  les  nombres  parallélépipèdes  et  les  nombres 
cubes,  parce  que  ce  sont  des  réprésentations  frappantes  des  pro- 
duits numériques  de  deux  et  puis  de  trois  facteurs  (premiers  ou 
non).  Après  cela  viendraient  seulement  T étude  des  nombres 
triangulaires  et  des  deux  espèces  de  nombres  pyramidaux,  celle 
des  tas  de  boulets.  En  mettant  entre  les  mains  des  enfants  des 
cubes,  des  billes,  des  jetons  ronds  ou  carrés  on  utiliserait  le 
besoin  de  l'enfance  d'agir  par  elle-même.  Ce  serait  une  introduc- 
tion non  seulement  à  l'Arithmétique  et  la  Géométrie,  mais  encore 
il  l'Arithmologie  et  à  l'algèbre,  car  à  l'étude  des  nombres  figurés 
se  rattache  étroitement  le  calcul  par  différences  qui  peut  être 
enseigné,  d'une  manière  très  élémentaire  sous  le  nom  de  pro- 
gressionpar  différence  du  T'",  2%  3"  degré.  (Ce  mot  a  été  employé 
je  crois,  par  ]M.  Ed.  Lucas).  S'y  rattache  aussi  le  triangle  de 
Pascal.  Cette  étude  fournit  d'innombrables  prétextes  de  calcul 
mental;  et  de  non  moins  innombrables  Ibrmules  algébriques 
faciles  à  comprendre  et  rendues  intéressantes  pour  les  commen- 
çants parce  qu'elles  se  rapportent  a  des  objets  qui  Irappent  la 
vue. 

Cet  enseignement  propédeutique  aurait  pour  résultat  voulu  de 
diminuer  le  nombre  de  gens  incapables  de  concevoir  toute  idée 
mathématique.  Mais  je  crois  qu'il  lui  serait  donné  par  surcroît 
de  faire  éclore  de  vrais  vocations  scientifiques. 

Cii.   Beudellé  (Rioz.  llaute-Saone). 
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Une  grandeur  variable  est  dite  continue  si  elle  peut  croître  ou 
décroître  par  degrés  aussi  petits  que  possible.  Cette  propriété 
d'une  grandeur  entraîne  forcément  pour  la  même  grandeur  la 
possibilité  d'être  divisée  en  parties  indéfiniment  petites,  c'est-à- 
dire  aussi  petites  qu'on  le  veut,  et  réciproquement.  Réduite  à 
ces  termes,  la  définition  de  la  continuité  nous  paraît  assez  claire 
et  assez  peu  contestable  ;  et  cependant  aucune  autre  définition 
n'a  donné  lieu  h  plus  de  controverses.  Nous  allons  examiner 
pourquoi  on  a  tant  discuté  depuis  des  siècles  sur  cette  question, 
et  comment  l'atome,  tel  que  nous  l'avons  défini  (voir  n°  du 
i5  janvier  1902),  permet  d'en  donner  la  plus  simple  des  solu- 
tions. 

Disons  tout  de  suite  que  la  cause  de  ces  interminables  discus- 
sions a  été,  et  est  encore,  la  confusion  de  ces  deux  mots,  l'infini 
et  l'indéfini,  qui  se  fait  perpétuellement  dans  l'esprit  des  discou- 
reurs, Pascal,  dans  ses  Réflexions  sur  la  géométrie,  n'hésite  pas 
à  employer  les  expressions  de  «  divisibilité  h  l'infini,  augmenta- 
tion infinie,  diminution  infinie  »,  mais  il  ne  cherche  pas  à  s'en 
expliquer  le  sens;  il  les  accepte  d'emblée  avec  tout  ce  qu'elles 
ont  d'impossible  à  comprendre,  comme  un  mystère  «  que  la 
nature  a  mis  entre  les  choses  et  qu'elle  a  proposé  aux  hommes, 
non  pas  à  concevoir,  mais  h  admirer  ».  C'est  pousser  un  peu 
loin  l'abnégation  de  |la  raison,  dans  une  science  tout  humaine, 
et  il  nous  est  impossible  de  souscrire  à  un  tel  abandon  du  droit 
d'examen. 

Pascal  n'a  pas  connu  la  dissemblance  de  l'infini  et  de  l'indéfini 
(voir  L'infini  et  l'indéfini,  n°  du  i5  mai  1902).  Pour  lui,  Tindi- 
Enseignement  matb.  a8 
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visible  n'a  jamais  crétendue  et  tout  ce  ([ui  a  Je  retendue  est 
divisible  :  c'est  là  un  double  préjugé,  qui  est  encore  partagé  par 
des  géomètres  modernes,  et  qu'il  est  facile  de  réfuter.  Vous 
amenez  une  droite,  par  exemple,  en  la  faisant  tourner  autour 
d'un  de  ses  points,  à  être  perpendiculaire,  puis  oblique  à  une 
droite  fixe  ;  il  est  clair  qu'en  continuant  h  faire  tourner  la  droite 
mobile  autour  du  même  point  on  pourra  l'amènera  ne  plus  ren- 
contrer la  droite  fixe  ;  la  distance  de  son  pied  au  pied  de  la  per- 
pendiculaire, après  avoir  augmenté,  devient  alors  infinie,  alors 
qu'un  peu  auparavant  elle  était  simplement  indéfiniment  grande. 
Or  on  ne  peut  pas  dire  qu'en  devenant  infinie  cette  distance  a 
perdu  l'étendue  qu'elle  avait,  et  l'on  admet  pourtant  qu'il  n'y  a 
aucun  moyen  de  passer  de  l'indéfini,  si  grand  qu'il  soit,  a  l'infini 
par  une  multiplication,  ni  de  revenir  de  l'infini  à  l'indéfini  par 
une  division  :  l'indéfini  multiplié  par  un  nombre  ne  donne  pas 
l'infini  et  l'infini  divisé  par  un  nombre  ne  donne  jamais  l'indé- 
fini. De  même,  si  vous  ramenez  la  droite  mobile  vers  la  perpen- 
diculaire, de  manière  à  ce  que  la  distance  de  leurs  pieds,  après 
avoir  diminué,  devienne  nulle,  ce  qui  est  toujours  possible,  on 
admet  qu'il  n'y  a  aucun  moyen  de  passer  de  la  distance  nulle  à 
celle  qui  ne  l'est  pas,  fùt-elle  l'atome,  par  une  multiplication,  ui 
inversement  par  une  division  :  zéro  multiplié  par  un  nombre  ne 
peut  pas  donner  une  quantité  et  une  quantité  divisée  par  un 
nombre  ne  devient  jamais  zéro.  Il  y  a  donc  des  grandeurs  qui 
peuvent  augmenter  autrement  que  par  une  multiplication  et 
diminuer  autrement  que  par  une  division,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  une  grandeur  peut  exister  avec  quelque  étendue,  sans 
être  divisible  en  aucune  manière. 

Il  résulte  de  là  qu'on  ne  peut  pas  dire  :  «  Cette  grandeur  a 
quelque  étendue,  donc  elle  est  divisible  >•>  ;  c'est  la  réciproque 
de  cette  jîroposition  qui  seule  est  vraie,  savoir  :  «  Cette  gran- 
deur est  divisible,  donc  elle  a  quelque  étendue  ».  L'infini  et 
l'atome  sont  précisément  des  grandeurs  (jui  ont  de  l'étendue  et 
qui  sont  néanmoins  indivisibles.  Rappelons  d'ailleurs  qu'on 
nomme  grandeurs  mathématiques  celles  qui  sont  susceptibles 
d'augmentation  ou  de  diminution  :  cette  définition  convient  à 
tous  les  genres  de  grandeurs  et  elle  comprend  tous  les  cas  pos- 
sibles dans  chaque  genre.  Si  l'on  se  borne  à  définir  une  grandeur 
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comme  une  agrégation  de  parties  aliquotes,  effectives  ou  idéales, 
on  exclut  évidemment  de  la  définition  les  grandeurs  qui  n'ont 
pas  de  parties,  telles  que  Fatome  et  l'infini,  on  lait  alors  de  la 
oféométrie  mutilée  ;  ou  bien  l'on  est  conduit  à  confondre  l'indéfini 
avec  l'infini  et  l'atome  avec  le  zéro,  on  fait  alors  de  la  géométrie 
confuse.  La  rigueur  mathématique  nous  oblige  à  regarder 
l'atome  comme  une  grandeur  qui  peut  augmenter  ainsi  que  toutes 
les  autres,  mais  qui  ne  peut  diminuer  qu'en  s'annihilant,  et 
l'indéfini  comme  une  grandeur  qui  peut  diminuer  ainsi  que 
toutes  les  autres,  mais  qui  ne  peut  augmenter  qu'en  devenant 
infinie. 

Kant  ne  fait  pas  non  plus  la  distinction  de  l'infini  et  de  l'indé- 
fini, sans  quoi   son  antinomie  mathématique  disparaîtrait  totale- 
ment. «  Le  continu,  dit-il,  soit  physique,  soit  mathématique,  est 
divisible  à  l'infini,  et  pourtant  les  éléments   du  continu  sont  ou 
paraissent   indivisibles.   »    Le  premier  membre    de  cette  phrase 
énonce  une  thèse  tout  à  fait   insignifiante,    si  l'auteur  veut  dire 
par  là  qu'en  divisant  une  ligne  en  deux,  puis  en  quatre,  etc.,  on 
ne  trouvera  jamais  aucune  partie  de  la  ligne  qui  ait  une  longueur 
nulle  puisqu'une  telle  partie  n  existe  pas,  le  point  n'est  pas  une 
partie  de  ligne.  Mais  si  l'auteur  entend  par  là  qu'en  divisant  une 
ligne  en  deux,  puis  en  quatre,  etc.,  on  n'arrivera   pas   à  tomber 
sur   le   premier  élément    de    sa   longueur,   bien  que  cet  élément 
existe,  il  formule  une  vérité  mathématique  incontestable,  savoir, 
que  l'opération  mentale,  arithmétique  ou  géométrique,  qui  nous 
conduirait  à  ce  premier  élément,  est  interminable,  autrement  dit 
se  prolongera  indéfiniment.  Le  second  membre  de  phrase  :  «  les 
éléments  du    continu  sont  ou  paraissent    indivisibles  »,   est    de 
même  une  antithèse  qui  n'a  pas  de  sens,  si  les  éléments  dont  on 
parle  sont  nuls  comme  ce   que   représente   le    zéro   :   une  ligne 
n'est  pas  une  somme  de  points.  k\i  contraire,  si  le  zéro  est  rem- 
placé   par   le   premier   élément  de  la  longueur,   c'est-h  dire  par 
l'atome,  on  formule  une  proposition  qui  s'accorde  avec   tous  les 
résultats  connus  du  calcul  infinitésimal.  L'antinomie  de  Kant  est 
donc   un  paradoxe   qui  se  résout  très  simplement  avec  l'indéfini 
et  qui  n'a  aucun  sens  avec  l'infini. 

M.     de    Freycinet,    dans    ses    Essais   sur    la    philosop/iie    des 
sciences,    essaie  de  concilier  la  thèse  et  l'antithèse  kantiennes  : 
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il  admel.  pour  cela,  comme  très  probable  la  divisibilité  limitée 
de  la  matière,  soit  qu'il  y  ait  plusieurs  espèces  de  matière,  soit 
qu'il  n'y  en  ait  qu'une  seule;  au  contraire,  pour  les  grandeurs 
mathématiques,  la  divisibilité  à  l'infini  lui  paraît  être  à  la  fois 
certaine  et  nécessaire.  Mais  il  reste  entendu  que  c'est  une  subdi- 
vision indéfinie  qu'il  vise  en  parlant  de  la  divisibilité  a  l'infini  ; 
car,  «  nous  avons  beau,  dit-il,  accumuler  les  divisions,  le  nombre 
des  parties  ne  sera  jamais  infini  ;  nous  avons  beau  diviser  de 
nouveau  chaque  partie,  nous  n'amènerons  jamais  sa  division  h 
zéro.  Les  parties  les  plus  réduites  gardent  toujours  une  trace  de 
la  grandeur,  puisque  réunies  entre  elles,  juxtaposées  bout  à 
bout,  elles  doivent  reconstituer  la  longueur  divisée.  Or,  de  purs 
zéros,  accumulés  en  aussi  grand  nombre  qu'on  voudra,  ne  recons- 
titueraient jamais  une  quantité  finie  ». 

Il  semble  bien  résulter  de  là  que  l'infini  et  le  zéro  ne  jouent 
pas  lin  rôle  indispensable  dans  une  pareille  conception,  et  qu'il 
sufïit,  pour  qu'une  ligne  soit  continue,  qu'elle  soit  composée 
théoriquement  d'éléments  indéfiniments  petits,  aussi  petits  que 
possible  :  c'est  précisément  ces  éléments  aussi  petits  que  pos- 
sible que  nous  avons  appelés  atomes.  Au  surplus,  cette  concep- 
tion se  rapproche  singulièrement  de  celle  de  Leibniz  qui  «  ra- 
mène le  continu  à  ses  éléments  infinitésimaux,  comme  ferait  un 
chimiste  décomposant  un  corps  en  ses  particules  dernières  ». 
(Voir  de  Freycinet,  Essais  sur  la  philosop/iie  des  sciences,  cha- 
pitre VL) 

Au  point  de  vue  de  la  raison,  il  paraîtrait  étrange  qu'on  accor- 
dât un  atome  aux  formes  matérielles  que  manipule  le  physicien 
ou  le  chimiste,  sans  l'accorder  aux  figures  que  conçoit  le  géo- 
mètre ;  car  celles-ci  ne  sont  autre  chose  que  celles-là  idéalisées, 
et  l'idéal  de  la  perfection  dans  la  jouissance  d'un  attribut,  ne 
consiste  pas,  que  nous  sachions,  à  en  être  dépouillé,  mais  bien 
à  le  posséder  dans  sa  plénitude.  Si  donc  on  admet  l'atome  dans 
la  matière,  on  devra  l'admettre  aussi  dans  les  figures  géomé- 
triques, qui  sont  de  la  matière  perfectionnée  ;  de  plus,  il  faudra 
que  l'atome  géométrique  ait  toutes  les  propriétés  de  l'atome 
physique,  et  qu'il  les  ait  toutes  au  plus  haut  degré.  Si  le  physi- 
cien s'arrête  nécessairement  h  un  atome  en  quelque  sorte  gros- 
sier et  provisoire,  s'il  a  toujours  à  craindre  de  le  voir  un  jour  se 
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transformer  en  atome  plus  petit,  le  géomètre,  lui,  n'a  rien  à 
redouter  du  temps,  ni  des  efforts  du  savant  ;  il  peut,  en  un  clin 
d'œil.  par  un  mouvement  imperceptible  d'un  point,  tirer  du 
néant  son  atome  toujours  identique  à  lui-même,  en  engendrant 
une  grandeur,  ou  le  rendre  au  néant  en  réduisant  cette  gran- 
deur à  zéro.  L'atome  géométrique  est  plus  petit  que  tous  les 
éléments  qu'on  peut  obtenir  par  une  opération  géométrique 
même  fictive,  mais  il  n'en  est  pas  moins,  de  tous  les  atomes,  le 
plus  existant,  le  plus  fixe,  le  plus  simple  :  c'est  l'idéal  des 
atonies.  Voilà  pourquoi  il  nous  donne  la  clef  de  tant  d'anomalies 
qui  restent  sans  lui  inexplicables. 

Il  y  a  plus  :  c'est  avec  l'atome  et  seulement  avec  l'atome  qu'on 
peut  vraiment  se  rendre  compte  de  la  continuité  géométrique. 
Comment  concevoir,  en  effet,  sans  l'atome,  que  le  mouvement 
d'un  point  puisse  engendrer  une  ligne  ?  Si  un  point  se  meut,  il 
faut  qu'^1  ait  été  soumis  à  l'action  d'une  force,  réelle  ou  fictive, 
et  que  cette  force  ait  produit  sur  lui  un  premier  effet  correspon- 
dant ;  ce  premier  effet  correspondant  ne  peut  pas  consister  en 
un  déplacement  nul,  autrement  la  seconde  position  du  point  ne 
se  distinguerait  pas  de  la  première,  et,  si  c'est  un  déplacement 
d'une  certaine  étendue,  ce  déplacement  a  dû  commencer  par  une 
longueur  autre  que  zéro  et  plus  petite  que  les  suivantes,  c'est- 
à-dire  par  un  atome  linéaire  ;  à  ce  premier  atome  a  dû  en  succé- 
der un  second,  puis  un  troisième,  etc.,  au  point  d'engendrer  la 
ligne  entière. 

La  question  de  continuité  géométrique  ne  comporte  pas 
d'autre  solution  rationnelle  que  celle  de  l'atome.  On  peut  l'ac- 
cepter, ainsi  que  la  divisibilité  à  l'infini,  comme  un  mystère  ou 
comme  une  hypothèse  qu'on  juge  nécessaire  dans  les  mathéma- 
thiques,  mais  ni  l'un  ni  l'autre  ne  nous  paraissent  justifiables  à 
l'aide  du  zéro  et  de  l'infini  ;  l'atome  seul  peut  nous  en  donner 
l'explication,  en  supprimant  du  même  coup  hypothèse  et  mys- 
tère. 

J.  F,  BoxNEL  (Lyon). 


A  PROPOS  D'UN  ARTICLE    DE    M.  PIETZKER 

SUR    LA   NATURE    DE    L'ESPACE 


Des  discussions  à  perte  de  vue  s'élèvent  en  ce  moment  a  pro- 
pos du  postulatum  d'Euclide  et  Ton  se  demande  avec  anxiété,  si 
à  défaut  de  preuves  géométriques,  on  ne  pourrait  pas  établir 
d'une  façon  irréfutable  et  une  bonne  fois  pour  toutes,  la  fausseté 
des  géométries  non-euclidiennes  s'appuyant  sur  des  considéra- 
tions d'ordre  physique  ou  métaphysique. 

Et  d'abord,  j'avoue  que  je  ne  comprends  pas  l'importance  que 
l'on  attache  au  postulatum  d'Euclide,  alors  que  la  géométrie  élé- 
mentaire admet  une  foule  d'autres  postulatums,  certainement 
moins  évidents  que  celui-ci.  Mais  passons. 

Avant  de  discuter  sur  les  démonstrations  des  théorèmes  de  la 
o-éométrie,  il  serait  bon  d'examiner  le  terrain  sur  lequel  on  va 
marcher,  c'est-à-dire  de  se  faire  une  idée  aussi  nette  que  pos- 
sible des  objets  sur  lesquels  on  va  spéculer. 

Logiquement  et  historiquement  la  géométrie  avant  d'être  une 
science  de  raisonnement  a  dû  être  une  science  d'observation  ; 
bien  avant  de  songer  à  démontrer  les  cas  d'égalité  des  triangles, 
on  a  dû  appliquer  aux  arts  certaines  propositions  de  géométrie 
suggérées  par  le  bon  sens  et  l'expérience  ;  plus  tard  on  a  essayé 
de  coordonner  les  faits  connus  et  de  montrer  qu'un  certain 
nombre  d'entre  eux  étaient  des  conséquences  nécessaires  des 
autres,  puis  successivement  on  a  essayé  de  réduire  les  vérités 
fondamentales  dont  on  prétendait  déduire  les  autres  à  un  nombre 
minimum.  Il  faut  avouer  qu'on  s'y  est  fort  mal  pris.  Pouvait-on 
faire  mieux?  C'est  une  question  à  laquelle  il  est  diflicile  de 
répondre. 
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J'insiste  sur  ce  point  :  la  géométrie  avant  d'être  une  science 
rationnelle  est  une  science  d'observation  ;  or,  nous  ne  pouvons 
observer  que  des  apparences.  Toute  la  géométrie  est  fondée  sur 
ce  fait  que  deux  objets  susceptibles  de  coïncider  quand  laissant 
Vun  fixe  on  TRxyspoRTE  l'autre  sur  le  premier,  coïncideront  encore 
quand  on  aura  déplacé  le  premier.  Alors  on  dit  que  ces  objets 
sont  égaux,  et  Ion  dit  qu'ils  nont  pas  changé  de  forme  pendant 
leur  déplacement. 

Que  cette  phrase  soit  énoncée  ou  sous-entendue  par  Euclidc  et 
ses  continuateurs,  la  géométrie  cesse  d'exister  si  elle  n'a  pas  de 
sens. 

Or,  elle  n'a  pas  de  sens. 

Donc  les  raisonnements  de  la  géométrie  sont  absurdes. 

Et  cependant  la  géométrie  forme  un  corps  de  doctrine  étendu 
qui  traduit  des  faits  non  contradictoires,  cela  ne  fait  l'objet  d  un 
doute  pour  personne.  Je  vais  plus  loin,  les  géoniétries  eucli- 
diennes et  non-euclidiennes  ont  toutes  la  même  valeur.  Je  nie 
que  la  géométrie  euclidienne  soit  plus  simple,  parce  qu'il  est 
impossible  de  définir  la  simplicité  qui  est  une  chose  toute  rela- 
tive :  1°  à  la  conformation  de  notre  cerveau  ;  2°  à  notre  atavisme  ; 
3"  à  notre  éducation,  c'est-à-dire  à  l'ordre  dans  lequel  le  hasard 
nous  a  amené  h  considérer  les  choses. 

Nous  ne  saurons  jamais  ce  qu'est  un  déplacement  sa/is  change- 
ment  de  forme.  Je  m'explique  : 

Vous  croyez  à  la  géométrie  euclidienne,  vous  croyez  les  autres 
fausses.  Supposez  qu'il  existe  un  autre  monde  qui  soit  le  trans- 
formé par  rayons  vecteurs  réciproques  du  nôtre  et  cela  à  chaque 
instant  ;  les  êtres  qui  seront  votre  image  pourront  raisonner  sur 
les  images  de  notre  monde  comme  nous  raisonnons  sur  ce  que 
nous  appelons  des  réalités,  les  êtres  qui  sont  nos  images  appelle- 
ront déplacements  sans  changement  de  forme  des  choses  qui 
pour  nous  seront  toutes  dillerentes,  ils  n'auront  pas  la  même  idée 
que  nous  de  l'égalité  des  figures. 

Les  individus  qui  sont  nos  images  se  font  une  singulière  idée 
de  la  géométrie,  mais  à  leur  tour  ils  auront  le  droit  de  nous  con- 
sidérer comme  des  êtres  bizarres  s'ils  nous  regardent  avec  leurs 
lunettes.  Au  fond,  où  seront  les  êtres  bizarres,  quel  est  le  juge 
qui  pourra  dire  où  est  la  vérité  ? 
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Hé  bien,  ce  juge  existe;  ce  sera  vous  et  moi,  si  vous  le  voulez 
bien  ;  mais  pour  être  impartial  il  faudra  faire  abstraction  de  vos 
préjugés  et  pour  dépouiller  le  vieil  homme,  il  faudra  prendre 
une  voie  détournée. 

Appelez  point  l'ensemble  de  trois  nombres  .r,  ij,  z,  ligne  deux 
équations  entrer:,  ?/,  z  et  surface  une  seule  équation  entre  ^,y,  z. 
Appelez  déplacement  une  substitution  orthogonale  effectuée 
sur  X,  ?/,  ^,  posez  encore  quelques  définitions  et  vous  ferez  facile- 
ment une  science  (dont  j'ai  exposé  les  principes  dans  Scientia) 
et  cette  science  est,  h  la  signification  des  mots  près,  identique  à 
la  géométrie  euclidienne,  en  ce  sens  que  tous  ses  théorèmes  s'é- 
noncent dans  les  mêmes  termes  (identiquement)  que  ceux  de  la 
géométrie  euclidienne. 

Première  conséquence  à  tirer  de  là  :  la  géométrie  est  un 
ensemble  de  vérités  qui  s'appliquent  non  seulement  aux  appa- 
rences que  nous  appelons  figures,  mais  à  une  foule  d'autres 
objets  qui  leur  correspondent  comme  on  dit  aujourd'hui  d'une 
manière  univoque. 

Deuxième  conséquence  :  à  un  point  de  vue  plus  concret  la 
géométrie  euclidienne  subsiste  toute  entière  en  appelant  plans 
une  triple  famille  de  surfaces  en  nombre  infini  comportant  énor- 
mément d'arbitraire  dans  leur  définition. 

Enfin,  suivant  les  groupes  de  substitutions  en  .r,  j/,  z  auxquels 
on  voudra  donner  le  nom  de  déplacements  sans  changement  de 
forme,  on  obtiendra  autant  de  types  de  géométries  que  l'on  vou- 
dra, qui  toutes  seront  aussi  aptes  les  unes  que  les  autres  à  classer, 
à  coordonner  et  à  expliquer  les  phénomènes  observés  dans  le 
domaine  géométrique. 

La  question  suivante  : 

y  a-t-il  des  raisons  de  croire  que  le  postulatum  d'Euclide  est 
vrai  ? 

est  une  question  dénuée  de  sens.  Les  géométries  non-euclidiennes 
coordonnant  les  faits  géométriques  aussi  bien  que  la  géométrie 
ordinaire. 

Le  postulatum  d'Euclide  est  vrai  si  l'on  veut,  il  est  faux  si  l'on 
veut,  cela  dépend  de  ce  que  l'on  appelle  déplacement  sans  chan- 
gement de  forme. 

L'univers    est   limité  ou    illimité,    c'est   comme  l'on  veut,  cela 
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dépend  de  la  manière  dont  on  numérotera  certaines  surfaces 
repères,  servant  à  définir  les  positions  relatives  des  corps. 

Si  l'on  veut  démontrer  sans  l'analyse  algébrique  le  postulatum 
d'Euclide  ou  même  une  seule  des  vérités  qui  le  précèdent  dans 
les  livres  classiques,  on  se  heurtera  nécessairement  aux  difficultés 
suivantes  : 

Impossibilité  de  définir  l'invariabilité  de  la  forme. 

Impossibilité  de  définir  la  distance  de  deux  points. 

Impossibilité  de  définir  les  figures  égales. 

Impossibilité  de  définir  la  droite. 

Impossibilité  de  définir  le  plan. 

Une  foule  de  choses  répondant  en  réalité  a  l'idée  que  nous 
nous  fesons  de  ces  objets. 

Tout  cela  n'empêche  pas  notre  géométrie  d'être  a  la  fois  utile 
et  intéressante,  mais  à  la  condition  de  renoncer  aux  démonstra- 
tions saugrenues  qui  émaillent  le  premier  et  le  cinquième  livre. 
La  réforme  de  l'enseignement  de  la  géométrie  ne  se  fera  pas 
plus  que  la  réforme  de  l'orthographe,  et  nos  fils  continueront  a 
dèmunfrer  les  cas  d'égalité  des  triangles  comme  ils  continueront 
à  écrire  honneur  et  honorable,  le  premier  mot  avec  deux  n,  le 
second  avec  un,  parce  que  leur  avenir  en  dépend  dans  la  société 
routinière  dans  laquelle  nous  sommes  obligés  de  vivre. 

H.  L.vunENT  (Paris). 


SUR  UN  QUADRILATERE  BIRECTAXGLE 


Dans  le  numéro  du  i5  septembre  de  V Enseignement  nialhéma- 
tique,  M.  Cl. Vidal  a  bien  voulu  consacrer  quelques  mots  h  la  note  1 
de  mon  volume  la  Géométrie  non- euclidienne ,  La  parfaite  courtoisie 
de  son  article  me  fait  un  devoir  de  lui  répondre,  et  me  met  en  même 
temps  tout  à  fait  à  l'aise  pour  déclarer  que  plus  que  jamais  je  tiens 
son  théorème  comme  non  démontré  et  ma  critique  comme  valable. 

J'avouerai  même  ingénuement  que,  comme  M.  Vidal,  et 
comme  beaucoup  d'autres,  j'ai  été  moi  aussi,  pour  employer  les 
mêmes  expressions  que  mon  honorable  contradicteur  mais  en  leur 
donnant  un  sens  diamétralement  opposé,  j'ai  été,  dis-je,  engagé 
autrefois  à  fond  dans  V aventure  non-euclidienne^  —  je  veux  parler 
de  la  poursuite  de  cette  insaisissable  chimère  qu'est  la  démons- 
tration du  postulatum  d'Euclide  —  ;  je  confesserai  que  j'ai  cru  la 
tenir  un  instant,  et  que  j'ai  eu  quelque  peine  à  revenir  de  mon 
erreur.  Si  vraiment  je  suis  non-euclidien,  ce  n'est  donc  pas  de 
parti-pris,  mes  ouvrages  en  fournissent  la  preuve;  et  au  contraire, 
il  faut  le  proclamer  bien  haut,  les  patientes  recherches  de  Lobats- 
chewsky,  Bolyai,  Riemann  et  leurs  continuateurs,  loin  de  ternir 
la  gloire  d'Euclide  et  de  porter  atteinte  à  son  œuvre,  ne  Ionique 
rendre  plus  éclatante  à  nos  yeux  l'admirable  perspicacité  du  géo- 
mètre grec  qui,  entre  trois  voies  possibles  au  môme  titre,  a  su 
choisir  la  plus  simple  et  la  plus  commode.  Quand  il  répondait  h 
Ptolémée  qu'il  n'y  a  pas  de  route  royale  en  géométrie,  il  se  calom- 
niait à  son  insu;  tous  ses  efforts  tendaient  au  contraire  à  créer 
une  géométrie  vraiment  reine  entre  toutes  les  autres  par  sou 
incomparable  harmonie. 

Le  théorème  en  litige  est  celui-ci   : 
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Si  dans  un  quadrilatère  ABCD  hirectangle  en  A  e/  B,  V angle  C 
est  obtus  ou  aigu,  ini^ersement,  l'angle  D  est  ctigu  ou  obtus  (*). 

Je  résume  et  critique  la  démonstration  de  M.   Vidal    comme  il 
suit  (")  : 

«    1°  Supposons  d'abord  que  l'angle  C  soit  obtus,  et  tirons  suc- 
cessivement CE   perpendiculaire  à  CD  et  coupant   AB.  EF  per- 
pendiculaire à  AB  et  coupant  CD,  FG  per- 
pendiculaire h  CD   et  ainsi  de  suite  (fig.    i). 

«  Nous  finirons  par  aboutir  h  une  perpen- 
diculaire MN  à  CD,  obtenue  après  un  nombre 
limité  d'opérations   et  coupant  BD  au  point 


N.   Alors    dans  le  triangle  rectangle   MDN,       aegk        vxx 
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l'angle  D  est  aigu.  Fig.  i. 

«  L'existence  de  la  perpendiculaire  ^IN 
est  en  effet  certaine  lorsque  les  distances  AE,  EG,  GK,  ...  etc., 
ne  peuvent  pas  tomber  au-dessous  de  toute  longueur  assignable; 
dans  ce  cas  le  raisonnement  donné  par  l'auteur  à  la  page  j  de 
son  livre  est  exact.  INIais  il  cesse  de  l'être  si  ces  distances  forment 
une  suite  décroissante  et  convergente,  puisqu'à  la  limite  de  cette 
suite  répondrait  une  perpendiculaire  commune  XY  coupant  AB 
et  CD  ensemble  ou  leurs  prolongements  ensemble.  Lorsque  XY 
coupe  AB,  D  est  aussi  un  angle  obtus. 

«  Supposons  maintenant  l'angle  C  aigu  et  tirons  AF  perpen- 
diculaire sur  CD,  FE  perpendiculaire  sur  AB,  EH  perpendicu- 
laire sur  CD,  et  ainsi  de  suite...  »  Pour  abréger,  et  ne  pas  abuser 
de  l'attention  du  lecteur,  je  renvoie  à  la  page  344  ^u  n"  cité  de 
VEnseignement  mathématique.  Au  résumé,  la  proposition  de 
M.  Vidal  est  fausse  »,  telle  est  ma  conclusion. 

A  mon  argumentation,  mon  contradicteur  répond  : 

«  Aucune  des  dislances  consécutii>es  AE,  EG...  ne  peut  être 
nulle,  cette  impossibilité  se  Justifiant  pour  cJiacune  délies  comme 
pour  AE  V une  d'elles.  » 

Ceci  est  parfaitement  exact,  mais  ce  qui  suit  dans  la  réponse 
ne  l'est  plus.  Elle  continue  en  effet  en   ces  termes  : 


{')  Cl.   Vidal.  Pour  ta  Géomélrie  euclidienne,  Paris,  Croville  Morant,  1900. 
(-)  La  Géométrie  non-euclidienne,  (Scientia),  Naud  i()Ou,  eiV Enseignement  Matiie- 
matiqtie  lyoa.  page  'i!^'i. 
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«  Dire  d' ailleurs  qii  aucune  des  distances  AE...  ne  peut  être 
nulle,  cest  dire  qu' aucune  d'elles  ne  peut  tomber  au-dessous  de 
toute  longueur  assignable  :  il  ny  a  en  effet  que  les  longueurs  pou- 
vant devenir  nulles  dont  on  puisse  dire  qu  elles  peuvent  tomber  au- 
dessous  de  toute  longueur  assignable.  » 

Les  maîtres  chargés  de  la  difficile  mission  de  faire  entrer  dans 
les  jeunes  intelligences  la  notion  si  délicate  de  limite  auront  sans 
doute  quelque  peine  a  souscrire  à  une  pareille  assertion.  On  dit 
qu'une  grandeur  a  zéro  pour  limite  quand  elle  décroît  constam- 
ment de  façon  h  devenir  et  à  demeurer  ensuite  inférieure  à  toute 
grandeur  assignable  de  même  espèce.  Ainsi,  pour  emprunter  à 
la  géométrie  élémentaire  un  de  ses  exemples  les  plus  caractéris- 
tiques, la  différence  P-p  entre  les  périmètres  de  deux  polygones 
réguliers  convexes,  le  premier  circonscrit,  le  deuxième  inscrit  à 
une  circonférence  donnée,  et  ayant  «  côtés,  peut  tomber  au-des- 
sous de  toute  longueur  assignable  dès  que  n  dépasse  un  certain 
minimum  que  Ton  sait  déterminer;  mais  cette  différence  ne  peut 
jamais  devenir  nulle.  Si,  d'accord  avec  les  métaphysiciens,  nous 
admettons  l'existence  de  V atome  linéaire,  c'est-à-dire  de  la  lon- 
gueur telle  qu'il  n'en  saurait  exister  de  moindre,  on  pourra  aug- 
menter graduellement  le  nombre  commun  n  des  côtés  des  deux 
polygones  jusqu'au  moment  où  P-p  sera  devenue  égale  à  l'atome, 
mais  c'est  tout.  Les  polygones  réguliers  obtenus  à  cet  instant 
seront  les  derniers,  et  il  sera  impossible  de  circonscrire  et  d'ins- 
crire à  la  circonférence  donnée  de  nouveaux  polygones  ayant 
plus  de  côtés  qu'eux.  C'est  en  ce  sens  que  les  trois  expressions  : 
P-jj  a  zéro  pour  limite,  peut  tomber  au-dessous  de  toute  longueur 
assignable,  peut  devenir  égale  à  l'atome  linéaire,  sont  équiva-, 
lentes  mais  il  demeure  entendu  que  P-p  ne  peut  jamais  être 
nulle. 

Tout  ce  qui  précède  a  été  dit  maintes  fois  ;  c'est  principale- 
ment dans  les  ouvrages  du  regretté  J.  Bonnel  que  ces  idée  sont 
été  le  plus  clairement  et  minutieusement  exposées  ('). 

Par  ces  motifs,  rien  n'empêche  qu'il  ne  se  passe  quelque  chose 


('}  Les  atomes  dans  la  Géométrie,  1899.  yoles  sur  les  si/.ilèmes  de  oéométrie  et 
l'atome,  igo".  La  Géométrie  atomique  rationnelle,  1902.  (Voir  aussi  VEns.  Math.. 
t.  IV,  p.  27.  167  et  429,  Réd.). 
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de  semblable  pour  les  distances  AE,EG...  Si  aucune  d'elles  ne 
peut  être  rigoureusement  nulle,  en  vertu  de  la  construction  em- 
ployée, il  ne  leur  en  est  pas  moins  permis  de  décroître  sans  cesse 
et  par  conséquent,  dès  que  n  dépasse  un  certain  nombre,  la  if-  peut 
tomber  au-dessous  de  toute  longueur  assignable  et  devenir  égale 
à  l'atome  sans  pour  cela  être  nulle.  Qu'arrive-t-il  donc  à  ce  mo- 
ment? Tout  simplement  ceci  : 

Soit  VX  la  distance  devenue  égale  à  l'atome,  VY  étant  perpen- 
diculaire sur  AB  eu  V,  et  YX  perpendiculaire  sur  CD  en  Y 
(fig.  i)  Si  Ion  menait  en  X  la  perpendiculaire  XY'  sur  AB,  et  en 
Y'  la  perpendiculaire  Y'X'  sur  CD,  XX'  serait  moindre  que  VX 
puisque  tout  intervalle  est  supposé  plus  petit  que  le  précédent  ; 
mais  VX  est  atome,  donc  XX' ne  saurait  exister,  c'est-à-dire  qu  il 
est  impossible  de  mener  en  X  sur  AB  une  perpendiculaire  XY' 
distincte  de  XY,  et  qu'au  moment  où  l'on  a  atteint  le  point  X  la 
construction  de  M.  Vidal  se  trouve  arrêtée.  C'est  pour  cela  que 
nous  devons  appeler  XY  la  perpendiculaire  limite,  commune  à 
la  fois  a  AB  et  à  CD. 

Nous  parviendrons  au  même  but  par  une  autre  voie  parfaite- 
ment légitime,  et  qui  va  nous  permettre,  ce  qui  est  dans  la  ques- 
tion d'un  intérêt  capital,  d'analyser  de  plus   près  les  intervalles 

successifs  AE,  EG et  de  nous  rendre  compte   de  la  manière 

dont  ils  se  comportent. 

Dans  ses  deux  admirables  productions,  V Essai  sur  les  principes 
fondamentaux-  de  la  gêoniélrie  et  de  la  mécanique  et  V Essai  de 
géométrie  analytique  générale,  l'éminent  académicien  belge 
M.  de  Tilly  a  montré  que  toute  la  métagéométrie  pouvait  décou- 
ler de  la  notion  de  distance,  considérée  comme  seule  notion 
première  et  intuitive,  et  que  par  conséquent  l'hypoténuse  a  d'un 
triangle  rectangle,  l'un  de  ses  côtés  h  et  l'angle  compris  a  pou- 
vaient être  liés  par  l'une  des  deux  relations 

(E)  b  ^z  a  cos  a, 

(M)  lg/>  =  tga  cos  a, 

dont  la  seconde  s'applique  aux  hypothèses  non-euclidiennes,  tga 
et  tgi  étant  tour  à  tour  des  fonctions  circulaires  ou  hyperboliques 
suivant  que  l'on  se  place  dans  le  système  de  Riemann  ou  dans 
celui  de  Lobatschewsky,  tandis  que  la  première  relation,  cas  par- 
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ticulier  de  la  deuxième,  et  servant  de  transition  en  même  temps 
que  de  limite  commune  aux  deux  systèmes  qui  précèdent,  caracté- 
rise le  système  usuel  ou  euclidien.  Ce  point  fondamental  acq4iis, 
considérons  un  triangle  rectangle  0A(]  où  les  angles  OAC  etOCA 
sont  aigus  (fig.  2).  D'un  point  D  de  OC  prolongée   abaissons    DB 

perpendiculaire   sur  OA  aussi  prolon- 
gée, et  puisque  Tangle  ACD  est  obtus, 
appliquons    au  quadrilatère    ABCD  la 
première  construction  de  M.  Vidal. 
Nous  avons  dans  le  cas  de  (E) 


('] 


EG 
■ÂË" 


cos"  o 


et  dans  le  cas  de  (^M) 

tgEG     _  cos^O(cosO-+£<^-OA) 


{■^) 


tgAE 


cos«0  +  £tg^  OA 


£  étant  -f-  I  quand  les  tangentes  sont  circulaires,  et  —  i  quand 
elles  sont  hyperboliques. 

Il  est  parfaitement  évident  que  dans  le  système  usuel  comme 
dans  le  système  lobatschewskien  EG  est  toujours  plus  grand  que 
AE,  et  qu'alors,  ainsi  <[ue  le  démontre  M.  Vidal,  l'angle  CDD  est 
aigu.  On  s'assurerait  d  ailleurs  sans  peine  qu'il  est  égal  ou  infé- 
rieur à  OCA  qui  est  aussi  aigu. 

Mais  il  n'en  est  plus    de   même,   comme  nous  allons   le   voir, 

dans  la  géométrie  de  Riemann.  En  efl'et,  comparons  à  luuité  le 

.    »SEG  ,.  . 

rapport        .  ,.■  ,  en  laisant  s  ^  i  ; 

'■  *■  le  alj 


l'inégalité 


tg  EG 


> 


tgAE     ^ 


é([uivaut,  d'après  (a)  à  la  suivante  : 

>    tgOA 


< 


COS'  o 


=  12  OE. 


Il  en  résulte  donc  ceci  : 

Soit  2A  la  distance  maxima  des  points  de  l'espace  lini. 
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Tant  que  OE  est  inférieure  à  —  ,  EG  est  plus  grande  que  AE 
et  les  intervalles  successifs  croissant,  le  raisonnement  de  notre 
auteur  est  valable. 

Quand  OE  égale  —,  on  a  AE  =  EG,  ce  qui  serait  facile  à 
prouver  directement. 

Enfin,  quand  OE  est  plus  giand  que -^  ,  EG  est  moindre  que 
AE,  donc  les  intervalles  successifs  vont  certainement  en  décrois- 
sant. A^oici  un  fait  nouveau  qui  appelle  toute  notre  attention,  car 
la  question  se  pose  immédiatement  de  savoir  si  leur  suite  est 
divergente  ou  convergente;  dans  le  premier  cas  M.  Vidal  a  rai- 
son, et  dans  le  deuxième  il  a  tort.  Or  la  suite  est  parfaitement 
convergente,  comme  nous  allons  le  voir. 

D'abord  l'intervalle  de  rang  ?i  peut  tomber,  sans  être  nul,  au- 
dessous  de  tout  intervalle  assignable,  car  sa  valeur  est  évidem- 
ment donnée  par 

tgOA  tgOA 

tgPRrrtg(OR— OP)  =    ' 


2  n  +  i                         2  « 

cos          0           cos     o 

2n 

tgOA  siii'^  0  cos    0 

cos         o 

4n  +  2 

COS      0+tg-OA 

T,  désignant  un  nombre  aussi    petit  que  nous  voudrons,  tg  PR 
sera  moindre  que  y,  a  fortiori  si  nous   avons 


cos     O  <; 


siu^  O     ' 


et  l'on  pourra  toujours  choisir  n  de  façon  à  ce  qu'il  en  soit  ainsi. 
Ensuite  la  somme  des  intervalles  successifs  a  une  limite,  car 

2n  +  2 

lerOAfi— COS         O) 
tg  AP  —     ^     ,       , 

°  2  n  +  2 

COS  O  +lg-  OA 

a  pour  limite  ^=  *g  (-^  —  OA).   Donc  il  existe  sur  OA  pro- 

longée, a  la  distance  A  —  OA  un  point  X  tel  que  la  perpendicu- 
laire XY  abaissée  de  ce  point  sur  CD  l'est  aussi  sur  AB  puisque 
0X=^  A;  par  suite,  dans  le  quadrilatère  A13CD  où  A  et  B  sont 
droits  et  C  obtus,  l'angle  D  est  aigu  quand  AB  est  moindre  f[ue 
AX,  droit  si  AB  égale  AX,  et  obtus  encore  quand  AB  est  plus 
grand  que  AX. 
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Nous  croyons  inutile  de  développer  le  cas  où  dans  1<'  quadri- 
latère ABCD  Tangle  C  est  aigu;  l'angle  D  peut  être,  en  vertu  de 
calculs  de  même  nature  que  ceux  qui  précèdent,  tantôt  obtus, 
tantôt  aigu. 

Enfin,  il  est  un  troisième  mode  d'envisager  la  question  qui 
nous  occupe,  et  ce  mode,  c'est  M.  Vidal  lui-même  qui  nous  l'offre. 
Au  fond,  dit-il,  il  s'agit  de  savoir  si  les  angles  correspondants 
successifs  ACD,  EFD,...  sont  tous  obtus  ou  aigus.  Voilà  qui  est 
excellemment  parler,  et  l'on  ne  peut  que  remercier  et  féliciter 
tout  ensemble  notre  auteur  d'avoir  posé  le  problème  en  termes  si 
précis.  Prenons  donc  la  figure  i  et  suivons  y  le  mode  de  cons- 
truction indiqué.  Les  angles  successifs  ACD,  EFD,  GHD...  sont 
obtus  depuis  le  premier  jusqu'au  «*  inclusivement,  c'est  entendu. 
Mais  il  ne  fallait  pas  s'arrêter  là  et  se  hâter  de  conclure.  Il  fallait 
les  examiner  d'un  peu  plus  près,  et  étudier  leur  mode  de  varia- 
tion. Sont-ils  croissants,  constants  ou  décroissants?  C'est  un  dé- 
tail qui  a  bien  son  importance,  puisque  le  résultat  final  doit  en 
dépendre.  Or,  ils  sont  croissants  dans  la  géométrie  de  Lobats- 
chewskv,  constants  dans  celle  d'Euclide  et  décroissants  dans  celle 
de  Riemann  ;  donc  le  raisonnement  critique  n'est  admissible  que 
pour  les  deux  premières. 

Passons  donc  à  la  troisième.  Nous  savons  qu'une  grandeur  A 
qui  décroit  sans  cesse  tout  en  demeurant  plus  grande  qu'une 
grandeur  fixe  A'  de  même  espèce  a  une  limite  L  égale  ou  supé- 
rieure à  cette  grandeur  fixe.  Par  suite,  les  angles  obtus  EFD, 
GHD...  décroissants  de  la  figure  i  ont  une  limite  égale  ou  supé- 
rieure à  un  angle  droit.  Supposons  que  cette  limite  soit  l'angle 
obtus  XY'D,  XY'  étant  perpendiculaire  sur  AB.  Elevons  Y'X' 
perpendiculaire  sur  CB  et  coupant  AX  prolongée,  puis  X'Z  per- 
pendiculaire sur  AB.  L'angle  X'ZD  doit  être  moindre  que  l'angle 
XY'D  puisque  la  suite  est  toujours  décroissante  ;  mais  alors  cette 
suite  décroissante  et  convergente  renfermerait  un  terme  moindre 
que  sa  limite,  ce  qui  est  absurde.  Donc  la  limite  des  angles  obtus 
décroissants  est  un  angle  droit,  donc  XY'  est  perpendiculaire 
commune  à  AB  et  à  CD. 

Conclusion  :  si  AB  est  plus  grand  que  AX,  l'angle  C  étant  obtus, 


D  est  aussi  un  angle  obtus. 


P.  Barbakin  (Bordeaux). 


CHRONIQUE 


Centenaire  d'Abel. 

Un  grand  nombre  d'Académies,  de  Sociétés  scientifiques  et  de  Hautes 
Ecoles  avaient  répondu  à  Fappel  de  l'Université  de  Christiania,  et, 
c'est  entourée  de  nombreux  savants  étrangers,  qu'elle  a  célébré  le  cen- 
tième anniversaire  de  la  naissance  (^)  de  l'un  de  ses  plus  glorieux  enfants. 

La  célébration  du  centenaire  a  débuté  par  une  cérémonie  d'un  carac- 
tère tout  à  fait  intime,  qui  a  eu  lieu  le  5  août,  le  jour  même  de  l'anni- 
versaire de  la  naissance,  au  cimetière  de  Froland,  près  d  Arendal. 
C'est  M.  le  professeur  Bjeukxes  qui  a  parlé  sur  la  tombe  d'Abel  au 
nom  de  l'Université  de  Christiania. 

Les  fêtes  elles-mêmes  ont  eu  lieu  du  .'(  au  -  septembre.  En  voici  le 
Programme  : 

Jeudi  soir,  !^  septembre.  — Réunion  de  réception  à  St-Hanshaugen. 
Souper  offert  par  les  professeurs  de  l'Université  et  les  membres  de  la 
Société  des  sciences  de  Christiania.  (Le  discours  de  bienvenue  a  été 
fait  par  ^L  Fr.  Xaxsex,  l'exploi'ateur  bien  connu,  président  du  comité 
d'organisation;  réponse  au  nom  des  délégués  par  M.  Em.  Picard). 
Election  par  les  délégués  des  représentants  qui  prendront  la  parole 
aux  deux  séances. 

Vendredi,  5  septembre.  —  Midi.  Séance  d'ouverture  à  la  salle  du 
Conseil  municipal,  sous  la  présidence  de  "SI.  le  recteur  de  l'Université 
et  de  M.  le  président  de  la  Société  des  sciences.  I  Cantate,  i""*"  partie. 
II  Allocution  de  M.  le  ministre  d'Etat  (0.  Blehii).  Il  Allocution  de 
M.  le  recteur  de  l'Université  (C.  BrôG(;eh).  Ill  Réponses  par  MM.  les 
représentants  des  délégués  (H.  Webeii,  Strasbourg;  V.  Voltehua, 
Romej.  V  Discours  de  M.  le  professeur  Sylow.  VI  Cantate,  2'^'  partie. 

Soir.  Réception  au  château  royal  ;  souper  offert  par  S.  M.  le  Roi. 

Samedi,  6  septembre.  —  Midi.  Réunion  solennelle  dans  la  salle  des 
fêtes  de  l'Université,  sous  la  présidence  de  M.  le  recteur  de  1  Univer- 
sité et  de  M.  le  président  de  la  Société  des  sciences  de  Christiania. 
l  Allocution  de  M.  le  président  de  la  Société  des  sciences  de  Christia- 
nia (H.  MoHNj.  Il  Discours  des  représentants  des  délégués  (MM.  Fou- 


(')  Abel  est  né  le  5  août  et  non  le  .")  avril,  ainsi  que  fola  avait  été  impi-imé  ])ar 
erreur  dans  un  précédent  numéro,  p.  2y4. 
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SYTH,  Gravk,  Picard,  Schwarz,  Zeuthen)  et  de  MM.  Hensel,  Mit- 
TAO-LEFFLEii  au  nom  du  Journal  de  CrcUe  et  des  Acta  Matlieniatica.  III 
Remise  des  Adresses.  IV  Discours  de  M.  le  recteur  de  lUniversité 
(G.  Brôgger)  ;  proclamation  des  noms  des  docteurs  honoraires.  Dis- 
cours de  M.  Neavcomb  au  nom  des  docteurs  honoraires. 

Soir.  Dîner  offert  par  la  ville  de  Christiania.  (Ont  pris  la  parole 
MM.  Christie  et  Andersen  Aars,  au  nom  de  la  ville,  et  M.  Em.  Picard 
an  nom  des  délégués). 

Dimanche,  7  septembre.  —  Excursions  dans  les  environs,  récep- 
tions chez  M.  ScHiBSTED  et  chez  ]\I.  IIolm  à  VoxenkoUen. 

Programme  très  riche,  comme  on  le  voit,  mais  il  ne  donne  qu'une 
idée  de  l'emploi  du  temps  pendant  ces  quatre  journées  et  l'on  ne  sau- 
rait décrire  en  quelques  lignes  le  caractère  de  haute  solennité  scien- 
tifique qu'a  revêtu  cette  fête. 

Aux  deux  séances  assistait  S.  M.  le  Roi  Oscar,  qui,  comme  on  sait, 
a  toujours  manifesté  une  bienveillance  toute  particulière  aux  mathéma- 
tiques et  aux  mathématiciens.  Le  Ptoi  était  accompagné  de  S.  A.  R.  le 
prince  Eugène. 

La  première  séance  a  été  ouverte  par  une  cantate  dans  laquelle  le 
poète  Bjôrnsen  et  le  compositeur  Sinding  ont  admirablement  exprimé 
ce  qu'il  y  a  de  haute  poésie  dans  le  fait  de  cette  âme  de  génie,  si  peu  de 
temps  apparue,  et  qui  pourtant,  sem])lable  à  celle  d'un  grand  poète, 
plane  encore  aujourd  hui  dans  les  régions  élevées  de  la  pensée  hu- 
maine. Un  tel  début  devait  assurer  aux  diverses  cérémonies  à  la  fois  un 
caractère  de  grandeur  et  de  simplicité  digne  de  la  mémoire  d'Abel.  Aux 
deux  séances  les  divers  orateurs  et  conférenciers,  appartenant  les  uns  au 
Gouvernement,  les  autres  au  monde  scientifique  norvégien  ou  étranger, 
ont  su  rendre  hommage  en  termes  très  élevés  à  lavieetaux  travaux  d'Abel. 

La  remise  des  Adresses  a  eu  lieu  à  la  seconde  séance.  Au  nombre  do 
quatre-vingt-trois,  elles  ont  été,  pour  la  plupart,  présentées  directe- 
ment par  MM.  les  délégués.  Cette  séance  s'est  terminée  par  la  procla- 
mation des  noms  des  vingt-neuf  savants  étrangers  auxquels  l'Univer- 
sité a  conféré  le  titre  de  docteur  honoraire.  Nous  en  reproduisons  la 
liste,  en  soulignant  les  noms  de  ceux  qui  étaient  présents  au  Jubilé  : 

MM.  P.-E.  Appell  (France),  Ose.  Backlund  (Russie),  L.  Boltzmann 
(Autriche);  Georg  Cantor  (Allemagne),  L.  Cremona  (Italie),  I.-G.  Dar- 
l)Oux  (France),  G. -H.  DaAvin  (Angleterre),  I.-W.-R.  Dedekind  (Alle- 
magne), U.  Dini  (Italie),  A.-R.  Forsyth  (Angleterre),  J.-W.  Gibbs 
(  l^.tats-Unis),  Z). ///7^t77  (Allemagne],  M.-E.-C.  Jordan  (France),  Lord 
Kelvin  (Ecosse),  F.  Klein  (Allemagne),  L.  Kônigsberger  (Allemagne), 
A. -A.  Markow  (Russie),  M.-G.  Mittag-Lc/per  (Suède),  /.  ycucomb 
(l'.tats-Unis),  Ch.-E/n.  Picard  [France),  J.-II.  Poincaré  (France),  J.-^^^ 
Strutt,  Lord  Rayleigh  (Angleterre),  G.  Salmon  (Irlande),  H. -lui. 
Schi\'arz  (Allemagne),  G. -G.  Stokes  (Angleterre),  V.  Vollerra  (Italie), 
//.   Wcbcr  (Allemagne),  //.  Zcatlien  (Danemark). 
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En  souvenir  de  cette  centenale  commémoration,  l'Université  de  Chris- 
tiania a  fait  paraître  un  bel  ouvrage,  intitulé  Niels  H enr ik  Abel,  Mémorial 
publié  à  l'occasion  du  centenaire  de  sa  naissance  et  dont  un  exemplaire 
a  été  offert  à  titre  gracieux  à  chacun  des  délégués,  en  même  temps 
qu'une  belle  collection  de  monographies  sur  la  Xorwège.  En  tète  du 
Mémorial  figure  la  belle  cantate  de  Bj.  Bjôrxsex,  puis  vient  une  Intro-^' 
ducdon  historique  de  1 19  pages,  écrite  par  M.  le  professeur  EU.  Holst- 
G'est  une  biographie  destinée  à  servir  de  commentaire  à  la  Correspon- 
dance d'Abel  et  de  ses  amis  (iga  pages).  Ces  lettres  sont  suivies  de 
toute  une  série  de  documents  officiels  (64  pages)  concernant  Abel  et 
réunis  par  M.  G.  Stokmer.  Puis  vient  lexposé  des  Etudes  d'Abel  et  de 
ses  découvertes  (Sg  pages),  par  M.  L.  Sylow.  Si  l'on  joint  cet  ouvrage 
à  celui  de  M.  Bjerknes,  que  nous  avons  signalé  dans  une  précédente 
note,  on  obtient  un  tableau  très  complet  d'Abel,  de  ses  travaux  et  des 
milieux  dans  lequel  a  passé  sa  courte  existence. 

Quant  aux  réceptions,  elles  étaient  toutes  empreintes  d'une  grande 
cordialité.  Les  hôtes  étrangers  ne  sont  pas  restés  longtemps  embarras- 
sés de  leur  personne  ;  on  ne  les  a  pas  vu,  comme  souvent,  rester  entre 
eux  formant  un  groupe  respecté  et  impénétré.  Dès  la  première  réunion, 
ils  se  sont  perdus  dans  le  nombre  des  autres  invités,  appartenant  soit 
au  Gouvernement,  soit  au  monde  scientifique,  littéraire  ou  artistique  de 
la  Norvège. 

Les  fêtes  du  centenaire  se  sont  terminées  par  une  représentation  de 
gala  au  Théâtre  national.  A  côté  du  poème  Niels  Henrick  Abel,  écrit 
pour  la  circonstance  par  M.  le  D''  Ellixc;  Holst,  les  Norvégiens  ont 
tenu  à  inscrire  au  programme  la  pièce  qu  ils  considèrent  comme  l'œuvre 
la  plus  importante  de  leur  plus  grand  dramaturge;  1  affiche  portait  les 
trois  premiers  actes  de  Peer  Gynt,  poème  dramatique  d'IosEX,  musique 
de  Grieg.  C'était  une  bonne  fortune  pour  les  étrangers,  si  l'on  songe 
que,  par  suite  des  difficultés  d'une  mise  en  scène  presqu  irréalisable, 
cette  pièce  ne  peut  guère  être  jouée  ailleurs. 

Ce  court  aperçu  suffit  à  montrer  que  le  Jubilé  d'xVbel  ne  s'est  pas 
borné  à  une  simple  réunion  scientifique,  mais  que  c'était  aussi  une 
manifestation  littéraire  et  musicale  de  premier  ordre.  Il  montre  égale- 
ment ce  dont  est  capable  ce  pays,  le  moins  peuplé  de  l'Europe,  mais 
qui,  tant  par  la  qualité  de  ses  productions  scientifiques,  littéraires  ou. 
artistiques,  que  par  son  organisation  sociale  et  le  développement  de 
l'instruction  publique  prend  une  place  très  honorable  à  côté  des  grands 

pays  européens. 

H.  Fehr. 

Congrès  des  mathématiciens  allemands:  Carlsbad.  1902. 

La  réunion  annuelle  de  1  Association  des  Malhémaliciens  allemands 
[Deutsche  Matlieiiiat'ikcr  Vereini-^ung)  a  eu  lieu  à  Carlsbad  du  ai  au  27  sep- 
tembre dei'nier.  Elle  a  été  fréquentée  par  un  grand  nombre  de  membres 
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et  d'importantes  communications  y  ont  été  présentées.  A  mentionner 
d'abord  deux  travaux  qui  viennent  se  joindre  à  la  remarquable  collec- 
tion des  rapports  que  l'Association  a  coutume  de  proposer  chaque 
année.  Ce  sont  ceux  de  M.  Kowalewski  (Greifswald)  :  Rapport  sur  la 
lltéoric  des  groupes  de  transformation  de  Lie,  et  de  M.  Steixetz  (  Char- 
lottenbourg)  :  Sur  les  Polyèdres. 

Puis  viennent  les  communications  suivantes  : 

1.  Archenhold  (Trepto\\):  Un  nouvel  exposé  de  l'influence  des 
taches  solaires  sur  1  atmosphère  terrestre. 

2.  CzuBEu  (Vienne)  :  Sur  un  théorème  de  la  théorie  des  erreurs  et 
son  application. 

3.  Gruexwald  (Prague)  :  Sur  les  dérivations  limités  à  index  variable 
envisagées  comme  fonctions  de  celui-ci  et  l'opération  fonctionnelle  qui 
s'y  rattache. 

4.  Haskell  (Californie^  :  La  représentation  de  certains  résultants 
sous  forme  de  déterminants. 

5.  Jahxke  (Berlin)  :  Sur  une  théorie  élémentaire  des  fonctions  0. 

6.  Le  même  :  Sur  les  rapports  entre  Steiner  et  Jacobi. 

7.  Kleix  (Gôttingue),  Meyeh  (Koenigsberg)  :  Rapport  sur  1  état  de 
l'Encyclopédie  des  sciences  mathématiques. 

8.  Kowalewski  (Greifswaldj  :  Sur  un  critère  de  Dubois-Reymond 
relatif  à  la  possibilité  de  représenter  une  fonction  à  laide  de  la  série 
de  Fourier. 

9.  Le  même  :  Sur  une  nouvelle  propriété  du  groupe  projectif  dune 
courbe  rationnelle  d'ordre  n  dans  l'espace  R/i. 

10.  Liebmaxx  (Leipzig)  :  Sur  la  représentation  des  surfaces  convexes 
sur  une  sphère, 

11.  Mehmke  (Stuttgart)  :  Sur  la  Géométrographie  de  Lemoine. 

i'2.  Meyer  (Koenigsberg)  :  Sur  les  sphères  inscrites  dans  un  tétraèdre. 

l'i.  Le  même  :  Sur  des  mouvements  symétriques. 

14.  Em.  MuLLER  (Vienne)  :  Sur  la  théorie  des  systèmes  linéaires  de 
courbes  et  de  surfaces  du   second  ordre. 

i5.  Félix  MuLLER  (Steglitz)  :  Sur  labréviation  des  titres  des  revues 
mathématiques. 

16.  Schubert  (Hambourg):  Relations  numériques  relatives  à  1  inci- 
dence et  à  la  coïncidence  d  espaces  à  m  dimensions. 

17.  V.  Sterxeck  (Vienne)  :  Sur  un  analogue  à  la  théorie  additive 
des  nombres. 

18.  KoHx  (Vienne)  :  Sur  un  certain  système  sextuple  de  rayons  et 
deux  groupes  Kleiniens  de  coUinéation. 

19.  ^^'AELscH  (Rriinn)  :  Sur  lanalyse  binaire. 

'2o.  Kalf.maxx  (Gôttingue)  :  Sur  la  masse  électromagnétique  de 
l'éleciron. 

■21.  Abraham  (Gôttingue)  :  Principe  de  la  dynamique  de  l'électron. 
—  La  prochaine  réunion  annuelle  aura  lieu  à  Casscl. 


eu  ROSI  QUE  449 

3"   Congrès  international  des  mathématiciens. 

Dans  sa  récente  réunion  annuelle,  tenue  à  Garlsbad,  l'Association 
des  Mathématicians  allemands  vient  de  décider  que  le  prochain  congrès 
international  aura  lieu  à  Heidelberg,  au  commencement  d'août  1904  ; 
il  sera  présidé  par  M.  le  professeur  H.  ^^'EBER,  de  l'Université  de  Stras- 
bourg. On  sait  qu'au  dernier  congrès  international,  tenu  à  Paris  en  igoo, 
on  avait  laissé  le  choix  du  lieu  du  prochain  congrès  au  soin  de  l'Asso- 
ciation allemande. 

ETATS-UNIS 

V American  matheinatical  Society  a  autorisé  la  création  d'une  section 
de  la  société  sur  la  côte  du  Pacifique.  La  première  réunion  de  la  nou- 
velle section  a  eu  lieu  au  mois  de  mai  dernier  à  San-Francisco;  seize 
communications  scientifiques  figuraient  à  l'ordre  du  jour  de  cette  pre- 
mière séance. 

—  M.  D''  B.  S.  Easton,  de  l'Université  de  Pennsylvanie,  fait  paraître 
une  bibliographie  de  la  Théorie  des  Substitutions.  Elle  comprend  environ 
cinq  cent  quatre-vingts  titres  et  un  grand  nombre  de  théorèmes  et  de 
définitions. 

—  M.  D""  James  W.  Glower,  de  l'Université  de  Michigan,  donnera, 
pendant  la  présente  année  universitaii-e,  un  cours  sur  la  théorie  mathé- 
matique des  Assurances  et  la  Statistique.  Ce  sera  sans  doute  pour  la 
première  fois  qu'en  Amérique  ces  importantes  questions  feront  l'objet 
d'un  cours  universitaire. 

—  M.  D""  VV.  H.  Metzler,  président  de  la  section  des  sciences 
mathématiques  de  l'Université  de  Syracuse  vient  d'être  nommé  membre 
de  la  Royal  Society  of  Canada  et  membre  de  la  Royal  Society  of  Edim- 
burgli . 

—  M.  B.  0.  Peirce,  de  retour  de  son  voyage  d'études  en  Europe, 
reprend  ses  fonctions  de  professeur  de  mathématiques  et  de  philoso- 
phie naturelle  à  l'Université  Harvard. 

—  M.  le  P""  H.-W.  Tyler  vient  d'être  appelé  à  la  direction  de  la 
section  des  sciences  mathématiques  de  l'Institut  technologique  de  Mas- 
sachusctt,  et  M.  D""  G.  N.  Haskixs  a  été  nommé  chargé  de  cours  de 
mathématiques  à  la  même  institution. 

—  'M.  D""  E.  J.  WiLCzvxsKi  a  été  nommé  professeur  adjoint  de 
mathématiques  à  l'Université  de  Californie. 

—  M.  G.  Stevens  a  été  proiiiu  au  rang  de  professeur  émérite  de 
l'Université  Purdue,  et  M.  D""  Jacob  Westllxd  a  été  nommé  pi'ofesseur 
associé  de  mathématiques. 

—  M.  J.  L.  Goolidge,  de  l'Université //arcarr/  a  obtenu  un  congé  de 
deux  ans  pour  faire  un  voyage  d'études  à  l'étranger. 

—  M.  D'  Arthur  G.  IIall,  de    retour  d'un   vovage  d'études  de  deux 
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ans  à  l'étrangei',  reprend  ses  fonctions  de  chargé  de  cours  à  l'Univer- 
sité de  Micliigan. 

—  M.  Arthur  B.  Cable,  de  la  John  Hopkins  Université,  a  été  nommé 
chargé  de  cours  à  1  Université  de  Missouri. 

—  M.  le  P""  M.  W.  Haskell,  de  l'Université  de  Californie,  vient 
d'obtenir  un  congé  d'un  an  qu'il  compte  consacrer  à  un  voyage  d'études 
à  l'étranger. 

■  —  M.  D""  SwAiN,  recteur,  ancien  professeur  de  mathématiques  de 
l'Université  de  l'Indiana  et  de  l'Université  Stanford,  a  été  appelé  à  la 
direction  du  Swarthmore  Collège. 


Cours  universitaires. 

Semestre  d'hiver  i90'2-i9o3 

[Suite)  {'). 

AUTRICHE 

Czernowitz.  Universîtàt  (i  Okt.  1902  bis  28  Fcbruar  iQo'î).  — 
PlCHTA  :  Ditferential  und  Integralrechnung,  3  ;  Elliptische  Funktio- 
nen,  2;  Seminar  fur  Mathematik,  2;  Proseminar,  1.  —  Tlmlirz  : 
Theoretische  ^lechanik,  IP'^'"  Teil,  5;  Mathematisch-physikalisches 
Seminar,  2. 

Graz.  Uniiersitât  (i5  Okt.  1902  bis  i5  Màrz  1903). —  Frischalf  : 
Algebraische  Analysis  3;  Analytische  Géométrie,  2.  —  V.  Dautscher  : 
Analytische  und  projectivische  Géométrie  der  Ebene,  5  ;  Uebungen 
im  mathematischen  Seminar,  2.  —  Streissler  :  Centrale  Projection,  3. 
—  HiLLEBRAXD  :  Mechanik  des  Himmels,  5.  —  Wassmuth  :  Uebungen 
im  mathematisch-physikalisclien  Seminar,  3. 

Innsbruck.  C^«'*'e/'s//à7.  (i  Okt.  1902  bis  i  >  Miirz  1903),  — -  Otto 
Stolz  :  Théorie  der  Doppelintegrale,  2  ;  Elemente  der  Variationsrech- 
nung,  I  ;  Uebungen  zu  diesen  Gegenstânden  im  mathematischen  Semi- 
nar, I  ;  Théorie  der  P'unktionen  von  complexen  Verânderlichen  nach 
Cauchy  und  Weierstrass,  3.  —  Wirtinger  :  llohere  Algebra,  3; 
Abelsche  Funktionen,  2  ;  Matheniatisches  Seminar,  2.  —  Zixdi.er  : 
Analytische  Géométrie  der  Ebene  und  des  Raumes,  5;  Mathemalisches 
Seminar,  i.  —  V.  Oppolzeu  :  Astromelrische  und  astrophysikalische 
Uebungen,  4  ;  Mechanik  eines  starren  Systems,  i.  —  I'^xner  :  Mathema- 
tische  Physik,  5;  Seminar  fiir  mathematische  Physik,  i. 


(1)  Le  numéro  de  Septembre  (p.  373-38'5)  donne  l'indicalion  des  cours  des  princi- 
pales universités  des  pays  suivants  :  .\lleniagne,  Belgique,  Iles-Britanniques.  Etats 
Vnis,  Suisse. 
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Prag.  Universitàt.  —  Pick  :  Differential  und  Integrah'echnung,  5; 
Math.  Séminal-,  i.  —  Gmeixer  :  Analytische  Géométrie,  3;  Doppelin- 
tegrale,  2;  Analytisch-geometrische  Uebungen,  i.  —  ^^'EISS  :  Ele- 
mente  der  darstellenden  Géométrie,  2.  —  Weinek  :  Sphtirische  Astro^ 
nomie,  3.  —  Oppenheim  :  Elemente  der  hoheren  Geodiisie,  2  ;  Geschichte 
der  Astronomie  von  Newton  an,  i.  —  Lippich  :  theoretische  Mecha- 
nik,  3;  Potentialtheorie,  2;  Mathematisches  Seminar,  2; 

"Wien.  Universitàt.  (8  Okt.  bis  i5  Miirz).  —  V.  Escheuicu  :  Elemente 
der  Diifei'ential  und  Integralrechnung,  5  ;  Uebungen  zu  diesenVorl.,  i; 
Proseminar  fiir  Mathematik,  i  ;  Seminar  fiir  Mathematik,  2.  — Gecex- 
bauer  :  Intégral  und  Variationsrechnung,  3  ;  Théorie  der  Kugel  und 
Cylinderfunktionen  mit  Anwendungen  auf  Problème  der  theoretischen 
Physik,  2  ;  Uebungen  im  mathematischen  Proseminar,  i  ;  Uebungen  im 
mathematischen  Seminar,  2. —  Meutexs  :  Zahlentheorie,  5;  Uebungen 
im  mathematischen  Seminar.  2  ;  Uebungen  im  mathematischen  Prose- 
minar, I.  —  IvoHX  :  Einleitung  in  die  synthetische  Géométrie,  4; 
Uebungen  zu  dieserVorlesung.  i  ;  Invariantentheorie  mit  geometrischen 
Anwendungen,  2.  —  Talber  :  Versicherungsmathematik,  4.  Uebun- 
gen aus  der  Versicherungsmathematik,  2.  —  Blaschke  :  Einfiihrung  in 
die  mathematische  Statistik,  3.  —  Daublesky  v.  Sterxeck  :  Anwen- 
dungen der  Ditferential,  und  Integralrechnung  auf  die  Géométrie,  2  ; 
Additive  Zahlentheorie,  i.  —  Carda  :  Einfiihrung  in  die  Théorie  der 
Beriihrungstransformationen,  3.  —  Weiss  :  Théorie  der  Sonnenfins- 
ternisse  und  verwandten  Erscheinungen,  2  ;  Théorie  der  Feuei*meteore, 
2.  — V.  Hepper(;er  :  Sphilrische  Astronomie,  4;  Photometrie,  i.  — 
ScHRAM  :  Méthode  des  kleinsten  Quadrate,  i.  —  Hillebraxd  :  Théorie 
der  Figur  der  Planeten,  3. —  Hertl  :  Elemente  der  darstellenden  Géo- 
métrie, 4;  Geodatische  Koordinaten,  i.  — Jaeger  :  Elemente  der  theo- 
retischen Physik,  5.  —  Moser  :  Physikalische  Bedeutung  mathemati- 
scher  Begriffe,  2.  —  Hôfler  :  Didaktik  des  mathematischen  Mittel- 
schulunterrichts,  3. 

FRANCE 

Paris.  Faculté  des  Sciences.  Année  scolaire  iyo2-iyo3.  Les  cours  du 
premier  semestre  s'ouvriront  le  10  novembre,  ceux  du  second  semestre 
le  i*^""  mars. 

Géométrie  supérieure  :  G.  Darbolx,  Principes  généraux  de  la  Géo- 
métrie inlinitésimale  (i"sem.,  2''!.  —  Calcul  diff'érenliel  et  intégral  : 
GoLRsAT,  des  Intégrales  délinies  et  des  fonctions  analytiques (i*""  sem., 
-1^);  Equations  diliérentielles  (2*  sem.,  2''}.  —  Analyse  supérieure  et 
Algèbre  supérieure  :  E.  Picard  traitera,  d'une  part,  des  équations  aux 
dérivées  partielles  au  point  de  vue  de  la  Physique  mathématique,  et, 
d'autre  part,  de  certaines  questions  se  rattachant  à  la  théorie  des  fonc- 
tions algébriques  de  deux  variables  (2''  sem.,  2'').  —  Mécanique  ration- 
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nelle  :  P.  Appell,  Lois  générales  de  l'équilibre  et  du  mouvement 
(i^'  sem.,  -i^)  ;  Lois  générales  du  mouvement  des  systèmes,  mécanique 
analytique,  hydrostatique  et  hydrodynamique  (2^  sem.,  a*").  —  Astro- 
nomie mathématique  et  mécanique  céleste  :  H.  Poincaré,  Théorie  des 
marées  (i*""  sem.,  2^j.  —  Astronomie  physique  :  Wolf,  Programme 
du  certificat  d'Astronomie  {'x"  sem.).  —  Calcul  des  probabilités  et  phy- 
sique mathématique  :  Boussinesq,  Théorie  des  phénomènes  ondula- 
toires (i^*"  et  •i'^  sem.,  a*").  —  Mécanique  physique  et  expérimentale  : 
G.  Kœmgs  traitera,  pendant  le  premier  semestre,  de  la  Cinématique 
théorique  et  de  son  application  à  l'étude  des  mécanismes,  de  la  Statique 
graphique  et  des  figures  l'éciproques,  des  principes  de  la  théorie  de 
l'élasticité  ;  pendant  le  second  semestre,  des  principes  de  la  résistance 
des  matériaux. 

Cours  annexes.  —  Eléments  d'Analyse  et  de  Mécanique  :  Raffy,  les 
principales  théories  mathématiques  qui  servent  d'introduction  à  divers 
enseignements  scientifiques,  'i^  ;  i'''"  sem.  :  Notions  de  Géométrie  ana- 
lytique, dérivées  et  intégrales,  équations  différentielles,  lois  géné- 
rales de  l'équilibre,  mouvement  des  points  et  des  systèmes,  u*  sem.  : 
Equations  différentielles  et  leurs  applications  à  la  Mécanique  et  à  la 
Physique. — Astronomie  mathématique  et  Mécanique  céleste  :  Axdoyer, 
du  mouvement  de  rotation  des  corps  célestes  autour  de  leurs  centres 
de  gravité  (i'^"'  sem.,  i**). 

Conférences.  Raffy  :  Conférences  sur  la  Géométrie  supérieure,  en 
vue  du  certificat  correspondant,  i*".  —  J.  Hadamard  :  Calcul  différentiel 
et  intégral,  u''.  —  P.  Puiseux  :  Exercices  et  développements  sur  le 
programme  du  certificat  de  Mécanique  rationnelle,  théorie  de  l'attrac- 
tion, attraction  des  ellipsoïdes.  —  Conférences  aux  candidats  à  l'agré- 
gation des  sciences  mathématiques,  par  MM.  Andoyer  U*"),  Hadamard 
(i**),  Blutlel  (i*").  —  Servant  :  Conférence   de  mécanique  physique. 

Paris.  Collège  de  France.  Année  scolaire  i90'2-i9o'^.  Ouverture  des 
cours  le  i'^'"  décembre. 

Mécanique  analytique  et  mécanique  céleste  :  M.  Maurice  Lévv,  pro- 
fesseur ;  M.  J.  Hadamard,  suppléant,  traitera,  d'une  part,  du  Calcul 
des  variations,  d'autre  part,  des  Equations  aux  dérivées  partielles  dans 
la  mécanique  des  milieux  déformables,  -z^.  —  Mathématiques  :  M.  G. 
.loRDAX,  2''.  —  Physique  générale  et  mathématique  :  M.  Builloiix,  -i^. 
—  Physique  générale  et  expérimentale  :  M.  Mascart,  2''.  —  Histo- 
rique générale  des  sciences  :  ]\I.  P.  Laffitte,  professeur;  M.  Ca- 
mille MoxiER,  suppléant.  —  Cours  annexe.  Mathématiqu^-s  :  M.  E. 
Rorel,  chargé  de  cours. 

Paris.  Consen'atoire  national  des  Arts  et  Métiers.  Année  scolaire  1902- 
190J.  Ouverture  des  cours  le   i5  novembre. 

Géométrie  appliquée  aux  Arts  (les  lundis  et  jeudis  à  9''  1/4  du  soir), 
Laussedat,  professeur,  P.  Haac,  suppléant  :  Cinémati(pio,  étude  des 
mécanismes.  Application  de  la  photographie   à  l'élude  du  mouvement 
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OU  clîi'onophotographie.  —  Géométrie  descriptive  (les  lundis  et  jeudis 
à  8''  du  soir),  E.  Rolché,  professeur  :  Principes  généraux  avec  appli- 
cation à  la  charpente  et  à  la  coupe  des  pierres.  —  Mécanique  appliquée 
aux  arts  (les  lundis  et  jeudis  à  9**  1/4  du  soir),  E.  Sauvage,  professeur: 
Moteurs  à  vapeur,  à  gaz  et  à  pétrole.  Locomotives  et  locomobiles, 
machines  marines.  —  Construction  civile  (les  lundis  et  jeudis  à  g*"  1/4 
du  soir,  J,  PiLLET,  professeur.  —  Physique  appliquée  aux  arts  (les 
lundis  et  jeudis  à  8**  du  soir),  J.  Violle,  professeur.  —  Electricité 
industrielle  (les  mercredis  et  samedis  à  8''  du  soir),  Marcel  Deprez, 
professeur. 

ILES-BRITANNIQUES 

Cambridge  {Univcrsity).  —  List  of  Lectures  proposed  by  theispe- 
cial  Board  of  mathematics,  igo^-igoi.  —  Prof.  Sir  G. -G.  Stokes  : 
Hydrodynauiics,  including  viscosity,  3'' (1"  trimestre)  ;  Physical  Op- 
tics,  S*"  (uMrim.).  —  Prof.  Forsyth:  Differential  Geometry  :  gênerai 
theory  of  surfaces  and  curves,  3  (i^""  et  •x''  trim.)  ;  Fourier's  and  other 
expansion  theorems,  1  (i'''"et  -x^  trim.).  —  Prof.  Dahavin  :  Orbits  of  Pla- 
nets,  figures  of  equilibrium  <^f  rotating  fluid,  3  (i*''  trim.)  ;  Outlines  of 
Dynamical  Astronomy  3  (•^''trim.).  — Prof.  Sir  R.-S.  Ball  :  Planetary 
Theory,  3  (i"  trim.)  ;  Spherical  Astronomy,  3  (-2*  trim.);  Perturbation 
of  Cometary  Orbits,  3  (3''  trim.).  —  Mr.  Hinks  :  Démonstrations  in 
Pract.  Astronomy,  -x  (i^""  et -2*  trim.)  ;  Pract.  work,  Observatory  (i^"" 
et  a^  trim.). —  Prof.  Thomson:  Properties  of  Matter,  -x  (i"  trim.); 
Eleetricity  and  Magnetism,  3  (2*  et  3"  trim.)  ;  Electromagnetic  Waves 

2  (i^'"trira.);  Descharge  of  Eleetricity  through  Gases  -x  ('2^  tr.).  —  Prof. 
EwiNG  :  Strength  of  Materials  and  Theory  of  Structure,  3.  — M.-J.-B. 
Peace  :  Elemantary  Mechanism,  -x  ;  Applied  Mathematics  and  Advan- 
ced Mechanism,  3. 

Dr.  HoBsox  :  Spherical  and  cylindrical  Harmonies,  3  (i^'"tr.)  ;  Sound 
and  vibrations,  3  (^^ir.).  — >I.  Larmor  :  Electrodynamics,  with  ap- 
plications, 3  (i*""  et  2^  trim.).  —  Mr.  Bichmoxd  :  Analytical  Geometry 
of  curves,  3  (i^i'tr.);  Analytical  Geoujetry  of  tree  dimensions,  Projec- 
tive  properties,  3  {-x"  trim.).  —  D""  Baker  :  l-^lementary  Theory  of 
Functions,  x  (i"  et  -x^  trim.)  ;  Solid  Geometry,  3  (1"  tr.)  ;  Analysis,  3 
(2*  et  3*^  triui.).  —  jNL  Macdonald  :  Waves  (espacially  waves  of  Light), 

3  (i"  tr.);  Ilydrodynianics,  3  (2*  tr.).  — M.  Mollison  :  Theory  of 
Potential  and  l'Uectrostalics,  3  (3"  trim.).  —  M.  IIer.ma.n  :  Ilydro- 
mechanics,  3  (2^  trim.).  —  Mr.  Mathews  :  Algebric  Functions  (ele- 
mentary),  3  (i""  tr.)  ;    Theoi'y  of  Algebraic  Number  3  (2®  et  3'' trim.). 

—  Mr.  Whitehead  :  Application  of  Symbolic  Logic  to  Cantors  Theory 
of  Aggregates,  3  (i"^""  trim.);  Non-euclidean  Geometry  (3*  trim.).  — 
Mr.   Berry  :  EUiptic  Functions  and  Fourriers  Séries,  3  (i*"^  et  2''  tr.). 

—  Mr.  \\'alker  :  The  Electromagnetic  Field,  3  (i«'"tr.)  ;  The  electroma- 
gnetic Theory  of  Light,   3   (2"  tr.).  —  Mr.  Bexnett  :  Linear  and  Qiia- 
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(Iratic  complexes,  3  (-2^  tr.).  —  Mr  Munuo  :  Hydrodynamics  and  Sound, 

3  (i^""  tr.).  —  Mr  ^^'HITTAKER  :  Theory  of  Definite  Intégrais  Part  ii,  % 
(a*  tr.)  ;  General  Dynamics  with  applications  to  Astronomy  and  Ther- 
modynamics  -i  (3*  tr.).  —  Mr  Grâce  :  Invariants  and  Geometrical  Appli- 
cations, 3  (i"^""  et  -i"  tr.).  —  Mr  Hudson  :  Geometrical  Theory  of  ordi- 
nary  differential  équations. 

(Le  premier  trimestre  commence  le  i3  octobre,  le  deuxième  le  i5 
janvier  et  le  troisième  le  20  avril). 

ITALIE(') 

Messina  [R.  Universita).  —  (Anno  scolastico  1902-1903).  —  V. 
Martixetti  ;  Geometria  projettiva  4''  1/2;  Geometrica  descrittiva,  3  ; 
Geometria  superiori ,  3. —  D""  Pasquale  :  Designo  di  Geometria  proj. 

4  ij-i,  di  Geometria  descrittiva,  \  1/2.  —  E.  Bagnera  :  Algebra,  3  ; 
Geometrica  analitica,  2  ;  Analisi  superiori  (Funzioni  ellitiche),  3 —  G. 
VivAXTi  :  Calcolo  infinitésimale  6  ;  Matematiche  superiori  (Funzione 
mod.),  3.  —  Orlando  :  Esercizi  di  Geometrica  analitica  e  di  Algebra3; 
Esercizi  di  calcolo  infinitésimale,  3.  —  R.  Marcoloxgo  :  Meccanica 
razionale,  4  1/2  ;  Esercizi,  2  ;  Fisica  matematica  (Teoria  matematica 
del  elasticilà),  3.  — E.  Soler:  Geodesia,  4  1/2. 

SUISSE 

Bâle.  Université.  (Semestre  d'hiver  1902-1903).  —  H.  Kixkelix  : 
Analyt.  Géométrie  der  Ebene,  3;  Differential  und  Integralrechn.,  3; 
Dilferentialgleichungen,  3  ;  math,  seminar,  1.  —  K.  N'oxder  Mlhll  : 
Analytische  Mechanik  mit  Lebungen,  4;  mathem.  Physik,  4?  math.- 
physik,  Uebungen,  2.  —  A.  Riggexbach  :  Sphàrische  Trigonométrie 
und  Einleitung  in  die  sphilr.  Astronomie,  3  :  Astr.  Uebungen,  2.  — 
R.  Flatt  :  Pild.  Seminar,  mathem. -naturw.  Abteilung,  4;  Einfùhrung 
in  die  moderne  Algebi'a. 

Lausanne.  Université.  Semestre  d'hiver,  du  18  octobre  1902  au 
25  mars  1903.  —  Amsteix  :  Calcul  diff.  int.,  I,  6;  II,  2;  Ex.,  I,  2; 
II,  2.  Th.  des  fonct.,  3.  Elém.  de  Calcul  différentiel  intégral  (cours 
destiné  aux  se.  phys.  et  nat.),  3.  — Joly  :  Géométrie  descriptive,  5; 
épures, un  après-midi  ;  Géométrie  analyt.,  2;  Géométrie  de  position,  2; 
Courbes  planes,  2  ;  Mayor,  Mécanique  rationnelle,  5  ;  Exercices,  i  ; 
Physique  math.,  2  ;  Statique  graphique,  2.  —  Maillard  :  Astronomie, 
3;  Développements  math.,  éléments  de  mécanique  céleste,  i. 


(')  Les  universités  italiennes  n'arrêtent  le  tableau  du  cours  qu'au  commeneeincnt 
du  semestre  d'hiver.  Nous  publierons  dans  notre  prochain  numéro  les  extraits  des 
programmes  qu'on  voudra  bien  nous  adresser. 

Dés  l'année  prochaine  les  universités  italiennes  feront  connaître  leurs  pro- 
grammes trois  mois  à  1  avance,  comme  cela  se  fait  dans  la  plupart  des  univer- 
sités européennes  et  américaines.  La.  Rkdaction. 


CORRESPONDANCE 


Sur  l'usage  du  papier  rayé  en  Algèbre. 

Les  papiers  rayés  et  quadrillés  sont  d'un  usage  aussi  courant  que  le 
papier  blanc.  Comment  les  algébristes  n'ont-ils  pas  songé  à  s'en  servir 
comme  d'une  espèce  d'abaque  pour  abréger  les  multiplications  et  divi- 
sions algébriques  en  n'opérant  que  sur  les  coefficients  ? 

Qu'on  fasse  à  la  manière  ordinaire  la  division  ci-après  empruntée  à 
ÏAlgèbre  de  Bertrand  et  Garcet,  'j^  édition  (i8^i)  pages  .\2.  et  /(3  ;  qu  on 
refasse  après  la  même  division  de  la  manière  dont  nous  la  ferons  ci- 
dessous  ;  et  je  pense  que  les  auteurs  d  Eléments  d'Algèbre  l'admettront 
dans  leur  plus  prochaine  édition. 

Soit  i5«*  —  9«'^ —  -i^a^b- -{-  Kja'^P  —  6a'b''-{-  lia^b^  —  40-6" 
—  5ab''  -\-  ih^  k  diviser  par  3a^  —  ^ab-  -\-  7.bK 

{Expression  ordonnatrice  ab  du  S^  degré  et  du  3^  dans  les  facteurs, 
dune  du  5*^  dans  le  quotient.) 
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La  méthode  gagnerait  peut-être  encore  en  disposant  l'opération  à  la 
façon  des  Arabes  et  des  Hindous,  Ch.  Berdellé. 


Questions  et  remarques  diverses. 

■^4-  —  Je  serais  bien  ol)ligé  à  qui  pourrait  me  dire  où  se  trouve  la 
phrase  suivante,  que  j'ai  lue  il  y  u  déjà  longtemps  : 

Une  surface  est  un  infiniment  petit  de  volume,  une  ligne  un  infiniment 
petit  de  surface  et  un  point  un  infiniment  petit  de  ligne. 

Au  lieu  à' infiniment  petit,  il  y  avait  peut-être  rien,  zéro  ou  néant. 

Cette  phrase  m'a  inspiré  l'idée  suivante.  Soit  un  produit  de  3  expres- 
sions algébriques  A.B.C  représentant  un  volume.  Si  C  s'annulait  (ou 
bien  encore  B  et  C)  on  aurait  donc  A.B.o  stéréomélriciuement  égal  à  o, 
mais  représentant  planimétriquement  une  surface  A.B;  tandis  que  A.0.0 
représenterait  o  mètres  cubes,  o  mètres  carrés,  mais  une  longueur 
réelle  de  A  mètres.  Ch.  Beudellé  (Rioz,  Haute-Saône). 
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Chr.  Beyel.  —  Darstellende  Géométrie.  Mit  ciner  Sammlung  vou  1800. 
Dispositionen  zu  Aufgaben  aus  dcr  darstellenden  Géométrie.  Un  vol.  in-8'% 
cartonné,  de  189  p.;  prix  :  3, 60  marks;  B.-G,  Teubner,  Leipzig,  1901. 

Je  viens  de  lire  l'ouvrage  de  M.  Beyel  et  je  tiens  à  dire  tout  d'abord  que 
je  ne  crois  point  qu'il  existe,  au  point  de  <>'ue  didactique,  auquel  1  auteur 
s'est  placé,  un  ouvrage,  sur  le  sujet,  et  qui  ait  une  importance  comparable. 

Ce  n'est  rien  moins  qu'une  révolution  radicale  dans  la  manière  densei- 
gner  cet  art  qui  n'est  cultivé  à  vrai  dire  que  par  un  assez  petit  nombre  de 
géomètres  ;  car  si  tous  ont  suivi  des  cours  de  géométrie  descriptive  et  en 
connaissent  théoriquement  la  discipline,  ils  n'ont  cette  connaissance  qu'en 
dilettantes,  pour  ainsi  dire. 

Bien  peu  d'entre  eux  voient  dans  l'espace  et  seraient  capables  d'exécuter, 
les  instruments  à  la  main,  une  épure  même  assez  peu  compliquée.  Seuls 
les  géomètres  auxquels  leurs  travaux  ou  leurs  devoirs  professionnels  don- 
nent une  habitude  spéciale  des  tracés,  peuvent  les  achever  correctement.  En 
suivant  les  leçons  du  livre  qui  vient  de  paraître,  cette  intuition,  cette  vue 
dans  l'espace,  cette  habitude  nécessaire  s'acquiorent  forcément  et  sans  autre 
peine  que  d'exécuter  ce  que  l'auteur  indique  avec  les  méthodes  faciles  et 
simples  qu  il  propose.  J'estime  cependant  qu'il  est  presque  impossible  de 
donner  à  un  lecteur  qui  n'étudierait  pas  le  livre  lui-même,  une  idée  précise 
de  l'excellence  de  sa  doctrine,  d'autant  plus  qu'elle  se  présente  sous  une 
forme  tellement  différente  des  habitudes  reçues  universellement,  qu'en  se 
bornant  à  indiquer  l'esprit  général  de  l'.ouvrage  — -  et  c'est  tout  ce  qu'il  est 
possible  de  faire  dans  un  compte  rendu  comme  celui-ci  —  on  semble  soutenir 
des  paradoxes;  mais  l'autorité  du  nom  de  M.  Beyel  et  sa  longue  expérience 
de  professeur  suffisent  pour  donner  aux  géomètres,  à  la  fois  la  certitude 
qu'il  s'agit  d'une  chose  nouvelle  intéressante,  pratique  et  le  désir  de  la  juger 
directement. 

Le  livre  ne  contient  pas  une  seule  épure  exécutée;  ni  planches,  ni  figures, 
par  conséquent,  sauf  quelques  schémas  pour  expliquer  les  conventions  de 
représentation  des  points,  des  droites  et  établir  quelques  théorèmes.  Pour 
chaque  épure  que  le  texte  étudie,  les  données  sont  déterminées  en  position 
par  des  nombres,  qui  placent  les  points  par  leur  distance  à  3  plans,  les  plans 
parles  points  où  ils  coupent  3  axes  reclaugulairos,  etc.;  l'élève  préparc  l'épure 
au  moyen  de  ces  données  et  il  voit  la  place,  dans  l'espace,  de  chaque  point  ou 
de  chaque  élément  géométrique  dont  il  s'occupe;  il  exécute  l'épure  et  la  ter- 
mine au  moyen  des  très  claires  explications-  du  texte,  ayant  eu  jusqu'à 
la  fin  la  vue  dans  l'espace  de  ce  qu'il  représente  en  projections.  L'ouvrage 
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contient  i  800  dispositiuiis  dépures  qui  sont  aussi  des  exercices  pour  que 
l'élève  puisse  appliquer  ce  qu'il  apprend,  et  comme  ces  dispositions  repré- 
sentent autant  d'épurés  dont  l'auteur  a  dû  choisir  les  données  pour  que  chaque 
tracé  s'effectue  complètement  dans  les  limites  de  la  Feuille  du  dessin,  —  souvenl 
il  V  a  plusieurs  dispositions  pour  un  même  problème,  —  on  voit  le  travail 
colossal  que  M.  Beycl  a  dû  entreprendre  à  leur  sujet;  on  comprend  la  facilité 
qu'elles  donnent  aux  professeurs  pour  indiquer  aux  élèves,  sans  étude  préala- 
ble, des  exercices  toujours  exécutables  jusqu'à  la  lin  et  éviter  aux  élèves, 
qui  s'exercent  d'eux-mêmes  dans  cette  discipline,  les  fastidieux  essais  qu'ils 
font  trop  souvent,  lorsqu'ils  prennent  les  données  au  hasard,  avant  d'arriver 
à  une  épure  bien  disposée  dans  tous  ses  détails  pour  l'exécution  complète. 
Ces  1800  dispositions  seules  donneraient  à  l'ouvrage  une  très  grande  valeur; 
malheureusement  pour  nous,  le  livre  de  M.  Beyel  est  écrit  en  allemand,  ce 
qui  empêchera  beaucoup  de  professeurs,  en  France,  de  pouvoir  l'étudier  et 
soumettre  ces  idées  nouvelles  à  la  sanction  de  leur  expérience  ;  mais  je  sais 
que  si  l'auteur  trouve  un  accueil  favorable  auprès  de  ceux  que  la  diversité  de 
la  langue  n'arrête  pas,  il  donnera  très  volontiers  par  une  traduction,  la  pos- 
sibilité à  tous,  de  profiter  de  son  énorme  travail;  c'est  ce  que  je  souhaite  à 
tous  les  futurs  professeurs  ou  étudiants  qui  auront  à  enseigner  les  méthodes 
de  la  Géométrie  descriptive  ou  à  les  apprendre  dans  les  pays  de  langue 
française. 

E.  Lemoine  (Paris). 

E.M.  BoREL.  —  Leçons  sur  les  séries  divergentes.  Un  volume  in-8'^',  m- 
i83  p.;  prix  :  4  ff-   5o  ;  Paris.  Gauthier-Yillars,  1901. 

La  théorie  des  séries  divergentes  a  pour  objet  la   résolution  du  problème 
suivant  : 
Une  suite  : 

a„,  flj,  a.,,...an..' 

étant  donnée,  définir  une  opération  -S  qui  lui  fasse  corresprondre  un  élément 
cS  [a„j  doué  des  propriétés  suivantes  : 
a  .   Il  est  unique. 

b.  Il  est  égal  à  la  somme  -S  de  la  série  Sa^,  si  celte  série  est  conver- 
gente. 

c.  Par  rapport  à  l'addition,  l'opération  -S  doit  vérifier  la  loi  dislributive 

d.  Par  rapport  à  la  multiplication,  l'opération  -S  doit  vérifier  la  relation  : 

-S    rto  />„+«!  bn-i  +  ...+"«  /'Oj  =  •''  Wn]  ■  'S  \h„] . 

e.  Si  a„  est  symbole  de  fonction  analytique  d'une  variable  (réelle  ou  com- 
plexe) z,  on  doit  pouvoir  définir  un  champ  dans  lequel  -^  [««(:)]  est  fonction 
analytique  uniforme  de  la  variable  :;. 

f.  Si  ou  représente  par  o  une  opération  qui  résulte  de  l'application  d'un 
nombre  lini  d'opérations  fondamentales  du  calcul  algébrique  et  intégral,  et 
si  1  on  représente  par 
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la  série  qu'on  oblicnl    en    opérant    sur  les  [«„  (:)]    avec  les  règles  du  calcul 
des  séries  convergentes,  on  doit  avoir  : 

o[%[an{z)])=%[o[an[z)]]. 

On  comprend  aisément  que  si  les  éléments  «„  sont  donnés  d'une  façon  tout 
à  fait  arbitraire,  il  ne  sera  pas  possible  de   satisfaire  toutes  ces  couriitions. 

La  question  serait  de  déterminer  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  les  éléments  a„  afin  qu'une  semblable  opération  $  puisse  se  définir. 

Il  n'est  pas  possible  de  répondre  d'une  façon  complète  à  cette  question.  On 
a  donné  toutefois  une  suite  de  conditions  suffisantes,  de  plus  en  plus  larges, 
qui  ont  pour  point  de  départ  l'hypothèse  de  la  convergence  de  la  série  Sa^. 
et  qui  embrassent  successivement,  des  séries  de  plus  en  plus  divergentes. 

L'ouvrage  de  M.  Borel  a  justement  pour  but  l'exposition  systématique 
des  méthodes  suivies,  des  recherches  faites,  des  résultats  obtenus  et  des 
applications  à  la  théorie  des  fonctions. 

Après  une  introduction  historique  savante  et  suggestive,  il  expose  les 
méthodes  qui  sont  indiquées  dans  les  travaux  de  Cauchy  sur  la  série  de 
Stirling  et  de  Slielljes  sur  le  logarithme  intégral. 

Une  méthode  plus  générale  est  celle  que  M.  Poincaré  a  développée  dans 
uu  mémoire  sur  les  intégrales  singulières  des  équations  différentielles  (Acta 
Math.  t.  YIII). 

Considérons  une  fonction  ^  (z)  et  le  développement 

Co  +  -^+^+... 

On  dira,  d  après  M.  Poincaré,  que  ce  développement,  qui  peut  être  diver- 
gent, représente  asymptotiqueincnt  la  fonction,  si  la  différence 


^(=)-(^o+-^4-..-+^) 


est,  lorsque  z  croît  indéhuimeut,  d'un   ordre   de  grandeur  inférieur  à   —^  . 

Le  principe  de  M.  Poincaré  consiste  à  constater  que  la  correspondance 
ainsi  définie  entre  une  fonction  et  une  série  asyniptotiquc  se  conserve  dans 
la  plupart  des  opérations  simples. 

La  différentiation  seule,  est  en  général  exclue. 

La  théorie  de  Stieltjes  sur  la  conversion  des  séries  divergentes  en  frac- 
tions continues  peut  être  envisagée  au  point  de  vue  suivant  : 

On  demande  de  définir  un  algorithme  qui  fasse  correspondre  à  la  suite 

Oq,  «i.ao.  ..«„... 
des  termes  d'une  séiie  divergente,  Zrt„,  la  suite  des  quotients  incomplets 

/>o,  /'i,  l'i-  ..  bn..  . 
d'une  fraction  continue  convei'gentc 
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Le  nombre  S  [ct/j]  sera  dès  lors  donné  par  la  valeur  d'une  telle  fraction 
continue  puisqu'on  peut  prouver  que  :  si  Tj,  i'j»  •  •  •  yn,  sont  des  séries  de 
Stieltjes  (c'est-à-dire  des  séries  pour  lesquelles  est  possible  la  représenta- 
tion demandée  en  fraction  continue  convergente),  si  <]/  (jij  Jov  J"- Ji'>  j'>-  •  • 
j„("*))  est  un  polynôme  par  rapport  à  ces  fonctions  et  à  leurs  dérivées,  ce 
polynôme  est  une  série  de  Stieltjes  que  l'on  obtient  en  calculant  sur  les 
séries  Jj.  r, .  .  .  J"  comme  si  elles  étaient  convergentes,  et  l'on  a 

4'(jl'J2---J"<^>)  =  0 

dans  le  cas,  et  dans  le  cas  seulement  où  la  série  de  Stieltjes  obtenue  pour  <h 
est  identiquement  nulle. 

On  a  des  critères  qui  donnent  des  conditions  suffisantes  pour  qu'une  série 
soit  de  Stieltjes.  et  l'on  peut  toujours  remplacer  la  fraction  continue  qui 
représente  une  série  de  Stieltjes  par  une  intégrale  délinic. 

Malheureusement  cette  belle  théorie  n'a  pas  une  grande  étendue.  11  suffit 
que  l'on  ait 

B  quantité  positive,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  un  nombre 
donné,  pour  que  la  série  Sa„  ne  soit  pas  de  Stieltjes. 

En  outre,  ces  séries  ne  sont  aptes  qu'à  représenter  des  fonctions  analy- 
tiques admettant  comme  unique  singularité  un  segment  rectiligne.  Le  champ 
des  applications  est  donc  forcément  assez  restreint. 

Le  point  de  départ  des  remarquables  travaux  de  M.  Borel  paraît  avoir 
été  la  méthode  de  M.  Cesaro  basée  sur  les  valeurs  moyennes,  et  qui  définit 
la  valeur  de  -S[an]-  moyennant  la  limite,  supposée  Unie  de  l'expression  ; 

lim      ^0  -'o  +  ^'i  -^i  +  •  ■  ■  +  O.  ^n 
n  =  00  Cq  -\-  c^  -\-  .  .  .  -\-  c„ 

Cq,  Cj,  c^.  .  .  nombres  positifs  convenablement  choisis. 

M.  Borel  a  eu  l'idée,  vraiment  féconde,  de  remplacer  les  c,-  par  des  fonc- 
tions CrW  de  la  variable  continue  a,  la  somme  c^-j-  c,  -(-  ...-)-  r„  par  la  fonc- 
tion entière 

?(«)  =  ^0  +  «"l  «  +  ^"2  'J!-  +  •  •  ■  +  Oi  «"  + .  .  .  , 

la  moyenne  de  M,  Cesaro,  par  la  limite  : 


S  =  lim 

a  =  »o  Ç(«) 


En  prenant  o{a)  =  e"  il  obtient  une  méthode  de  sommation  appelée  expo- 
nentielle. 
Il  pose 

ii{a)  =  «„  -f  a^a  +  -^  -f  -^  -f.  . . 
el  il  transforme  l'e.vpressiou  5  dans  la  forme  suivante  : 
(i)  *  ~~    /  C'    'i{(i)da. 
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Si  cette  intégrale  a  un  sens,  et  s'il  en  est  de  même  que  l'intégrale 

I  e-''\ii[rî]\da 
et  aussi  des  intégrales 

e-'^\ii'j)[a)\da, 


f 


dans  lesquelles  À  désigne  un  indice  de   dérivation    quelconque,  il  dit   que 
série  S«„  est  absolument  somraable. 

On  peut  alors  prendre  pour  S  [an]  la  valeur  de  s  donnée  par  l'intégrale 
définie  (i). 

Il  prouve  en  effet  que  sur  les  séries  absolument  sommables  numériques 
sont  possibles  les  opérations  simples  d'addition  et  de  multiplication,  et  que 
si  Un  =  Un  -"}  c"est-à-dire  si  l'on  a  à  faire  avec  une  série 

ordonnée  suivant  les  puissances  d'une  variable,  ou  a  les  théorèmes  suivants. 

I.  Si  la  série  est  absolument  sommable  pour  une  valeur  déterminée  de 
z,  z=.  Zq,  elle  est  absolument  sommable  sur  le  segment  OM,  si  Fou  désigne 
par  O  le  point  :  r=  o,  et  par  M  le  point  ^  ^  z^. 

II.  La  somme  de  cette  série  sur  OM  est  une  fonction  analytique,  qui  n'a 
pas  de  point  singulier  dans  le  cercle  décrit  sur  OM  comme  diamètre. 

III.  Si  II,  i',  n',  sont  des  séries  absolument  sommables  pour  crrc^;  si 
d'autre  part 

P  [u,v,if,  u',v',M''...,  ;<('•),  i'(' ),«■('), x) 

est  un  polynôme  par  rapport  à  ii,  v,  iv  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  À. 
dont  les  coefficients  sont  des  séries  entières  en  .r  ayant  un  rayon  de  conver- 
gence supérieur  à  |  r^  |  ;  si  dans  ce  polynôme  P,  l'on  remplace  u,  v,  ir  par  les 
séries  correspondantes  et  l'on  elTectue  les  calculs  comme  si  ces  séries  étaient 
convergentes,  on  obtient  une  série  rS  qui  est  absolument  sommable  sur  OM  et 
qui  définit  pai"  suite  une  fonction  analytique  F  régulière  à  l'intérieur  du 
cercle  décrit  sur  OM  comme  diamètre. 

Cette  fonction  analytique  est  précisément  ce  qui  devient  P  lorsqu'on  y 
remplace  u,  c,  ir,  non  plus  par  les  séries  mais  par  les  fonctions  analyticjtu-s 
correspondantes. 

D  ailleurs  la  fonction  F  est  identiquement  nulle  dans  le  cas  et  dans  le  cas 
seulement  où  la  série  S  a  tous  ses  coefficients  nuls,  c'est-à-dire  dans  le  cas 
où  les  séries  a,  f,  u-  vérifient  formellement  la  relation 

P  {u,  y,  ti',f/'.  .  .  n'("'),  fl)  =:  o; 

s'il  en  est  ainsi  les  fonctions  analytiques  qui  correspondent  à  u .  \-.  ^^■  véri- 
fient efTcctivement  cette  relation. 

C'est  bien  là  le  point  essentiel  de  la  théorie  de  M.  Borel  qui  en  outre, 
dans  le  chapitre  IV,  détermine  le  polygone  de  sommabilité  de  ses  séries,  et 
doime  des  géut'ralisations  simples  de  la  méthode  exponentielle.  Par  ces 
Miétiiodos  on  peut  en  particulier  sommer  en   un   point  aussi  voisin   que  l'on 
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veut  d'un  point  quelconque  du  plan  une  série  de  Taylor  à  rayon  de  eouver- 
o-ence  non  nul  et  qui  représente  une  fonction  n'ayant  qu'un  nombre  iini  de 
points  singuliers  dans  toute  aire  finie. 

Ces  méthodes  fournissent  donc  un  moyen  d'étudier  un  développement  de 
Tavlor  en  dehors  de  son  cercle  de  convergence.  M.  Borel  cherche  à  les 
appliquer  à  la  recherche  des  points  singuliers. 

Enfin  il  expose  le  théorème  de  M.  Mittag-Leffler  sur  le  développement 
d'une  fonction  analytique  en.  série  de  polynômes  et  il  montre  comme  les 
idées  qu'il  a  exposées  sur  les  séries  divergentes  permettent  d'aboutir,  dans 
cette  voie,  à  des  résultats  bien  plus  étendus. 

Ce  beau  livre  est  rédigé  avec  la  clarté,  l'ordre,  le  langage  élégant  qui 
sont  propres  aux  travaux  de  M.  Borel.  Peut-être  certains  passages  de  l'In- 
troduction peuvent  paraître  quelque  peu  trop  indéterminés  ;  par  exemple 
l'énoncé  du  problème  fondamental  donné  à  la  page  i4-  Il  me  faut  encore 
mettre  le  lecteur  en  garde  contre  une  interversion  de  limites  qui  se  trouve  à 
la  page  3i  et  qui  ne  paraît  pas  être  justifiée  par  les  prémisses. 

Ces  remarques  ne  sauraient  diminuer  la  valeur  de  ce  livre,  qui  est  le  seul 
que  l'on  possède  sur  cet  intéressant  sujet  et  où  l'auteur  résume  les  résultats 
importants  obtenus  par  lui  dans  cette  vue. 

>>ous  devons  savoir  bon  gré  à  M.  Borel  de  nous  avoir  ainsi  donné  le 
moyen  de  parvenir  rapidement,  et  presque  sans  fatigue  à  la  connaissance  de 
tout  ce  qui  a  été  fait  d'important  soit  par  lui  soit  par  les  autres  dans  cette 
nouvelle  théorie. 

Ettore   Bortolotti    Modena}. 

G.  Ferraris.  —  W^issenschaftliche  Grundlagen  der  Elektrotechnik 
(Les  bases  scientifiques  de  l'Electrotechnique).  —  Traduit  de  l'italien  par 
Léon  Fi.nzi.  —  Un  fort  volume  gr.  8°  de  358  p.  Prix  :  12  marks  ;  B.  G.  Teub- 
ner,  Leipzig,  1901. 

Ce  volume  est  le  résumé  des  leçons  faites  au  «  Reale  Museo  Induslriale 
Italiano  »  de  Turin  par  son  célèbre  directeur.  L'activité  de  Galileo  Ferraris, 
enlevé  prématurément  à  la  science  en  1897,  s'est  portée  surtout  sur  lappli- 
cation  aux  branches  techniques  des  lois  de  l'électricité  jusqu'alors  réservées 
à  la  Physique  pure.  C'est  en  particulier  à  ses  recherches  qu'est  due  la  pre- 
mière exposition  complète  des  lois  des  actions  réciproques  des  champs 
magnétiques  produits  par  des  courants  alternatifs  de  phases  différentes 
(Rotatione  elettrodinamiche,  1888).  Comme  on  le  sait,  ces  lois  et  le  moteur 
qu  il  construisit,  sont  à  la  base  des  systèmes  polyphasés  dont  le  développe- 
ment industriel  a  été  aussi  aussi  heureux  que  rapide. 

Le  volume  que  nous  avons  sous  les  yeux  se  distingue  par  une  langue 
alerte,  familière  presque  dans  sa  simplicité  ;  les  longues  déductions  mathé- 
matiques y  sont  rares,  et  il  y  est  fait  un  usage  suivi  de  la  représentation 
vectorielle  c[iii  simplifie  considérablement  les  explications  et  les  calculs. 

Après  un  premier  chapitre  d  introduction,  consacré  aux  définitions  et  à  la 
théorie  des  vecteurs,  nous  trouvons  groupées  cinq  chapitres  les  matières 
annoncées  par  le  titre  :  Electricité  ;  Magnétisme  ;  Electroniagnélisme  ;  Cou- 
rants variables  et  courants  alternatifs  ;  Propagation  des  ondes  électroma- 
gnétiques. Un  complément  d'une  dizaine  de  pages  contient  quelques  observa- 
tions sur  les  unités  magnétiques  et  électriques,  ainsi  que  sur  les  divers  sys- 
tèmes de  mesures  [système  prati([ue,  système  C.  G.  S.  etc.). 

Enseignement  math.  jo 
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Xous  voudrions  recommauder  au  traducteur  d'ajouter  dans  une  prochaine 
édition  des  indications  bibliographiques  et  un  index  analytique  cjui  augmen- 
teraient beaucoup  la  valeur  pi-atique  de  l'ouvrage. 

Ajoutons  que  nous  avons  en  vain  cherché  un  chapitre  ou  seulement  un 
paragraphe  traitant  des  courants  polyphasés. 

E.MiLE  Stei.n.maxn  (Gcnèvc). 

G.  HoLZMiiLLKR.  — Elemeiite  der  Stéréométrie.  Dritter  Teil  :  Die  Unier 
siichung  iind  Kunstruktion  sclnvi  cri  gérer  liaiiingehilde.  Guldinsche  Dre- 
hungskorper  und  Urehungsflachen  mit  ihren  Yerallgemcinerungcn.  Schrau- 
benlliichen,  Rohrendachenund  ihre  Yerallgemcinerungeu  uebst  ihren  Inver- 
sionsverwandten.  Krummungsliuien  und  isothermische  Kurvenschareu  auf 
diesen  Fliichen.  Koaforme  Abbildung.  —  Mit  126  Figureu.  Un  vol.  in-8". 
335  p.  Prix  :  Mk.  9.  —  G.  J.  Goeschen,  Leipzig,   1902. 

Voilà  un  traité  dont  le  titre  et  le  contenu  no  paraîtront  pas  d'accoi'd  à  uu 
lecteur  superficiel. 

On  y  trouve  en  effet  des  sujets  que  l'on  n'a  pas  l'habitude  de  voir  étudiés 
dans  les  traités  élémentaires,  mais  la  manière  dont  cette  étude  est  faite  peut 
justifier  parfaitement  le  titre  général  de  l'ouvrage. 

Toute  personne  possédant  les  éléments  de  géom(''trie  est  capable  de  com- 
preudre  le  contenu  de  ce  volume  et  on  ne  peut  que  féliciter  vivement  l'auteur 
qui  a  ainsi  étendu  considérablement  le  domaine  de  ce  que  1  on  est  convenu 
d  appeler  la  stéréométrie  élémentaire. 

Professeurs  et  étudiants  apprécieront  cet  ouvrage  :  les  premiers  en  ce 
qu  il  leur  fournit  de  nombreuses  illustrations  de  leurs  écrits  et  les  derniers 
en  ce  qu'il  leur  permet  de  «  voir  »  les  surfaces  qu'ils  étudient,  même  à  ceux 
qui  sont  le  moins  doués  de  la  faculté  de  se  représenter  les  objets  dans 
rc>spacc  ;  les  nombreuses  figures  très  bien  faites  et  très  «  parlantes  »  du 
volume  serviront  à  ce  but. 

Quant  à  la  méthode  d'étude  elle-même,  elle  sera  utile  surtout  à  ceux  qui  ne 
possèdent  pas  suffisamment  bien  leur  Calcul  différentiel  pour  l'appliquer  à 
1  élude  des  surfaces. 

Voici  d'ailleurs  le  contenu  du  volume  : 

I.  —  Les  règles  de  Guldin  ;  leur  généralisation  et  leurs  applications  aux 
surfaces  et  volumes  de  révolution  et  à  d'autres  surfaces. 

II.  —  Les  surfaces  de  vis:  leur  développement  sur  des  surfaces  de  révo- 
lution et  leur  représentation  conforme  sur  un  plan  et  sur  d'autres  surfaces. 

III.  —  Les  courbes  et  surfaces  transformées  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques des  hélices  et  hélicoïdes. 

lY.  —  Surfaces-canaux  générales  et  leurs  transformées. 

Dans  chacune  de  ces  parties  de  nombreux  exemples  font  suivre  au  lecteur 
la  marche  de  la  théorie  d'une  façon  absolument  concrète.  Citons  en  particu- 
lier, sous  ce  rapport,  le  dernier  d'entre  eux  dans  lequel  il  est  longuement 
question  de  ce  que  l'auteur  appelle  surface-canal  logarithmique,  engendrée 
par  une  sphère  dont  le  centre  se  meut  sur  une  spirale  logarillimique  et  dont 
le   rayon  est  proportionnel  au  rayon  vecteur  du  centre. 

Les  transformées  par  rayons  vecteurs  réciproques  de  cette  surface  sont 
très  intéressantes. 

Des  indications  bibliographiques  et  historiques  permettront  de  retrouver 
les  auteurs  qui  se  sont  déjà  occupés   de    ces  questions  si  compliquées  ;    la 
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comparaison  de  leurs  méthodes  et  de  celle  de  M.  Holzmiiller  sera  certaine- 
ment très  instructive  et  permettra  de  se  convaincre  que  la  Géométrie  peut  se 
suffire  à  elle-même,  même  dans  1  étude  de  sujets  réservés  jusqu  ici  au  Calcul 
différentiel. 

S.  M\Y  (Lausanne). 

W.  Franz  Meyek.  —  Differential-und  Integralrechnung.  Erster  Band  : 
Differentialrechnung.  (T.  X  de  la  Colleciion  Schubert,  un  vol.  p.  in-8<^, 
xviii-395  p.;  prix  :  9  marks.  —  G.-J.  Goschen,  Leipzig.   1901. 

Nous  recommandons  le  livre  de  M.  Meyer  à  tous  ceux  qui  enseignent  les 
éléments  du  Calcul  difFérentiel  et  intégral.  Ils  trouveront,  dans  ce  premier 
volume,  les  notions  élémentaires  du  Calcul  différentiel  présentées  avec  beau- 
coup de  rigueur  sous  une  forme  très  originale.  Cet  ouvrage  diffère  d'ailleurs 
en  bien  des  points  des  manuels  poursuivant  le  même  but.  Il  en  diffère  sur- 
tout par  la  place  qui  a  été  accordée  à  révaluatj,on  des  erreurs  et  il  s'agit 
précisément  là  d'un  problème  qui  intervient  constamment  dans  les  applica- 
tions pratiques. 

L'ouvrage  est  divisé  en  deux  parties  :  L  valeurs  limites  et  dérivées;  II  déve- 
loppements en  séries.  Le  chapitre  I  constitue  une  excellente  initiation  aux 
notions  fondamentales  du  Calcul  différentiel  et  intégral;  en  raison  de  son 
importance  nous  l'examinerons  avec  quelques  détails.  L  auteur  débute  par 
les  théorèmes  sur  la  limite  de  «"  et  de  a'"  pour  «  r^  so  ;  il  les  applique 
à  l'évaluation  de  la  somme  d'une  progression  géométrique.  Puis  viennent 
les  applications  à  la  Géométrie:  quadrature  de  paraboles  et  de  courbes 
qui  s  y  ramènent,  quadrature  de  courbes  planes  dans  le  cas  des  coor- 
données obliques  ou  polaires;  cubature  de  corps  de  révolution.  Dans  ce 
même  chapitre  on  trouve  encore  les  paragraphes  consacrés  à  l'étude  d  autres 

siu  0 
valeurs   limites    dont  on  fait    usage    eu  Géométrie  flim  ^ — .    etc.  .  .  .,    tan- 

0 

gcnte  à  courbe),  puis  le  binôme  de  Newton,  et  les  notions  élémentaires 
relatives  aux  fonctions  entières. 

Ce  n'est  qu'après  avoir  longuement  insisté  sur  ces  notions  pn'liminaires 
que  l'auteur  aborde  l'étude  des  dérivées  (chapitre  II).  Il  établit  d'abord  les 
règles  de  dérivation  pour  le  cas  des  fonctions  simples,  puis  il  examine  les 
règles  générales  relatives  aux  fonctions  composées  aux  fonctions  de  fonctions, 
aux  fonctions  implicites,    etc.,  en  les  accompagnant  de  nombreux  exercices. 

La  deuxième  partie  contient  une  belle  étude  élémentaire  du  développe- 
ment en  séries  cl  de  ses  applications.  L'auteur  y  expose  successivement  le 
théorème  de  Rolle  et  ses  applications,  les  formules  de  Taylor  et  de  Maclau- 
rin,  la  convergence  et  la  divergence  des  séries  et  des  produits  infinis. 

H.  F. 
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Sur  la  force  électrique  due  à  la  variation  des  aimants.  —  L.  Décombe  :  Sur 
les  variations  de  la  lumière  zodiacale.  —  G.  de  Metz  :  Double  réfraction 
accidentelle  des  liquides  mécaniquement  déformés. 

16  juin.  —  Bol'ssinesq  :  Sur  la  dispersion  anormale  et  le  pouvoir  absor- 
bant des  corps  pour  les  radiations  d'une  période  déterminée.  —  L.  Picart  : 
Sur  une  hypothèse  concernant  l'origine  des  satellites.  —  M.  Folciié  :  Sur 
certains  couples  de  surfaces  applicables.  —  E.  Gartan  :  Sur  l'intégration  des 
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systèmes  différeuliels  complèteiuent  iulégrales.  —  M.  Jouguet  :  Sur  la  rup- 
ture et  le  déplacement  de  l'équilibre.  —  J.  Semenov  :  La  décharge  électrique 
dans  la  flamme.  — •  Y.  Ckémiku  :  Sur  les  elfels  électrostatiques  d'uuc  varia- 
tion magnétique. 

23  juin.  — O.  Callandriîau  :  Propriétés  d'une  certaine  anomalie  pouvant 
remplacer  les  anomalies  déjà  connues  dans  le  calcul  des  perturbations  des 
petites  planètes.  —  H.  Deslamdrès  :  E.xtension  de  l'hypothèse  cathodique 
aux  nébuleuses.  —  R.  de  Montessus  de  Balloke  :  Sur  les  fractions  continues 
algébriques. 

3ojuin.  —  M.  Lœwy  et  A.  Puiseux  :  Sur  la  structure  et  l'histoire  de  l'écorce 
lunaire.  —  R.  Blondlot  :  Action  des  rayons  X  sur  de  très  petites  étincelles 
électriques.  —  I.  Fkedhol.m  :  Sur  une  classe  d'équations  fonctionnelles.  — 
E.  Cartan  :  Sur  l'intégration  des  systèmes  différentiels  complètement  inté- 
grables.  ^  A.-J.  Stodolkikvitz  :  Sur  les  intégrales  de  premier  ordre  des 
équations  différentielles  partielles  du  second  ordre, 

7  juillet.  —  O.  Callandreau  :  Propriétés  d'une  certaine  anomalie  pouvant 
remplacer  les  anomalies  déjà  connues  dans  le  calcul  des  perturbations  des 
petites  planètes.  —  P.  Painlevé  :  Sur  le  développement  des  fonctions  ana- 
lytiques en  série  de  polynômes.  —  L.  Autonxe  :  Sur  un  groupe  nouveau, 
d'ordre  fini,  linéaire  à  quatre  variables. 

i5  juillet.  —  M.  Lœwy  et  P.  Puiseu.x  :  Sur  la  structure  et  l'histoire  de 
l'écorce  lunaire.  —  A.  Kokn  :  Application  de  la  moyenne  arithmétique  aux 
surfaces  de  Riemann. 

■11  juillet.  —  P.  Appell  :  Rapport  sur  un  mémoire  de  M.  Torres  concer- 
nant un  avant  projet  de  ballon  dirigeable.  —  E.  Borel  :  Sur  la  généralisa- 
tion du  prolongement  analytique.  —  P.  Painlevé  :  Observations  sur  la  com- 
munication précédente. 

28  juillet.  —  E.  Picard  :  Sur  une  propriété  curieuse  d'une  classe  de  surfaces 
algébriques.  —  G.  Boussi.nesq  :  Réflexion  et  réfraction  par  un  corps  trans- 
parent animé  d'une  translation  rapide  ;  équations  du  mouvement  et  consé- 
quences générales.  —  H.  Deslandres  :  Méthode  spectrale  capable  de  fournir 
la  loi  de  rotation  encore  inconnue  des  planètes  à  faible  éclat.  —  A.  Korn  : 
Sur  le  problème  de  Dirichlel  pour  des  domaines  limités  par  plusieurs  con- 
tours . 

4  août.  — -  J.  BoussiNESQ  :  Réflexion  et  réfraction  par  un  corps  transparent 
animé  d  une  translation  rapide  ;  ondes  réfléchies  et  réfractées,  amplitude  des 
vibrations. 

II  août.  —  J.  BoussixESQ  :  Réflexion  et  réfraction  par  un  corps  animé 
d'une  translation  rapide  ;  construction  des  rayons,  indépendante  de  la  trans- 
lation, et  rotation,  paraissant  au  contraire  en  dépendre,  du  plan  de  polari- 
sation du  rayon  réfracté.  —  E.  Lindelôf  :  Sur  les  fonctions  entières  de 
genre  fini . 

18  août.  —  G.  Kœmgs  :  Sur  l'assemblage  de  deux  corps.  —  L.  Silhol  : 
Déviation  de  la  pesanteur  sensible  avec  l'altitude  seule. 

23  août.  — -  S.-W.  LocKYEK  et  W.  Lockyer  :  Variations  solaires  et  météo- 
rologiques à  courte  période  ;  relation  entre  les  protubérances  solaires  et  le 
magnétisme  terrestre. 

Jahrbuch  ûber  die  Fortschritte  der  Mathematik,  begruudet  von  Cari 

Ortmann.    In  Vercin   mil   anderen    .Mathcmalikcrn    uud    untcr   bcsonderer 
Mitwirkung  der  Ilerren  Félix  .Mûllkk  von  .Vlh.  Wa.nc-.iki.n   herausgegebeu 
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von  Emil  Lampe  uncl  Georg  Wallenberg.  Band  3i.  Jahrgang  1900  ^in  j  Het- 
ten).  Heft  I  u.  II,  672  p.:  G.  Reimer.  Berlin,  1902. 

{Jeft  I.  —  Geschichte  und  Philosophie.  —  Algebra.  —  >«iederc  und  huhere 
Arilhmetik.  —  Combinations  lehre  und  Wahrscheinlichkcitsrcchnung.  — Rei- 
hen.  —  Differential-und  Integralrechnung.  —  P'unctionenlhcorie. 

Heft  II.  —  Reine,  elementare  und  synthetische  Géométrie.  —  Analytische 
Géométrie. 

Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker  Vereinigung.  In  Monats- 
helten  hcrausgegebon  von  A.  Gutzmer  in  lena.  11  Band.  1901,  B.  G.  Teub- 
ner,  Leipzig  und  Berlin. 

■  N^s  8,  9  (August,  September).  —  E.  Study  :  Ueber  Nicht-Euklidischc  und 
Linien-  Géométrie.  —  Th.  Reye  :  Die  synshtetische  Géométrie  im  Allerlum 
und  in  der  rs'euzeit.  —  Dr.  HolzmI'ller  :  Zur  Erwidcrung  des  Herrn  E.  Gôt- 
TiNG  und  zu  einer  Bemerkung  des  Herrn  R.  P'ricke. —  Antwort  vonR.  Fricke. 

Matematiche  pure  ed  applicate  (Le),  publication  dirigée  par  Cr.  Ala- 
siA.  Castello,  S.  Lapi.  T.  II.  1902. 

Mars-Avril.  —  G.  Yivanti  :  Sopra  le  rotazioni  délie  sfera  su  se  stessa. — 
F.  Amodeo  :  Rappresentazione  stereoscopica  délie  ligure  dello  spazio  nel 
piano.  —  G. -A.  Miller  :  Gruppi  d'ordine  p™  (p  primo)  non  conf'ormi  con 
gruppi  abeliani.  —  C.  Burali-Forti  :  Applicazioni  del  metodo  di  Grassuiaun. 
—  L.  RiPERT  :  Sur  une  extension  du  théorème  de  ^Vallace. 

Avril.  —  L.  DE  Yries  :  La  conflgurazione  formata  délie  ventisette  rette 
di  una  superficie  cubica.  —  F.  Giudice  :  Teoremi  relativi  alla  convergenza  e 
divergenza  délie  série  numeriche. 

Mai- Juin.  —  G.  Loria  :  Le  curve  panalgebriche.  —  S.  Co.mposto  :  SuUa 
conflgurazione  d'équilibro  d*un  filo  flessibile  e  inestendibile. 

Juillet-Août.  —  J.  DuRAN-LoRiGA  :  Sopra  un  a  trasformazzioue  per  rette 
isobariche.  —  E.-X.  Barisien  :  Contributo  allô  studio  délie  quarliche  bino- 
dali.  —  P.  Barbarin  :  Polygones  réguliers  sphériques  et  non-euclidiens.  — 
J.  VAN  Uven  :  Su  di  un  sistema  di  coordinate  tangenziali.  —  (t.  Delitala  : 
Su  di  un  sistema  di  coordinate  Irilineari.  —  L.  Ripert  :  Su  duc  triaiigoli  di 
Brocard  ed  un  a  retta  di  Eulero. 

Mathematische  Annalen  herausgegeben  vou  F.  Klein,  W.  V.  Dyck, 
D.  flu.HERT.  Publication  trimestrielle.  Abonnement  annuel  :  20  M.  Leipzig, 
Teubner.  Band  56,  1902. 

1  Heft.  —  P.  GoRDAN  :  Das  simultané  System  von  zwei  quadratischen 
quaternaren  Formen.  —  R.  Neumann  :  Zur  Intégration  der  Potentialgleichung 
vermittelst  C.  Neumann's  Méthode  des  arithmetischen  Mittels.  — •  D.  Miri- 
MANOFF  :  Racines  cubiques  de  nombres  entiers  et  multiplication  complexe 
dans  les  fonctions  elliptiques.  —  W.  Jacobstual  :  Ueber  die  asympiotischc 
Darstellung  von  Lôsungen  linearer  Dill'erentialgleichungen.  — J.  KûRscu.iiK: 
Ceber  die  Transformation  der  partiellen  Dilfereutialgleichungen  der  Varia- 
tions rechnuug.  —  S.  Epsteen  :  Les  groupes  qui  coïncident  avec  leurs 
grouj)es  adjoints. 

2  Heft.  —  A.  Kneser  :  Bcitriige  zur  Théorie  und  Anweudung  liei"  Yaria- 
tionsrechnung.  — A.   Markoif  :  Sur  les  formes  quadratiques  ternaires  iiili- 
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nies.  —  W.  V.  DvcK  :  Einc  in  den  hinterlassenen  Papicren  Franz  ?Seunianu's 
vorgefundene  Rode  von  C.-G.-J.  Jacobi.  —  H.  Kùhne  :  SimultaniuvarianliMi 
zweior  zu  cinander  contravarianter  Système  uud  ihre  Anwendungauf  die  Bio- 
gung  der  Manuigfaltigkeiten.  —  G.  Kolossof  :  Ceber  eine  Eigenschaft  der 
Differentialgleichungen  der  Rotation  eines  schweren  Kôrpers  uin  einen 
festen  Punkt  in  Falle  von  Frau  S.  Kowalewski .  —  W.  Anissimoff  :  rs'ole 
sur  l'intégration  des  équations  difTérentielles  au  moyen  des  variables  com- 
plexes. —  J.  MoLLEKUP  :  Die  Lehre  vou  den  geometrischen  Proportionen. 

Mathesis.  —  Recueil  mathématique  à  l'usage  des  Ecoles  spéciales,  publié 
par  P.  Mansion  et  J.  Nelbekg,  Gand,  Hostc;  Paris,  Gauthier-A'illars.  Année 
1902. 

Juillet.  —  J.  Nelberg  :  Sur  les  quadrangles  et  les  quadrilatères  paralo- 
giqucs. —  M.  Delitala  :  Construction  d'un  triangle. —  De  Rocquigny-Adax- 
so.N  :  Notes  d'Arithmétique.  — A.  Demoulin  :  Sur  certaines  courbes  gauches. 

Août -Septembre.  —  A.  De.moulin  :  Formules  d'Euler  et  d'Olinde 
Rodrigues.  —  P.  Barbarie  :  Bilatères  et  trilalères  en  métagéométrie.  — ■ 
A.  Claets  :  Construction  du  plan  tangent  à  une  surface  réglée  gauche.  — 
Bibliographie,  variétés.  Questions  et  solutions.  Concours  et  examens  divers. 

Monatshefte  fiir  Mathematik  und  Physik,  herausgegeben  von  Prof.  G. 
V.  EscHERicH  uud  Prof.  L.  Gegenbauek.  XllI,  Jahrgang,  1902.  Eiscnstein 
et  C'^,  Vienne. 

N"^^  3  et  4.  —  A.  Schwarz  :  Untersuchungcn  ùber  die  Krùmmung  der  Ke- 
gelschuitte  (p.  185-293).  —  E.  Œ^ki.nguaus  :  Die  niatheniatische  Statistik  iii 
allgemeiner  Entwicklung  und  Ausdehnung  auf  die  formale  Bevolkerungs- 
theorie  (p.  294-35o).  —  O.  Biermann  :  Ueber  die  Bedingungcn,  unter  deneu 
eine  ganze  rationale  Function  mehrfache  XuUstellen  besitzt  (p.  35i-36o).  — 
L.  Klug  :  Einige  Sâtze  ùber  coUineare  und  iihuliche  Felder  (p.  36i-368).  — 
Literatur-Berichte. 

Rendiconti  del  Circolo  matematico  di  Palermo,  publiés  sous  la  direc- 
tion de  G.-B.  GucoiA.  Païenne,    l'onie  XA  I,    année  1902. 

Fasc.  3.  4.  3-  —  Gerbaldi  :  Sul  gruppo  semplice  di  '36o  collineazioni 
piane.  —  De  Donder  :  Etude  sur  les  invariants  intégrau.x.  —  Giudice  :  Esis- 
tenza,  calcolo,  e  differenze  di  radici  d'equazioni  numeriche,  — Burali-Forti  : 
SuUe  radiali.  —  Paci  :  Generalizzozioue  di  un  theorema  di  Cbuss-Marti- 
NF.TTi  :  Aloune  considerazioni  sulla  conligurazione  di  Kummcr.  —  Guccia  : 
Sulle  curve  algebriche  piane.  —  Ye.nekom  :  Sopra  alcuni  sistemi  di  cubiehe 
gobbe.  —  Marcoi.ongo  :  Sulla  fuuzione  di  Green  di  grado  n  per  la  sfera.  — 
Fekretti  :  Sulla  riduzione  ail  ordine  minimo  dci  sistemi  lineari  di  curve 
piane  irriducibili  di  génère  p  ;  in  parlicolarc  per  i  valori  o,  1,  2  del  génère. 
—  Gigli  :  Sulle  somme  di  n  addendi  divcrsi  presi  fra  i  numeri  i,  2,  ... ,  ni. — 
Guccia  :  Sulle  superficie  algebriche. 

Revue  de  mathématiques  (Rivista  di  Matematica),  publiée  par  G.  PiANo 
(Ml  syiiilj()lis  de  la  Logique  mathématique,  complétant  le  Formulaire  de 
Mathématiques  Prix  de  chaque  tome  du  formulaire  :  8  francs.  Alioiuie- 
luenl  au  tome  VIII  de  la  Revue  et  au  tome  IV  du  Formulaire  :  10  francs. 
Turin.    Bocca  Frères.  1902. 
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A  signaler,  parmi  les  dernières  théories  publiées,  celle  des  séries  bieix 
ordonnées  et  celle  des  nombres  entiers  absolus. 

Revue  de  Métaphysique  et  de  Morale,  dirigée  par  M.  Xavier  Léon. 
Publication  paraissant  tous  les  deux  mois.  lo"  année,  1902.  Paris.  Armand 
Colin. 

N"  3  (mai).  —  H.  Poincaké  :  Sur  la  valeur  objective  de  la  Science.  — 
F.  EvELLiN  :  La  dialectique  des  antinomies  kantiennes. 

j\o  ^j  —  Abbé  Hébf.kt  :  La  dernière  Idole.  —  E.  Chaktikk  ;  L'idée 
d'objet.  —  L.  CouTURAT  :  L'état  présent  des  Sciences,  d'après  M.  Picard. 

N'^  5.  —  G.  RoDiEK  :  Sur  une  des  origines  de  la  philosophie  de  Leibniz. 
—  J.  WiLBois  :  L'esprit  positif. 

Revue  générale  des  Sciences  pures  et  appliquées,  dirigée  par  Louis 
Olivier.  Publication  paraissant  le  i5  et  le  3o  de  chaque  mois.  1902, 
3'-  année.  Paris,  Armand  Colin. 

?\°  II  (i5  juin).  —  J.  Résal  :  Les  ponts  métalliques. 

Revue  Scientifique,  dirigée  par  J.  Héricourt.  Publication  paraissant  le 
samedi.  Paris,  bureau  des  Deiix-Resnies,  19.  rue  des  Saints-Pères.  1902. 
4<^  série,  tomes  17  et  18. 

i4  juin.  —  M.  P.  Mac-Mahon  :  Les  carrés  magiques. 

5  juillet.  —  M.  H.  de  Sarrauton  :  Les  progrès  de  l'heure  décimale. 

12  juillet.  —  Les  obsèques  de  M.  Paye,  discours  de  MM.  Ja>;sse>\  Bassot. 
M.  Lœvy  de  l'Institut.  —  Tracé  mécanique  de  la  sinusoïde. 

26  juillet.  —  J.  LuBix  :  Simplification  de  quelques  questions  mathéma- 
tiques. 

3o  août.  — H.  Chaigxeau  :  Les  progrès  réalisés  dans  la  théorie  mathé- 
matique et  dans  la  construction  du  navire. 

6  septembre.  —  J.  Lubin  :  Simplification  de  quelques  questions  mathéma- 
tiques. 

Revue  semestrielle  des  publications  mathématiques,  rédigée  sous  les 
auspices  de  la  Société  mathématique  d'Amsterdam,  par  P. -H.  Schoute, 
D.-J.  KoRTEWEG,  J.-C.  Kluyver,  W.  Kapteyn,  P.  Zeeman.  TomeX,  2^  par- 
tie, octobre  1901 -avril  1902.  Delsman  in  Xolthenius,  Amsterdam,  1902. 

Unterrichtsblaetter  fur  Mathematik  und  Naturwissenschaften.  Or- 
o-an desVert'ius  zur  l-orderiiug  des  Uulerrirlits  in  dcr  Maliiematik  inid  dcu 
Naturwissenschaften.  Begrùndct  unter  Mitwirkung  von  Benh.  Sguwalbe, 
lierausgegeben  von  F.  Pietzker.  Jahrg.  YIII,   1902  :   O.  Salle.  Berlin. 

No  4.  —  K.  TuOMAE  :  Die  Naturwissenschaft  als  Grundlago  der  allgemoi- 
nen  Bildung.  — ■  R.  Guentsche  :  Zur  Geomctrographie. —  11.  Geissler  :  Die 
Siitze  von  Menclaus,  Ceva  und  vom  voUslandigen  Vierseite  und  das  Unend- 
lichc.  —  Th.  ScHWARTZE  :  Dynamische  Betracluingen  ùber  mechanische 
Fundamentalbegriffe. —  Freise  :  Die  Glcichuug  der  harmonischen  Teiluug. 
—  H.ïNTZScuEL  :  Bcmerkung  zu  dem  Aufsatze  des  H.  F.Weiss.  —  Diskussion 
ùber  die  Einzelabgrenzung  des  Pensums  in  dcr  darstcUende  Géométrie. 
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Zeitschr.   f.    d.   Realschul'weseil,    herausgegebea    uud    redigirt  vou    Em. 

CzuBEK,    Ad.   Bechtel,    und   Mor.   Gloser,   27*^  année,  1902.  Alf.  Holder, 

Vienne. 

IS'û  7.  —  H.  Hartl  :  Die  Détermination  des  Falles  a,  h,  ol  bei  der  Auflti- 
sung  des  spharischen  Dreieckes. 

N"  8.  —  Ant.  Plekot  :  Bcmorkung  zum  Fermat'schen  Satze. 

N"  9.  —  H.  Kleinpeter  :  Ueber  einige  neuere  amerikauische  Lehrbûcher 
der  Elementar-mathematik. 

N"  10.  —  WiLH.  Peyerle  :  Die  Fusspunkt-Curve  der  Ellipse  und  Hyper- 
bel;  verwandte  uud  ahulicbe  Curven. 

Zeitschrift  fiir  Mathematik  und  Physik,  begrundet  durch  O.  Schlo.milch, 
gegenwiirlig  herausgegeben  von  R.  Mehmke  und  C.  Rc.nge,  47'*^'"  Band  ; 
B.-G.  Teubner,  Leipzig,  1902. 

N"^  3  et  4.  —  H.-E.  Ti.MERDixG  :  Die  BernouUische  \\'ertelbeorie.  — 
D.  BoBYLEW  et  Friesendorf  :  Ueber  das  perimetrische  RoUen  eines  Kreisels 
dessen  Schwerpunkt  unter  dem  Unterstùlzungspunkte  liegt.  —  J.  Kùbler  : 
Noch  einmal  die  richtige  Kniekformel!  —  Fred.  Schuch  :  Die  Horopter- 
kurve.  —  J.  Horn  :  Zur  Théorie  der  kleinen  endlichen  Schwinguugen  von 
Systemen  mit  einem  Freiheits-Grad.  —  O.  Fischer  :  Ueber  die  reduzierten 
Système  und  die  Haujjtpunkte  der  Glieder  eines  Gelenkraechauismus  uud 
ihre  Bedeutung  fiir  techuische  Mechanik.  —  O.  Unger  :  Ueber  ein  Konstruk- 
tiousprinzip  und  seine  Yerwertung  bei  der  Schaltenbestimmung  an  Dreh- 
flâchen.  —  RoB.  Mayr  ;  Ueber  Korper  vou  kiuetischcr  Symmetrie. 

Zeitschrift  fiir  mathematischen  und  natm-wissenscliaftlichen  Unter- 

richt  begrundet  186g  von  G.-C.-V.  Hoff.max.n,  herausgegeben  von 
D'"  H.  Schotten.  Leipzig  et  Berlin  ;  B.-G.  Teubner.  Abouuemeut  annuel  : 
12  M.  33  ter  Jahrgang,  1902. 

rs'û  ^  —  jj  Schottex  :  Ueber  eine  geplante  Encyklopadie  der  Elementar- 
Mathematik.  —  L.  S.\..\lschutz  :  Die  Summation  der  Arcussinus-Reihe.  — 
Kleinere  Mitteilungen. 

?s"5s  5  et  6.  —  D''  Stei.nriede  :  Ueber  Aufgabe,  Bedeutung  und  Méthode 
des  naturwisseuschatllichen  Unterrichts  aut"  hoheren  Schulen.  —  K.  Geiss- 
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